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二维声子晶体中 Zak 相位诱导的界面态*
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界面态具有巨大的实际应用价值 , 因此寻找界面态是一个既有科学意义也有应用前景的课题 . 在本文

中, 我们通过把二维正方晶格声子晶体的结构单元进行倾斜, 构造出具有线性狄拉克色散的斜方晶格体系.

狄拉克色散引起体能带 Zak相位的 π 跃变, 使得位于狄拉克锥投影能带两边的带隙具有不同符号的表面阻

抗, 从而导致由正方晶体体系与由其“倾斜”的斜方晶格体系构成的界面处存在确定性的界面态.

关键词：声子晶体, 线性色散, 界面态, Zak相位
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1   引　言

界面态是指束缚在两种不同材料界面处传播

的态, 其态分布沿着垂直于界面方向呈指数衰减.

由于局域的场增强效应和亚波长特性, 界面态拥有

许多有趣的现象, 并具有实际的应用价值 [1−4]. 近

年来, 受电子体系拓扑态研究的启发 [5,6], 拓扑声学

的概念也应运而生, 并引起广泛关注 [7]. 作为经典

波体系的典型代表, 声子晶体是由质量密度和弹性

模量周期性排列而成的人工周期性结构晶体 [8]. 由

于其宏观尺寸, 易于制备样品和实验测量, 是一个

研究拓扑物态的良好平台. 根据体系体能带的闭合

情况, 传统拓扑声子晶体可分为声学拓扑绝缘体和

声学拓扑半金属 [9−21]. 声学拓扑绝缘体主要包括:

声学陈数拓扑绝缘体 [9−12]、声学量子自旋霍尔拓扑

绝缘体 [13]、声学能谷拓扑绝缘体 [14,15] 和声学自旋

陈数拓扑绝缘体 [16]; 而声学拓扑半金属主要包括: 声

学狄拉克半金属 [17]、声学外尔半金属 [18,19] 和声学

节线简并拓扑半金属 [20,21]. 根据体边对应关系, 这些

体系体能带的拓扑特性导致了不受缺陷和无序影

响的拓扑边界态的出现. 这些边界态在信号处理、

声多功能器件设计等方面都具有潜在的应用价值.

线性狄拉克锥能带关系首次在石墨烯中被发

现, 并伴随着许多奇特的输运现象, 如 Zitterbewegung

颤动 [22]、Klein隧穿等 [23]. 由于狄拉克点拥有 π Berry
相位, 随着参数的变化, 体系从带隙的打开到关闭

(出现狄拉克点), 再到带隙的打开, 这个变化过程

往往会伴随拓扑相变的发生, 于是, 也可利用它来

实现界面态. 研究表明, 根据体能带 Zak相位与表

面阻抗的关系, 构成界面的两个体系体能带 Zak

相位的跃变能导致界面态的出现, 这些体系包括:

布里渊区中心处存在类狄拉克点体系 [24]、正反结

构构成体系 [25]、原结构与其平移结构构成体系等 [26].

众所周知, 蜂巢结构体系由于对称性的保证, 具有

确定性的线性狄拉克点. 通过改变最近邻相互作

用, 可以实现狄拉克在对称性线方向上的移动. 利

用狄拉克点的这种移动, 可以实现赝磁场, 从而实

现朗道能级 [27,28].

本工作将研究正方晶格体系中由对称性保证
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的二次型狄拉克点, 通过“倾斜”正方晶格形成斜方

晶格, 导致二次型狄拉克点演变成一对线性狄拉克

点. 体能带在经过线性狄拉克点时发生能带翻转,

导致能带的几何相位出现 π 的跃变. 于是, 被狄拉

克点投影能带分隔开的两部分带隙具有相反的表

面阻抗虚部, 从而保证由正方晶格与斜方晶体体系

构成的界面处一定存在界面态. 该界面态同时也能

通过单一结构单元体能带的几何相位来解释. 值得

一提的是, 这些界面态的实现并不需要改变结构单

元中散射体的材料参数和几何形状, 只需要通过将

正方晶格倾斜为斜方晶格即可获得, 这极大方便了

样品的制备和实验的测量.
 

2   声子晶体的体能带

R = 0.15a

首先构造晶格常数为 a 的二维正方晶格声子

晶体, 其由半径   的橡胶圆柱置于水中所

构成. 需要指出的是在数值模拟中, 没有考虑橡胶

C4v

2π

C4v

的黏弹性. 声子晶体的体能带如图 1(a)所示. 由于

受  对称性的保护, 在布里渊区的 M 点会出现二

重简并的二次型色散关系, 如图 1(a)中的第一和第

二条能带所示. 为了形象展示这种色散关系, 图 1(b)

画出了 M 点附近的三维能带结构. Chong等 [29] 的

研究工作表明: M 点的二重简并点是一个二次型

狄拉克点, 具有  的 Berry相位. 如果通过拉伸或

压缩体系来破坏  对称性, 二次型狄拉克点就会

转变成一对线性狄拉克点.

C4v

α = 70◦

K1 K1

本工作中, 在保持原胞边长不变的前提下, 把

正方晶体体系倾斜成斜方晶格体系, 从而打破体系

的  对称性, 如图 2(a)中的左插图所示. 对于倾

斜角  时, 声子晶体的体能带如图 2(a)所示.

其中, 在  -G 方向上,   点附近存在二重简并的

线性色散关系, 其放大图如图 2(a)中的右插图所

示. 这个线性狄拉克点产生机理与文献 [29]一样.

斜方晶格的第一布里渊区如图 2(b)所示. 图 2(c)

是狄拉克点附近的三维色散关系.
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ρ = 1.3× 103 kg/m3 v = 500 m/s ρ0 = 1.0× 103 kg/m3 v0 = 1500 m/s
图 1    (a) 二维正方晶格声子晶体的能带结构 , 插图是原胞示意图 ; (b) M 点附近的三维能带结构 , 对应于图 (a)中的虚线区域 .

橡胶与水的质量密度和声速分别为:   ,   ;   ,  

a = 1 m R = 0.15a

ρ = 1.3× 103 kg/m3 v = 500 m/s ρ0 = 1.0× 103 kg/m3 v0 = 1500 m/s

Fig. 1. (a) Bulk band structure of a two-dimensional phononic crystal with a square lattice, consisting of a rubber cylinder in water.

Inset: the unit cell. (b) 3 D bulk band structure around the M point, corresponding to the dashed region in (a). Here, the lattice

constant and the radius of the cylinder are    , and    , respectively. The mass densities and sound velocity of the

rubber and water are:   ,   ; and   ,   , respectively.
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α = 70◦图 2    (a) 倾斜角   的斜方晶格体系的能带结构, 左插图是二维斜方晶格声子晶体的原胞, 右插图表示虚线区域的放大能

带结构; (b)斜方晶格的第一布里渊区; (c) 线性狄拉克点附近的三维能带结构, 对应图 (a)中的虚线区域

α = 70◦

K1

Fig. 2. (a)  Bulk band structure  of  an oblique  lattice  with the  tilted angle    ,  Inset:  the  unit  cell  (left);  the  enlarged band

structure around the Dirac point near     point (right); (b) first Brillouin zone of the oblique lattice; (c) 3D bulk band structure

around the Dirac point, corresponding to the dashed region in (a). 
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Im(Z(ω, k//)) = 0

Im(Z(ω, k//)) ̸= 0

Im
(
Z
(
ω, k//

))
ZU (ω, k//)+ZL(ω, k//) =

0 ZL(ω, k//)

ZU (ω, k//)

k//

由于线性狄拉克点的特性, 我们不禁要问: 如

果把体能带沿某一方向 (例如: x 方向)作投影, 狄

拉克锥的投影能带将把带隙分成左右两部分, 这两

部分带隙的特性是一样的吗? 众所周知, 在无损耗

体系中, 以体系的某一方向构造一界面, 导带具有实

的表面阻抗, 即:   , 而带隙则具有

纯虚数的表面阻抗, 即:   . 换句话

说, 线性狄拉克锥分隔开的这两部分带隙具有相同

符号的  吗? 如果不是, 那么根据界面态

的表面阻抗理论, 只要满足 

 , 则界面处一定存在界面态. 其中,    和

 分别表示在某一特定频率 w 和平行于界

面的波矢  的情况下, 界面两边体系的表面阻抗.

也就是说, 通过利用狄拉克锥两边不同符号的表面

阻抗, 有可能构造出界面态. 

3   声子晶体的界面态

Im(Z) = 0

正方晶格沿 x 方向的投影能带如图 3(a)所示.

首先通过把该声子晶体与水构成一个沿 x 方向的

界面, 可以计算此时投影能带不同区域的表面阻

抗. 由图 3(a)可见, 在导带的投影区域,   ,

Im(Z)

α = 70◦

Im(Z) = 0

Im(Z)

Im(Z)

Im(Z)

k// Im(Z(ω, k//)) < 0

Im(Z(ω, k//)) −∞

Im(Z(ω, k//)) > 0 Im(Z(ω, k//))

+∞
950 Hz

Im(Z(ω, k//))

Im(Z(ω, k//))

937.4 Hz

而在第一和第二带隙区域,   分别小于 0和大

于 0. 然后利用同样的方法, 计算  时的斜方

晶格声子晶体沿 x 方向的投影能带, 如图 3(b)所

示. 类似地, 在导带的投影区域,    , 第一

带隙区域的  还是小于 0; 不同的是, 在斜方晶

格中的第二带隙被狄拉克锥投影分成两个区域, 其

中, 左边区域的   仍然大于 0, 而右边区域的

 则小于 0. 这验证了我们之前提出的设想: 狄

拉克锥把原来的带隙分成两个性质不同的带隙. 需

要指出的是: 对于给定的  , 在  带

隙中, 随着频率的增大,   从 0到  单调

递减, 而在  的带隙中,  

随频率增大从   单调递减到 0[24,25]. 此外, 正方

晶格和斜方晶格体系在频率  附近具有两个

共同的带隙, 左边共同带隙的  都大于

0, 而右边共同带隙具有相反符号的   .

因此, 如果把这两个体系沿着 x 方向构成一个界

面 (如图 3(d)左图所示), 界面处一定存在界面态.

图 3(c)是界面态的投影色散, 其中粉色线表示界

面态的色散. 同时, 图 3(d)右图显示了处于频率

 的界面态声压场本征态分布. 由图中可清
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α = 70◦ , Im (Z)

937.4 Hz

图 3    (a) 正方晶格声子晶体沿 x 方向的投影能带; (b) 倾斜角   的斜方晶格声子晶体沿 x 方向的投影能带   表示表

面阻抗的虚部; (c) 由上述两个声子晶体构成的沿 x 方向界面的界面态色散关系, 粉色线表示界面态色散; (d)正方晶格和斜方晶

格声子晶体构成的沿 x 方向的界面 (左图), 频率为   的界面态本征声压场分布 (右图)

kx

kx α = 70◦

kx

937.4 Hz (right)

Fig. 3. (a)Projected band structures along the    direction of the phononic crystals with a square lattice; (b) projected band struc-

tures along the     direction of phononic crystals with an oblique lattice of    , Im(Z) represents the imaginary part of sur-

face impedance; (c)interface state dispersion along the     direction of the interface constructed by two phononic crystals with the

square and oblique lattices, the pink lines denote the interface states; (d) the interface constructed by two phononic crystals with

the square and oblique lattices(left), the eigen pressure field distribution of the interface state at   .
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晰看出, 声压场局域在界面上, 并沿垂直于界面的

方向指数衰减.

Im
(
Z
(
ω, k//

))

除了利用表面阻抗理论来判定界面态的存在

与否, 还可利用体能带的几何相位来预测界面态的

存在 [30]. 这样就可以通过体系的一个结构单元的

信息来预测界面态的存在性, 不需要构造实际的界

面结构来进行相应的全波数值模拟, 节省了计算内

存和时间. 基于前期的研究可知, 两个相邻带隙

 符号的比值与体能带的 Zak相位之

间的关系可表示为 [30]
 

Sgn
[
Im

[
Zi(ω, k//)

]]
Sgn

[
Im

[
Zi−1(ω, k//)

]] = ei(φi−1+π), (1)

Zi(ω, k//) Zi−1(ω, k//)

φi

Im(Z(ω, k//))

Im(Z(ω, k//))

k// = kx ky

k// < kD,x k// > kD,x

k// < kD,x

k// > kD,x

Im(Z(ω, k//)) k// < kD,x

Im(Z(ω, k//)) > 0 k// > kD,x

Im(Z(ω, k//)) < 0

其中,    和   分别是两个相邻带

隙的表面阻抗,   是这两个带隙之间体能带的 Zak

相位. 因为最低带隙   总是负的, 所以

只要知道每条体能带的 Zak相位, 相应地就可以

通过 (1)式来确定其他带隙   的符号 .

固定   , 可以得到体系沿   方向的体能带.

根据图 2(a)体能带中狄拉克点的位置, 可以分别

得到   (狄拉克点左边)和   (狄拉

克点右边)的体能带, 如图 4(a)和 4(b)所示. 最低

能带的 Zak相位都是 π, 而第二条能带的 Zak相位

则分别是 0和 π, 这是由于从   变化到

 时, 经历了能带的翻转, 从而导致 Zak 相

位的跳变. 利用 (1)式, 就可得到第二和第三带隙

 的符号. 对于   情况, 第三带

隙 的     , 而 对 于   情 况 ,

 . 同时也计算了正方晶格固定

k// = kx

Im(Z(ω, k//)) < 0

Im(Z(ω, k//)) > 0

950 Hz

Im(Z(ω, k//))

 情况下的体能带以及相应的 Zak相位, 如

图 4(c)所示. 其最低两个带隙的  ,

而最高带隙的   . 这些结果与图 3

中通过全波数值模拟得到的结果完全一致. 仔细比

较图 4(b)和 4(c), 可以发现在频率  附近, 两

个体能带存在共同带隙, 而且对应   的

符号正好相反. 因此, 可以判断它们之间一定存在

界面态.

α = 70◦

α = 50◦

在上述讨论中, 选择了倾斜角   的斜方

晶格. 事实上, 对于固定大小的圆柱体, 倾斜角 a

可以从 20°到 90°变化. 图 5是由  的斜方晶

格与正方晶格构成的界面的界面态色散, 除了发现

由于狄拉克点引起的界面态 (粉色线)之外, 在低

频处还存在额外的界面态色散 (绿色线). 该界面态

色散的存在同样可以由体能带的 Zak相位来解释.

 

F
re

q
u
e
n
c
y
/
H

z

0

1200

600

900

300

0-1 1

(a)

 (2p/  3 ) 


 (2p/  3 ) 


 (2p/  3 ) 


=0.60p/

O



p

F
re

q
u
e
n
c
y
/
H

z

0

1200

600

900

300

0-1 1

(c)

=0.85p/

O

p

p

F
re

q
u
e
n
c
y
/
H

z

0

1200

600

900

300

0-1 1

(b)

=0.85p/

O

p

p

α = 70◦ kx = 0.6 π/a kx = 0.85 π/a ky kx = 0.85 π/a
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图 4    倾斜角   的斜方晶格声子晶体在    (a) 和   (b)时沿   方向的体能带; (c) 在  

时, 正方晶格声子晶体沿   方向的体能带, 其中红色区域和蓝色区域分别表示   和  

ky α = 70◦ kx = 0.6 π/a
kx = 0.85 π/a kx

kx = 0.85 π/a Im (Z) < 0 Im (Z) > 0

Fig. 4. Bulk band structures along the    direction of the phononic crystal with an oblique lattice with    for  

(a)  and      (b);  (c)  bulk  band  structures  along  the      direction  of  the  phononic  crystal  with  a  square  lattice  for

 . The red and blue regions represent    and   , respectively.
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α = 50◦图 5    由   斜方晶格与正方晶格声子晶体构成的沿

x 方向界面的界面态色散 , 红色线和绿色线分别表示两个

共同带隙中的界面态色散

kx

α = 50◦

Fig. 5. Interface  state  dispersion  along  the     direction  of

the interface constructed by two phononic crystals with the

square and oblique lattices with    , the red line and

the green line represent the interface state dispersion in the

two common band gaps, respectively. 
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a = 1 m

R = 0.215a

ρFe = 7.7× 103 kg/m3 ρEP =

1.18× 103 kg/m3

vl-Fe = 5850 m/s vt-Fe = 3230 m/s vl-EP =

2605 m/s vt-EP = 1068 m/s

α = 70◦

基于能带翻转的思路, 本文结论可以拓展到固

体-固体体系中. 将铁柱子置于环氧树脂中进行周

期性排列, 构成晶格常数为  的二维声子晶

体. 其中, 铁柱子的半径   , 铁与环氧树

脂的质量密度分别为:   ;  

 , 它们的纵波声速和横波声速

分别为:    ,    ;   

 ,    . 正方晶格和斜方晶格

(  )结构的体能带如图 6(a)和 6(b)所示 .

二次型狄拉克点和线性狄拉克点仍然存在. 同样将

这两种声子晶体构成沿 x 方向的界面, 虽然共同带

529.6 Hz

隙很小, 但是界面态仍然存在, 如图 6(c)左图的粉

色线所示. 此外, 图 6(c)右图清晰地展示了频率为

 的界面态本征位移场分布. 

4   结　论

本文提出了在二维正方晶格声子晶体与其倾

斜结构所形成的界面处一定存在界面态. 该界面态

的存在既可以通过表面阻抗的理论来解释, 也可以

通过单一结构单元体能带的 Zak相位来判定. 界

面态作为波传输能量的重要途径, 具有广泛的应用

前景. 这种构造确定性界面态的方法可以推广到其

他的经典波体系中.
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图  6    铁柱子在环氧树脂中周期性排列构成二维声子晶

体  (a) 二维正方晶格声子晶体的能带结构 ; (b) 倾斜角

 的斜方晶格体系的能带结构 ; (c)由上述两个声子

晶体构成的沿 x 方向界面的界面态色散关系 (左), 粉色线

表示界面态色散 , 频率为   的界面态本征位移场分

布 (右)

α = 70◦

kx

529.6 Hz (right)

Fig. 6. Two-dimensional  phononic  crystals  are  constructed

by  steel  cylinders  in  epoxy:  (a)  Bulk  band  structure  of  a

square lattice; (b) bulk band structure of an oblique lattice

with  the  tilted  angle    ; (c)  the  interface  state   dis-

persion along the     direction of the interface constructed

by these two phononic crystals(Left), the pink line denotes

the interface  states,  the  eigen  displacement  field   distribu-

tion of the interface state at   .
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Abstract

Interface states  have great practical  applications,  therefore,  searching for  the existence of  interface states

has  both  scientific  significance  and  application  prospects.  In  this  work,  we  tilt  the  structure  unite  of  two-

dimensional  phononic  crystal  with  a  square  lattice  to  construct  an  oblique  lattice  possessing  linear  Dirac

dispersion.  The  Dirac  dispersion  gives  rise  to  a  π  jump  of  the  Zak  phases  of  the  bulk  bands,  so  that  the
projected  band  gaps  at  both  sides  of  the  Dirac  cone  have  opposite  signs  of  surface  impedance,  resulting  in

deterministic interface states at the interface formed by the phononic crystal with a square lattice and its tilted

oblique lattice system.
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