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退相干条件下两比特纠缠态的
量子非局域关联检验*
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(西南交通大学物理科学与技术学院, 成都　610031)

(2021 年 8 月 7日收到; 2021 年 12 月 5日收到修改稿)

量子纠缠态的量子非局域关联特性在当前量子信息和量子计算协议中起着重要的作用. 然而, 任何实际

的物理系统都不可避免地与周围环境相互作用, 使得在量子信道中的传输过程中, 量子态会发生相干性退化,

进而弱化量子态的量子非局域关联特性. 本文利用一种基于 Hardy-type佯谬的高概率量子非局域关联检验

方案, 分别研究了两比特偏振纠缠态在经过振幅阻尼信道 (ADC)、相位阻尼信道 (PDC)和退极化阻尼信道

(DC)后的量子非局域关联检验情况. 研究结果表明, DC传输信道对量子态的量子非局域关联检验特性影响

较大, 而 PDC传输信道对量子态的量子非局域关联检验特性影响较小. 最后, 本文还给出了利用弱测量结合

弱测量反转操作克服 ADC退相干时, 偏振纠缠态成功进行量子非局域关联检验的条件. 结果表明, 当弱测量

的强度增大时, 可有效地降低 ADC退相干效应对偏振纠缠态成功进行量子非局域关联检验造成的影响.
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1   引　言

量子非局域关联是量子力学理论所预言的重

要特征之一 [1], 同时也是量子信息论的重要基础,

其在量子通信 [2]、量子计算 [3] 和量子密码学 [4] 中均

起着重要的作用. 例如, 量子密钥分配 [5]、量子安全

直接通信 [6,7] 与量子安全多方计算 [8] 等协议都是基

于量子纠缠态的量子非局域关联特性而进行的.

然而, 任何实际的物理系统都不可避免地与周

围环境相互作用, 因此, 制备的量子态在量子信道

的传输过程中会发生退相干现象 [9−11], 进而弱化量

子纠缠态的量子非局域关联特性. 通常而言, 根据

退相干类型的不同, 量子态的传输信道可主要分为

三种, 分别为振幅阻尼信道 (ADC)、相位阻尼信

道 (PDC)和退极化阻尼信道 (DC)[12,13]. ADC描

述的是量子态在信道传输过程中, 将能量耗散到环

境中, 进而导致量子态相干性的退化. PDC描述的

是, 在不造成能量损失的情况下, 量子态相干性的

损失, 反映为量子态密度矩阵非对角元随时间的衰

减. DC描述的是量子态的极化矢量受环境影响而

变小的过程.

一方面, 传输信道的退相干效应对量子纠缠态

的影响在理论和实验中都有着广泛的研究. 例如,

Dodd和 Halliwell[14] 理论研究了双粒子系统在退

相干条件下纠缠的演化机制. Hu等 [15] 综述了量子

态在噪声信道中的量子关联特性. Horodecki等 [16]

综述了包含 Bell不等式等在内的量子纠缠表现形

式. Salles等 [17] 利用线性光学装置研究了振幅阻尼

对光量子纠缠态的影响. 然而, 在量子态经过具有
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退相干效应的量子信道传输后, 是否仍然能够实现

基于 Hardy-type佯谬的高概率量子非局域关联检

验研究还未见报道.

另一方面, 为了克服传输信道的退相干效应,

相关退相干抑制方案的研究也相继展开 . 例如 ,

2012年, Kim等 [18] 研究发现, 利用弱测量和弱测

量反转操作 (WMR), 就可以有效地抑制 ADC的

退相干效应 .  Hu等 [19] 研究了经过噪声信道后 ,

N 比特量子态的退相干特性, 并提出了可实现关联

保护的方案. 但是, 对量子信道进行退相干抑制操

作后, 基于 Hardy-type佯谬的高概率量子非局域

关联检验研究也未见有报道. 基于此, 本文以两比

特偏振纠缠态作为研究对象, 分别研究了量子态在

经过 ADC, PDC和 DC三种类型的退相干传输信

道后, 其进行量子非局域关联检验的情况. 最后,

本文还研究了采取退相干抑制操作后, 量子态经

过 ADC后的量子非局域关联检验情况. 

2   经过退相干信道传输后量子态的
量子非局域关联检验

 

2.1    基于 Hardy 佯谬的量子非局域关联检
验方案

关于量子非局域关联的检验研究, 主要有基于

不等式形式的 Bell定理 [20,21] 与无不等式的 Hardy

定理 [22−24] 等检验方案. 通常, 基于 Bell定理, 或者

基于更适用于实验验证的 CHSH不等式进行的量

子非局域关联检验, 是通过判定在某一特定条件

下 (最优化的测量基下), CHSH不等式是否被违背

进行的, 且最佳量子态为最大纠缠态 [21]. 而 Hardy

定理可以在无不等式的情况下检验量子非局域关联,

因此被认为是“Bell定理的最简单形式”[25]. 2019年,

我们课题组 [26] 也提出过一种基于 Hardy定理的,

适用于任意量子态 (含混合态)的高概率量子非局

域关联检验方案. 因此, 本文采用该高概率检验方

案, 对经过退相干信道传输的量子态进行量子非局

域关联检验研究. 该非局域关联检验方案可简述

如下:

目前, 利用自发参量下转换过程可制备出高质

量的偏振纠缠量子态, 且制备的纠缠态常用于基

于 Bell不等式和 Hardy定理进行量子非局域关联

检验中 [22,27−29]. 作为一种典型实验制备出的偏振

纠缠量子态之一, 其波函数可表示为 

|ψ⟩ = 1√
1 + r2

(r|H⟩s|H⟩i + |V ⟩s|V ⟩i), (1)

|H ⟩ |V ⟩
0 < r ⩽ 1

0 < r < 1

其中   表示水平偏振态 ;    表示垂直偏振态 ;

s和 i分别代表信号光子和闲置光子; r (  )

值的大小可用于描述该量子态的纠缠度. 实际上,

当 r = 1时 (即 (1)式表示一最大纠缠态), 利用

Hardy 定理进行量子非局域关联检验的成功概率

为 0[23], 因此在本文中, r 的取值范围为  .

|ϕ ⟩M利用通用测量基  , 

|ϕ⟩M =

cosαs cosβi|H⟩s|H⟩i + cosαs sinβi|H⟩s|V ⟩i
+ sinαs cosβi|V ⟩s|H⟩i + sinαs sinβi|V ⟩s|V ⟩i. (2)

对 (1)式所示的量子态进行偏振联合概率测

量. 根据文献 [26], 当考虑 s光子与 i光子的偏振联

合测量概率同时满足 (3)式所示约束条件时, 

H1 = P (α1s, β1i) + P (α2s, β
⊥
2i ) = 1, (3a)

 

H2 = P (α⊥
1s, β

⊥
2i ) + P (α2s, β1i) = 1, (3b)

 

H3 = P (α1s, β2i) + P (α⊥
2s, β2i) + P (α⊥

2s, β
⊥
1i ) = 1,

(3c)

最后通过检验, 

H = P
(
α⊥
1s, β

⊥
1i
)
, (4)

P (αms, βni) =M ⟨ϕ |ρ|ϕ⟩M
ρ = |ψ⟩ ⟨ψ|

αs βi

α⊥
ms = αms + π/2 β⊥

ni = βni + π/2

的值是否大于 0, 即可检验量子非局域关联的存在.

同时 H 值的大小, 也表明了成功进行量子非局域

关联检验的概率. 其中,   

(m, n = 1, 2,   )表示测得 s光子的偏振

在   方向和 i光子的偏振在   方向的联合测量概

率.   ,    (m, n = 1, 2).
 

2.2    量子态经过退相干信道的演化

M0 =

(
1 0
0

√
1−D

)
M1 =

(
0

√
D

0 0

)

D = 0

0 < D ⩽ 1

ρA
d =

∑1

i,j=0
(Mi ⊗Mj)ρ

(
M †

i ⊗M †
j

)

如图 1所示, 考虑 Alice制备的如 (1)式所示的

信号光子 s和闲置光子 i, 经过一个具有相同阻尼大

小的量子信道传输后, 发送给 Bob. 当信道类型仅考

虑ADC时, 则传输信道的退相干影响可以用Kraus

运算符  ,  

进行描述 [30], 其中参数 D 表征 ADC退相干影响

的大小. 当  时, 表示传输信道无阻尼, 即传输

信道不对量子态造成退相干影响, 否则  .

当量子态经过 ADC后, Bob端的量子态密度函数

可写为   , 其

矩阵形式可写为
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ρA
d =


a2 + d2D2 0 0 ad (1−D)

0 d2D (1−D) 0 0

0 0 d2D (1−D) 0

ad (1−D) 0 0 d2(1−D)
2

 (5)

a = r/
√
1 + r2 d = 1/

√
1 + r2其中  ,   .

当传输信道仅考虑 PDC时, 信道退相干的影

响可用 Kraus运算符 

E0 =
√
1−D

(
1 0
0 1

)
,

E1 =
√
D

(
1 0
0 0

)
, E2 =

√
D

(
0 0
0 1

)

ρP
d =

∑2

i,j=0
(Ei ⊗Ej)ρ

(
E†

i ⊗E†
j

)进行描述 [30]. 此时, Bob端的量子态密度函数可写

为     , 其矩阵形

式可写为
 

ρP
d =


a2 0 0 adD̄2

0 0 0 0

0 0 0 0

adD̄2 0 0 d2

 . (6)

当传输信道仅考虑 DC时, 信道退相干的影响

可用 Kraus运算符
 

K0 =
√
1−D

(
1 0
0 1

)
, K1=

√
D

3

(
0 1
1 0

)
,

K2= i
√
D

3

(
0 −1
1 0

)
, K3 =

√
D

3

(
1 0
0 −1

)

ρD
d =

∑3

i,j=0
(Ki ⊗Kj)ρ(K

†
i ⊗K†

j )

进行描述 [30]. 此时, Bob端的量子态密度函数可写

为     , 其矩阵形

式可写为
 

 

ρD
d =

1

9


a2D′2 + 4d2D2 0 0 adD′′2

0 2DD′ 0 0

0 0 2DD′ 0

adD′′2 0 0 d2D′2 + 4a2D2

 , (7)

D′ = 3− 2D D′′ = 3− 4D其中  ,   . 

2.3    退相干效应下的量子非局域关联检验

{α1s, α2s, β1i, β2i}

H = P (α⊥
1s, β

⊥
1i )

首先考虑如 (1)式所示的偏振纠缠态, 经过

ADC信道传输后的量子非局域关联检验情况. 通

过将通用测量基 (2)式作用于 (5)式 , 即可利用

(3)式得到量子非局域关联检验时所用的测量基

 . 将测量基的值带入 (4)式, 即可

计算得到成功进行量子非局域关联检验的概率值

 . 图 2显示了, 在不同退相干度参数D

时, 成功进行量子非局域关联检验的结果.

D = 0从图 2(a)中可以看出, 当  时 (即信道无

退相干影响, 黑实线), 成功进行量子非局域关联检

0.3785 <

r < 0.7788 r = 0.7731

Hmax = 0.391

D = 0.0438 r = 0.5931

D > 0

验的概率随着 r 的增大而增大 (此时可成功用于量

子非局域关联检验的 r 参数值范围为 :   

 ), 且当  时, 可获得最大的成功

检验概率  , 该结果与文献 [26]的结果

一致. 但是, 随着 D 的增大, 经 ADC传输后的量

子态, 一方面成功进行量子非局域关联检验的概率

将降低; 另一方面, 可用于进行量子非局域关联检

验的量子态的范围 (即 r 值的范围)也将缩小. 特

别地, 当   时, 只有   的量子态

可用于量子非局域关联检验. 从图 2(a)中还可以

看出, 当   时, 并非所有 r 参数的量子态均能

满足 (3)式所示的约束条件, 因此仅有部分 r 参数

的量子态可用于量子非局域关联检验研究.

 

D

D

Alice

| >

Bob

½
A,P,D

s

i

ρA,P,Dd

图 1    Alice制备的信号光子 (s)和闲置光子 (i)通过不同阻

尼类型信道 D后传输给 Bob, 传输后的量子态表示为

ρA,P,Dd

Fig. 1. Signal  photon  (s)  and  idle  photon  (i)  prepared  by

Alice  are  transmitted  to  Bob  through  quantum channel  D

with different damping types. The final quantum state after

transmission can be expressed as   .
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Dmax

D = Dmax

Dmax

r = 0.5931

Dmax = 0.0438

Dmax = 0.0438

Dmax

Dmax = 0.0438

Hmax = 0.176

图 2(b)显示了在不同 r 参数情况下, 能够成

功进行量子非局域关联检验的参数 D 的最大值

 (左侧纵坐标)随 r 的变化关系曲线, 以及当选

取   时, 成功进行量子非局域关联检验的

概率 (右侧纵坐标). 从图 2(b)中可以看出, 随着

r 的增大,   将呈现先增大后减小的现象. 特别

地 , 当   时 , 可获得参数 D 的最大范围

 , 也即如 (1)式所示的偏振纠缠态,

成功进行量子非局域关联检验时, 可承受 ADC信

道退相干影响的最大值为  . 从图 2(b)

中同时也可以看出, 即使在 D 取  时, 随着 r 值

的增大, 能够成功进行量子非局域关联检验的概率

也将非线性地增加. 特别地, 当   时,

如 (1)式所示的量子态经过 ADC传输后 , 成功

进行量子非局域关联检验的概率依然可以达到

 , 证明了我们所用的量子非局域关联

检验方案的鲁棒性.

下面, 用上述类似的方法 (即使用如 (6)式和

(7)式所示的密度矩阵), 分别研究了如 (1)式所示

的量子态分别经过 PDC和 DC阻尼信道后的量子

非局域关联检验情况. 图 3(a)显示在不同退相干

度参数 D 时, 量子态经过 PDC阻尼信道后的量子

非局域关联检验情况. 图 3(b)显示在不同退相干

度参数 D 时, 量子态经过 DC阻尼信道后的量子

非局域关联检验的情况.

r = 0.6620

Dmax = 0.0925

Hmax = 0.208 r = 0.6130

Dmax =

0.0358

Hmax = 0.172

从图 3(a)可以看出, 当  时, 如 (1)式

所示的偏振纠缠态经过 PDC阻尼信道时可用于成

功进行量子非局域关联检验的   , 此

时成功进行量子非局域关联检验的概率依然可以

达到  . 从图 3(b)可以看出, 当 

时, 如 (1)式所示的偏振纠缠态经过 DC阻尼信道

时可用于成功进行量子非局域关联检验的  

 , 此时成功进行量子非局域关联检验的概率

依然可以达到  .

对比图 2和图 3的结果可以看出, 在不同的阻
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图 2    量子态经过ADC后的量子非局域关联检验情况 　(a) 在

不同 D 参数下 , H 随 r 的变化关系曲线 ; (b)    和 H 随

r 的变化关系曲线

Dmax

Fig. 2. Quantum  nonlocal  correlation  test  when  the

quantum state transmitted through ADC: (a) The relation-

ship H vs r under different D parameters; (b) the relation-

ship    and H vs r. 
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图 3    量子态经过 PDC和 DC阻尼信道时, 进行量子非局

域关联检验的情况　(a) 量子态经过 PDC后,   和 H 随

r 的变化关系曲线 ; (b) 量子态经过 DC后 ,    和 H 随

r 的变化关系曲线

Dmax
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Fig. 3. Quantum  nonlocal  correlation  test  when  the

quantum state transmitted through PDC and DC: (a) The

relationship      and  H  vs  r  when  the  quantum  state

transmitted through PDC. (b) the relationship    and H

vs r when the quantum state transmitted through DC. 
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Dmax尼信道中   峰值所对应的参数值 r 相差不大.

但是, 对 r 值相同的偏振纠缠态进行量子非局域关

联检验时, 参数 D 的取值范围相差较大, 且 PDC

阻尼信道可接受的参数 D 的取值范围最大.

r =

0.5931 Dmax = 0.0438

最后我们用与上述类似的方法研究了  

 时 (即 ADC信道对应   时), 如

(1)式所示的偏振纠缠态分别经过 ADC, PDC和

DC阻尼信道时的量子非局域关联检验情况. 与上

述研究量子态经过 ADC时的量子非局域关联检

验类似的方法, 利用 (6)式和 (7)式结合 (1)式—

(4)式, 得到了如 (1)式所示的量子态, 经过三种不同

的退相干阻尼信道后, 成功进行量子非局域关联检

验的概率随参数 D 的变化关系曲线, 如图 4所示.
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r = 0.5931图 4      时, 量子态经过 ADC, PDC 和 DC传输

信道后的量子非局域关联检验情况

Fig. 4. The  quantum  nonlocal  correlation  test  when  the

quantum state  passes  through  ADC,  PDC  and  DC   trans-

mission channels.
 

D > 0.0354

从图 4中可以看出, 随着 D 的增大, 如 (1)式

所示的偏振纠缠态, 在经过三种类型退相干信道传

输后, 成功进行量子非局域关联检验的概率均将降

低. 相比而言, DC信道参数 D 对成功进行量子非

局域关联检验的影响最快, 且当  时, 量

Dmax = 0.0888

子态进行传输后就不能成功用于量子非局域关联

检验. 而 PDC信道参数 D 对成功进行量子非局域

关联检验的影响较为缓慢, 且传输信道仅考虑 PDC

时, 信道阻尼参数的最大值可达到  . 

3   退相干抑制操作下量子态的量子
非局域关联检验

Mw =

(
1 0

0
√
1− λ

)
Mr =

( √
1− q 0
0 1

)

ρA
w = (Mw ⊗Mw)ρ(M

†
w ⊗M †

w)

ρA
d =

∑1

i,j=0
(Mi ⊗Mj)ρ

A
w(M

†
i ⊗M †

j )

ρA
r =

(Mr ⊗Mr)ρ
A
d (M

†
r ⊗M †

r )

q = λ+D(1− λ)

本节主要研究利用弱测量和弱测量反转

(WMR)操作 [18], 对 ADC信道的退相干效应进行

抑制后 , 量子态的量子非局域关联检验情况 .

WMR抑制退相干效应的主要原理为, 在量子态通

过 ADC信道发送给 Bob前, Alice将首先对信号

光 (s)和闲置光(i)进行弱测量, 然后利用 ADC信

道将量子态发送给 Bob, Bob对接收到的量子态

进行弱测量反转操作. 传输前的弱测量操作和传

输后的弱测量反转操作可分别用 Kraus运算符

 ,    表

示 [31]. 其中 l 表示弱测量强度 , q 表示弱测量反

转操作强度. 针对 (1)式所示的量子态, Alice在

传输前先进行弱测量, 则弱测量后的量子态可写

为   . 该量子态经过

ADC传输之后, 受 ADC通道影响, 量子态可写

为   .  Bob接

收到传输来的量子态后 , 进行弱测量反转操作 ,

此时量子态的密度矩阵可进一步写为  

 . 假设采用最优化弱测量

反转 [18], 即 q 和 l 具有对应关系:     .

此时, 量子态在经过弱测量、ADC信道传输和弱

测量反转操作之后, Bob端量子态的密度矩阵最终

可写为如下矩阵形式: 

 

ρA
r =

1

A


a2 + d2D2(1− λ)

2
0 0 ad

0 D (1− λ) d2 0 0

0 0 D (1− λ) d2 0

ad 0 0 d2

 (8)

A = 1+
{
2D(1− λ) +D2(1− λ)

2
}
d2其中  .

在得到上述密度矩阵后, 采用本文前述类似的

方法, 可以对 (8)式所示的量子态进行量子非局域

r = 0.5931关联检验研究. 同样选择   的量子态, 得

到成功进行量子非局域关联检验的情况如图 5

所示.
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λ = 0

q = D

Dmax = 0.0451

Dmax = 0.0438

Dmax

λ = 0.95 Dmax

Dmax = 0.9025

λ = 1

Dmax = 1

从图 5中可以看出 , 当弱测量强度   时

(黑色实线, 此时最优化的弱测量反转操作强度为

 ), 随着 D 的增大, 成功进行量子非局域关联

检验的概率将迅速减小, 且退相干参数的最大值为

 . 与图 4中不进行弱测量与弱测量反

转操作情况相比 (  ), 该范围稍有提

高. 但是, 随着弱测量强度的增大, 可成功用于量

子非局域关联检验的量子信道的  将有明显增

大. 特别地, 当弱测量强度为   时,    的

值可达到  , 该结果表明, 当量子态经

过弱测量、ADC传输、弱测量反转操作后, 可有效

地克服传输信道的退相干效应. 值得注意的是, 随

着弱测量强度的增大, 弱测量操作成功的概率也会

相应减小 [18], 当弱测量强度   时, 弱测量操作

成功的概率为 0, 但  . 

4   结　论

D < 0.1

利用本课题组于 2019年提出的基于 Hardy-

type佯谬的高概率量子非局域关联检验方案, 本

文详细研究了两比特偏振纠缠量子态在经过振幅

阻尼信道、相位阻尼信道和退极化阻尼信道后的量

子非局域关联检验情况. 结果表明, 偏振纠缠态经

过退极化阻尼信道传输时, 对该量子态的量子非局

域关联影响最大, 而相位阻尼信道传输对该量子态

的量子非局域关联影响最小. 但不论经过哪种退相

干类型的传输信道, 如量子态还能够成功用于量子

非局域关联检验, 则用于描述退相干强度的参数

D 均需在   的范围内. 为了克服振幅阻尼传

输信道的影响, 本文详细研究了利用弱测量和弱测

λ

λ = 0.95

Dmax =

0.9025

量反转操作后, 偏振纠缠态的量子非局域关联检验

情况. 结果表明, 在最优化弱测量反转操作情况下,

随着弱测量强度  的增大, 则传输信道的退相干对

成功进行量子非局域关联的检验影响可进一步加

以抑制. 特别地, 当弱测量强度  时, 可将传

输信道的退相干参数 D 的最大范围扩展到 

 .

值得说明的是, 在本文中, 尽管量子态在 ADC,

PDC和 DC中的传输, 以及对量子态进行的WMR

操作, 采用了如文献 [18, 30]中类似的密度矩阵演

化计算方法, 但是, 本文的研究重点在于, 量子态

在经过上述的信道传输和WMR操作后, 量子态

成功进行量子非局域关联检验的情形研究, 研究目

的和结论与文献 [18, 30]是不相同的. 相信本文的

研究结果, 可为退相干条件下量子态的量子非局域

关联检验研究提供参考.
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Abstract

The quantum nonlocal correlation of quantum states plays an important role in the quantum information

and  quantum  computing  protocols.  However,  during  the  transmission  of  entangled  states  in  the  quantum

channel, they will inevitably interact with the environment, resulting in the degradation of the coherence and

then  weakening  the  quantum  nonlocal  correlation.  Using  a  high  probability  quantum  nonlocal  correlation

testing  scheme  based  on  Hardy-type  paradox,  in  this  paper  we  investigate  the  quantum  nonlocal  correlation

testing  of  two-qubit  polarization  entangled  states  when  they  transmit  through  amplitude  damping  channel

(ADC), phase damping channel  (PDC) and depolarization damping channel  (DC). The results  show that DC

has  a  great  influence  on  the  quantum  nonlocal  correlation  testing,  while  PDC  has  little  influence  on  the

quantum  nonlocal  correlation  testing  of  quantum  states.  Finally,  this  paper  also  gives  condition  for  the

successful  quantum  nonlocal  correlation  testing  of  ADC  under  weak  measurement  and  quantum  weak

measurement reversal operation. The results show that when the intensity of weak measurement increases, the

influence of ADC decoherence effect on quantum nonlocal correlation testing can be effectively reduced.

Keywords: quantum nonlocal correlation, amplitude damping, phase damping, depolarization damping, weak
measurement, quantum weak measurement reversal
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