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由于   户田黑洞具有很好的数学结构, 是研究黑洞物理较为理想的场所. 本文主要研究其黑洞的

霍金辐射, 以及相关信息丢失问题. 为了简单, 只考虑在四维静态球对称   户田黑洞下, 通过计算静止

质量为零的粒子在事件视界附近隧穿效应来研究霍金辐射. 在粒子的隧穿过程中, 利用能量守恒并考虑了隧

穿粒子对背景时空的反作用. 获得粒子通过事件视界的隧穿概率取决于粒子出射前后黑洞熵的变化, 并在此

基础上讨论了其信息丢失问题, 在满足一定条件下, 我们的结果与 RN黑洞和施瓦茨黑洞的结果一致.
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1   引　言

20世纪 70年代, 自从史蒂芬·霍金 [1] 发现黑洞

具有热辐射以来, 霍金辐射就一直备受理论物理学

家的关注. 在此基础上, 建立了起来的黑洞信息丢

失问题 [2−4] 更是当今研究的热点. Parikh和Wilczek

曾经提出了一种研究霍金辐射的半经典方法 [5−9],

该方法满足量子力学幺正性和信息守恒, 对黑洞信

息丢失问题具有一定的解释. 尽管这一解释受到一

些质疑 [7], 但对我们理解霍金辐射提供了一些新思

路. 该半经典方法将黑洞事件视界视为一个势垒,

霍金辐射源于事件视界附近粒子的量子隧穿效应.

为了消除事件视界上奇异性而使用Painleve坐标 [10],

是该方法的关键 . 随后文献 [11, 12]从半经典的

Hamilton-Jacobi方程出发, 也简化了黑洞辐射的

研究. 进一步有大量的文献研究了 Dirac 粒子的隧

穿辐射 [13−20], 也得到了很多有趣的结果.

SL (n,R)在文献 [21]中计算了一系列的   户田

黑洞的精确解, 并给出了相应的热力学性质. 该理

(n− 1) U (1) (n− 2)

2 (n− 1)

(n− 2)

(n− 1)

AdS2 × SD−2

SL (3, R)

SL (n,R) (D − 3)

论由爱因斯坦理论耦合  个  场和 

个标量场组成, 最一般的解包括  个非平凡

的积分常数, 消除   个导致裸奇点和破坏渐

进平直的标量荷, 可获得带   个独立电荷和

质量的黑洞解 . 黑洞在近视界极限下的极端几

何为   , 这类黑洞的热力量能够普遍

的获得, 并满足热力学第一定律. 户田方程也出现

在 p-膜超引力, 像四维的 Kaluza-Klein dyonic黑

洞如 [22] 属于一系列   户田方程. 引力约化

下  户田瞬子或  -膜携带的轴子荷被

构造 [23] 等.

SL (n,R)

SL (3, R)

SL (n,R)

SL (n,R)

本文中 , 将通过量子隧穿效应来重新研究

 户田黑洞的霍金辐射, 考虑无质量的粒子

隧穿黑洞视界, 结果表明隧穿概率与隧穿前后霍金

熵的变化有关, 并在此基础上简单分析了此黑洞的

信息丢失问题. 第 2节, 先对   户田黑洞的

情况做相应的研究. 第 3节, 利用  户田黑

洞的通解获得半经典隧穿辐射率. 第 4节, 给出

 户田黑洞的信息丢失问题的一个具体分

析. 最后给出本文的总结.
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2   SL(3,R)户田黑洞

U (1) ϕ

为了简单让我们先考虑爱因斯坦引力理论耦

合两个   场和一个伸缩子场   , 其拉格朗日量

表述为 

L=
√
−g

[
R− 1

2
(∂ϕ)

2− 1

4
e
√
3ϕF1

2− 1

4
e−

√
3ϕF2

2

]
.

(1)
Fi SL (3, R)这里  电磁场强, 其运动方程满足  户

田方程, 可以得到在四维情况下有解: 

ds2 = − 1√
H1H2

fdt2s +
√
H1H2[f

−1dr2

+ r2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
], (2)

 

H1 =
(
1− 2β1f + β1β2f

2
)
/γ1,

H2 =
(
1− 2β2f + β1β2f

2
)
/γ2,

γ1 = 1− 2β1 + β1β2,

γ2 = 1− 2β2 + β1β2, f = 1− 2M/r. (3)

U (1)两个  电磁场和一个伸缩子场分别给出: 

A1 =
√
2
1− β1f√
β1γ2H1

dt,

A2 =
√
2
1− β2f√
β2γ1H2

dt,

ϕ =

√
3

2
ln
(
H1

H2

)
. (4)

β1, β2

βi = 0 Ai

β1 =

β2

β1 = β2 = 0

dts = dt−√
H1H2f−2 −

√
H1H2f−1dr

由 (4)式可以看出, 当  中有一个为零时,

将约化为单电荷黑洞 (当  时,   发散是一个

纯规范奇异, 可以通过坐标变换来消除); 当  

 时对应于 Reissner-Nordstrom(RN)黑洞; 而当

 时对应于施瓦茨黑洞. 为了描述黑洞

的隧穿过程 , 需要消除事件视界处的坐标奇异

性. 利用 Painleve类型 [5,10] 的坐标变换  

 , 可以将度规化为
 

ds2 = − 1√
H1H2

fdt2 + 2

√
1− 1√

H1H2

fdtdr

+ dr2 +
√

H1H2r
2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
] . (5)

现在对自由下落的观测者穿过事件视界是非

奇异的, 于是径向零超曲面方程: 

− 1√
H1H2

fdt2 + 2

√
1− 1√

H1H2

fdtdr + dr2 = 0 .

(6)

通过简单的计算可得 

ṙ =
dr
dt

= ±1−

√
1− 1√

H1H2

(
1− 2M

r

)
. (7)

这里正负号分别对应沿测地线方向的出射和

入射. 不失一般性, 假设时间方向是朝未来增加的,

这意味着我们取正号. 讨论粒子穿过事件视界, 当

考虑粒子自引力时, 方程 (7)将修改为 

ṙ = 1−

√
1− 1√

H1H2

[
1− 2(M − ω)

r

]
, (8)

ω

Γ ImS Γ ∝
e−2ImS ri rf

其中   是辐射粒子能量. 如果将粒子辐射理解为

隧穿效应, 可以应用半经典WKB公式, 有粒子的

辐射率   与经典作用量的虚部   的关系为  

 , 从  到  穿过事件视界输出正能量粒子的

作用量虚部可以表示为 

ImS = Im
∫ rf

ri

prdr = Im
∫ rf

ri

∫ pr

0

dp′rdr. (9)

pr ṙ =
dH
dpr

这里  为径向动量. 根据哈密顿方程   ,

可以将作用量化简为 

ImS = Im
∫ rf

ri

∫ M−ω

M

dr
ṙ

dH = −Im
∫ rf

ri

∫ ω

0

dr
ṙ

dω′,

(10)

H = M − ω′

z =

√
r − r − 2 (M − ω′)√

H1H2

其中用到了   , 为了计算这个积分定义

变量  , 代入 (10)式有
 

ImS = − Im
∫ rf

ri

∫ √
r− r−2(M−ω′)√

H1H2√
r− r−2M√

H1H2

√
rdr

z −
√
r

√
H1H2zdz

= −
∫ rf

ri

π
√
γ1γ2

rdr =
π

2
√
γ1γ2

(ri
2 − rf

2).

(11)

z ∝
√
ω′

z =
√
r

f ≈ 0 r = r0 = 2M

ri = 2M, rf = 2(M − ω)

第一个积分利用留数定理, 由于变量  ,

所以积分中少了一个两倍. 同时在极点  时,

有  , 即在视件事界附近  处, 可取

 , 略去高阶项有 

ImS =
4π

√
γ1γ2

(
Mω − ω2

2

)
. (12)

黑洞视界处的隧穿辐射率: 

Γ ∝ e−2ImS = e
− 4π√

γ1γ2
(2Mω−ω2)

= e∆S .
(13)

SL (3, R)

S =
1

4
A0 =

π
√
γ1γ2

r0
2 =

4π
√
γ1γ2

M2

根据文献 [21]知道   户田黑洞的熵等

于  . 这表示我们

结果与黑洞的霍金熵的变化成指数关系 . 忽略

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 1 (2023)    010401

010401-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ω2 T =√
γ1γ2

8πMk
β1 = β2 = 0 γ1 = γ2 = 1

β1, β2 β1 = β2

(13)式中   项 , 可以看出霍金温度表示为  

 . 当   时    对应施瓦茨

黑洞霍金温度 . 当   中有一个为零或  

时 , 做适当的坐标变换也可以得到相应的霍金

温度
 

SL(n,R)3     户田黑洞

(n− 1) U (1)

(n− 2) ϕ

现在考虑爱因斯坦理论耦合  个  场

和  个伸缩子场  , 其拉格朗日量表述为 [21]
 

L = R ∗ 1− 1

2
∗ dϕ · dϕ− 1

2
eai·ϕ∗F i∧F i. (14)

Fi = dAi ai这里   是二形式场强,    是耦合常矢

量, 并满足下面关系:
 

ai · ai =
1

6
(n− 2)

(
n2 + 2n+ 3

)
,

ai · ai+1 = − 1

12

(
n3 − n+ 12

)
,

ai · aj = −1, (i ̸= j − 1, j, j + 1) . (15)

SL (n,R)其运动方程满足  户田方程, 可以得在四维

情况下有解:
 

ds2=− 1

U
fdts2+U

[
f−1dr2 + r2

(
dθ2 + sin2θdφ2

)]
,

(16)
 

U = (H1· · ·Hn−1)
12

n(n2−1) , f = 1− 2M

r
, (17)

Hi其中  表示为
 

Hi = Hi (f) /γi, γi = Hi(f = 1),

Hi =

n∑
k1<···<ki

dk1···ki

d12···i
fk1+···+ki−

i(i+1)
2 ,  (18)

 

dk1···ki
= 2M ick1

· · · cki

∏
k1<···<ki

(ki − kj)
2
,

ci+1=−n− i

i
βici, i=1, · · · , (n− 1), c1=1. (19)

dts = dt−√
U2f−2 − Uf−1dr

利用 Painleve类型 [5,10] 的坐标变换  

 消除事件视界处的坐标奇异性,

可以将度规化为
 

ds2 = − U−1fdt2 + 2
√
1− U−1fdtdr

+ dr2 + Ur2
(
dθ2 + sin2θdφ2

)
 . (20)

考虑静止质量为零的粒子, 它的运动方程为径

向类光测地线方程, 考虑粒子自引力时有
 

ṙ = 1−

√
1− U−1

[
1− 2 (M − ω)

r

]
, (21)

ω Γ

ImS Γ ∝ e−2ImS , ri

rf

其中  是辐射粒子能量. 同样有粒子的辐射率  与

经典作用量的虚部  的关系   从  到

 穿过事件视界作用虚部可以表示为
 

ImS = −Im
∫ rf

ri

∫ ω

0

dr
ṙ

dω′. (22)

z=

√
r − r − 2 (M − ω′)

U
为计算积分, 定义变量  ,

代入 (22)式有
 

ImS = − Im
∫ rf

ri

∫ √
r− r−2(M−ω′)

U

√
r− r−2M

U

√
rdr

z −
√
r
Uzdz

=
π

2(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

(ri
2 − rf

2)

=
4π

(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

(Mω − ω2/2).
(23)

ri = 2M, rf = 2(M − ω)这里取   . 即黑洞视界

处的隧穿辐射率:
 

Γ ∝ e−2ImS = e
− 4π

(γ1···γn−1)
12

n(n2−1)

(2Mω−ω2)
= e∆S .
(24)

SL (n,R)

S=
π

(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

r20=
4π

(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

M2,

T =
(γ1 · · · γn−1)

12
n(n2−1)

8πMk

βi

βi

βi

同样由文献 [21]可知   户田黑洞的熵

相应的霍金温度表示为   .

这表示与我们前面的结果一致. 我们也可以从文

献 [21]获得标量场和矢量场的表达式中看出, 将任

意一个  设置为零, 可以减少一个来电荷; 当所有

的  都相等时, 解可以简化为 RN黑洞; 当所有的

 都等于零时, 解可以简化为施瓦茨黑洞.
 

4   黑洞信息悖论的讨论

SL (n,R)

ω1 ω2

本节我们来讨论   户田黑洞的信息丢

失问题 . 从上两节的计算我们可以看出利用

Parikh和Wilczek提出的隧穿模型计算的黑洞辐

射谱并非纯热谱, 而是有一个小的偏离. Zhang等 [24]

曾证明非热谱之间存在关联过程, 在此基础上我们

对户田黑洞的信息丢失问题做一个简短的说明. 考

虑相继辐射两个能量为  和  中性粒子的概率为
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Γ (ω1, ω2) = Γ (ω1)Γ (ω2|ω1)

= e−∆(ω1+ω2)(M−ω1+ω2
2 ) = Γ (ω1 + ω2) . (25)

∆ =
8π

(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

Γ (ω2|ω1) = e−∆ω2(M−ω1−ω2
2 )

这里定义   , 其中条件

概率   , 表示当第一个

粒子辐射出后, 再测第二个粒子的概率. 很明显 

Γ (ω1 + ω2) ̸= Γ (ω1)Γ (ω2) . (26)

这说明黑洞辐射粒子之间不是相互独立的, 而

是存在相互关联. 根据香农熵的定义: 

S (ωi) = −lnΓ (ωi) . (27)

I (A : B) = S (A) + S (B)−

S (A,B) A,B

ω1, ω2

利用信息论中互信息 

 的概念, 可以精确定义  两个系统之间

的关联. 于是可以定义辐射粒子  之间的关联为 

I (ω1 : ω2) = S (ω1) + S (ω2)− S (ω1, ω2) = ∆ω1ω2.
(28)

ω1 M

S (ω1) = ∆ω1

(
M − ω1

2

)
ω2 S (ω2|ω1) =

∆ω2

(
M − ω1 −

ω2

2

)
i

能量为  粒子从质量为  的黑洞中带走熵为

 , 当第一个粒子辐射完成

后 , 第二个能量为   粒子带走熵为  

 , 类似的当辐射第   个时带走

的熵为 

S (ωi|ω1, · · · , ωi−1) = ∆ωi

(
M −

i−1∑
n=1

ωn − ωi

2

)
.

(29)

N∑N

i=1
ωi = M

假设当黑洞蒸发完是共有   个辐射粒子, 即

 , 这些粒子带走的总熵为
 

S (ω1, · · · , ωN ) =

N∑
i=1

S (ωi|ω1, · · · , ωi−1)

= ∆

( N∑
i=1

ωi

)
M − 1

2

(
N∑
i=1

ωi

)2
 =

∆M2

2
. (30)

SL (n,R) S =

4π

(γ1 · · · γn−1)
12

n(n2−1)

M2

正 好 等 于   户 田 黑 洞 的 熵  

 , 这表明黑洞在辐射过程中

熵是保持守恒的, 也即信息是守恒的. 而引起这个

熵守恒的原因正是由于黑洞辐射之间的关联, 其

的产生机制, 以及关联的方式如何尚存在问题. 或

许当前研究的 Page曲线和量子纠缠能给出具体

回答 [25,26]. 

5   结　论

SL (n,R)

SL (n,R)

SL (n,R)

本文研究了   户田黑洞的霍金辐射可

以作为一种量子隧穿效应. 当粒子穿过黑洞时, 由

于能量守恒, 黑洞将改变其质量, 并导致尺寸收缩.

因此, 背景度量是动态的, 势垒是由粒子的自引力

作用产生的. 计算表明, 在  户田黑洞时空

中, 粒子通过事件视界的隧穿概率取决于粒子出射

前后黑洞熵的变化, 我们计算结果也再一次支持

Parikh和 Wilczek提出的隧穿模型. 我们在这种

半经典图像的基础上, 利用香农熵定义对 

户田黑洞信息悖论作了具体的计算, 发现由黑洞辐

射粒子之间的关联能够携带信息并维持黑洞信息

的守恒. 这种关联的具体来源, 以及产生机制还有

待进一步的研究.
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Abstract

The SL(n,R)  Toda black hole  is  an ideal  field for  us  to study black hole  physics  because of  its  excellent

mathematical  structure  and high  symmetry.  This  work  is  mainly  to  study the  Hawking  radiation  of  SL(n,R)

Toda black  hole  and and the  problem about  its  related  black  hole  information  loss  .  For  simplicity,  we  only

consider  the  Hawking  radiation  by  calculating  the  tunneling  effect  of  particles  with  zero  rest  mass  near  the

event horizon under the four-dimensional static spherical symmetric SL(n,R) Toda black hole. In the process of

particle tunneling through the event horizon of the black hole, due to the conservation of energy, the mass of

black hole will  be changed, which will  cause the event horizon to shrink. Therefore,  the reaction of tunneling

particles  to  the  background  space-time  leads  to  the  dynamic  change  of  spacetime  metric,  that  is,  the  self-

gravitational  action  of  the  particles  generates  the  tunneling  barrier.  The  tunneling  probability  of  the  particle

passing through the event horizon depends on the change of the black hole entropy before and after the particle

exits.  Under  certain  conditions,  our  results  are  consistent  with  those  of  RN  black  holes  and  Schwartz  black

holes, and the calculation results once again support the tunneling model proposed by Parikh and Wilczek. This

semi-classical image shows that the new black hole radiation spectrum is not a pure heat spectrum, but there is

a small deviation from the pure thermal spectrum. From the knowledge of probability theory, it can be proved

that there is a correlation process between non-thermal spectra. According to the Shannon entropy definition,

the black hole entropy is analogous to Shannon information entropy. We calculate the SL(n,R) Toda black hole

information  paradox,  and  find  that  the  correlation  between  the  particles  emitted  from  black  hole  can  carry

information and keep the information of black hole unchanged. The specific source of this correlation, as well as

the  generation  mechanism,  remains  to  be  further  studied.  The  research  on  the  problem  about  black  hole

information  loss  reveals  that  information  conservation  remains  true  when  gravitational  correlations  among

Hawking  radiations  are  properly  taken  into  account.  Information  conservation  principle  thus  states  that  the

Hawking  radiation  is  unitary,  which  shows  that  the  dynamics  of  a  black  hole  obeys  the  laws  of  quantum

mechanics. Since a black hole is a result of general relativity, the unitarity of a black hole definitely indicates

the possibility of a unified gravity and quantum mechanics.
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