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本文主要研究二维耦合布朗粒子在非保守外力作用下的定向输运问题. 研究发现, 非保守外力有促进二

维耦合棘轮定向输运的效果. 同时, 在保守力 (弹簧弹力)和非保守外力的相互协作与竞争中耦合布朗粒子的

反向输运能够获得增强. 特别地, 随着弹簧原长或弹性系数的改变, 二维耦合布朗粒子的定向运动都能够产

生反向, 这意味着耦合作用能够诱导二维布朗棘轮流反转的产生. 实验上, 通过选取不同种类的外力 (保守力

及非保守力), 能够对二维耦合布朗粒子的分离技术提供新的方案.
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 1   引　言

近年来, 生物分子马达得到了广泛关注. 生物

分子马达是将化学能转化为机械能的生物大分子,

其尺寸只有几纳米或数十个纳米, 是人类长期梦寐

以求的生物纳米机器 [1]. 研究表明, 生物体内所有

的基本过程分子马达都有参与, 例如基因的复制、

转录、翻译、分裂与合成等都与分子马达的定向运

动密不可分 [2]. 目前, 研究还发现很多已知蛋白酶

的本质也是分子马达, 例如 RNA聚合酶 [3]. 在生

物体内, 分子马达能够利用 ATP水解释放的能量

实现自身的定向运动 [4,5]. 常见的细胞运动、肌肉收

缩和信号传导等都是通过马达蛋白沿细丝上的定

向运动来完成 [6]. 由于分子马达十分灵活且工作时

所需的空间很小, 因此马达可以自由地在血浆中做

定向运动. 医学上还能做到不开刀便能实现排除体

内肿瘤的目标 [7]. 在人造纳米器件方面, 分子马达

的能量转化效率非常高, 野生型驱动马达的能量利

用率高达 70%左右, 旋转ATP合酶更是接近 100%[8].

因此, 生物分子马达的研究在众多领域都有着广泛

的应用前景.

为了深入研究生物分子马达的定向运动, 人们

根据布朗运动理论构建了不同类型的布朗棘轮模

型, 如闪烁棘轮、闭环控制棘轮等 [9−14]. 然而, 近年

来大量理论研究主要集中在保守力对布朗粒子定

向运动的影响. 例如吴魏霞和郑志刚 [15] 建立了保

守力作用下的弹性耦合棘轮, 得到了定向流对保守

力的驱动频率具有选择性且随驱动频率的增大而

减小; 吴魏霞等 [16] 通过研究保守力作用下耦合粒

子的定向运动, 得到了棘轮平均速度对正弦形式保

守力的驱动强度具有较强的依赖性; 谢天婷等 [17]

讨论了非对称周期中布朗粒子的定向输运问题, 发

现粒子的速度随保守力变化周期的改变呈现广义

共振现象, 且进一步得到了保守力频率的变化能使

棘轮的输运达到最强. 值得指出的是, 上述讨论的
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布朗棘轮都是不同形式保守力对棘轮定向运输的

影响, 也就是说大部分讨论的都是类似于恒力、弹

力或者简谐力等保守力对布朗粒子定向输运的影响[18].

然而, 在非保守力作用下棘轮系统能否产生定向运

动, 其输运结果如何, 目前仍少有研究. 物理上, 非

保守力是沿闭合路径做功不为零的力, 或者说做功

依赖于路径 [19], 例如摩擦力就是一种非保守力. 在

生物体内, 分子马达由于受到复杂溶液环境的影

响, 由此马达受到环境非保守力的作用将不可忽

视. 特别地, 生物分子在不同的环境中从有机高分

子物质组成的多分子体系, 再到细胞的形成, 非保

守力都参与了马达的物质输运过程. 因此, 非保守

力对生物分子马达的定向运动也会造成影响 [20].

早期, Tomé[21] 从理论上研究了保守力和非保守力

共同作用下过阻尼布朗粒子的定向运动, 发现系统

内部的熵产生全部来自于非保守力部分. 同时, 研

究还发现布朗粒子的耗散功率也来源于非保守力

部分. 随后在 2013年, Ai等 [22] 进一步研究了非保

守力作用下布朗粒子的定向运动, 发现非保守力不

仅会影响布朗粒子的运动速度, 还会影响布朗粒子

的运动方向. 因此, 对非保守力作用下布朗棘轮定

向输运的研究更具实际意义.

此外, 需要说明的是, 早期关于布朗棘轮模型

的研究考虑的外势大都是一维情况. 例如 Li等 [23]

建立了非对称周期势中的双温棘轮, 研究得到外势

的不对称系数能够引起粒子流的反转. Romanczuk

等 [24] 通过建立一维耦合布朗马达模型, 得到了一

维常力可以促进布朗粒子的平均速度. Wang等 [25]

通过建立一维耦合摇摆棘轮, 得到耦合强度对布朗

粒子速度的影响总是非单调的. 由于生物体内的复

杂环境, 生物分子马达受到环境的影响并不总是恒

定的, 进而生物体内的物质输送过程将会通过不同

方向的不同种外力的相互协作来实现 [26−28]. 这些

事实说明只考虑一维情况对分子马达定向运动的

影响还不够完善. 随着理论研究的深入, 近年来多

维问题尤其是二维问题越来越被关注. 因此, 研究

二维棘轮中布朗粒子的定向输运问题更具实际意

义. 特别地, 对于二维问题, 如粒子运动的两个方向

分别受到不同种类的外力作用, 耦合粒子如何做定

向运动, 其定向输运结果如何这是本文讨论的重点.

本文主要研究了不同种类外力, 如保守力以及

非保守外力作用下二维布朗粒子的定向输运问题.

a

L

分析了非保守外力、弹性系数、弹簧原长等参量作

用下耦合布朗棘轮的定向输运情况. 研究发现, 一

定条件下非保守外力参量  有促进耦合棘轮定向输

运的作用, 这也意味着合适的非保守外力能使耦合

布朗粒子的速度达到极大值. 随着弹簧原长  的增

大, 耦合粒子的定向运动能够产生反转. 因此, 通

过对弹簧形状的改变能够控制二维棘轮的输运方

向. 本文所得结论可以为实验上非保守力的选择与

应用提供新的思路, 特别地通过选取不同种类的外

力 (保守力及非保守力), 可对粒子的分离技术提供

新的启发与方案.

 2   二维耦合布朗棘轮模型

V (xi, yi) U(xi, yi)

F (xi, yi)

本文通过构建二维耦合布朗棘轮模型, 主要研

究不同种类外力如保守力以及非保守力作用下过

阻尼布朗粒子的定向输运问题. 耦合布朗粒子主要

受外势   、相互作用势   、非保守外

力   以及热噪声的共同作用. 由此, 二维耦

合朗之万方程可描述为  

ẋi = − ∂V (xi, yi)

∂xi
− ∂U(xi, yi)

∂xi

+ Fx(xi, yi) +
√
2Dξxi(t),

ẏi = − ∂V (xi, yi)

∂yi
− ∂U(xi, yi)

∂yi

+ Fy(xi, yi) +
√
2Dξyi(t).

(1)

t i ri(t) = (xi(t),

yi(t)) ξi(t) D

D = kBT kB T

在   时刻 , 第   个粒子的位置为  

 . 此外,    是高斯白噪声,    为噪声强度,

满足关系  .   是玻尔兹曼常量,   为环境

温度. 同时, 每个方向上的噪声还满足以下形式的

统计关系: 

⟨ξi(t)⟩ = 0,

⟨ξi(t)ξj(t′)⟩ = δijδ(t− t′)(i, j = x, y). (2)

−∂V (xi, yi)

∂xi

−∂V (xi, yi)

∂yi
i

V (xi, yi)

(1)式 中 , 等 式 右 边 第 一 项   和

 分别表示第  个布朗粒子受到不同方向

的外势作用. 本研究中, 布朗粒子被限制在二维周

期势中运动, 并且外势结构具有空间不对称的特

点. 在二维势场   中, 耦合粒子受到变化的

外势可由下式描述 [29]: 

V (xi, yi) =
1

2
y2i −

1

2
sin(xi)y

2
i . (3)
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V (xi, yi)

V x

y

V x y 2π

在二维势场  中, 由 (3)式描述的外势结构

示意如图 1所示. 从图 1中可以看到, 外势   在  

方向上是周期的, 在  方向上是抛物型的. 由此, 通

过调整两个方向的势垒高度便可对耦合布朗粒子

的定向运动产生影响. 通过数值计算还可以得到外

势  在  方向和  方向的周期长度都等于  .
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Fig. 1. The  schematic  diagram  of  two-dimensional  ratchet

potential   .
 

U(1)式中,   表示耦合布朗粒子的相互作用势,

其表述如下:
 

U =
1

2
k[∥r1 − r2∥ − L]

2. (4)

k

L −∂U(xi, yi)

∂xi

−∂U(xi, yi)

∂yi

其中,    为弹簧的弹性系数, 通常称为耦合强度,

耦合自由长度由   表示 . 由此 ,    和

 表示耦合粒子间的相互作用.

Fx Fy i特别地, 在 (1)式中  和  分别代表第  个布

朗粒子受到的不同方向的非保守外力. 在生物体

内, 分子马达由于受到不同种类、不同方向的外力

及噪声的影响, 因而能够产生定向运动. 本文采用

Zhou模型 [30] 中的非保守外力对二维耦合布朗粒

子进行深入研究, 其形式为
  {

Fx(xi, yi) = asin(axi + byi),

Fy(xi, yi) = bsin(axi + byi).
(5)

a b

b =
√
1− a2 b

a

F (xi, yi)

x y Fx Fy

其中,   和  是非保守力参数, 根据 zhou的模型知

二者的关系为  . 物理上, 要使参量  有

意义, 则  的取值范围是 0—1. 根据 (5)式, 非保守

外力   的结构示意如图 2所示. 可以发现,

在   方向和   方向上非保守外力   和   都具有周

期性.

将 (4)式和 (5)式分别代入方程 (1)中并进行

简单的整理, 则二维朗之万方程可进一步化简为
 



dxi

dt
=

1

2
y2i cos(xi)−

∂U(xi, yi)

∂xi

+ a sin(axi + byi) +
√
2Dξxi(t),

dyi
dt

= − yi + yi sin(xi)−
∂U(xi, yi)

∂yi

+ b sin(axi + byi) +
√
2Dξyi(t).

(6)

x

Vx

x

x Vx

Vx ⟨Vx⟩

为了深入研究非保守外力对二维棘轮中过

阻尼布朗粒子定向运动的影响, 本文采用耦合粒

子的平均速度来研究棘轮的定向输运问题. 由于 

方向粒子的速度   将会导致棘轮整体运动方向

的改变, 即粒子流的正负问题. 因此, 布朗粒子的

定向运动问题文中采用二维耦合粒子在   方向

的投影, 即  方向的速度  进行研究. 在长时间的

统计平均下,    的统计平均值   可由如下公式

得到:
 

⟨vx⟩ = lim
t→∞

1

Nt

N∑
i=1

∫ t

0

ẋi(t)dt, (7)

⟨·⟩ t式中 ,    代表系综平均 ,    为耦合粒子的演化时

间 [31].

h = 1× 10−3 8× 103

N = 2

本文采用二阶龙格-库塔算法进行数值计算.

为了得到稳定的系综平均值 , 数值计算步长取

 , 并模拟了   个轨道, 取粒子数

 . 本文所有物理量已采用无量纲化处理.

 3   结果与讨论

本文主要讨论二维耦合布朗粒子的定向输运

 

1.0

0.5

0










-0.5

-1.0

-20

0
10

-10

20 -10

-5

0

5

10





Fx Fy

a = 0.4
图 2    非保守外力   和   的结构示意图 , 非保守力参量

Fx Fy

a = 0.4

Fig. 2. The  schematic  diagram  of  non-conservative  forces

   and    ,  where  non-conservative  force  parameter

 . 
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b =
√
1− a2 a

L ⟨Vx⟩
a

a < 0.8 L ⟨Vx⟩

Fx a

a < 0.8 Fx

x

⟨Vx⟩
a > 0.8

Fx L = 1, 2

Fx

⟨Vx⟩ a

L L = 2.2,

3, 4

L

a > 0.8 L = 2.2, 3, 4

a L

⟨Vx⟩
L > 2

⟨Vx⟩ < 0

L

a

随非保守外力等参量的变化行为. 如前文所述, 要

使非保守力参量  有意义, 参量  的变化

范围只能取 0—1. 由此, 图 3给出了不同弹簧原长

 下过阻尼布朗粒子的平均速度   随非保守力

参量   的变化曲线. 从图 3可以看到, 当非保守力

参量  时, 不同  下耦合粒子的平均速度 

在非保守力参量较大的变化范围内变化都不大, 也

就是说非保守力参数对布朗粒子平均速度的影响

较小. 产生上述现象的原因可通过定性的数学分析

进行解释. 根据非保守外力表达式 (6), 图 4给出

在一定条件下,   随参数  的变化关系. 从图 4可

以看到, 在  范围内, 非保守力  的变化相对

缓慢且其值也相对较小, 这一现象表明耦合粒子受

到  方向非保守外力的影响较小, 进而导致耦合布

朗粒子平均速度  的变化也相对较小. 然而, 当

 后, 从图 4可以发现耦合粒子所受的非保守

外力  快速增大. 此时, 当弹簧原长  时, 由

于耦合作用相对较小, 棘轮的非保守力   将占主

导因素, 因此如图 3所示耦合粒子的  随  的变

化能够快速增大且其输运能够达到最强. 然而, 随

着弹簧原长   的继续增大, 如当弹簧原长  

 时, 布朗粒子平均速度的变化相对较小. 根据

(5)式不难发现, 随着  的增大粒子间的耦合作用

相对变强, 进而导致非保守力的影响逐渐减小, 因

此如图 3所示, 当  后,   时二维耦

合棘轮的输运效果相对减弱. 研究还发现, 对于一

定的非保守外力参量   , 随着弹簧原长   的增大,

耦合布朗棘轮的平均速度  逐渐减小. 更有趣的

是, 当   后, 二维耦合布朗粒子的平均速度大

体呈现  , 这一结果表明弹簧原长能够诱导

耦合棘轮的流反转. 关于弹簧原长  对耦合粒子的

影响, 下文还有更详细的讨论. 由此可见, 非保守

外力参量  有促进耦合棘轮定向输运的效果.

D

⟨Vx⟩ L

L

为进一步分析弹簧原长对耦合布朗粒子定向

运动的影响, 图 5给出了不同热噪声强度  下过阻

尼布朗粒子的平均速度   随弹簧原长   的变化

关系. 从图 5可以发现, 不同噪声强度下二维耦合

粒子的平均速度随  的改变都能产生一个峰值. 这

一结果表明在相对较小的弹簧原长范围内, 合适的

弹簧原长能够促进二维耦合布朗粒子的定向运动.

产生上述现象的原因可以把二维耦合布朗粒子看

作具有两个“脚”的弹性马达进行分析. 随着弹簧

原长的增大, 生物分子马达的运动步长相应变大,
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图 3    不同弹簧原长   下平均速度   随非保守力参数

 的变化曲线, 其中   ,  
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Fig. 3. The curves of the mean velocity     varying with

the non-conservative force parameter    under different ori-

ginal length of the spring L, where   ,   . 
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L
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x t2 t1

⟨Vx⟩ < 0

L D

因此马达移动的速度也会增大. 然而, 二维耦合马

达的定向运动速度并不会随  的增大无限的增大.

如肌球蛋白马达, 当运动步长增大到一定程度后,

马达的速度开始逐渐减小 [16]. 这意味着在弹簧原

长   和热噪声强度   这两个因子相互协作和竞争

作用下, 耦合布朗粒子的定向运动将被促进或抑

制, 进而速度能够产生极大值. 此外, 随着热噪声

的改变, 一定条件下耦合布朗粒子的平均速度也会

随之变大 . 值得关注的是 , 当弹簧原长   在小于

3的范围内 , 布朗粒子的平均速度大都呈现

 ; 当   后, 布朗粒子的平均速度呈现

 , 表明二维耦合棘轮产生了流反转现象.

因此, 通过增加弹簧原长  还能够促进二维耦合布

朗粒子的流反转. 产生上述流反转现象的原因可通

过如图 6的耦合粒子位置随时间的演化图像进行

分析. 从图 6可以看到, 如当  时, 粒子 2是

朝   的负方向运动的, 并且其位移 (  时刻与   时

刻位置之差)在长时间的演化范围内大体呈现小于

零的情形. 同理, 对于粒子 1, 在较长时间的演化范

围内其位移也大体为负值. 因此, 耦合粒子的平均

速度能够呈现  的情况. 这一结果更进一步

验证了图 3流反转的结论. 综上所述, 在合适的弹

簧原长  与热噪声  的共同作用下, 二维耦合布朗

棘轮的定向输运能够获得增强.
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图  6    耦合粒子的位置随时间演化图像 , 其中   ,

 ,   ,  

a = 0.4 k = 2 L = 3.5 D = 0.1

Fig. 6. Trajectories for the coupled particles as a function of

time, where   ,   ,   ,   .
 

⟨Vx⟩

D ⟨Vx⟩

D

图 5的研究结果已表明, 噪声强度对耦合棘轮

的定向输运也能产生影响, 为进一步分析热噪声的

作用, 图 7给出了不同耦合强度下平均速度  随

噪声强度  的变化关系. 研究发现, 平均速度 

随噪声强度  的变化先增大后减小, 也就是说二维

D < 0.75

D > 0.75

⟨Vx⟩
D = 0.75

耦合布朗棘轮的输运有峰值的产生. 如图 7所示,

当   时, 平均速度随噪声强度的增大而增

大 , 此时说明合适的噪声强度 (外界的随机扰

动)能够促进二维耦合布朗粒子的定向运动. 然而,

当热噪声强度较大时 (  ), 由于外界的随机

涨落相对较大, 二维耦合布朗粒子很难继续产生定

向运动, 因此棘轮定向输运的效果开始逐渐减弱直

至零. 特别地, 图 7还清楚地显示出对于不同的耦

合强度平均速度   的极大值几乎都出现在相同

噪声强度  附近. 这一现象表明二维耦合布

朗粒子的平均速度随噪声强度的变化能够产生随

机共振行为, 该结论与文献 [15]所得结果一致. 由

此可见, 合适的热噪声强度也能增强二维耦合布朗

棘轮的定向输运效果.
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图 7    不同耦合强度下平均速度   随热噪声   的变化

曲线, 其中   ,  
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Fig. 7. The curves of the mean velocity     varying with

the  noise      under  different  coupling  strength,  where

 ,   .
 

⟨Vx⟩ k

⟨Vx⟩ < 0

⟨Vx⟩ < 0 k

为了进一步研究不同种类外力 (保守力与非保

守力)对二维相互作用布朗粒子定向运动的影响,

本文又研究了不同非保守外力下过阻尼布朗粒子

的平均速度  随弹性系数  的变化关系, 如图 8

所示. 从图 8可以发现, 在耦合作用下布朗粒子的

平均速度大体呈现  . 产生速度小于零的原

因可通过如图 9的耦合粒子位置随时间的演化图

像进行分析. 根据图 6类似的分析方法, 粒子 2的

位移在长时间的演化范围内大体呈现小于零的情

形, 且其位移变化的绝对值相对较大. 对于粒子 1,

虽然出现位移大于零的情形, 但其位移变化的绝对

值相对较小. 因此, 两个耦合粒子的平均速度仍然

呈现  现象. 同时, 从图 8还可以发现, 在 

的变化过程中二维耦合棘轮的速度还会产生一个
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k

⟨Vx⟩ k

k

⟨Vx⟩

a

波谷. 速度产生极小值的原因可以理解为: 在小耦

合强度下, 两个布朗粒子近似独立, 此时, 由于弹

性系数  较小, 布朗粒子的耦合强度相对较弱, 因

此  较小. 然而, 当弹性系数  增大时, 耦合作用

变强, 两个耦合粒子可近似看作一个硬杆, 进而速

度的绝对值也会相对较小. 所以只有合适的耦合强

度才能够促进二维耦合布朗粒子的反向输运. 特别

地, 随着弹性系数  的继续增大, 耦合布朗粒子的

平均速度   继续反向减小且最终达到的稳定值

都能够实现大于零 (部分未显示). 这一结果表明耦

合作用能够诱导二维棘轮流反转的产生, 该结果与

图 5的流反转现象类似. 从图 8还可以发现, 二维

棘轮的平均速度整体上随非保守力参量  的增大而

上移 (反向减小), 并且非保守外力参量越大, 平均

⟨Vx⟩

F

速度  小于 0的区域越小. 因此可以得到, 在非

保守力 (  )与保守力 (弹簧弹力)的相互协作与竞

争中能够促进二维棘轮的反向输运, 且二维棘轮随

耦合强度 (保守力)的变化还能够产生两次流反转

现象.

 4   结　论

a

L

本文研究了二维不对称棘轮中非保守力以及

耦合作用下过阻尼布朗粒子的定向输运问题, 并详

细讨论了非保守力参量、弹性系数、弹簧原长以及

噪声强度等因素对二维耦合布朗粒子定向输运的

影响. 结果表明, 非保守外力参量   有促进耦合棘

轮定向输运的作用, 这意味着合适的非保守外力能

使二维耦合布朗粒子的平均速度达到极大值. 同

时, 随着弹簧原长  的改变, 耦合布朗粒子的定向

运动能够产生反向. 因此, 通过对弹簧形状的改变

能控制二维耦合棘轮的输运方向. 此外, 合适的噪

声强度 (随机涨落)能使耦合棘轮的定向输运达到

最强.在最新的理论研究中，Luo等对强混沌引起

的负迁移率 (negative mobility)进行了系统研究，

得到噪声强度还可以诱导负迁移率的产生。特别

地，在适当的条件下通过增强或减弱噪声强度，还

可以导致负迁移率的消失 [32]。同时，在保守力（弹

簧弹力）和非保守外力 (F)的共同作用下也能够增

强耦合布朗粒子的反向输运。特别地，随着弹性系

数的变化，耦合布朗粒子的平均速度也能够产生反

向，该结论进一步表明耦合作用能够诱导二维布朗

棘轮流反转的产生。近年来，关于反向输运最新的

实验研究中，如 He研究的尘埃等离子体系统取得

了重要进展。他们通过设计不对称棘轮结构，实现

了等离子体环境中尘埃颗粒的可控性整流，从而实

现尘埃等离子体系中颗粒的操控与反转 [33]。本文

所得结论不仅可为生物分子马达的定向输运提供

理论参考, 同时也可为非保守力的实验应用提供新

的启发. 实验上通过选取不同种类的外力 (保守力

及非保守力), 能对二维耦合布朗粒子的分离技术

提供新的方案. 在实际应用中, 可将非保守力系统

的理论结果应用于微、纳米量级粒子的分离技术

上. 例如通过非保守力大小或维数的选择, 可对

微、纳米量级粒子进行分离. 同时, 也可对微纳粒

子进行有选择性地筛选.
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图  8    不同非保守外力参量   下平均速度   随弹性系

数   的变化曲线, 其中   ,  
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Fig. 8. The curves of the mean velocity     varying with

the  spring  coefficient      under  different  non-conservative

force parameter   , where   ,   . 
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Abstract

In  recent  years,  biomolecular  motors  have  received  widespread  attention.  Biomolecular  motors  are

biological macromolecules that convert chemical energy into mechanical energy. The biomolecular motor is only

a few tens  of  nanometers  in  size.  According to  Brownian theory of  motion,  people  have constructed different

types of Brownian ratchet models, such as rocking ratchets and closed-loop control ratchets. In previous studies,

the directional transportation of Brownian ratchet is affected by conservative forces. These conservative forces

include  constant  force,  elastic  force  or  harmonic  force.  However,  whether  the  ratchet  system  can  produce

directional  motion  under  the  action  of  non-conservative  forces  is  still  rarely  studied.  Owing  to  the  complex

environment in the organism, for the studies of  two-dimensional systems, the transport behavior of molecular

motor has not been fully explained. Therefore, it is more practical to study the transport of Brownian particles

in a two-dimensional ratchet potential.

The directional transport of two-dimensional Brownian particles subjected to conservative forces and non-

conservative forces are studied in this work. It is found that the non-conservative external force has the effect of

promoting the directional transport of coupling ratchets. With the change of the free length of the spring and

spring coefficient, the average velocity of the coupled particles can be reversed. This means that the coupling

effect  can  induce  the  inversion  of  two-dimensional  Brownian  ratchets.  At  the  same  time,  the  reverse

transportation  of  coupled  particles  is  enhanced  under  the  interaction  effect  of  conservative  forces  (spring

elasticity)  and non-conservative  external  forces.  By choosing different  kinds  of  external  forces  (conserved and

non-conserved), in the experiment, it is possible to provide new method of separating two-dimensional coupled

Brownian particles.
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