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高斯玻色采样是实现量子计算优势的主要途径之一, 同时也有望应用于加速稠密子图、量子化学等问

题. 然而, 实验中必不可少的噪声却可能阻碍高斯玻色采样的量子优势. 此前的研究主要关注于光子损失和

光子非全同噪声. 本文通过数值模拟研究了另一种噪声—光源相位噪声对高斯玻色采样的影响. 采用蒙特

卡罗方法近似计算相位噪声下高斯玻色采样的输出概率分布, 发现随着探测光子数的增加, 相位噪声带来的

误差逐渐加大. 同时, 相位噪声会导致采样出大概率样本的能力, 即 HOG (heavy output generation)值显著

降低. 最后发现, 在输入平均光子数相同时, 有光子损失的高斯玻色采样相比无损失情形对于相位噪声有更

大的容忍性. 本文的研究有助于大规模高斯玻色采样中更好地抑制相位噪声.
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 1   引　言

玻色采样是实现量子计算优势的主要途径之一 [1],

这里的量子计算优势, 指在某个明确的计算任务

上, 量子计算展现出超过任何经典计算的能力. 玻

色采样由 Aaronson和 Arkhipov[2] 于 2011年提出,

其计算任务为: n 个全同单光子输入到一个随机的

m 模式线性光学干涉网络, 对网络输出光子数分布

做采样. 和通用量子计算相比, 玻色采样所需的资

源要少得多, 因此被提出以后受到了广泛关注. 近

年来, 实验上 3—7光子的小规模玻色采样 [3−9] 和

十几光子的中等规模玻色采样 [10] 陆续被实现; 理

论上, 在模型的实验验证 [11,12]、噪声分析 [13−16] 以

及模型变种 [13,17−19] 方面也取得了许多重要进展.

高斯玻色采样, 即将玻色采样输入态的单光子

替换为高斯态, 通常是单模 (双模)压缩真空态,

是 2017年提出的一个重要的玻色采样变种模型 [18].

由于实验上压缩真空态相比单光子态要更易于制

备, 因此高斯玻色采样有望达到更大的规模, 从而

实现量子优势. 2020年, 实验上首次基于高斯玻色

采样实现量子计算优势 [20], 最多探测到了 76个光

子响应. 随后, 更高量子优势的高斯玻色采样也相

继被实验实现 [21,22].

尽管大规模高斯玻色采样已经实现, 然而, 随

着经典模拟算法的不断进步, 其所宣称的量子优势

有可能受到挑战 [23]. 此外, 实验中不可避免的各种

噪声, 也可以被经典算法加以利用来减少甚至消除

量子优势 [16,24]. 因此, 研究噪声对玻色采样的影响

具有重要意义. 在原始的单光子玻色采样中, 最主

要的噪声就是光子损失和光子非全同, 它们对于采

样复杂度的影响已经有了许多深入的研究 [13−16].

对于高斯玻色采样, 输入的压缩态是不同光子数态

的相干叠加, 因此不同入口压缩态之间的相位需要

保持恒定, 这就带来了单光子玻色采样所没有的一

种新噪声源, 即输入光源的相位抖动噪声.
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输入光源相位不同将导致高斯玻色采样输出

概率分布的不同, 这在文献 [21]中已经得到了证

实. 然而, 就我们所知, 关于光源相位抖动对高斯

玻色采样的更深入的影响, 还未曾报道. 本文从多

个角度较为系统地研究了相位噪声下的高斯玻色

采样. 通过数值模拟发现, 样本光子数的增加会导

致输出概率分布和理想分布的偏离加大, 同时减小

产生重要样本的能力, 即减小 HOG (heavy output

generation)值. 此外, 相同输入平均光子数下, 有

光子损失的高斯玻色采样相比无损失情形更能抵

抗光源相位噪声.

 2   模　型

 2.1    理论模型

|r, ϕ⟩

N (µ, σ2) µ = 0

|r, 0⟩

单模压缩真空态  的相位 f 由于环境噪声

等原因产生抖动, 该相位抖动通常服从高斯分布 [21],

设为  , 不妨令  , 则相位噪声下的单模

压缩态由  变成如下混态: 

ρ(r, σ) =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞
|r, ϕ⟩⟨r, ϕ|e−

ϕ2

2σ2 dϕ, (1)

|r, ϕ⟩ = S(reiϕ)|0⟩ S(reiϕ) = S(z) = exp
[
1

2
×(

z∗a2 − za†
2
)]

σ → 0 ρ(r, 0) = lim
σ→0

ρ(r, σ) = |r, 0⟩⟨r, 0|

σ → ∞
ρ(r,∞) = lim

σ→∞
ρ(r, σ) 2π

r = 1 ρ(r, σ)

其 中   ,   

 为单模压缩算符, r 为压缩量, s 为

相位标准差 , 表征了相位噪声大小 . 特别地 , 当

 时 , 有   , 对应

于无相位抖动的纯态系综 . 当   时 , 记

 , 对应于相位在 0—  之间完

全随机的压缩真空态系综. 图 1给出了当压缩量

 时 , 几种典型的相位噪声水平下   的

Wigner函数. 可以看出, 随着 s 的增加, 相位噪声

ρ(r, σ) |r, 0⟩

N (µi, σ
2
i )

µi = 0, σi = σ

压缩态   将显著偏离无噪声下的理想态   .

当输入 K 个单模压缩真空态时, 不失一般性, 这里以

第一个压缩态作为相位参考, 设其他压缩态的相位

服从独立的高斯分布  , 为简单起见, 不妨令

 , 则相位噪声下总的输入态可表示为 

ρin(r, σ;K) = ρ(r, 0)⊗ ρ(r, σ)⊗K−1, (2)

ρ(r, σ)由直接的计算可知, 无论 s 多大,   仍然是一

个非经典态 (无法表示成相干态的概率混合的量子

态称为非经典态 [25]). 这暗示着, 经典算法严格模

拟相位噪声下的高斯玻色采样, 或许也是一个困难

问题.

 2.2    计算模拟

F (ρ1,ρ2) = (tr
√√

ρ1ρ2
√
ρ1)

2 ρ1,ρ2

ρ(r, σ) |r, 0⟩

相位噪声会引起输入压缩态和理想态的偏

离, 从而影响高斯玻色采样的输出概率分布. 用

保真度来刻画两个量子态之间的相似程度, 定义为

 , 其中   为两个

量子态的密度矩阵. 直接计算可知, 相位噪声压缩

态  和理想态  之间的保真度为 

F (r, σ) =
1√
2πσ

∫ ∞

−∞

∣∣∣∣∣ sech(r)2

1− eiϕ tanh(r)2

∣∣∣∣∣e− ϕ2

2σ2 dϕ.

(3)

F (r, σ)

ρin(r, σ;K)

Ft = F (r, σ)K−1

于是, 对于具体的 r 和 s, 可以通过数值积分得到

保真度   的近似值. 当输入 K 个单模压缩态

时 , 总输入态   和理想态的总保真度为

 . 当输入压缩态存在光子损失时,

首先计算无光子损失情形理想态和噪声态在截断

的 Fock空间下的密度矩阵, 再由文献 [26]中的方

法求得经过损耗后两者的密度矩阵, 最后算出有光

子损失下理想态和相位噪声态的保真度.
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图 1    不同相位噪声下单模压缩真空态的Wigner函数

Fig. 1. Wigner function of single-mode squeezed vacuum state under different phase noise. 
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S = |s1, s2, · · · , sm⟩

为了进一步定量分析相位噪声对高斯玻色采

样输出概率分布的影响, 需要计算相位噪声下的输

出概率分布. 当输出态是 m 模高斯态时, 其输出概

率分布可通过计算矩阵函数 Hafnian得到 [18]. 具体

地, 设采样结果为  , 则产生该结

果的概率为 

p(S) =
Haf(AS)√

det(Σ)s1! · · · sℓ!
, (4)

Σ

Haf(·) A

其中   是 m 模高斯态的 Husimi Q 表示下的协方

差矩阵, 矩阵函数  是 Hafnian, 矩阵  满足: 

A =

(
0 Im
Im 0

)
(I2m −Σ−1). (5)

ϕ =

(0, ϕ1, ϕ2, · · · , ϕK−1) p(S;

r,ϕ) ρin(r, σ;K)

当输入的 K 个单模压缩真空态的相位为  

 时, 记采样到 S 的概率为  

 , 则   输入下采样得到结果 S 的概

率为 

pnoise(S) =

(
1√
2πσ

)K−1 ∫
RK−1

p(S; r,ϕ)

× exp

(
−|ϕ|2

2σ2

)
dϕ. (6)

pnoise(S)

Ns

ξi=(0, ξi,1, · · · , ξi,K−1) ξi,j

N
(
0, σ2

)
严格计算  比较困难, 因此本文采用蒙特卡

罗方法近似求解 (6)式中的高维积分. 先产生  

个随机变量   , 其中   为独

立同分布的随机变量, 服从高斯分布  , 则有:
 

pnoise(S) ≈ p̃noise(S;Ns) =
1

Ns

Ns∑
i=1

p(S; r, ξi). (7)

K = 5 r = 0.88

n̄ = 1 m = 9 Ns

p̃noise(S;Ns)

在本文的数值实验中 , 输入单模压缩态个数为

 , 压缩量为   , 对应单模平均光子数

 , 随机线性干涉网络的模式数为   ,   

通常取为 300或者以上来获得较小的误差, 实验中

 的相对误差一般在 10%以下.

 3   结果与讨论

Pnoise Pideal

首先考虑只有相位噪声, 而没有其他噪声 (如

光子损失、光子非全同等)的情形. 相位噪声压缩

态和理想态之间的保真度可以度量出两者之间的

相似度, 从而能够部分反映出相位噪声下高斯玻色

采样输出概率分布  和理想分布  之间的偏

离. 两个分布 P 和 Q 之间的偏离程度可以用海林

格距离 (Hellinger distance, HLD)来衡量, 定义为

HLD(P,Q) =
√
1−

∑
i

√
piqi pi(qi)

P (Q)

 , 其中   为分布

 中出现结果 i 的概率. 海林格距离为 0时, 两

个分布完全相同. 通过保真度可以得到海林格距离

的上界: 

HLD(Pρ1 , Pρ2)
2 ⩽ 1−

√
F (ρ1,ρ2), (8)

Pρ1 , Pρ2 ρ1 ρ2

Pnoise

Pideal

其中,   分别为密度矩阵  和  在任一测量

基矢下的概率分布. 因此, 保真度越高, 则  和

 的偏离越小.

n̄

F = F (r, σ)K−1

K = 100

n̄ n̄ = 1

σ ⩽ 0.032

单个相位噪声压缩态和理想态之间的保真度

随噪声大小的变化如图 2(a)所示, 图中给出了三

种不同的单模平均光子数  的结果. 可以看出, 一

方面, 随着相位噪声的增加, 保真度单调下降, 最

终会收敛于某一定值, 该定值对应于相位完全随机

的压缩态和理想态之间的保真度. 另一方面, s 相

同时, 平均光子数更大时保真度更低, 这表明压缩

量越大, 对相位噪声越敏感. 当输入 K 个相位噪声

压缩态时, 总保真度为  . 因此, 输入多

个压缩态时, 保真度对于相位噪声的敏感度远高于

单个压缩态. 图 2(b)给出了   时不同 s 和

 下的保真度, 若  , 达到 0.9的保真度要求噪

声  . 该结果表明, 对于大规模高斯玻色采

样而言, 足够精确的光源相位锁定是必不可少的.

K = 5 n̄ = 1

m = 9

k ⩽ 8

nϕ

接下来进一步更细致地研究相位噪声对高

斯玻色采样输出概率分布的影响. 考虑输入压缩

态个数  , 单个模式平均光子数  , 模式数

 的情形. 理论上输出态的希尔伯特空间是无

穷维的 , 受限于算力本文只考虑总探测光子数

 的子空间. 图 3(a)给出了三种不同相位噪声

水平下噪声输出分布与理想分布的海林格距离, 这

里将总的输出分布划分为了不同光子数构成的子

空间, 在无光子损耗时 k 只能是偶数. 可以看出,

s 一定时, 海林格距离随着探测光子数的增加而增

加, 表明光子数更多的子空间对相位噪声更敏感.

物理上, 对光子数为 k 的样本, 其样本概率幅由两

部分组成, 即由随机干涉仪引起的多条路径的叠加

和源于 K 个输入态的不同输入光子数态的叠加.

前者和光源相位无关, 而后者会受光源相位影响.

于是, 光子数越多的样本, 其可能的输入光子数配

置也越多, 其样本概率也就越容易受相位噪声的影

响. 此外, 当光源相位产生 f 的抖动时, 其 n 光子

分量的相位抖动被放大为   , 所以光子数越多的

样本, 感受到的相位抖动越大.
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σ = 0.8

k = 8

图 3(b)给出了  时, 噪声样本概率和理

想采样概率的相对误差是如何分布的. 在探测光子

数  的子空间下将所有 12870个输出样本按照

理想采样下的样本概率 (图中蓝色线)大小排序,

图中浅红色曲线为噪声样本概率的相对误差的对

数, 红色曲线为先对噪声样本概率误差取步长为

15的移动平均, 再取对数. 可以看出, 相对误差表

现为先下降然后略微上升的趋势. 换言之, 理想样

本概率取极小或者极大值时, 相对误差更大. 这个

结果是意料之中的, 因为理想样本概率的极小值主

要来源于全同光子多条干涉路径的相干相消, 而光

源相位抖动会破坏相干相消条件, 使样本概率发生

显著偏离. 类似地, 理想样本概率的极大值也有一

k = 8

σ = 0.8

部分源于多条干涉路径的相干相长, 这部分对相位

噪声也很敏感. 尽管图 3(b)中只给出了  和噪

声为   的结果, 对于其他的光子数子空间和

噪声水平, 噪声样本概率误差的变化趋势是类似的.

HOG(Q,P ) =
∑

i qi log pi
pi(qi) P (Q)

海林格距离描述的是两个分布间的总体偏离,

有时“产生重要性样本的能力”, 即分布的 HOG是

我们更为关心的 . 噪声分布 Q 相对于理想分布

P 的 HOG定义为   , 其中

 为分布  中出现结果 i 的概率. 由定义可

知 HOG越大 , 出现大概率样本 (称为重要性样

本)的可能性越高. HOG不仅是一种用于实验高

斯玻色采样中排除其他仿冒样本的验证方法 [20],

同时在一些基于高斯玻色采样的实际应用中, 如求
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图  2    相位噪声压缩态和理想态的保真度　(a)不同单模平均光子数   下保真度随噪声大小 s 的变化 ; (b)输入压缩态个数

 时, 总保真度随   和 s 的变化
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Fig. 2. Fidelity between squeezed state under phase noise and the ideal state: (a) Fidelity as a function of phase noise level s under
different single-mode mean photon number    ;  (b) when the number of input squeezed states is    ,  the total fidelity as a

function of    and s. 
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图 3    相位噪声对输出概率分布的影响　(a)不同相位噪声下, 噪声输出分布和理想分布的海林格距离随探测光子数的变化, 图

中每个点代表 10个随机干涉网络结果的均值; (b)光子数   时, 典型的相位噪声下样本概率和理想样本概率 (蓝色曲线)的相

对误差的对数曲线 (浅红色), 红色曲线为浅红色曲线的步长为 15的移动平均值, 相位噪声   ; (c)   随相位噪声大小

的变化; 图 (a)—(c)采用的参数为输入压缩态个数   , 单模平均光子数   , 模式数  

σ = 0.8 ∆HOG
K = 5 n̄ = 1

m = 9

Fig. 3. Effect of phase noise on output probability distribution: (a) Hellinger distance of phase noisy distribution and ideal distribu-

tion as a function of total detected photon number k under different noise level, each point is the mean result of 10 random choosed

interferometer;  (b)  logarithmic  curve  (light  red)  of  relative  error  of  noisy  sample  probability  and  ideal  sample  probability  (blue

curve), the red curve is the 15-point moving mean of light red curve, phase noise   ; (c)    as a function of phase noise.

In panels (a)−(c), the number of input squeezed states is   , the single-mode mean photon number is   , the mode number

is   . 
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∆HOG =

HOG(Q,P )− HOG(P, P ) ∆HOG

∆HOG
∆HOG

∆HOG

解稠密子图、分子拼接问题等 [27,28], 足够高的

HOG是实现量子加速的关键. 因此, 研究相位噪

声对 HOG的影响是很有意义的 . 定义  

 , 则   越小说明噪声

分布产生大概率样本的能力越弱. 图 3(c)给出了

不同光子数子空间下  随相位噪声水平的变

化, 可以看出,   始终小于 0, 说明相位噪声只

会减小 HOG. 同时, 随着相位噪声的增加,  

逐渐下降, 表明相位噪声对 HOG的影响逐渐加大.

此外, 光子数越多的子空间, HOG下降得越快, 再

一次印证了光子数越多的样本对相位噪声越敏感.

n̄ = η sinh2 r = 1

n̄

r1 r2

n̄ sinh2 r1 = η sinh2 r2
∆1x = e−2r1 ∆2x =

ηe−2r2 + (1− η) ∆2 −∆1 = 2 sinh(r2 − r1)×

sinh r1/ sinh r2 > 0

前面分析了无光子损耗情况下光源相位噪声

对高斯玻色采样的影响, 而实验中光子损失是不可

避免的. 因此, 有必要结合光子损失做进一步的研

究. 为了简单起见, 这里只考虑均匀损耗情形, 此

时光源制备中的损耗、线性光学干涉网络的损耗以

及探测器的损耗可以等效于一个总的损耗 (指光子

透过率) h, 不妨把该损耗计入光源损耗中. 由于高

斯玻色采样的计算复杂度主要取决于最终探测到

的平均光子数, 因此我们想要考察在输入相同的平

均光子数 (损耗后的)时, 不同损耗大小的输入态

对于相位噪声的容忍度. 首先分析在保持相同的单

模平均光子数  情形下, 不同损耗大

小时相位噪声压缩态和理想态 (此时理想态为有损

耗的单模压缩真空态)的保真度, 结果如图 4(a)

所示. 可以看出, 在相同的 s 和  下, 损耗越大, 保

真度反而越高, 表明有光子损失的压缩态相比于无

损耗情形具有更好的抗相位噪声能力. 可以从相空

间中来解释这一点, 产生相位偏移 f 对应于相空间

中对Wigner函数做角度为 f 的旋转. 对于压缩真

空态而言, 旋转相同的角度时, 压缩量越大, 产生

的偏离也越大. 而在相同的平均光子数下, 有损耗

的压缩态相比无损耗情形, 其实际压缩量会变小,

因此更能够抵抗相位噪声. 下面通过计算来说明这

一点, 设无损耗和有损耗的压缩量分别为   和   ,

损耗为 h, 由于   相同所以有   ,

易知 x 方向的方差分别为   和  

 , 化简得 

 , 说明有损耗时实际的压缩更小.

σ = 0.8 η = 0.7

由于有损耗时相位噪声压缩态和理想态的保

真度更大了, 可以合理推测最后噪声输出概率分布

和理想分布的距离会更近. 如图 4(b)所示, 本文对

比了相位噪声  时, 总损耗  和无损耗

时的噪声分布和理想分布的海林格距离. 可以看

出, 有损耗时海林格距离显著降低了, 印证了我们的

猜测.

 4   结　论

本文系统研究了光源相位噪声对高斯玻色采

样的影响. 光源相位噪声会导致输入态由高斯态变

成非高斯的混态系综. 在给定噪声水平下, 混态系

综和无噪声理想态的保真度随着输入平均光子数

的增加单调下降. 同时, 发现相位噪声下输出概率

分布和理想分布的偏离随着探测光子数的增加而

增大, 表明光子数更高 (对应的采样复杂度也更

高)的样本对相位噪声更敏感. 此外, 相位噪声还
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图 4    光子损失的影响 , 保持输入平均光子数   不变

(a)不同光子损耗 h 下保真度和相位噪声大小的关系 ;

(b)在相位噪声   时 , 比较有光子损失   情形

(蓝色点)和无光子损失 (红色点)下噪声分布和理想分布

的海林格距离, 可以看出有损耗时海林格距离显著降低了

n̄ = 1

σ = 0.8

η = 0.7

Fig. 4. The effect of photon loss. Keeping the mean photon

number     unchanged: (a) Relationship between fideli-

ty  and  phase  noise  under  different  photon  losses;  (b)  for

 ,  comparing  the  Hellinger  distance  of  phase  noisy

distribution  and  the  ideal  distribution  with  photon  loss

   (blue  point)  and  without  photon  loss  (red  point).

The  Hellinger  distance  is  significantly  lower  with  the

photon loss case. 
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将导致输出分布产生重要样本的能力, 即 HOG值

下降, 这会影响高斯玻色采样在求解稠密子图等问

题中的量子加速. 最后, 发现当输入平均光子数相

同时, 有光子损失的高斯玻色采样相比无损失情形

对相位噪声具有更大的容忍性. 本文结果对以后实

现更低噪声的大规模高斯玻色采样, 以及高斯玻色

采样的实际应用具有一定意义.

感谢中国科学技术大学陆朝阳教授、钟翰森博士、邓宇

皓、彭礼超和尤祥的有益讨论.
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Abstract

Gaussian boson sampling is one of the main promising approaches to realizing the quantum computational

advantage, which also offers potential applications such as in dense subgraphs problem and quantum chemistry.

However, the inevitable noise in experiment may weaken the quantum advantage of Gaussian boson sampling.

Photon  loss  and  photon  partial  indistinguishability  are  two  major  sources  of  noise.  Their  influence  on  the

complexity of Gaussian boson sampling has been extensively studied in previous work. However, the phase noise

of  the  input  light  source,  a  noise  which  is  suitable  for  tailored  for  Gaussian  boson  sampling,  has  not  been

studied  so  far.  Here,  we  investigate  the  phase  noise  of  the  input  light  source  in  Gaussian  boson  sampling

through numerical simulation. We use the Monte Carlo method to calculate the output probability distribution

under phase noise approximately. It is found that the phase noise of the light source can cause the input state

to change from a Gaussian state into a non-Gaussian mixed state. For a given phase noise level, the fidelity of

the non-Gaussian mixed state and the noise-free ideal state decreases monotonically as the mean photon number

of  input  increases.  Meanwhile,  owing  to  the  phase  noise  the  deviation  of  the  output  probability  distribution

gradually increases with the number of detected photons increasing. Furthermore, the phase noise results in the

capability of heavy sample generation (HOG), significantly decreasing. Finally, it is found that Gaussian boson

sampling with photon loss  is  more tolerant to phase noise  than the lossless  case given that the mean photon

number of input is the same. Our study is helpful in suppressing the phase noise in large-scale Gaussian boson

sampling experiments.
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