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铁电材料在室温下具有可以在外加电场作用下改变方向的自发极化, 不同方向的极化在材料内部形成

畴结构, 会对其物理特性和实际应用具有显著影响. 本文将最初用于微磁模拟的布朗方程引入铁电材料的大

尺度模拟中, 研究其中可能出现的重要畴结构. 在以有效哈密顿量方法为基础推导出铁电材料中关于电偶极

子的布朗方程后 , 以   ,   块体和   /  /  夹心结构等钙钛矿铁电材料为研究对象 ,

验证了布朗方程的有效性并讨论了其中的多种畴结构, 如周期性条带状畴、涡旋型拓扑畴结构等, 并与相关

实验结果进行了对比分析.
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 1   引　言

在过去二十年里, 随着对微型和纳米级元器件

需求的日益增长, 铁电畴和它们之间的畴壁作为可

能的电子器件引起了越来越多的关注 [1]. 在铁电体

中, 电极化取向均匀的微小区域形成电畴, 而畴和

畴壁对铁电体性能有重要影响. 一方面, 可以通过

外场对畴和畴壁进行调控, 增强材料已有的功能特

性, 如宏观压电响应、介电系数和电导率, 并影响

相变 [2–6]. 另一方面, 某些特殊的畴结构, 如斯格明

子等, 为研发更加先进的纳米器件带来了光明前景[7–9].

不难看出, 研究铁电材料的拓扑畴结构除了理论意

义外, 还具有一定的应用价值.

TC

铁电体的拓扑畴结构是材料从高温顺电相经

历居里温度  , 发生对称性破缺后形成的有序相,

一般将这种特殊的畴结构称为拓扑缺陷 [10]. 目前

在实验和理论上对铁电体的拓扑畴结构研究都有

许多进展. 实验上, 研究人员已在纳米颗粒、薄膜、

PbTiO3 SrTiO3

PbTiO3

SrTiO3 PbTiO3 SrTiO3

超晶格多种铁电材料中观察到电偶极子形成的拓

扑结构. 例如, 路璐等 [11] 利用高分辨率扫描电子显

微镜在  /   (PTO/STO) 多层膜结构中

的   (PTO)层观察到了偶极子形成的手性涡

旋畴结构和偶极波; Das等 [7] 通过施加不同的外延

约束, 同时在室温条件下对  /  / 

(STO/PTO/STO)三明治结构进行模拟, 发现其中

PTO层中存在极性斯格明子结构. 理论上, Ginz-

burg-Landau-Devonshire (GLD)理论被用于建立

铁电拓扑畴结构的唯象模型 [12]; 而 Zhong等 [13] 提

出的有效哈密顿量方法是对铁电材料的能量进行

建模的微观理论, 原则上也可以用于铁电畴的模拟;

最后, 基于第一性原理的从头算方法 (如密度泛函

理论)能构建研究铁电畴结构更加精细、复杂的模

型, 但可能不适合对大尺度结构的模拟. 更具体地

讲, 在对形成铁电畴的相关能量进行建模之后, 可

以通过相场模拟、分子动力学模拟或蒙特卡罗模拟

在不同尺度下研究铁电拓扑畴结构的静态和动态

性质 [14,15]. 例如, 姜志军等 [16] 通过密度泛函理论和

 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11974268, 12111530061)资助的课题.

†  通信作者. E-mail: dawei.wang@xjtu.edu.cn

© 2023 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 5 (2023)    057502

057502-1

http://doi.org/10.7498/aps.72.20222150
mailto:dawei.wang@xjtu.edu.cn
mailto:dawei.wang@xjtu.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


BaTiO3/BaZrO3蒙特卡罗模拟发现了  超晶格结构中

涡旋和反涡旋的复杂构型, Wojdeł和Íñiguez[17] 通
过第一性原理计算和蒙特卡罗模拟研究了 PTO材

料在相变过程中铁电畴结构的动态性质.

如何通过计算、模拟在较大尺度上获得相对稳

定而复杂的畴结构能够帮助理解或验证实验中所

观察到的结构, 并可以对如何进行结构调控提供一

定的指导, 因而是一个值得探索的问题. 在我们的

工作中多使用有效哈密顿量方法对钙钛矿铁电材

料进行建模并提供能量项 [13,18], 用于蒙特卡罗方法

进行模拟, 来获得不同温度下的偶极子构型. 但是

值得注意的是, 蒙特卡罗模拟通常到达系统的基

态 (全局能量最低的状态), 而铁电拓扑畴结构往往

出现在系统的亚稳态 [19]. 通常情况下, 这是蒙特卡

罗模拟的一个优势, 但在对铁电畴结构进行模拟的

过程中反而是一个遗憾, 因为相应的模拟不容易停

在亚稳态. 通过研究发现, 可以借鉴布朗方程方法

弥补蒙特卡罗模拟方法的不足之处.

布朗方程是微磁模拟中研究磁化强度的一种

方法, 是 Brown[20,21] 于 1940年首先发展出的一组

方程, 并将其用于磁饱和的研究中. 布朗方程通过

最小化磁性系统的总能量得到系统能量的极小值

点, 但往往不一定是最小值, 因而经常陷入亚稳态

结构 [22], 这也是后期微磁模拟研究常使用 Landau-

Lifshitz-Gilbert (LLG)方程 [23], 而不是布朗方程

的主要原因. 然而, 根据布朗方程经常可以得到系

统亚稳态这个特点, 本研究将其引入对铁电材料的

模拟中, 结合系统的有效哈密顿量, 发展了寻找铁

电材料中电偶极子拓扑畴结构的一个新方法. 具体

说来, 本文将以周期性的超胞系统 (包括 BTO块

体、PTO块体和 STO/PTO/STO夹心三明治结

构)为研究对象, 展示利用布朗方程研究铁电畴结

构的具体做法和一些有趣的畴结构. 本文首先利用

布朗方程研究了 BTO块体和 PTO块体的偶极子

极化的空间构型和宏观极化, 验证了这一方法的可

行性与正确性, 进而将此方法应用于 STO/PTO/

STO系统的拓扑畴模拟中, 在 PTO层中发现了多

种拓扑畴结构, 并与实验中观察到的拓扑畴结构进

行了对照.

 2   布朗方程

在微磁模拟中, 布朗方程是通过最小化系统能

量来确定磁化矢量场稳定平衡态分布的一种方法.

磁性系统的总能量可以表示为 

w = wx + wa + wm + wH , (1)

δw = 0

式中, 右端各项分别为铁磁交换能、各向异性能、

自静磁能和塞曼能 [24]. 对于其他可能存在的能量

项, 如磁致伸缩能 [25], 亦可包含在内. 对 (1)式求

变分, 并根据变分结果为零 (即   )的条件即

可获得布朗方程, 如下式所示: 

m×
(
C∇2m+MsH − ∂wa

∂m

)
= 0, (2)

wa

Ms

Ha H = H ′ +Ha

具体推导可见文献 [22]. 其中, m, C,   分别是单

位磁化矢量、铁磁交换能系数和各向异性能量密

度.   为饱和磁化强度或自发磁化强度, 通常是一

个只和温度有关的常量. H是自静磁场H' 和外界

场  之和, 即  . (2)式可重写为 

M ×Heff = 0, (3)

M = mMs Heff =
C

Ms
∇2m+H

− 1

Ms

∂wa

∂m

  表示磁化强度, 而 

 可视为总的有效场. (2)式和 (3)式说明

当系统处于平衡态时, 扭矩处处为零, 并且磁化矢

量和有效场平行.

M/Ms = 1− const/Hn/2 (n = 1, 2, 3 · · · )
1/Hn/2 (n = 1, 3 · · · )

在微磁模拟中, 布朗方程可用于研究磁性系统

中的各种磁结构, 如磁畴、磁壁以及磁涡旋等 [22].

除此之外, 通过能量最小化, 布朗方程还揭示了磁

饱和定律      

中分数幂次项  的起源, 事实上,

这也是布朗方程最初的应用 [20,21]. 在早期微磁模拟

中, 经常通过求解布朗方程得到微磁系统在稳定状

态下的磁化矢量场构型. 需要指出的是, 通过求解

布朗方程得到的解对应于系统能量的极值点, 得到

的结果经常是系统的亚稳态, 且只能研究系统的静

态性质. 而且由于布朗方程是非线性的, 对其求解

也比较困难. 因而在微磁模拟中, 布朗方程逐渐被

LLG方程取代 [24,26]. 然而, 从另一个角度而言, 由

于很多畴结构往往是在系统能量处于亚稳态时出

现, 因而利用布朗方程的特点, 尝试获得系统的亚

稳态, 反而具有一定的优势. 受此启发, 本研究通

过最小化钙钛矿铁电材料的有效哈密顿量, 推导出

了铁电系统中的布朗方程, 并根据此方程寻找铁电

材料中的铁电畴结构, 特别是有意思的拓扑结构.

 2.1    铁电系统中的布朗方程

Zhong等 [13] 基于软模理论, 以铁电材料内的

局域模为基础, 推导出了铁电晶体中简单钙钛矿材
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料的有效哈密顿量表达式, 为五部分能量之和: 

Etot =Eself(u) + Edpl(u) + Eshort(u)+

Eelas(ηl) + Eint(u,ηl), (4)

ηl

式中右端各项分别为局域模自能、偶极-偶极长程

相互作用能、软模间的短程相互作用能、弹性能以

及局域模和应变之间的相互作用能. 自变量 u为

局域软模振幅,   表示应变张量. 局域软模 u和偶

极子极化为线性关系 [13], 因而可以将 u视为偶极

子的极化矢量. 对 (4)式变分并令变分结果为零,

获得的方程即为布朗方程, 求解布朗方程即可得到

系统的偶极子构型. 值得指出的是, 在用有效哈密

顿量方法研究钙钛矿系统时发现, 偶极-偶极长程

相互作用非常重要 [13,27].

本研究中, 为了简化方程, 暂不考虑应变这一

自由度, 并且仅考虑最近邻偶极子之间的相互作用.

因而有效哈密顿量包括自能项、长程偶极-偶极相

互作用和短程相互作用三部分能量项, 如下式所示: 

Etot ≈ Eself(u) + Edpl(u) + Eshort(u)

=
∑

i

[
κ2u

2
i + αu4

i + γ(u2
i,xu

2
i,y + u2

i,yu
2
i,z

+ u2
i,zu

2
i,x)

]
+

2Z∗2

a0ε∞

∑
ij,αβ

Qij,αβui,αuj,β

+
1

2

∑
i ̸=j

∑
αβ

Jij,αβui,αuj,β , (5)

κ2 Z∗ a0 ε∞

κ2

Z∗ a0 ε∞

Z∗ ε∞

a0

Qij,αβ Jij,αβ

其中,    , a, g,    ,    ,    为有效哈密顿量的参

数.    , a, g 是和自能项有关的参数, 对于立方结

构, 由于对称性, 自能项中只包含偶极子极化矢量

u的偶数次方项;    ,    ,    是和长程偶极-偶极

相互作用能有关的参数,    是玻恩有效电荷,   

是材料的光介电常数 ,    是晶体的晶格常数 .

 ,    分别是偶极子-偶极子相互作用矩阵

和短程相互作用矩阵的矩阵元, 具体表达式详见文

献 [13,28], i, j 表示偶极子序号, a, b 表示偶极子

极化矢量的笛卡尔坐标方向. 上述参数和矩阵可以

通过第一性原理计算等确定, 在研究中可被视为

常数.

根据 (5)式进行推导即可得到铁电系统中的

布朗方程: 

f(ui,α) = δEtot/δui,α

=
[
2κ2ui,α + 4αu2

iui,α + 2γui,α(u
2
i − u2

i,α)
]

+
2Z∗2

a0ε∞

∑
j,β

Qij,αβuj,β +
1

2

∑
j ̸=i,β

Jij,αβuj,β . (6)

f(ui,α) = δEtot/δui,α = 0(6)式中, 令   , 得到铁电系

统关于偶极子极化矢量 u的布朗方程, 进而通过

数值方法进行求解, 便可得到铁电系统偶极子构型

的亚稳态. 需要指出的是, 布朗方程可能会陷入某

些不稳定的平衡状态, 对应能量极大值情况. 和微

磁模拟类似, 需要通过多次模拟 (如通过从不同的

初始状态开始进行模拟)获得不同的电偶极子构

型, 并比较不同构型之间的能量, 以剔除极大值点.

或者可以对获得的电偶极子构型进行一些微扰 (如

改变一些偶极子的方向), 计算能量是否降低, 从而

分析所处的状态是否是一个能量极大的状态 .

(6)式表示的布朗方程为寻找潜在的铁电畴结构提

供了理论依据.

作为对比, 相场模拟是另一个常用来进行电畴

模拟的方法. 与布朗方程类似, 也能用于对大的铁电

系统进行建模并进行数值模拟, 但各有侧重. 相场

模型基于 Ginzburg–Landau (GL)自由能泛函 [14],

可用于描述铁电系统中畴结构随应力、温度等变量

的动态演化过程 [29]. 然而, GL自由能泛函是一个

唯象公式, 需要通过实验确定诸多热力学和动力学

参数, 同时, 相场模拟还存在计算收敛性和稳定性

的问题 [15,30]. 这里提出的布朗方程可以使用 GL自

由能 (需要进行适当的离散化)或有效哈密顿量来

提供能量项, 特别是有效哈密顿量的参数可通过第

一性原理计算直接确定. 布朗方程的不足是其得到

的是系统极化的稳态或亚稳态结构, 无法描述系统

的动态性质.

 2.2    布朗方程的数值求解

为了快速、准确地求解用于铁电材料的布朗方

程, 我们尝试了牛顿法、雅可比迭代法和高斯迭代

法等多种方法, 发现采用 Schröder迭代法 [31] 求解

布朗方程能够获得比较好的效果和计算效率.

F (x) = 0

Schröder迭代法是一种用于求解非线性方程

的数值求根方法. 一般地, 若要求函数  的

根, Schröder迭代格式为 

xm,k+1 =xm,k +

r=m−1∑
r=1

(−1)r×

F (xm,k)
r

r!
(F−1)(r)F (xn,k), (7)

F−1其中,    是 F 的反函数, m 为迭代格式的阶数,

k 为迭代步数. 理论上, Schröder迭代法存在不同
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f(ui,α) = 0

阶数的迭代格式, 当阶数 m 为 2时, Schröder迭代

法退化成了牛顿法 ; 当阶数 m 大于等于 2时 ,

Schröder迭代具有 m 阶收敛速率 [31]; 当 m 大于

2且为奇数时, Schröder迭代法具有全局和单调的

收敛性 [32], 能够很好地到达函数的零点. 这里使用

的是五阶 Schröder迭代格式, 在此基础上, 还引入

了逐次超松弛技术 [33], 赋予 Schröder迭代法权重,

以改善收敛效果 . 对于所要求解的布朗方程

 ((6)式), 赋权后的五阶 Schröder迭代

格式如下: 

uk+1
i,α = uk

i,α − w
p(1− 2C2p+ C3p

2)

1− 3C2p+ (2C3 + C2
2 )p

2 − C4p3
.

(8)

uk
i,α

u0
i,α

p =

f/f ′, Cv = f (v)/v!f ′, v = 2, 3 · · · f

f (v)

f(ui,α) ui,α

注意 (8)式是 (7)式取 m = 5, 并通分化简后的表

达式.   表示格点 i 处偶极子沿 a 方向的极化在

第 k 次迭代后的结果. 在具体的计算中, 初始值

 被设置为 (–1, 1)之间的随机数. (8)式中,  

 ,    为函数式 (6),

 为布朗方程的 v 阶导, k 表示迭代步数. w 为权

重, 用于调节迭代的收敛速率. 为确保迭代收敛,

应根据不同的研究系统取适当的权重值. 注意公式

中还需要  对  的各阶导数: 

f ′ =
δf

δui,α
= 2κ2 + 4α(2u2

i,α + u2
i )

+2γ(u2
i − u2

i,α) + 2
Z∗2

a
Qii,αα, (9)

 

f ′′ =
δ2f
δu2

i,α

= 24αui,α, (10)
 

f ′′′ =
δ3f
δu3

i,α

= 24α, (11)
 

f ′′′′ =
δ4f
δu4

i,α

= 0. (12)

p, Cv将上述各阶导数表达式代入  的表达式, 结合

(8)式, 即可得到布朗方程的具体迭代格式.

计算中还定义了两个判定迭代收敛的条件作

为终止计算的判则:  {∑
i,α

[(
uk+1
i,α

)2 − (
uk
i,α

)2]}1/2

< C1, (13)

  ∑
i,α

|f(ui,α)| < C2, (14)

其中, 判则 1((13)式)表示所有格点前后两次迭代

C1

ui,α 10−2 C1

10−3

C2 C2 = 10−3

O(N2)

偶极子极化的差值之和小于常数   . 在模拟中,

 的数量级为   , 考虑到格点个数, 取    =

 , 已能保证迭代精度; 判则 2 ((14)式)表示各

格点偶极子极化对应的布朗方程绝对值之和小于

常数   , 研究取   , 用来检验迭代法得到

的解是否满足布朗方程. 当迭代结果满足上述两个

判则时, 视为迭代收敛, 该结果为布朗方程为零的

解, 即铁电系统在稳定状态下的的偶极子极化构

型. 值得注意的是, 有效哈密顿量模型中, 由于偶

极子之间的长程相互作用涉及整个系统, 计算时没

有被截断, 这导致了  繁重的计算量, 因此本

研究利用 Ewald求和方法提高长程偶极-偶极相互

作用的计算效率 [28].

 3   BTO与 PTO块体

为了验证布朗方程在铁电系统中的有效性, 首

先利用布朗方程研究 BTO和 PTO块体. 研究中

使用具有周期性边界条件的超胞结构, 超胞的每个

格点上设置有一个电偶极子, 表示铁电体一个单胞

的极化. 继而研究 STO/PTO/STO夹心三明治结

构, 探索其中可能出现的有趣偶极子构型. 对于这

三种系统, 它们的有效哈密顿量参数由第一性原理

计算得到, 本文使用的关于BTO[34], PTO[35] 和STO[36]

的有效哈密顿量参数由 Nishimatsu等获得.

 3.1    BTO 块体

12× 12× 12

⟨111⟩ ⟨110⟩
⟨100⟩

⟨111⟩ 10°

⟨111⟩

⟨111⟩
⟨111⟩

⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩

对 于   超 胞 BTO块 体 的 模 拟 ,

Schröder迭代中的权重取 w = 0.5, 迭代即可收敛.

重复进行模拟, 得到了多个偶极子的亚稳态构型,

而这些构型的宏观平均极化方向包括  ,   ,

 三个方向, 如图 1所示. 图中计算了单个偶极

子和  方向的空间夹角, 当夹角小于  时, 认

为偶极子近似沿   方向, 从而统计了每种构型

这一方向的偶极子的比例, 结果如表 1所列. 不难

发现, 大多数偶极子的局域极化都近似沿   的

8个方向之一, 但由于偶极子沿 8个不同  方向

排列的个数分布不同 , 系统的宏观极化出现了

 ,   ,   三个方向.

⟨111⟩ ⟨111⟩
⟨111⟩

⟨111⟩

图 1(a)中 ,  BTO偶极子极化都近似沿同一

 方向, 形成了沿   方向的单畴结构, 宏观

极化沿   方向. 图 1(b)和图 1(c)中, 偶极子沿

不同  方向排列, 形成了多个畴结构, 每个畴里

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 5 (2023)    057502

057502-4



⟨111⟩

⟨110⟩

⟨100⟩ ⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩

0.19, 0.16,

0.12 C/m2 0.22, 0.19, 0.17 C/m2

的偶极子都一致沿某一个确定的  方向, 但宏观

上平均极化表现不同. 图 1(b)沿  方向, 图 1(c)

沿  方向. 宏观极化沿  ,   ,   方向,

对应的 BTO单胞的平均自发极化分别为 

 , 而实验值 [37] 约为    ,

模拟值和实验值基本一致 . BTO块体偶极子极

⟨111⟩

⟨111⟩

⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩

化的模拟结果可以通过八位点无序 (eight-site

disorder)模型解释 [38], 该模型在实验上已经被证

实是合理的 [39]. 这一模型假设, 不论温度高低, 当

BTO系统处于稳态时, 其内部 Ti原子的位移都沿

 方向, 考虑到 BTO中偶极子的极化主要是

由 Ti原子的位移导致的, 故每一个偶极子的局域

自发极化也沿   方向. 不同偶极子之间存在耦

合 (包括近程和长程相互作用), 使偶极子极化方向

趋于一致, 耦合强度随着温度的升高而减弱. 实验

证实 [39], 从低温到高温, BTO发生了从菱方相、斜

方相、四方相再到立方相的结构相变, 对应的宏观

自发极化方向分别为  ,   ,   , 当 BTO

处于立方相时, 宏观自发极化消失, 表现为顺电性;

低温时, BTO内部偶极子之间的耦合最强, 偶极子
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⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩图 1    (a)—(c)是 BTO系统模拟得到的三种偶极子极化构型, 宏观极化分别沿   ,   ,   方向; (d)计算得到的所有

样本中偶极子构型能量和宏观极化方向的关系 , 横轴表示不同次计算获得的结果 , 纵轴表示每个偶极子的平均能量 (meV);

(e)说明了图 (a)—(c)中箭头颜色表示的偶极子极化方向, 不同颜色的箭头表明偶极子极化方向处于不同的象限. 下节 PTO块

体的构型也沿用了图 (e)表示的颜色方向

⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩
Fig. 1. (a)–(c) Three types of dipole polarization configurations in BTO simulation, where the macroscopic polarizations are along

 ,    ,    , respectively; (d) energy (per dipole) with respect to the calculated configurations obtained from simulations;

(e) dipole polarization direction indicating the colors used by the arrows in panels (a)–(c). The colors shown in panel (e) are also

used for PTO bulk in the next section. 

 

⟨111⟩表 1    图 1(a)—(c)所示构型中的近似沿   方

向的偶极子数目

⟨111⟩
Table 1.    The  number  of  unit  cell  dipoles  that  are

approximately along    direction for the configur-

ations in Figs. 1(a)–(c), respectively.

宏观极化方向 ⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩ 

⟨111⟩近似沿  方向的偶极子极化个数 1728 1536 1348

⟨111⟩近似沿  方向的偶极子极化占比 100% 89% 78%
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⟨111⟩
⟨111⟩

⟨111⟩

⟨111⟩ ⟨110⟩
⟨100⟩

⟨111⟩

的局域极化都趋于同一个   方向, 从而宏观极

化也表现为  方向. 随着温度的升高, 每经过一

次相变, 偶极子之间的耦合减弱, 偶极子沿  方

向的极化出现无序性 , 即偶极子出现了沿不同

 方向的分布, 从而导致了斜方相下沿  方

向和四方相下沿  方向的宏观极化. 刘佳等 [40]

通过基于有效哈密顿量的蒙特卡罗模拟也获得了

类似的结果 , 即低温下   方向偶极子占绝大

多数.

⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩
⟨111⟩ ⟨110⟩ ⟨100⟩

⟨111⟩

本文利用布朗方程得到铁电系统的亚稳态, 包

括了上述几种不同的宏观极化情况 , 对应于

BTO的菱方相、斜方相、四方相情形. 这是因为布

朗方程的结果对应于系统能量的极小值, 由于系统

能量往往有多个极小值, 从而系统的亚稳态不是唯

一的, 可能会出现多种偶极子构型. 图 1(d)是宏观

极化沿  ,   ,   方向的偶极子构型的能

量. 可以看到能量随  ,   ,   递增, 但差

别不大, 都对应系统能量的极小值. 需要指出的是,

实验证实 BTO在不同相下的能量差确实非常小 [41].

本研究中得到的 BTO极化构型和八位点无序模型

预言的结果一致, 同时模拟结果验证了系统处于基

态 (菱方相)时能量最低且宏观极化沿   方向,

说明布朗方程能有效应用于铁电系统的模拟.

 3.2    PTO 块体

12× 12× 12

w = 0.1

⟨111⟩
⟨100⟩

⟨111⟩

⟨111⟩
⟨100⟩
0.10 C/m2

c/a ≈ 1.05

0.87 C/m2

0.7 C/m2

⟨100⟩

对于   超胞的 PTO块进行同样的

模拟, Schröder迭代中的权重取  . 重复进行

模拟, 得到了多个 PTO偶极子极化构型. 模拟结

果表明, 在所有偶极子构型中, 绝大多数 PTO单

胞的极化都近似沿  方向 (占比 98%以上). 图 2

中, 宏观极化沿   方向, 但 99%的偶极子的极

化方向都沿  方向, 分析过程和 BTO类似, 同

样可以用八位点无序模型进行理解. 由于沿不同

 方向的偶极子的分布, 导致 PTO总体上沿

 方向极化. 图 2 所示构型的平均自发极化为

 , 这个结果和晶格保持立方相情况 (a =

b = c)的第一性原理计算结果基本一致 [42]. 需要

注意的是, 在四方晶格的情况下 (  ), 由

第一性原理计算出的理论值为   
[43] 或

 
[42]. 而实验结果 [44] 也表明, 随着温度的降

低, PTO会变为四方相, 其自发极化沿  方向.

对图 2的模拟结果分析也显示, 宏观极化确实沿

⟨100⟩ 方向, 与实验结果符合. 与 BTO类似, 在模

拟中也得到了沿其他方向的宏观极化, 代表了其他

类型的亚稳态结构, 能量和基态差别不大.

 4   STO/PTO/STO 超晶格结构

[001]

30× 30× 20 6

8 6

30× 30× 30 5

20 5

STO/PTO作为一种重要的人造超晶格材料,

近些年来成为一个研究热点 , 由于其结构特征

(STO不具有极化而 PTO具有较大极化), PTO

层往往形成丰富的畴结构, 包括条带状畴、斯格明

子、极性涡旋畴和极性反涡旋结构等 [5,7,45]. 在验证

了布朗方程的有效性之后, 对沿   方向交替的

STO/PTO/STO三明治结构进行研究, 模拟了两

种不同尺寸的体系, 分别是  的 STO  /

PTO  /STO  超胞结构 (即沿 z 方向有 6层 STO,

8层 PTO,  6层 STO)和   的 STO  /

PTO  /STO  超胞结构.

α

u0
i,α

(−1, 1)

uk+1 = uk − wF (uk)

0.2

uk+1 > 1 uk+1 10−2

0.2/ [1 + 1000F (uk)] uk+1

在进行计算机模拟时, 格点 i 处偶极子沿  方

向的极化初始值   设置为   之间的随机数;

由于 STO是非铁电材料 , 无自发极化 , 因此将

STO格点的极化固定为零. 在数值求解 (6)式时发

现, 对于大体系的 STO/PTO结构, 迭代结果波动

较大, 有时会出现异常大的偶极子, 迭代结果容易

陷入包含异常大的偶极子的构型中, 从而导致迭代

一直难以收敛. 为避免此情况, 研究采用了权重自

适应技巧 , 也就是对于如   的

Schröder迭代形式, 权重 w 取值为常数  ; 然而,

当   时 (  一般为   数量级), 则重新

设置权重为   , 对   进行缩

放, 以避免出现异常大偶极子, 确保迭代收敛.
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⟨100⟩图 2    PTO宏观极化沿   方向的偶极子构型

⟨100⟩
Fig. 2. The  dipole  configuration  of  PTO  bulk  whose  the

macroscopic polarization is along   .
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 4.1    STO6/PTO8/ STO6 体系

[001]

[010]

30× 30× 30

图 3(a)给出了 STO6/PTO8/STO6 中形成的

电偶极子三维构型, 红色箭头和蓝色箭头分别表示

极化沿  正方向和负方向, 中间显示偶极子部分

为 8层 PTO. 观察发现, 在 PTO的纵切面常常出

现涡旋畴和周期性条带状畴. 图 3(b)中, 黄色圆表

示涡旋畴结构, 偶极子整体表现为沿   方向交

替排列的周期性条带状畴结构. 为观察到更加丰

富的偶极子构型, 进而模拟了  的 STO5/

PTO20/STO5 超胞结构.

5 20 5 4.2    STO  /PTO  / STO  体系

5 20 5

(100) (010)

图 4(a)是 STO  /PTO  /STO  超胞结构的

偶极子三维构型图. 对比图 3和图 4两种体系, 发

现随着 PTO层厚度的增加, 周期性的条带状畴越

发明显. 在  和  面上, PTO层出现了周期

性条带状畴结构 (图 4(b)红色折线)和涡旋型拓扑

畴结构 (图 4(b)黄色圆). 图 4(c)是图 4(b)黄色圆

的放大图, 图 4(c)显示的涡旋畴不局限于某一层,

[010]

[001]

而是沿  方向表现为多层的三维结构. 在 PTO-

STO边界处, 极化沿  方向的分量变小, 而且涡

旋畴常常出现在 PTO层的边界部分 , 这是由

STO诱发出的退极化场导致的. 在退极化场的作

用下, PTO层顶部和底部的偶极子极化沿 [001]方

向的分量变小, 较易出现涡旋畴结构; 在 PTO层

内部 , 条带状畴结构的形成减弱了退极化场的

影响 [46].

[010]值得注意的是 , 在沿   方向 , 观察到了

180°的偶极位错 (图 4(d)中 A, B), 和路璐等 [11] 在

PTO/STO薄膜材料中发现的偶极位错 (文献 [11]

中的图 4)相类似. 不同的是, 本研究模拟出现的偶

极位错发生在靠近 STO的 PTO底部, 而文献 [11]

中观察到的偶极位错位于 PTO中间层 . 图 4(d)

中, 观察到了两种偶极位错构型 A和 B, 红色圆圈

内偶极子的极化沿 z 方向极小 , 接近面内极化 ;

在红色圆圈内的偶极子周围, 分别形成了指向半圆

圆心的极化排列 (区域 A)和背离圆心的极化排列

(区域 B). 区域 A, B所示的极化构型和 180°偶极

位错非常类似, 常见于磁性体系 [47], 在铁电体中少

有被观察到 [11]. 图 4(d)所示的模拟结果进一步证

实了偶极位错在铁电体中的存在.

[001]

(001)

(001)

图 5(a)是沿 [001]方向间隔绘制的  STO5/

PTO20/STO5 偶极子极化三维构型图. 大体而言,

在 PTO中间部分, 偶极子取向比较规则. 如图 5(b)

和图 5(c)所示, PTO层偶极子沿  方向发生了

无序-有序-无序的变化. 在 PTO层内部, 偶极子在

 面上的投影都有序地沿同一方向 (图 5(b));

在 PTO和 STO交界层, 偶极子在   面上的投

影呈现出许多有意思的结构 (图 5(c)), 形成了多个

畴区域.

[001]

[001̄]

图 5(c)中标注了三个典型的拓扑结构, 指出

了多种畴和畴壁结构, 包括向两侧张开的畴结构

(红色区域)、偶极波 (蓝色曲线)和伴随偶极波的畴

结构 (黄色区域). 图 5(c)的红色区域中, 偶极子沿

中间向两侧张开, 一侧偶极子指向  正方向, 另

一侧偶极子指向  方向, 形成 90°畴和畴壁结构.

仔细观察, 可以发现类似结构在这幅图中多次出

现. 与图 5(c)红色区域表示的向两侧张开的畴结

构相反的是, 图 5(c)蓝色曲线附近, 偶极子由两侧

向中间汇聚, 其流动方向是连续变化的, 形成了偶

极波. 同时, 在偶极波附近, 存在中心汇聚型的畴

结构 (图 5(c)黄色区域), 类似的结构在Pb(Zr, Ti)O3
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图  3    (a) STO  /PTO  /STO  体系模拟结果 , 红色箭头

和蓝色箭头分别表示极化沿   正方向和负方向 ; (b) 图

(a)中沿   方向第 28层偶极子平面投影图 , 即图 (a)黑

色纵切面, 黄色圆表示涡旋畴结构
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[001]

(100) [100]

Fig. 3. (a)  Simulation  results  of  STO  /PTO  /STO    sys-

tem,  where  red  arrows  and  blue  arrows  indicate  that  the

polarization is along the positive and negative directions of

   respectively;  (b)  projection  of  dipoles  in  the  28th

  plane along the     direction (the black arrows in

panel (a)). The yellow circles show the vortex domain struc-

tures. 
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薄膜 [48] 和 PTO/STO薄膜 [11] 亦被观察到. 不同的

是, 在偶极波附近, 实验 [11,48] 发现是气泡型的涡旋

畴结构, 涡旋畴中心处的偶极子极化几乎指向面

外, 而本研究得到的则是中心汇聚型畴结构. 此外,

本文得到的结构位于 (001)面, 而实验 [11,48] 发现的

结构位于 (100)面. 图 5(c)表示的是 PTO层底部

的畴结构, PTO层顶部的畴结构与其相类似, 故不

再做讨论.

 5   结　论

可用于铁电系统研究的布朗方程, 是一种获得

电偶极子低能量构型的一种方法. 这一方法独立于

目前已知的方法, 为寻找复杂铁电畴结构提供了一

个新的工具 . 将该方法应用于 STO/PTO/STO

超晶格系统的模拟中, 获得了多种复杂畴结构, 包

括周期性条带状畴结构、涡旋型拓扑畴结构等. 值得

指出的是, 钙钛矿薄膜的生长过程是一个极强的动

态过程, 所形成的薄膜中的电偶极子构型通常会处

于亚稳态 [49], 其中的有些构型会随温度降低而冻

结在体系内部, 最终被实验观察到. 布朗方程容易

模拟出现亚稳态构型的特点反而适用于模拟这一

类远离非平衡态生长过程所得到的电偶极子构型,

该方法本身的短处反而成为一个特殊的优势.
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一层 , 红色箭头和蓝色箭头分别表示极化沿   正方向和负方向 ; (b)图 (a)中沿   方向的第 25层偶极子的纵切面投影图 ;

(c)图 (b)中黄色区域的放大图, 包括其沿   方向的投影图和三维结构, 该涡旋畴沿   方向呈柱状; (d)位于图 (a)中沿  

方向的第 13层偶极子纵切面底部; 在图 (a)中, 图 (b)—(d)表示结构的所在平面都用黑色箭头标注
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Fig. 4. Simulation results of STO  /PTO  / STO   system: (a) STO/PTO/STO dipole polarization configuration, drawing every

5th layers along the   direction in order to make the figure clearer; (b) the projected dipole pololarization of the 25th layer along

the   direction;  (c)  detailed  view of  the  yellow area  in  panel  (b),  the  vortex  domain  is  cylindrical  along  the     direction;

(d) the dipole configuration of the 13th layer along the    direction. The planes shown in panels (b)–(d) are marked by black ar-

rows in panel (a). 
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图 5    STO/PTO/STO模拟结果　(a) STO/PTO/STO偶极子极化构型示例 (和图 4(a)是同一个三维图), 沿 [001]方向每隔三层

画出一层中的偶极子, 同时画出 PTO和 STO交界层; (b) PTO中间层, 即沿   方向第 15层的投影图; (c) PTO底部和 STO交

界层沿   方向的投影图
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Fig. 5. (a) Dipole polarization configuration of STO/PTO/STO system, which is the configuration as Fig. 4(a), drawing every 4th

layer along the  direction in order to make the figure clearer, the interface layer between PTO and STO is also shown; (b) pro-

jection of the middle PTO layer along the    direction; (c) projection of the bottom interface PTO layer along   .
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需要说明的是, 文献 [11]指出长程相互作用和

压缩应力都对偶极波和偶极位错的形成有重要贡

献. 而在本工作中, 出于两个考虑暂时忽略了应变

自由度. 1)忽略应变的影响, 可以减少系统的自由

度, 简化分析. 加入应变的布朗方程中将有两类非

常不同的变量, 不管是在理论分析上还是数值模拟

中都会造成一定的困难 . 值得注意的是 , 对于

BTO和 PTO块体, 在目前不含有应变的模拟结

果中, 所得出的宏观性质 (特别是自发极化)和实

验是基本符合的. 2)在薄膜中, 尤其是外延生长的

特别薄的薄膜中, 衬底在很大程度上将薄膜的应变

固定了下来, 因而应变的重要性有所下降. 由于有

效哈密顿量中加入了电偶极子与应变的耦合, 所以

理论上可以引入应变作为新的自由度, 从而得到更

一般的布朗方程, 这也是我们未来进行尝试的一个

重要课题.

此外, 在计算长程相互作用时是否对作用距离

进行截断 [50]、系统中是否有缺陷或掺杂原子可能

都会对电偶极子畴的构型造成影响. 对于这些因

素, 利用布朗方程可以在未来进一步探索, 从而发

现、理解可能对拓扑畴进行调控的机制. 总之, 本

文将微磁理论中的布朗方程用于铁电体畴结构的

研究, 发展了一个独立的理论方法, 为研究铁电畴

结构以及其他性质提供了一个新的途径. 本文首先

在 BTO和 PTO体系中验证了这一方法的有效性,

然后预测了 STO/PTO超晶格多种复杂的畴结构.

对该方法进一步拓展, 可为理解和预测铁电系统中

复杂的畴构型及其潜在应用提供帮助.
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Abstract

Ferroelectric material  possesses spontaneous polarization at room temperature,  which can be switched by

an external electric field. The diverse domain structures within ferroelectric materials, consisting of polarizations

in  various  directions,  often  significantly  affect  their  physical  properties  and  practical  applications.  Numerical

simulations can aid in comprehending and validating the complex domains observed in experiments. They can

also provide guidance for controlling such structures. One popular method for finding dipole configurations is to

create an energy model and employ it in Monte-Carlo simulations to find dipole configuration. However, since

these simulations usually reaches the ground state of the system (the state with the lowest global energy), they

often  miss  the  dipole  configurations  of  interest,  such  as  topological  domain  structures,  which  are  usually

metastable.

BaTiO3 PbTiO3 SrTiO3 PbTiO3 SrTiO3

BaTiO3 PbTiO3

SrTiO3 PbTiO3 SrTiO3

Here,  in  order  to  simulate  complex  domain,  we  introduce  Brown's  equation,  which  is  originally  used  for

micromagnetic  simulation,  into  the  large-scale  simulation  of  ferroelectric  materials.  Using  the  effective

Hamiltonian  as  the  energy  model,  we  derive  the  Brown's  equations  with  respect  to  the  electric  dipoles  in

ferroelectric materials, and invesitgate perovskites such as   bulk,     bulk, and    /  / 

sandwiched  structures.  We  demonstrate  the  reliability  and  feasibility  of  Brown's  equation  in  ferroelectrics

through  the  simulation  of     bulk  and     bulk,  which  are  consistent  with  experiments.  Then,  using

Brown's  equation  derived  in  our  work,  we  obtain  various  domain  structures  in    /  / 

sandwiched  structures,  including  periodic  stripe  domains  and  vortex  domains.  The  simulation  results  are

compared with related exprimental results.

Keywords: topological domains, Brown’s equation, perovskites
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