
 

平面波声场中内置偏心液滴的弹性球壳声辐射力*
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基于声波在细胞操控中的应用, 建立了一个三层内置偏心液滴的弹性球壳模型模拟具有细胞核、细胞质

和细胞膜的有核细胞, 并分析细胞在声场中受到的声辐射力. 从薄球壳理论出发, 结合球函数加法定理推导

了平面波声场中内置偏心液滴的充液球壳所受声辐射力的函数表达式. 数值分析了偏心液滴偏心距、半径以

及液体腔内外介质特性阻抗对于充液球壳所受声辐射力的影响. 结果表明, 充液球壳受到的声辐射力对偏心

液滴的位置及大小非常敏感, 偏心液滴偏心程度越大, 充液球壳所受的声辐射力越大. 声辐射力随着偏心液

滴半径的变化在无量纲粒子半径 ka < 3范围内出现共振峰值点增多的现象, 在 ka > 3范围内曲线腹点位置

发生偏移. 当液体腔内液滴位置及半径同时变化时, 位置变化对充液球壳所受声辐射力的影响更加显著, 且

二者产生的影响会相互叠加. 对照细胞核相对特性阻抗分别为 0.8, 0.9, 1, 1.1和 1.2 时的辐射力函数随 ka 变

化曲线发现特性阻抗的变化主要影响辐射力的大小且随着细胞核阻抗的增大, 在 ka = 5附近的起伏幅度逐

步增加, 且腹点位置有右移的趋势. 因此, 细胞核阻抗的增大在一定的频率或者细胞尺寸范围内可增强其辐

射力响应. 本文的研究结果对有核细胞的操作、分选及靶向治疗具有潜在的价值.
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 1   引　言

作为一种有效且无创的非接触式操作细胞和

微粒的方法, 声操控有望成为无创治疗、提高药物

疗效的有效工具. 在过去的十几年间, 声操控在医

学领域中得到广泛应用 [1,2]. 除了用作医生病理分

析诊断的辅助工具外 [3], 许多研究人员发现了声操

控技术在医学治疗的广阔前景 [4]. Wu等 [5] 通过实

验对比了有无超声条件下药物的输送率, 结果显示

利用超声确实能提高将药物输送到指定位置的传

输效率. Wang等 [6] 基于声流诱导碰撞建立了一种

细胞裂解装置, 在 20 s工作时间内实现了 95%的

裂解率. Mishra等 [7] 通过实验证明辐射力也会使

红细胞变形且与光镊产生的变形程度相当. Silva等 [8]

使用多种波长的超声波驻波装置将囊泡变形, 结合

形变图像与薄壳弹性理论获得囊泡的杨氏模量等

力学性质. Zhang等 [9] 通过研发一种装置将平面声

波转换成涡流束来旋转虾卵, 并提出根据细胞旋转

行为确定细胞参数的可能. 细胞的声操控有着广阔

的应用前景, 是未来值得探索的领域.

细胞的声操控是实现细胞筛选、分离的关键,

声操控应用的基础是声辐射力 (ARF)的控制. 悬

浮在声场中的粒子受到由声波散射而产生的时间

平均力称为声辐射力 [10]. 目前已经建立了许多模

型用于计算不同声场中的声辐射力 [11−14]. King[15]

首先提出了刚性球面上的声辐射力公式. Rajabi等 [16]

研究了可平移振荡的刚性振动球上出现的负向声

辐射力, 为实现平面波操控粒子平移运动提供了理

论支持. 考虑到细胞是带有膜结构的, 结合薄壳弹
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性理论来建立模型, 而关于在无界空间中作用在弹

性球壳的声辐射力已有很多研究 [17−19]. Hasegawa

等 [20] 从理论上研究了浸没在流体中的球壳和柱壳

上所产生的声辐射力, 指出随壳的厚度增大球壳所

受声辐射力幅值减小. Junger[21] 建立了平面波声

场中薄弹性壳的声散射理论, 发现外部流体介质的

阻尼效应限制球壳的共振响应. 随后, Mitri[22] 推

导了平面驻波场中的弹性球壳的声辐射力函数表

达式, 指出弹性球壳的散射特性会因外部液体介质

改变而发生变化. 随着对细胞操控和靶向治疗研究

的深入, 陆续有研究者提出采用两层和三层球模型

来模拟细胞和药粒, 以探究该情况下细胞和药粒的

声辐射力. Wang等 [23] 研究了高斯驻波场中多层

球面上的声辐射力理论, 求解了双层球以及三层球

模型的声辐射力表达式. Wang等 [24] 提出用三层

球模型来模拟细胞结构, 随着内芯半径或外壳厚度

的增大模型所受声辐射力明显增大.

在实际中细胞核在细胞中的位置会发生改变,

因此需要考虑细胞核偏心对细胞所受声辐射力的

影响. Thompson[25] 首先提出了偏心球模型并计算

了偏心球源的声辐射力, 随后 Roumeliotis等 [26] 发

现由于引入偏心内球而引起的硬壁球形腔声共振

频率偏移. Hasheminejad和 Azarpeyvand[27] 对内

置的偏心辐射源散射场进行研究, 指出密封外壳的

存在导致模态阻力和惯性振幅的明显增强. Zang

等 [28] 建立理论模型探究了位于零阶贝塞尔声束中

双层偏心液滴中偏心球的位置对负向声辐射力产

生的影响, 指出当偏心球位于液体球心右侧时会产

生负向声辐射力. 通过对不同类型的细胞进行操控

和分选以获得某些组织的病变信息是医学诊断的

重要手段, 而现有的理论模型缺少对细胞核位置及

大小变化的准确描述, 这就使得细胞核在发生异常

的增大或偏移时细胞周围声散射变化被忽略. 为

此, 需要发展一种更接近实际细胞结构的模型来估

算细胞所受到的声辐射力, 从而提高诊断的可信

度. 所以本文在 Zang等 [28] 的模型的基础上, 发展

了一个内含偏心液滴的弹性充液球壳的三层球模

型来模拟药粒和细胞, 并重点讨论了偏心液滴的不

同参量对充液球壳所受的声辐射力的影响. 本工作

扩展了声辐射力的理论, 有助于不同类型细胞的

操控和分选 , 病变组织的区分检测及靶向治疗

的发展.

 2   理论模型

a b

(r1, θ1)

(r2, θ2)

本文的研究对象是内部含有偏心液滴的球形

密闭液体腔, 液体腔被厚度为 h 的弹性薄球壳包裹

构成的复合粒子, 如图 1所示, 偏心液滴和弹性球

壳半径分别为  和  , 球壳外部为无界理想液体. 为

方便分析, 建立两套球坐标系分析球形密闭液体腔

在平面波声场中的声散射和声辐射力. 以球形偏心

液滴中心为坐标原点建立球坐标系 O1, 坐标为

 . 设球形液滴中心与液体腔中心间的偏心距

离 d, 以液体腔中心为原点建立球坐标系 O2, 坐标

为  . 根据液体腔的几何形貌, 将液体腔分为

3个区域 , 偏心液滴内部为区域Ⅰ, 液滴外的液

体球腔为区域Ⅱ, 薄球壳外部为区域Ⅲ, 其中液

滴、腔内液体、外壳和外部流体密度及声速分别为

(r1, c1), (r2, c2), (rs, cs), (r3, c3).
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图 1    充液球壳几何模型图

Fig. 1. Geometric model of liquid-filled spherical shell.
 

e−iωt

假定流体介质是可压缩无黏性的理想流体. 利

用球坐标系下的分波级数法, 为简化分析, 忽略时

谐因子   , 则薄球壳外部入射平面波及其散射

声场可表示为 

pint = p0

∞∑
n = 0

γnjn(k3r2)Pn(cos θ2), (1)
 

psca = p0

∞∑
n = 0

γnCnh(1)n (k3r2)Pn(cos θ2), (2)

jn (·)
h(1)n (·)
其中gn = (2n+1)in,   表示 n 阶球 Bessel函数,

 表示 n 阶第一类球 Hankel函数, Pn 表示勒

让德多项式, Cn 为声散射系数. 因此, 弹性球壳外

部的总声压为 

p3 = p0

∞∑
n = 0

γn

[
jn(k3r2) + Cnh(1)n (k3r2)

]
× Pn(cos θ2), (3)
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式中 ki = w/ci (i = 1, 2, 3)为声波在对应区域介

质中的波数. 弹性球壳内偏心液滴外部液体中的声

压可表示为 

p2 = p0

∞∑
n = 0

γn

[
Enjn(k2r2)Pn(cos θ2)

+Bnh(1)n (k2r1)Pn(cos θ1)
]
, (4)

同理可得偏心液滴内部声压为 

p1 = p0

∞∑
n = 0

γnDnjn(k1r1)Pn(cos θ1). (5)

球坐标系下弹性壳的位移用球壳的中间层的

偏移量表示, 故基于球壳的广义径向和切向位移分

量的傅里叶级数式可表示为 

W (ω, θ2) =

∞∑
n = 0

WnPn(cos θ2), (6)
 

V (ω, θ2) =

∞∑
n = 0

VnP
1
n(cos θ2), (7)

P 1
n (x) =

(
1− x2

)1/2dPn (x) /dx式中  , Wn 和Vn 分别

是球壳中间层的径向和切向位移分布, 在压力场中

满足的方程为 [27]
  [

Ω2 − (1 + β2)(υ + λn − 1)
]
Vn

−
[
β2(υ + λn − 1) + (1 + υ)

]
Wn = 0, (8)

 

− λn
[
β2(ν + λn − 1) + (1 + ν)

]
Vn

+
[
Ω2 − 2(1 + ν)− β2λn(ν + λn − 1)

]
Wn

= −a
2(1− ν)

2

Eh
∆Pn(ω), (9)

β2 = h2/(12b2) λn = n(n+ 1) Ω = ωb/cp

c2p = E/(1− υ2)ρs

ρs

ν

式中 ,    ,    ,   

为无量纲参数,   是弹性外壳的纵

波相速度,   为弹性壳密度, h 为弹性壳厚度, E 是

弹性壳杨氏模量,   为泊松比, DPn(w)是球壳内外

声压差. 联立 (8)式和 (9)式, 可得: 

Wn = − a2(1− ν)
2

EhZn
∆Pn(ω), (10)

 

Vn =
β2(ν + λn − 1) + (1 + ν)

Ω2 − (1 + β2)(ν + λn − 1)
Wn, (11)

 

Zn =
[
Ω2 − 2(1 + ν)− β2λn(ν + λn − 1)

]
− λn[β

2(ν + λn − 1)

+ (1 + ν)]
β2(ν + λn − 1) + (1 + ν)

Ω2 − (1 + β2)(ν + λn − 1)
, (12)

 

∆Pn(ω) = γn

[
jn(k3a+)+Cnh(1)n (k3a+)−Enjn(k2a−)

−
∞∑

m=0

Bmh(1)n (k2a−)Qmn(k2d)

]
, (13)

a− = a− h/2 a+ = a+ h/2式中 ,    和   分别为表示

弹性球壳内壁面和外壁面径向坐标. 在应用边界

条件过程中需要将各声参量利用平移加法定理 [29]

在球坐标 O1 和 O2 中进行转换, 因此在 (13)式中

引入了球坐标转换系数 Qmn, 其具体表达式见

附录 A.

待定散射系数 Cn, Bn, En, Dn 可由Ⅰ, Ⅱ流体

界面和Ⅱ, Ⅲ弹性球壳界面的边界条件确定. 在液

滴表面处 (r1=b)声压和速度连续, 有 

Dnjn(k1b) =
∞∑

m=0

Emjn(k2b)Qmn(k2d)

+Bnh(1)n (k2b), (14)
 

ρ2c2
ρ1c1

Dnj′n(k1b) =
∞∑

m=0

Emj′n(k2b)Qmn(k2d)

+Bnh(1)
′

n (k2b), (15)

联立 (14)式和 (15)式, 系数 Bn 可表示为 

Bn =Mn

∞∑
m=0

EmQmn(k2d), (16)

Bn Em(m = 0, 1, 2, · · · )即  可用  的求和表示, 且有
 

Mn=

jn(k1b)j
′
n(k2b)−

ρ2c2
ρ1c1

j′n(k1b)jn(k2b)
ρ2c2
ρ1c1

h(1)n (k2b)j′n(k1b)− h(1)′n (k2b)jn(k1b)
. (17)

在 r2 = a 处 , 由球壳内外表面的径向速度连续

性, 得 

− iωWn (ω, θ2)

=
1

iωρ3
∂p3
∂r2

∣∣∣∣
r2=a+

=
1

iωρ2
∂p2
∂r2

∣∣∣∣
r2=a−

, (18)

将 (3)式和 (4)式代入 (18)式, 有 

ωWn − γn
ρ3c3

[
j′n(k3a+) + Cnh(1)

′

n (k3a+)
]
= 0, (19)

 

ωWn − γn
ρ2c2

[
Enj′n(k2a−)

+

∞∑
m=0

Bmh(1)
′

n (k2a−)Qmn (k2d)

]
= 0. (20)
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将 (16)式代入 (19)式和 (20)式, 得  

Sn +RnCn − gnh(1)n (k2a−)

∞∑
m=0

Mm

 ∞∑
j=0

ηj + ςjCj

dj
Qjm (k2d)

Qmn (k2d) = 0, (21)

即为 Cn (n = 0, 1, 2, ···)的求解式, 方程数量与 n 的取值相关, 且有: 

Sn =
ηn
dn

+
j′n(k3a+)
ρ3c3

+ gnjn(k3a+), Rn =
ςn
dn

+
h(1)

′

n (k3a+)

ρ3c3
+ gnh(1)n (k3a+),

 

ηn =
1

ρ2c2
j′n(k3a+)h

(1)′

n (k2a−) +
ρ3c3
ρ2c2

gnjn(k3a+)h
(1)′

n (k2a−)− gnj′n(k3a+)h
(1)
n (k2a−) ,

 

ςn =
1

ρ2c2
h(1)

′

n (k3a+) h(1)
′

n (k2a−) +
ρ3c3
ρ2c2

gnh(1)n (k3a+) h(1)
′

n (k2a−)− gnh(1)
′

n (k3a+) h(1)n (k2a−) ,
 

dn =
ρ3c3
ρ2c2

gn

[
jn(k2a−)h

(1)′

n (k2a−)− j′n(k2a−)h
(1)
n (k2a−)

]
, gn =

ωa2

c2phρsZn
.

平面波声场中复合粒子受到的声辐射力取决

于粒子的散射声场. 基于方程组 (21)可得到弹性

球壳的 n 阶声散射系数 Cn, 若 n 趋于无穷, 则为一

无限维方程组. 在求解过程中, 通常取一截断 n 值

后通过求解线性方程组的方法确定系数 Cn.

 3   声辐射力

在无界理想液体中, 平面声波场中球状粒子所

受声辐射力常用附加压力的时间平均值的球面积

分表示, 与声波在介质中形成的非线性扰动相关,

即弹性球壳上的声辐射力函数为 

⟨F ⟩ = −
∫∫

S(t)

⟨p3 − p0⟩erdS, (22)

忽略三阶小量后用速度势表示声压为 

p3 − p0 = ρ3
∂ψ

∂t
− 1

2
ρ3ν

2 +
1

2

ρ3
c3

(
∂ψ

∂t

)2

, (23)

基于声场中声压扰动与速度势以及速度场分布相

关的二阶场效应, 将 (23)式代入 (22)式力函数为 [30]
 

⟨F ⟩ = −
⟨∫∫

S0

ρ3 (υrer + υθeθ) υrdS
⟩

+

⟨∫∫
S0

ρ3
2
|υ|2erdS

⟩
−

⟨∫∫
S0

ρ3
2c32

(
∂ψ

∂t

)2

erdS

⟩
, (24)

其中, er, eq 分别是单位矢量的径向分量和切向分

r2 = a+量, S0 为散射体边界表面. 在边界 (  )处粒

子速度的径向分量和切向分量分别为
 

υr = −∂ψ
∂r
, (25)

 

υθ = −1

r

∂ψ

∂θ
, (26)

ψ

φ

式中   是充液球壳外部液体环境中一阶散射场速

度势  的实部, 即
 

ψ = Re [φ] = |φ0|
∞∑

n=0

(2n+ 1)RnPn (cos θ2), (27)

Rn = Re
[
(−i)n (Un + iVn) eiωt

]
φ =

p3
iωρ3

φ0 =
p0
iωρ3

φ0

式中  , 已知速度势与

声压之间有转换关系   ,    , 在进

行无量纲化的处理过程中   会消掉, 故无论是用

声压还是速度势表示散射场, 声辐射力 Yp 的值都

相等. 在散射声场中有:
 

Un = (1 + αn) jn (x)− βnyn (x) , (28)
 

Vn = βnjn (x) + αnyn (x) , (29)

αn = Re [Cn] , βn = Im [Cn] , x = k3r2 , yn (·)式中    表

示 n 阶第二类球 Bessel函数.

因此, 在平面波传播方向 (x 方向)上充液球壳

所受的声辐射力分量可表示为
 

⟨Fx⟩ = ⟨Fr⟩+ ⟨Fθ⟩+ ⟨Frθ⟩+ ⟨Ft⟩ , (30)

其中:
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⟨Fr⟩ = −2πρx2φ0
2

∞∑
n=0

(n+ 1)
(
V ′
nU

′
n+1 − U ′

nV
′
n+1

)
,

⟨Fθ⟩ = 2πρφ0
2

∞∑
n=0

n (n+ 1) (n+ 2) (VnUn+1 − UnVn+1) ,

⟨Frθ⟩ = 2πρxφ0
2

∞∑
n=0

[
n (n+ 1) (VnU

′
n+1 − UnV

′
n+1)

− (n+ 1) (n+ 2) (V ′
nUn+1 − U ′

nVn+1)
]
,

⟨Ft⟩ = −2πρx2φ0
2

∞∑
n=0

(n+ 1) (VnUn+1 − UnVn+1) . (31)

引入无量纲声辐射力函数分析粒子在声场中

受到的力效应, 即 

Yp =
⟨Fx⟩
ScE

, (32)

E =
1

2
ρ3k

2
3|φ0|2

Sc = πr22

式中   为入射平面波的平均能量密

度 ,    是球壳的横截面积 . 将 (30)式代入

(32)式, 无量纲声辐射力函数 Yp 可表示为 

Yp =
4

x2

∞∑
n=0

(An +Bn + Cn +Dn), (33)

其中: 

An = (n+ 1)
(
V ′
nU

′
n+1 − U ′

nV
′
n+1

)
x2,

Bn = −n (n+ 1) (n+ 2) (VnUn+1 − UnVn+1) ,

Cn =
[
n (n+ 1)

(
UnV

′
n+1 − VnU

′
n+1

)
− (n+ 1) (n+ 2) (U ′

nVn+1 − V ′
nUn+1)]x,

Dn = (n+ 1) (VnUn+1 − UnVn+1)x
2.

将 (28)式和 (29)式代入 (33)式即可计算复

合粒子的声辐射力函数. 粒子受到的声辐射力与粒

子属性密切相关, 对于充液弹性球壳内含液性微

粒, 其物质分布不均匀, 在声波作用下的响应同时

取决于球壳介质、壳内液体以及液滴声学特性, 同

时还与结构特征有关. 为分析声波对非均匀球形液

体粒子的操控影响, Zang等 [28] 研究构建了贝塞尔

声场中偏心粒子的辐射力模型, 分析了小球的偏心

对声辐射力的影响, 发现偏心小球位于液体球心右

侧时在高频范围内粒子会受到负向声辐射力, 而偏

心小球在液体球心左侧时粒子会受到正向的声辐

射力. 偏心球粒子的材料种类改变时, 粒子所受声

辐射力有巨大差异.

 4   数值分析

为拓展薄壳包裹的非均匀液性粒子在声操控

应用中的基础理论, 分析粒子结构以及物质特性对

平面波场中复合粒子所受声辐射力, 本文选取材料

为钢的弹性薄壳包裹的复合液滴以及基于细胞结

构模型化后的复合微粒结构开展数值分析, 相关参

数见附录 B.

 4.1    充液不锈钢弹性薄壳复合粒子所受声
辐射力

为讨论薄壳复合粒子在平面波声场中受到的

声辐射力, 基于 (33)式分析了液体特性的影响. 薄

球壳材料采用不锈钢, 外部流体为水, 区域Ⅱ内充

满汞, 区域Ⅰ为偏心放置的水滴 (d/a = 0.3), 水滴

与球壳半径比为 b/a = 0.3. 图 2给出了壳层厚度

分别为 h/a = 0.01, 0.05和 0.10三种情形下的声

辐射力随无量纲粒子半径 k3a 的变化曲线. 为表述

方便, 后文中将 k3a 简写为 ka. 通过比较可以看出,

在 0.7 < ka < 1.6范围内, 3种壳层厚度的粒子对

应的辐射力函数曲线均出现明显共振峰, 但峰值分

布特征不同. 当 ka = 0.7时, 壳层厚度 0.01的声辐

射力函数曲线出现第一个峰值, ka = 1.1时出现第

二个峰值; 壳层厚度 0.05的声辐射力函数曲线在

ka = 1.3时达到峰值; 壳层厚度 0.1时声辐射力函

数曲线在 ka = 1.3附近存在负向声辐射力. 随着

壳层厚度的增大, 辐射力函数曲线峰值逐渐变小.

峰值位置不同反映了声场中复合粒子声响应特性

的变化, 由于考虑了粒子薄壳层的振动响应的影

响, 随着弹性球壳厚度增大, 壳层的径向振动响应

减弱, 对入射声波能量的共振散射能力减弱, 进而
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导致辐射力共振峰峰值下降. 比较基于声波扰动下

薄球壳应力应变响应理论相关的复合粒子所受辐

射力曲线发现, 壳层厚度变化将影响粒子辐射力的

共振响应, 主要表现为壳层越薄, 粒子在低频区的

共振峰越多且越显著, 这可能与复合结构粒子各个

组成部分的物质结构特性相关. 球壳厚度增加导致

与径向振动相关的形变减小, 可在一定程度上抑制

特定频率范围内的背向散射, 进而导致在球壳厚度

为 h/a = 0.1时出现的负向辐射力分布. 随着无量

纲参量 ka 的增大, 薄壳厚度变化对辐射力的影响在

一定的频率范围内呈现出减弱的现象, 如在 2.4 <

ka < 3.8范围内, 3种壳层厚度的粒子所受声辐射

力差异较小, 这可能与该频段内频率增大而波长减

小, 背向散射主要取决于粒子尺度大小有关. 随着

ka 的继续增大, 薄壳厚度影响又逐渐增大, 这可能

与声波引起的结构响应的耦合效应有关, 即复合结

构的变化会改变粒子的一阶散射场分布以及各级

共振散射特性, 进而导致辐射力函数曲线共振峰位

置分布不同. 事实上, 随着壳层厚度增大, 壳层声

响应模式也不同, 如弹性厚壳内需考虑横波影响,

因此, 相比较而言, 薄壳振动理论更适用于 h/a 较

小的情形, 因此, 在后面的分析中, 选择球壳厚度

为 h/a = 0.01.
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图 2    弹性壳厚度对球体所受声辐射力的影响

Fig. 2. Influence  of  elastic  shell  thickness  on  ARF  of  the

sphere.
 

复合粒子所处的液体环境不同, 辐射力响应曲

线特征不同, 分析了外部流体介质Ⅲ分别为甘油和

汞时 (其他参数与图 2一致)的声辐射力函数曲线,

如图 3所示. 对比发现, 辐射力函数曲线均呈现出

不同程度的峰值响应, 且主峰值的位置随着液体不

同而变化, 甘油中主峰值的位置在水银的右侧, 且

甘油中能够得到较大的峰值. 随着 ka 的增大, 辐射

力函数起伏变化, 说明辐射力对粒子尺寸和频率敏

感. 从辐射力函数数值看, 同等条件下介质Ⅲ为甘

油时声辐射力峰值远大于介质Ⅲ为汞, 特别是在

ka 较小的范围内, 且外部介质为水银时在 ka = 1.1

附近区域内出现负向辐射力. 因此, 改变外部流体

介质阻抗时, 会改变球壳的共振模式, 且周围介质

阻抗与壳内介质阻抗差异越大, 球壳的散射能力越

强, 高阻抗梯度的介质环境可以产生较大的辐射

力. 在内部介质为水银, 外部介质为甘油时, 内部

与外部介质阻抗梯度极大, 内部可视为硬边界, 这

意味着有更多的入射波能量被散射. 从共振峰的位

置看, 主要取决于入射声波频率、粒子内外介质特

性等, 因此, 在图 3(a)出现明显的辐射力函数的主

共振、二分频共振和三分频共振现象, 主共振峰出

现在 ka = 5.3附近 , 二分频共振共振峰在 ka =

3.1附近, 三分频共振共振峰在 ka = 1.6附近, 从

数值看, 峰值位置会发生一定程度的漂移, 这可能

与辐射力函数的非线性特性相关. 两种液体环境内

看辐射力函数曲线在低频区均表现出比较显著的

起伏特征, 因此, 从复合粒子的筛选, 可以考虑利

用小于主共振频率的低频声波实现.
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图 3    不同流体介质中球体所受声辐射力　(a) 甘油; (b) 水银

Fig. 3. ARF on the sphere in different fluid medium: (a) Gly-

cerol; (b) mercury. 
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 4.2    理想流体中类细胞结构的声辐射力

因细胞内部有细胞质和细胞核等, 可视作一充

液壳形结构 [8], 当利用声波对细胞进行声操控时,

需考虑细胞结构对操控的潜在影响. 基于细胞特征

模型化后的复合粒子对应介质设置为: 用聚糖壳模

拟细胞膜, 区域Ⅲ介质为水, 区域Ⅱ, Ⅰ介质分别

为细胞质和细胞核. 为探究壳内微粒偏心距对细胞

所受声辐射力的影响 , 将细胞核与细胞半径比

b/a 固定为 0.6, 比较不同偏心距下声辐射力曲线,

如图 4所示, 其中壳内微粒偏心距 d/a = 0, 0.05,

0.10和 0.20. 对比发现, 当壳内微粒处于偏心状态

时可能影响辐射力函数在 ka < 1范围内的响应状

态, 即出现多个峰值位置, 即低频区也可能激励出

较强的辐射力. 在 ka > 2的范围内观察到辐射力

函数较为明显的起伏变化, 腹点位置的分布特征表

现为随着偏心距的增大, 在 2 < ka < 3范围内的

腹点位置有细微的左移趋势, 而在 5 < ka < 6之

间的腹点位置有较为明显右移趋势, 且偏心程度越

大, 辐射力函数值越大, 意味着壳内微粒的偏心效

应对辐射力幅值以及分布状态均有一定影响. 细胞

核偏心程度的提高改变了细胞内质量分布, 细胞质

心位置向相应位置的细胞膜偏移, 声波引起的细胞

膜振荡的不稳定性受到细胞核的影响也增强, 同

时, 细胞结构的变化导致共振频率的变化, 进而影

响细胞在不同频率范围内的声散射特征, 声辐射力

响应也随之变化. 因此, 在利用超声技术辅助病情

诊断时, 可以根据细胞散射特性随细胞核的位置发

生变化这一特征, 借助声操控分离出正常细胞和病

变细胞从而达到诊断目的 [31].

组织发生病变时细胞往往出现异常的增殖, 为

了适应细胞增殖速度, 癌变细胞的细胞核会出现异

常的增大 [32]. 为了探究这一现象, 了解细胞核大小

对细胞周围散射场的影响, 在保持细胞核位于细胞

中心且其他参数不变的情形下分析了细胞核与细

胞半径比的影响 , 分别设置半径比 b/a 为 0.5,

0.6和 0.7时的辐射力函数曲线如图 5所示. 对比

发现, 随着细胞核半径的增大, 辐射力曲线出现明

显差异, 主要表现为当 b/a = 0.7时在 ka < 3范

围内的局域共振峰值点增多的现象, 表明对确定尺

寸的壳形细胞结构而言, 内部因异常增生形成的核

结构将影响其在低频区受到的辐射力的共振响应

状态, 在局域峰值点附近的声波频率的驱动下可能

更有利于细胞的筛选. 在 ka>3的范围内, 细胞受

到的声辐射力强度随 ka 变化起伏变化且腹点位置

有左移的趋势.
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图 5    不同大小细胞核细胞所受声辐射力 (b/a = 0.5, 0.6, 0.7)

Fig. 5. ARF on  the  cell  with  different  nucleus  size  (b/a =

0.5, 0.6, 0.7).
 

为进一步探究细胞核偏心与否和细胞内核尺

寸的影响, 对比分析偏心距分别为 d/a = 0和 d/a =

0.1时细胞结构模型的声辐射力曲线, 如图 6所示.

声辐射力函数曲线在 ka < 3的范围内出现多个共

振峰, 表明有局域共振响应发生. 当壳层结构内核

向入射声场一侧偏移时, 偏移量将影响辐射力的起

伏变化特征, 即可能出现局域略微增强的情形. 在

ka < 1的范围内出现了小范围的负辐射力函数值

分布区, 说明随着结构的变化在低频区的响应有利

于不同结构特征的复合壳层粒子的分离. 当细胞核

偏离细胞中心时, 声辐射力变大, 相比较而言, 细

胞核偏心距对细胞的声辐射力幅度变化影响更加

显著. 细胞核同时发生偏离和半径变化时二者对细

胞所受声辐射力的影响可形成叠加效应.
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Fig. 4. ARF on the cell with different nucleus eccentric dis-

tances (d/a = 0, 0.05, 0.10, 0.20). 
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为了比较细胞质和细胞核对细胞所受到声辐

射力强度的调控作用, 基于细胞核和细胞质特性阻

抗展开分析. 在分析过程中将特性阻抗进行了无量

纲化, 具体的细胞核阻抗 Zn1 和细胞质阻抗 Zn2 的

取值参看附录 B表 B1. 图 7给出的数值分析结果

表明, 由于细胞周围的散射场同细胞核、细胞质的

特性阻抗密切相关, 因此, 辐射力函数受细胞核以

及细胞质阻抗变换的影响显著. 图 7(a)中给出细

胞核相对特性阻抗分别为 0.8, 0.9, 1, 1.1和 1.2 时

的辐射力函数随 ka 变化曲线, 相比较而言, 其特性

阻抗的变化主要影响不同 ka 值时辐射力的大小,

对变化趋势影响不明显. 随着细胞核阻抗的增大,

在 ka = 5附近的起伏幅度逐步增大, 且腹点位置

有右移的趋势. 图 7(b)给出了细胞质相对特性阻

抗分别为 0.8, 0.9, 1.0, 1.1和 1.2 时的辐射力函数

曲线, 对比发现, 当细胞质特性阻抗比小于 1.0时,

在 1.1 < ka < 2.6范围内, 细胞受到负向的声辐射

力, 阻抗比为 0.8时起伏变化更加显著, 说明特性

阻抗比的微小变化可对声辐射力形成影响. 对比细

胞质阻抗比大于 1.0的 3种情况发现, 除了没有负

向辐射力出现外, 三者的起伏变化特征也存在明显

差异, 因此, 辐射力函数随着 ka 的变化对细胞质特

性阻抗非常敏感. 相比较而言, 细胞质的特性阻抗

对声辐射力强度影响更为显著. 当细胞质发生变化

时, 壳内介质与外部介质阻抗梯度变大, 散射增强,

声辐射力也增强. Jo和 Guldiken [33] 在实验中就曾

发现密度较大的细胞受力较大, 伴随着较大的横向

位移从而运动到通道两侧, 密度较小的细胞横向位

移可以忽略, 从而实现细胞的分选. 细胞质在细胞

总体积中占比更大, 当其密度增大时, 细胞特性阻

抗改变更大. 由此产生更强的声辐射力, 可以利用

这一特性实现对异质细胞的筛选.
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图 7    不同阻抗下细胞所受声辐射力　(a) 细胞核; (b) 细

胞质

Fig. 7. ARF  on  the  cell  with  different  impedance:  (a)  Nu-

cleus; (b) cytoplasm.

 5   结　论

本文从有核细胞的声操控出发, 提出用内置偏

心液滴的充液弹性球壳模拟有核细胞, 以探究充液

球壳各部分参数对其所受声辐射力的影响. 基于薄

球壳理论推导了内置偏心液滴的充液弹性球壳在

平面波入射声场中的声辐射力公式, 讨论了弹性球

壳的厚度、内置液滴偏心距、半径大小以及外部液

体环境对充液球壳所受声辐射力的影响. 弹性球壳

的厚度越大, 充液球壳所受声辐射力越小. 随内置

液滴偏心距的增大, 充液球壳所受声辐射力增大.

偏心液滴半径大小变化时, 充液球壳所受声辐射力

曲线在 ka < 3范围内共振峰增多, 在 ka > 3范围

内极值点有左移的趋势. 以上结果表明, 内置液滴

位置和大小是影响充液球壳所受声辐射力的重要

因素, 即可以根据充液球壳散射特性对腔内液滴的
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图  6    细胞核不同大小和偏心距下细胞所受声辐射力函

数曲线 (d/a = 0实线, d/a = 0.1虚线)

Fig. 6. ARF on the  cell  with  different  nuclear  size  and ec-

centricity  distances  (d/a =  0 is  shown  by  the  solid  line,

d/a = 0.1 is shown by the dotted line). 
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大小和位置进行判断. 液体腔内介质及偏心液滴的

特性阻抗的改变会影响声辐射力强度, 二者对比发

现液体腔内介质的特性阻抗对于充液球壳所受声

辐射力的变化起着主要调配作用, 其特性阻抗减小

时在特定频率范围内会产生负向声辐射力. 这意味

着可以通过充液球壳受到的声辐射力来确定内部

液体的密度和声速等物理参数. 本文理论模型有助

于分析基于声波对细胞核形态和位置异常细胞的

筛选的物理机制, 对声操控技术实现病变组织进行

监测和判断提供理论支持.

 附录 A

Qmn球坐标转换系数  具体表达式如下 [27]: 

Qmn(k2d)

= im−n
m+n∑

µ=|m−n|
εµ (−i)µ(2µ+ 1)bnµ

m jµ(k2d), (A1)

εµ = 1(εµ = −1µ) bnµ
m =

(nµ00|m0)2 q = (µ+ n+m) /2

其中   当 O1 在 O2 的左 (右 )边 ,   

 ,  Clebsch-Gordan系数为   ,

当 2q 是偶数时表达式为 

(nµ00|m0) =
(−1)m+qq!

(q − n)! (q − µ)! (q −m)!

×

√
(2m+ 1)

(2q + 1)!
(2q − 2n)!(2q − 2µ)!(2q − 2m)!, (A2)

(nµ00|m0) = 0当 2q 是奇数时  .

 附录 B

数值计算中使用介质的声速、密度及阻抗等参数见

表 B1, 弹性球壳的密度、杨氏模量和泊松比见表 B2[24].
  

表 B1    液体介质参数值
Table B1.    Some parameter of liquid medium.

细胞质 细胞核 水 水银 甘油

声速/(m·s–1) 1508.0 1508. 5 1500.0 1407.0 1923.0

密度/(kg·m–3) 1000 1430 1000 13600 1260

阻抗/MRayl 1.51 2.16 1.50 19.1 2.42

  
表 B2    弹性球壳参数值

Table B2.    Some parameters of elastic shell.

球壳材料 密度r/(kg·m–3) 杨氏模量E/GPa 泊松比n

聚糖 600 0.2 0. 4

不锈钢 7900 200.0 0. 264

参考文献 

 Alan  B,  Utangaç  M,  Göya  C,  Dağgülli  M  2016 Med.  Sci.
Monit 22 4523

[1]

 Carugo  D,  Ankrett  D  N,  Glynne-Jones  P,  Capretto  L,
Boltryk  R  J,  Zhang  X  L,  Townsend  P  A,  Hill  M  2011
Biomicrofluidics 5 044108

[2]

 Rapoport N, Kennedy A M, Shea J E, Scaife C L, Nam K H
2009 Mol. Pharmaceutics 7 22

[3]

 Meng L, Cai F Y, Li F, Zhou W, Niu L L, Zheng H R 2019 J.
Phys. D Appl. Phys. 52 1

[4]

 Wu J R, Pepe J, Rincón M 2006 Ultrasonics 44 e21[5]
 Wang W B, Chen Y S, Farooq U, Xuan W P, Jin H, Dong S
R, Luo J K 2017 Appl. Phys. Lett. 110 143504

[6]

 Mishra  P,  Hill  M,  Glynne-Jones  P  2014  Biomicrofluidics  8
034109

[7]

 Silva G T, Tian L F, Franklin A, Wang X J, Han X J, Mann
S, Drinkwater B W 2019 Phy. Rev. E 99 063002

[8]

 Zhang R Q, Guo H L, Deng W Y, Huang X Q, Li F, Lu J Y,
Liu Z Y 2020 Appl. Phys. Lett. 116 123503

[9]

 Settnes M, Bruus H 2012 Phys. Rev. E 85 016327[10]
 Barmatz M, Collas P 1985 J. Acoust. Soc. Am. 77 928[11]
 Silva G T 2014 J. Acoust. Soc. Am. 136 2405[12]
 Léon F, Lecroq F, Décultot D, Mazé G 1992 J. Acoust. Soc.
Am. 91 1388

[13]

 Sharma G S, Marsick A, Maxit L, Skvortsov A, MacGillivray
I, Kessissoglou N 2021 J. Acoust. Soc. Am. 150 4308

[14]

 King L V 1934 Proc. Roy. Soc. A 137 212[15]
 Rajabi M, Mojahed A 2016 J. Sound Vib. 383 265[16]
 Flax L, Dragonette L R, Überall H 1978 J. Acoust. Soc. Am.
63 723

[17]

 Sapozhnikov O A, Bailey M R 2013 J. Acoust. Soc. Am. 133
661

[18]

 Baasch T, Dual J 2020 Phys. Rev. Appl. 14 024052[19]
 Hasegawa  T,  Hino  Y,  Annou  A,  Noda  H,  Kato  M,  Naoki
Inoue 1992 J. Acoust. Soc. Am. 93 154

[20]

 Junger M C 1952 J. Acoust. Soc. Am. 24 366[21]
 Mitri F G 2005 Ultrasonics 43 681[22]
 Wang H B, Liu X Z, Gao S, Cui J, Liu J H, He A J, Zhang G
T 2018 Chin. Phys. B 27 034302

[23]

 Wang Y Y, Yao J, Wu X W, Wu D J, Liu X J 2017 J. Appl.
Phys. 122 094902

[24]

 Thompson W 1973 J. Acoust. Soc. Am. 54 1694[25]
 Roumeliotis  J  A,  Kanellopoulos  J  D,  Fikioris  J  G  1991  J.
Acoust. Soc. Am. 90 1144

[26]

 Hasheminejad  S  M,  Azarpeyvand  M  2004  Mech.  Res.
Commun. 31 493

[27]

 Zang  Y  C,  Lin  W  J,  Su  C,  Wu  P  F,  Chang  Q  2022 Acta
Acustica 47 379 (in Chinese) [臧雨宸, 林伟军, 苏畅, 吴鹏飞,
常钦 2022 声学学报 47 379]

[28]

 Ivanov Y A 1970 NASA Tech. Transl. F-597[29]
 Mo R Y,  Hu J,  Chen S,  Wang C H 2020 Chin.  Phys.  B 29
094301

[30]

 Hunt J W, Worthington A E, Xuan A, Kolios M C, Czarnota
G J, Sherar M D 2002 Ultrasound in Medicine and Biology 28
217

[31]

 Xiao N,  Gao Y T, Xiao S B,  Chen C W 2021 J.  Clin.  Exp.
Psychopathol. 37 1496 (in Chinese) [肖娜, 高雨彤, 肖述兵, 陈
从文 2021 临床与实验病理学杂志 37 1496]

[32]

 Jo M C, Guldiken R 2012 Sens. Actuators, A 187 22[33]

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 5 (2023)    054302

054302-9

http://doi.org/10.12659/MSM.898676
http://doi.org/10.12659/MSM.898676
http://doi.org/10.12659/MSM.898676
http://doi.org/10.1063/1.3660352
http://doi.org/10.1063/1.3660352
http://doi.org/10.1063/1.3660352
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2006.06.033
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2006.06.033
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2006.06.033
http://doi.org/10.1063/1.4979788
http://doi.org/10.1063/1.4979788
http://doi.org/10.1063/1.4979788
http://doi.org/10.1063/1.4882777
http://doi.org/10.1063/1.4882777
http://doi.org/10.1063/1.4882777
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.99.063002
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.99.063002
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.99.063002
http://doi.org/10.1063/5.0002327
http://doi.org/10.1063/5.0002327
http://doi.org/10.1063/5.0002327
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.85.016327
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.85.016327
http://doi.org/10.1103/PhysRevE.85.016327
http://doi.org/10.1121/1.392061
http://doi.org/10.1121/1.392061
http://doi.org/10.1121/1.392061
http://doi.org/10.1121/1.4895691
http://doi.org/10.1121/1.4895691
http://doi.org/10.1121/1.4895691
http://doi.org/10.1121/1.402469
http://doi.org/10.1121/1.402469
http://doi.org/10.1121/1.402469
http://doi.org/10.1121/10.0008907
http://doi.org/10.1121/10.0008907
http://doi.org/10.1121/10.0008907
http://doi.org/10.1016/j.jsv.2016.06.042
http://doi.org/10.1016/j.jsv.2016.06.042
http://doi.org/10.1016/j.jsv.2016.06.042
http://doi.org/10.1121/1.381780
http://doi.org/10.1121/1.381780
http://doi.org/10.1121/1.381780
http://doi.org/10.1121/1.4773924
http://doi.org/10.1121/1.4773924
http://doi.org/10.1121/1.4773924
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.14.024052
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.14.024052
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.14.024052
http://doi.org/10.1121/1.1906905
http://doi.org/10.1121/1.1906905
http://doi.org/10.1121/1.1906905
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2005.03.002
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2005.03.002
http://doi.org/10.1016/j.ultras.2005.03.002
http://doi.org/10.1088/1674-1056/27/3/034302
http://doi.org/10.1088/1674-1056/27/3/034302
http://doi.org/10.1088/1674-1056/27/3/034302
http://doi.org/10.1063/1.4996253
http://doi.org/10.1063/1.4996253
http://doi.org/10.1063/1.4996253
http://doi.org/10.1121/1.1914469
http://doi.org/10.1121/1.1914469
http://doi.org/10.1121/1.1914469
http://doi.org/10.1121/1.402018
http://doi.org/10.1121/1.402018
http://doi.org/10.1121/1.402018
http://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2004.02.005
http://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2004.02.005
http://doi.org/10.1016/j.mechrescom.2004.02.005
http://doi.org/10.1088/1674-1056/ab943e
http://doi.org/10.1088/1674-1056/ab943e
http://doi.org/10.1088/1674-1056/ab943e
http://doi.org/10.1016/S0301-5629(01)00494-X
http://doi.org/10.1016/S0301-5629(01)00494-X
http://doi.org/10.1016/S0301-5629(01)00494-X
http://doi.org/10.1016/j.sna.2012.08.020
http://doi.org/10.1016/j.sna.2012.08.020
http://doi.org/10.1016/j.sna.2012.08.020


Acoustic radiation force of elastic spherical shell with
eccentric droplet in plane wave acoustic field*

Pan Rui -Qi     Li Fan     Du Zhi -Wei     Hu Jing †

Mo Run -Yang     Wang Cheng -Hui ‡

(Institute of Shaanxi Key Laboratory of Ultrasonics, Shaanxi Normal University, Xi’an 710062, China)

( Received 11 November 2022; revised manuscript received 11 December 2022 )

Abstract

Based on the application of acoustic waves in cell manipulation, a model consisting of an elastic spherical

shell and eccentric droplet is established to simulate a eukaryotic cell and analyze the acoustic radiation force

(ARF) on the cell. In this work, we derive an exact expression for the ARF on the liquid-filled spherical shell.

The  influence  of  eccentric  distance,  radius  of  the  eccentric  droplet  and  impedance  of  the  medium  inside  the

liquid-filled  spherical  shell  on  the  ARF  are  analyzed  numerically.  The  results  show  that  the  ARF  is  very

sensitive to the position and size of the eccentric droplet. As the eccentricity of the eccentric droplet increases,

the ARF becomes greater. In a low frequency region (ka<3) the resonance peak point increases, and the position

of  the  curve  ventral  point  shifts  to  the  high  frequency  region  (ka>3)  with  the  increase  of  the  radius  of  the

eccentric  droplet.  The effect  of  the position variation on the ARF is  more significant than that of  the radius

change, and both of their effects will be superimposed on each other. The ARF, as a function of ka, is mainly

affected by the variation of the nucleus characteristic impedance. The ARF amplitude around ka = 5 increases

and the position of the ventral point tends to shift rightwards with the enlargement of the nucleus impedance.

Therefore, the radiation response at a certain frequency or in a cell size range can be enhanced when the nucleus

impedance increases. The results of this study provide theoretical basis for the cell sorting and targeted therapy.

Keywords: acoustic radiation force, elastic spherical shell, elastic shell scattering
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