
 

专题: 二维转角莫尔超晶格

莫尔石墨烯体系的新奇电学性质*
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讨论了转角双层石墨烯、转角多层石墨烯以及石墨烯-绝缘态异质结等体系中的电子结构、拓扑性质、

关联物态、非线性光学响应、声子特征以及电声耦合效应等新奇物态和物性. 首先讨论了在转角石墨烯体系

中普遍存在的拓扑非平庸的平带和轨道铁磁性. 其中, 魔角双层石墨烯中的拓扑平带可以从零赝朗道能级的

图像去理解. 该图像可以很简明地解释实验上观测到的量子反常霍尔效应、关联绝缘态等新奇现象. 这些拓

扑平带也可以带来接近量子化的拓扑压电响应, 可以用来定量地测量莫尔石墨烯中平带的谷陈数. 转角多层

石墨烯和交错转角多层石墨烯体系也存在一些普适的手性分解规则, 可快速判断这类转角石墨烯体系中低

能电子结构特征. 然后进一步讨论了魔角双层石墨烯和转角多层石墨烯中的关联绝缘态、密度波态、向列序

态以及单粒子激发谱的级联转变等新奇物性, 并提出非线性光学响应可以当作区分各类“无特征”关联绝缘

态的实验探针. 其次讨论了转角双层石墨烯体系的莫尔声子性质以及非平庸的电声耦合效应. 最后, 讨论了

能带对齐的石墨烯和绝缘衬底形成的异质结体系中的新奇物理图景, 并对二维材料莫尔异质结体系中的新

奇物性做了总结和展望.
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 1   引　言

自从石墨烯被发现以来 [1–3], 二维材料体系逐

渐成为凝聚态物理研究的主要领域之一. 石墨烯是

其中具有代表性的材料, 它是一种具有蜂窝状六角

晶格的单层碳原子材料, 其单层的低能电子激发具

有狄拉克费米子的线性色散, 因此具有多种新奇物

性, 如非平庸的电子间相互作用效应、非常规朗道

能级以及 Klein 隧穿效应等 [4,5]. 随后, 人们相继制

造出氮化硼 [6]、层状过渡金属硫化物 [7–10]、二维磁

性半导体 [11,12] 等新型二维材料体系. 由于沿面外

方向的厚度很薄, 二维材料的各类物理性质很容易

被垂直门电压调控, 进而展现出高度可调控的丰富

物性.

此外, 由于二维体系层间呈现出较弱的范德瓦

耳斯耦合, 所以犹如乐高积木一样, 研究人员容易

调控二维体系的层间堆垛方式和扭转角度. 例如,

当两层石墨烯之间互相扭转一个小角度时, 可以形

成长周期的双层石墨烯莫尔超晶格体系. 2011 年,

Bistritzer 和 Macdonald 在理论上发现 [13], 当扭转

角度达到 1.05°时, 该转角双层石墨烯体系每个能

谷在电荷中性点附近都会出现两条能带宽度极小

的平带. 因此 1.05°亦被称作为“魔角”. 魔角双层石

墨烯的平带电子由于其动能被极大程度地抑制, 因

此被预测为研究电子间强库仑相互作用效应的一个

理想平台 [13]. 2018 年麻省理工学院 Jarillo-Herrero

课题组 [14] 在实验室成功制备出魔角双层石墨烯.
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在平带半填充时, 他们在魔角双层石墨烯中观测到

了由电子间库仑相互作用导致的关联绝缘态, 并且

在绝缘态附近发现超导相 [15]. 实验上对魔角双层石

墨烯体系中的关联绝缘态 [14,16–24] 和超导态 [15,16,22–27]

的密集观测, 让魔角双层石墨烯成为凝聚态物理和

纳米材料科学领域的一个新的研究热点, 推动转角

电子学成为凝聚态物理中新兴的方向 [28,29]. 更进一

步, 当魔角双层石墨烯的平带被部分整数填充时,

人们还观测到量子反常霍尔效应 [21,30–36] 以及与之

相关的轨道磁性 [21,37–39]; 在分数填充时则观测到了

可能的密度波态和分数陈绝缘体态 [40]. 这一系列

与拓扑物理有关的现象表明, 魔角双层石墨烯的平

带还具有非平庸的拓扑性质 [41–45].

转角石墨烯的研究领域由魔角双层石墨烯体

系开始, 向更多各种各样的莫尔石墨烯体系进发.

理论学家预测了在转角多层石墨烯体系和石墨烯-

氮化硼莫尔异质结体系中均具有拓扑非平庸的平

带 [46–60]. 这些拓扑平带普遍具有非零的谷陈数, 并

且拓扑性质可以被垂直电场高度调控. 上述转角多

层石墨烯和莫尔石墨烯异质结体系在实验上也展

现出多种丰富的物态和物性. 如近期实验在转角双

层-单层石墨烯体系中观测到轨道陈绝缘态 [61–63] 和

零陈数的关联绝缘态 [61,64,65]; 在转角双层-双层石

墨烯体系中观测到自旋极化态 [66–69]、向列序态 [70]、

广义维格纳晶格和奇异金属态 [71] 等新奇物态, 在

交错转角三层石墨烯中则发现了平带和狄拉克锥

共存的奇特电子结构 [72]、违反泡利极限的非常规

超导态 [73–76] 等新奇现象. 而在氮化硼-石墨烯-氮化

硼莫尔异质结中观测到了关联绝缘态 [77], 在氮化

硼-三层石墨烯莫尔异质结中, 也观测到了关联绝

缘态 [78] 和量子反常霍尔效应 [79]. 总而言之, 非平

庸拓扑和强库仑相互作用效应, 凝聚态物理中的这

两个核心概念在莫尔石墨烯体系中交汇在一起, 进

而在这类体系中涌现出一系列新奇的物理现象.

本综述将首先讨论转角双层石墨烯和转角多

层石墨烯体系的非相互作用电子性质. 转角石墨烯

体系中普遍存在着拓扑非平庸的平带. 其中, 魔角

双层石墨烯中的拓扑平带可以从零赝朗道能级的

图像去理解. 而在转角多层石墨烯中普遍存在具有

非零谷陈数的拓扑平带, 其平带波函数携带莫尔尺

度上的手性电流, 进而可以通过自发破缺时间反演

对称性的机制产生轨道铁磁态. 而关于转角多层石

墨烯和交错转角多层石墨烯, 则有着普适的手性分

解规则, 可快速判断这类转角石墨烯体系中低能电

子结构特征 [55,80]. 而且, 转角石墨烯体系中具有非

零谷陈数的拓扑平带能够带来接近量子化的拓扑

压电响应, 可以用来定量地测量莫尔石墨烯中平带

的谷陈数 [81]. 接下来本文将继续讨论魔角双层石

墨烯中的关联绝缘态、密度波态以及单粒子激发谱

的级联转变等新奇物性, 并提出非线性光学响应可

当作区分各类“无特征”关联绝缘态的实验探针 [82].

而在各类转角多层石墨烯体系中, 平带在半填充时

往往存在着自旋极化的向列序态, 并且垂直磁场可

以诱发这类体系从自旋极化向列序态到谷极化陈

绝缘体态的拓扑相变 [83,84]. 而针对转角双层石墨烯

中声子性质的深度学习分子动力学研究, 发现了若

干极低频率的面外“弯曲”声子模式, 并且这些极低

频模式与电子耦合可能导致关联绝缘态以及电四

极矩序 [85]. 最后, 本综述将讨论一类新型石墨烯异

质结体系: 能带对齐的石墨烯和绝缘衬底形成的异

质结体系中的新奇物理. 通过门电压调控的电荷转

移, 在绝缘衬底上的载流子由于长程库仑作用可以

形成长程电荷序, 并与石墨烯中的狄拉克费米子耦

合, 进而降低狄拉克电子的非相互作用费米速度 [86],

让电子间库仑相互作用效应更加显著, 衍生出新的

关联拓扑物态 [86,87].

 2   转角石墨烯体系的拓扑平带及轨道
磁性

 2.1    转角石墨烯体系的结构与对称性

θ/2

θ/2

Ls = a/[2 sin(θ/2)]

(M,N) = (1, 1)

(M,N) = (2, 2)

AB(BA) dAB ≈ 3.35

AA dAA ≈ 3.6

首先介绍转角双层石墨烯莫尔体系的结构. 从

两层完全对齐的石墨烯出发, 如果把上面一层石墨

烯逆时针旋转角度  , 同时把下面一层石墨烯顺

时针旋转角度  , 如图 1(a) 所示, 这样就会形成

周期为  的莫尔超晶格结构, 其中

a 为单层石墨烯的晶格常数. 类似地, 将 N 层手性

堆叠的多层石墨烯放在 M 层手性堆垛的石墨烯上

面, 然后两者彼此旋转错开角度 q, 就形成了转角

多层石墨烯体系. 图 1 中展示了   的

转角双层石墨烯体系的结构以及    的

转角双层-双层石墨烯体系的结构. 而实际上转角

石墨烯体系中往往存在着长周期的晶格弛豫, 如莫

尔尺度上可见的层间距离变化. 以转角双层石墨烯

为例, 在  区域, 层间距为     Å, 而

在  区域, 层间距变为   Å. 这一效应对
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KM K ′
M
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s KN
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N K ′

s Ks

转角石墨烯体系的低能电子结构有着十分重要的

影响. 在这样的转角石墨烯莫尔超晶格体系中, 它

的莫尔倒空间里布里渊区尺度相比于原先的石墨

烯单层要小很多. 在旋转操作之后, 原本的 M 层石

墨烯的   点 (或   点) 对应于莫尔布里渊区的

 点 (或   点), 而原先 N 层石墨烯的   点 (或

 点) 则是对应于莫尔布里渊区的   点 (或  

点), 如图 1(c) 所示.

在小转角的双层石墨烯超晶格结构中, 原先的 K ′

石墨烯线性狄拉克能带被折叠到很小的莫尔布里

渊区里, 形成很多条能带宽很小的、纠缠在一起的

子能带. 而莫尔超晶格中的莫尔势能项让这些被折

叠的子能带相互耦合, 打开能隙, 形成一系列的莫

尔能带. 在转角石墨烯体系中, 通常每个谷每种自

旋下有两条低能狄拉克能带, 其能带宽度很小, 和

其他高能能带通过有限能隙分开, 且往往具有非平

庸的拓扑特征. 在转角石墨烯体系里, 由于转角很

小, 原本石墨烯布里渊区里 K 谷和  谷之间的距
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图 1    (a) 转角双层石墨烯和 (b) 转角双层-双层石墨烯体系的莫尔晶格结构的图示. (c) 转角石墨烯体系的布里渊区, 其中红色

和蓝色六角分别代表底部多层石墨烯和顶部多层石墨烯的布里渊区, 而小黑色六角代表着转角石墨烯超晶格的莫尔布里渊区.

(d) 魔角双层石墨烯的能带. (e) 魔角双层石墨烯平带赝朗道能级表示的示意图 [37,45]. (f), (g) 魔角双层石墨烯 K 谷平带贡献的实

空间电流密度分布 [37], 子晶格势能分别为 (f)   = 0 meV 和 (g)   = 15 meV

∆M ∆M

Fig. 1. Schematic illustration of the moiré lattice structures of (a) twisted bilayer graphene and (b) twisted double bilayer graphene.

(c) Brillouin zone of the twisted graphene systems: the blue and red hexagons represent the atomic Brillouin zones of the bottom

and top layers, and the small black hexagon denotes the mini-Brillouin zone of the moiré superlattices. (d) Energy bands of magic-

angle twisted bilayer graphene. (e) Schematic illustration of the pseudo-Landau-level representation of the flat bands in magic-angle

twisted bilayer graphene (TBG)[37,45]. The real-space current density distribution contributed by flat bands in the K valley of magic-

angle TBG with the staggered sublattice potential    = 0 meV in (f), and    = 15 meV in (g)[37]. 
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µeV

U(1) Uv(1)

SU(2)

U(1)× Uv(1)× SU(2)× SU(2)

U(1)

U(2) U(2)×U(2)

离要远远大于莫尔布里渊区的倒晶格尺寸, 对应莫

尔势能的傅里叶分量通常在  量级, 因而这两个

谷附近的狄拉克态耦合可忽略不计, 即体系具备着

谷   电荷守恒对称性 (  对称性)[13,88]. 而石

墨烯由碳元素组成, 这个轻元素体系的自旋-轨道

耦合效应非常微弱, 所以每个谷都有着自旋 

对称性. 总的来说, 转角石墨烯体系的低能有效哈

密顿量具备着  对称性

(其中  则指体系总电荷守恒的对称性), 即每个

谷均有  对称性, 整体有    对称性 [13,88].

 2.2    低能有效连续模型

这里先介绍转角双层石墨烯体系的低能有效

电子结构, 可以用 Bistritzer-MacDonald (BM) 连

续模型 [13] 很好地描述. 该模型哈密顿量可以写为 

H0
µ =

(
−ℏvF(k −Kµ

1 ) · σµ Uµ eiµ∆K·r

U †
µ e−iµ∆K·r −ℏvF(k −Kµ

1 ) · σµ

)
,

(1)

σµ = [µσx, σy]

µ = ±1 K ′ vF

Uµeiµ∆K·r

其中,   是定义在子晶格空间的泡利

矩阵,   分别指的是  谷和 K 谷;   是单层

石墨烯的狄拉克电子费米速度;    是莫尔

势能, 描述着转角界面附近双层的狄拉克态之间的

耦合作用 [13,89], 其具体形式为 

Uµ(r)=

(
u0gµ(r) u′

0gµ(r − µrAB)

u′
0gµ(r+µrAB) u0gµ(r)

)
,

(2)

rAB = (
√
3Ls/3, 0) u′

0 ≈ 0.098 eV u0 ≈

0.08 eV

u0 u′
0 ∆K =

K2 −K1

Uµ g(r)

gµ(r) =
∑3

j=1
e−iµqj ·r q1 = (0, 4π/3Ls) q2 =

(−2π/
√
3Ls, −2π/3Ls) q3 = (2π/

√
3Ls,−2π/3Ls)

式中,   ;   以及  

 分别是不同子晶格之间和相同子晶格之间

的层间耦合系数 [89]. 莫尔超晶格的层间“波纹”

(corrugation) 效应导致了   小于   
[45,89].  

 是转角导致的两层石墨烯各自的狄拉克

点位移间距 , 而   矩阵中的相因子   定义为

 , 其中  ,  

 ,  

是莫尔势能三个主要傅里叶分量的莫尔波矢.

(M +N)

(M,N) = (1, 1)

(M +N)

现在可以将连续模型推广到转角   层

石墨烯体系, 当   则对应于转角双层

石墨烯. 根据 Bistritzer-MacDonald 连续模型 [13],

转角   层石墨烯体系的低能有效哈密顿量

可以写为 [47,49–51]
 

H0
µ,α,α′(M +N) =

(
H0

µ,α(M) Uµ

U†
µ H0

µ(N)

)
, (3)

H0
µ,α(M) H0

µ,α′(N)

µ = ±

K ′/K α,α′ = ±

AB BA

(M +N) (α, α′) =

(±,±) U

其中 ,   和   分别是手性堆垛的

M 层和 N 层石墨烯低能有效哈密顿量,   分

别表示   谷, 而   则表示堆垛手性. 这

里定义  或  堆垛分别具有+或–的堆垛手性, 所

以在转角   层石墨烯体系中就有  

 4 种可能情况. (3) 式中的非对角项  是转角

界面附近的层间耦合项, 与 (2) 式相同.

 2.3    拓扑平带与赝朗道能级图像

u0 = 0

(α, α′)

(M +N) α, α′ = ±

转角双层或多层石墨烯体系中每个能谷往往

存在着两条拓扑平带 [21,30–35,47,50,54,61,64,83,90]. 理论研

究表明, 在手性近似 (  ) 下仅考虑最近邻层

间相互作用时, 可以得到在具备堆垛手性  的

转角   层石墨烯体系中 (这里   分

别表示 M 层和 N 层石墨烯的堆垛手性), 对于一

个能谷中的两条平带陈数总和满足下列关系 [47]:
 

Cµ
α,α′ = −µ[α(M − 1)− α′(N − 1)] , (4)

µ = ∓ K/K ′ AB BA

±2 AB AB

±0

其中  表示  能谷. 如在  -  堆垛的转

角双层-双层石墨烯体系里, (4) 式说明其两条平带

谷陈数总和为   ; 而在   -  堆垛的转角双层-

双层石墨烯体系里, 两条平带谷陈数总和为  
[47,50].

U(1)× Uv(1)× SU(2)× SU(2)

D6

T C2z T C3z C2x

Ks K ′
s

C2zT

∆M ≈ 15 meV C2z

Ks K ′
s

±1

下面重点关注转角双层石墨烯. 除了之前讨论

的  对称性, 转角双层

石墨烯低能模型, 即 (1) 式, 还具有  晶格对称性

和时间反演 (  ) 对称性. 其中  ,   ,   和  对

称性保证了莫尔平带在莫尔布里渊区中  点和 

点的简并. 此时, 如图 1(d) 所示, 每个谷每种自旋下

的两条平带具有受  对称性保护的非平庸拓扑

性, 并具有奇数次缠绕的威尔逊圈的特征 [41,43–45,91].

如果把魔角双层石墨烯放在氮化硼衬底上, 衬底会

赋予转角石墨烯体系一个交错的子晶格势能, 也就

是狄拉克质量项  . 此时  对称性被

破坏, 两条平带之间在  点和  点打开了拓扑非

平庸的能隙, 让转角双层石墨烯的两条低能莫尔能

带具有非零的谷陈数, 为  .

Ks

K ′
s AA

AA r/Ls

µ

在魔角双层石墨烯体系中, 可以注意到   点

和  点处的波函数主要局域在  区域, 因此可以

选取  区域的中心为原点, 将莫尔势能对  作

级数展开, 并且对连续模型里哈密顿量基底波函数

作特定的幺正变换 [45], 则  谷的哈密顿量就写成
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Hµ(k) =−ℏvF
(
k − e

ℏ
Aµ
)
· σµ −3iu0

3iu0 −ℏvF
(
k +

e

ℏ
Aµ
)
· σµ

 ,

(5)

Aµ = −2µπu′
0/(LsevF)[y,−x]

|Bs| =
|∇ ×A| = 4πu′

0/(eLsvF)

± 1

u′
0

3iu0

3iu0

u′
0 u0

AA

lB =
√
LsℏvF/(4πu′

0)

S0 = πl2B AA

AA

AA

Ks K ′
s

ΩAA = nπl2B

ΩAA AA

其中   是由莫尔势能产

生的有效磁矢量势, 会产生均匀的赝磁场  

 . 如果只单独看这个哈密顿

量的对角块, 则等价于两类狄拉克费米子与相反方

向的赝磁场耦合的哈密顿量, 其零朗道能级具有完

全的子晶格极化, 并且在相反方向磁场下子晶格极

化也是相反的. 这样, 两个零赝朗道能级有相反的

子晶格极化和相反的手性, 嵌入到周期性的莫尔超

晶格中便形成了具有相反陈数 (  ) 的拓扑平带.

增加  项, 会使得赝朗道能级的间隙增加. 而非对

角项  在子晶格空间的角度上看是对角的, 所以

在子晶格完全极化的零赝朗道能级子空间里是消失

的 [45]. 但是, 更高的赝朗道能级并没有子晶格极性.

因此, 在包含更多赝朗道能级的空间里, 非对角项

 把手性相反的高阶赝朗道能级耦合到一起, 拓

扑性质消失. 实际上转角石墨烯的原子结构调制作

用使得   项大于   项, 这有助于形成平带和其他

能带之间的能隙. 上述的赝朗道能级图像引入了新

的特征长度, 即   区域的赝磁场引入的磁长度

 . 而包含一个赝量子磁通所需

要的面积则是   . 当每个莫尔超晶胞的  

区域恰巧包含整数个赝量子磁通时, 在  区域中

的电子可以在赝磁场的驱动下做完整的回旋运动,

而不会与相邻元胞中的电子耦合. 因此, 这时  

区域的零赝朗道能级即是该体系本征态的一个很

好的近似, 对应的在莫尔布里渊区里就会产生在

 ,   点附近费米速度趋于零的平带. 上述论证

可以得到一个“魔角”的经验公式:   
[92],

这里  是每个莫尔超晶胞中  区域的面积, 需

要一个经验参数来确定. 通过该经验公式得到的一

系列魔角与数值计算得到的结果完美符合 [92].

u0 = 0, u′
0 ̸= 0

基于赝朗道能级图景, 魔角双层石墨烯平带部

分填充下的基态则有了简明的物理解释. 考虑谷自

由度和自旋自由度, 在“手性极限”, 即  ,

当转角为严格的魔角时, 魔角双层石墨烯具有 8 条

简并的、带宽严格为零的平带 [44]. 而上述的论证表

AA

±1

ν = 3

±1

±1

明这些严格平带具有非平庸的拓扑性质, 源于具有

相反陈数、相反自旋和相反子晶格极化的零赝朗道

能级 [45]. 如果把魔角双层石墨烯放在氮化硼衬底

上并且与衬底对齐, 让   区域 A, B 子晶格的碳

原子分别与硼原子、氮原子对齐, 那么衬底会赋予

转角双层石墨烯体系一个交错的子晶格势能, 从而

在原本简并的平带间打开能隙, 如图 1(d)所示, 让

价带和导带具有非零的谷陈数   . 当平带填充数

 时①, 即 8 条平带填充了 7 条, 库仑作用会在

占据态和非占据态之间打开能隙, 如图 1(e)所示.

由于每一条平带都具有   的陈数, 该能隙一定具

有非零的陈数 (  ), 因此形成自发破缺时间反演

对称性的陈绝缘体态. 这样基于赝朗道能级的简单

图像可以很好地解释当填充数为 3 时实验上观测

到的陈数为 1 的量子反常霍尔效应 [21,30].

 2.4    转角石墨烯体系中的轨道磁性态

T

C2zT
ν = 3

AB AB

C2z

C2x

第 2.3 节提及魔角石墨烯体系中的平带可以

近似地用零赝朗道能级描述, 而处于朗道能级的电

子会作回旋运动而形成电流回路, 所以魔角双层石

墨烯中每个谷两个手性相反的零赝朗道能级会在

实空间贡献两套方向相反的电流回路. 由于体系具

有三种旋转对称性, 每个谷的平带电子在莫尔超胞

中会形成六个电流回路, 其中三个逆时针旋转, 另

外三个是顺时针旋转的, 从而在莫尔尺度上形成了

交错的轨道磁通量, 形成一种“莫尔轨道反铁磁

序”, 如图 1(f) 所示 [82,93]. 而轨道-时间反演操作  

使得两个谷的电流密度互相抵消, 使得在非相互作

用基态下总电流密度为零. 而当魔角双层石墨烯放

在氮化硼衬底上时, 由于交错型子晶格势的存在,

每个谷的  对称性不复存在, 从而每个谷允许

有非零的轨道磁矩. 在填充数   时, 自发对称

破缺形成的谷极化态呈现出轨道铁磁态, 拥有着非

零的量子反常霍尔电导率, 在莫尔晶胞里形成了手

性的电流回路, 如图 1(g) 所示. 由于此时电流回路

的半径达到莫尔尺度的数量级, 因此会贡献巨大的

轨道角动量和轨道磁矩 [47,94,95]. 非零的谷陈数和巨

大的轨道磁矩也往往存在于转角多层石墨烯体系

中. 以转角双层-双层石墨烯体系为例, 在  - 

堆垛的体系中, 虽然   对称性不存在, 但体系仍

保持着  对称性, 这会使得每个谷的谷陈数和轨
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C2x

AB BA

C2y

C2z

µB

道磁矩为零. 如果施加垂直方向的位移电场, 就会

破坏  对称性, 引发出非零的谷陈数和轨道磁矩.

而在  -  堆垛的转角双层-双层石墨烯体系中,

体系具备的  对称性使得两个谷的总轨道磁矩为

零, 但并不妨碍单个谷拥有非零的轨道磁性和谷陈

数. 总的来说, 转角多层石墨烯体系因为   对称

性的破缺, 往往具有非零的贝里曲率, 进而每个谷

的平带电子通常具有非零的轨道磁矩. 轨道磁矩可

以认为来源于莫尔尺度上的手性电流回路. 由于手

性电流的特征半径与莫尔尺度相当, 处于手性轨道

电流上的电子有着巨大的轨道角动量, 所以会贡献

巨大的轨道磁矩, 可达到每个莫尔原胞 10  的量

级 [47]. 这些手性电流进而可以通过在电子-电子相

互作用驱动下自发破缺时间反演对称性的机制产

生轨道铁磁态. 这些手性电流亦可以进一步与面内

的外加电场相互耦合, 实现轨道磁电耦合效应 [96–99].

 3   普适转角多层石墨烯和交错转角
多层石墨烯能带结构的普适手性
分解规则

ABC前面介绍了手性堆垛 (  堆垛) 的转角多

层石墨烯体系的连续模型, 可由此得出各种转角石

墨烯体系的非相互作用能带. 面对各种各样的转角

多层石墨烯体系 (TMG), 总结出关于这些转角多

层石墨烯体系的低能能带色散特征普遍规律是必

要的. 本节主要讨论普适转角多层石墨烯体系的能

带色散特征和相关普适手性分解规则 [55,80].

ABA ABC

M +N

K (K ′)

首先考虑普适转角多层石墨烯体系. 这类体系

由两组多层石墨烯构成: M 层石墨烯和 N 层石墨

烯. 在每个层组内部, 多层石墨烯的堆垛方式可以

是  堆垛、  堆垛或者二者的混合. 如第 2 节

所述, 这样的   层石墨烯体系每一个能谷有

两条 (一套) 平带; 增加非转角层的堆垛时, 会在莫

尔   点增加一系列无能隙费米激发, 这些无

能隙能带的数量和色散关系与非转角层的堆垛方

式密切相关 [100].

SN

Ji

想要理解转角多层石墨烯体系的低能单电子

能带特征与非转角层堆垛方式的关系, 可以首先考

虑手性近似下无转角多层石墨烯的低能电子结构.

对于 N 层未转角任意堆垛石墨烯, 根据堆垛手性

将其分为  个片段, 在每个片段内保持堆垛手性

不变. 包含  层手性堆垛石墨烯的第 i 个片段贡献

E(k) ∼ kJi

SN HN ≈ HJ1⊕
HJ2 · · · ⊕HJSN

出一对色散为  无能隙的能带. 根据这个

分解, N 层未转角任意堆垛石墨烯的哈密顿量可以

写成   个手性堆垛片段的直和 [100]:  

 . 接下来考虑转角多层石墨烯体系,

莫尔势能会将包含旋转层的两个手性堆垛的片段

相耦合, 形成一套平带, 这些平带会和其余未耦合

片段产生的无能隙能带共存.

SM SN

JM,M JN,1

JN,i i = 2, · · · , N JM,i i = 1, · · · ,M − 1

Ks K ′
s

E(k) ∼ kJi

k · p

k · p
Ks K ′

s

k · p
K (K ′)

k · p

E ∼ kJ

基于上述图像, 可以提出一套普适的手性分解

规则. 根据这个规则, 可以无需计算, 只通过堆垛

方式就能得知任意转角多层石墨烯体系的低能电

子结构特征 [55]. 首先, 根据堆垛手性, 将两组石墨

烯分别分解成   和   个片段, 每个片段内部都

是手性堆垛, 并使得包含转角层的片段尽可能长.

在转角界面的两个厚度为  和  的手性堆垛

片段通过莫尔势能的耦合形成一套平带, 而其余厚

度为   (  ) 和   (  )

的手性堆垛片段则在莫尔布里渊区中的  和  点

形成若干对色散为  的无能隙能带. 现在

可以通过一个简化的  模型来验证手性分解规

则: 在转角为严格魔角时且在手性近似下, 体系的

连续模型哈密顿量由一个魔角双层石墨烯哈密顿

量和一些狄拉克费米子哈密顿量组成. 对于魔角双

层石墨烯的波函数 , 取手性近似下的平带严格

解 [44]; 对于非转角层, 取单层石墨烯的  哈密顿

量, 并在莫尔   (  ) 点附近进行微扰展开. 通过

求解简化   模型的能谱, 可以得到体系在莫尔

 点附近的能带特征, 并验证手性分解规则的

正确性. 需要说明的是, 手性分解规则和简化 

模型是在手性近似下得出的, 在进一步考虑转角层

同子晶格跃迁和非转角层次近邻跃迁的贡献时, 原

本的严格平带会获得一定的色散 , 无能隙能带

 的色散关系也会有所偏离, 但是能带的总

体特征不会发生改变.

除了转角双层石墨烯和转角多层石墨烯之外,

研究人员还将注意力放在了双转角的莫尔石墨烯

体系上. 例如, 理论计算表明在交错转角三层石墨

烯中存在平带和狄拉克锥共存的新颖电子结构 [52],

且被角分辨光电子能谱实验直接观测到 [72]. 进一

步地, 实验在交错转角三层石墨烯中观测到了超出

泡利极限的非常规超导态 [73–76] 等新奇现象. 受启

发于这些新颖的实验现象, 可以进一步把前面的讨

论推广到交错转角多层石墨烯体系 (ATMG)[80].

ATMG 体系由三组多层石墨烯 (M-L-N) 构成, M(L)
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−θ

SM SL SN

E(k) ∼ kJ

k · p

层石墨烯堆叠在 L(N) 层石墨烯上, 二者之间存在

一个小的转角 q(  ), 如图 2(a) 所示 . 与 TMG

体系不同, ATMG 体系引入了第二个转角, 进而引

入了新的自由度, 在某些堆叠下还会出现两套平

带, 如图 2(b) 所示. 与前文的分解手法类似, 将手

性分解规则推广到 ATMG 体系: 将三组石墨烯按

照堆叠手性分解成   ,   和   个片段, 并使包

含转角层的片段尽可能长. 当中间层组只有一层石

墨烯时, 三个片段通过交错转角耦合在一起, 贡献

一套平带和一对无能隙的能带. 当中间层组有多于

一层的石墨烯时, 如果其可以被分解为不少于两个

片段, 则不存在交错转角层的耦合, 体系每个谷和

自旋自由度会有两对 (四条) 平带; 如果中间层组

只能形成一个片段, 则交错转角层通过中间层组的

片段耦合, 形成一套平带. 类似地, 其余每个未耦

合片段形成一对色散为   的无能隙能带.

ATMG体系的手性分解规则同样可以被简化 

模型验证 [80].

ABAC

AB

AB

表 1 中列出了一些 TMG 和 ATMG 体系的例

子 [55,80], 并应用手性分解规则描述其低能能带特

征. 如 A-A-  石墨烯体系可以被分成两部分:

A-A-  为交错转角部分, 贡献一套平带和一个狄

拉克锥; 而   为非转角部分, 贡献一对无能隙的

二次型能带. 手性分解规则指出, 对于中间层组包

含多于一层石墨烯且具有镜面对称的 ATMG体系,

必然存在两套平带 (即每个谷和自旋自由度存在四

条平带). 不寻常的双平带使得这类体系对于相互

作用非常敏感. 同时, 与之共存的无能隙激发 (如

狄拉克锥) 会带来与转角双层石墨烯体系完全不同

的关联效应 [80,101]. 特别地, 对于最简单的具有两套

平带的交错转角多层石墨烯体系, 在某些整数填充

时, 会产生同时自发破缺镜面对称性和时间反演对

称性的基态. 这种新奇物态同时具有面外的电极化

以及轨道磁矩, 是一种由库仑关联效应驱动的多铁

相. 另外, 由于在这种多铁相中电极化序参量和轨

道磁矩序参量的紧密缠绕, 该体系存在着可通过垂

直电场调控轨道磁矩、并通过磁场调控电极化的轨

道磁电耦合现象 [80].

 4   拓扑平带所对应的量子化压电响应

前文讨论了各种各样转角石墨烯体系的拓扑

特征, 确实, 一直以来尽管人们能够在理论上通过

威尔逊圈 [41,45,102] 和谷陈数 [47,103,104] 等方式描述转

角石墨烯体系中平带的拓扑性质, 但是一直缺乏对
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图  2    (a) 交错转角多层石墨烯体系的晶格结构示意图 ; (b) 手性近似下 A-ABA-A 体系的能带 [56], 存在两套平带 , 其中实线为

K 能谷的能带, 虚线为   能谷的能带

K′
Fig. 2. (a) Schematic illustration of the lattice structure of alternating twist multilayer graphene; (b) band structures of A-ABA-A

system which include two sets of flat bands[56]. The solid and dashed blue lines denote the bands from the K and    valleys, re-

spectively. 

 

Kµ(K′
µ)

E(k) ∼ kn (m,n)

表 1    手性分解规则的例子. 在  点有 m 条

色散为  的能带, 记为 

(m,n)

E(k) ∼ kn Kµ(K′
µ)

Table 1.    Typical  cases  for  generic  partition  rules.

  represents  that  there  are m energy  bands

with    dispersion at the    point.

手性分解 平带数量 K点能带 K′  点能带

A-AB+A 2 (1, 1) 0

A-AB+AB 2 (1, 2) 0

A-A-A 2 (1, 1) 0

A-A-AB+AC 2 (1, 1), (1, 2) 0

AB-A-BA 2 (1, 1) 0

A-AB+A-A 4 0 0

A-ABC-A 2 / /

A-AB+ABC-A 4 0 0
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其拓扑性质的直接实验观测手段. 理论上已经提出

一种对其拓扑性质的可行性实验观测方案 [81], 即

通过测量压电响应系数来判断转角石墨烯体系中

能带的具体谷陈数. 首先, 现代电极化理论 [105,106]

定义的由价电子贡献的压电张量表达式与陈数的

定义十分类似. 而在只考虑应变对电子最邻近跃迁

的影响时, 可以证明应变等效为矢量势 A[107]. 因

此, 应变张量与晶格动量 k是线性耦合的, 由此,

对于莫尔石墨烯体系体系, Peng 和 Liu[81] 得到 

γijk = 2(−1)i
e
2π

(ξ−ijkC− + ξ+ijkC+), (6)

C± K±

(−1)i = ±1 i = x, y

ξηijk

Uv(1)

其中   为   谷的能带 (原则上可以是任意被能

隙隔开的孤立能带, 不仅适用于平带) 的陈数, 因

子 2 来自自旋简并度,   对应着   ,

而  取决于具体的材料性质. 此前的一项研究 [108]

指出: 当能带中存在“谷”的结构时, 有时间反演对

称性的拓扑非平庸二维体系在发生拓扑相变的前

后, 其压电响应会发生跃变. 而对于双层转角石墨

烯以及其他莫尔石墨烯体系而言, 前文中的论述对

于不管是否接近拓扑相变的状态都是适用的, 压电

响应应该总是呈现为正比于陈数的准平台. 这一性

质是莫尔石墨烯体系中拓扑能带所特有的性质, 而

这种拓扑性是由其谷  对称性所保护的.

C2z

D6 D3

在计算中, 为了打开平带与平带之间的能隙,

可以让转角石墨烯体系与六角氮化硼 (hBN) 衬底

对齐 [103,104,109,110], 这样就破坏了体系的  对称性,

双层转角石墨烯原本具有的   对称性退化为  

γxxx = γxyy = γyxy = 0

γxxy = γyxx = −γyyy

γyxx

对称性. 这一对称性要求:   ,

 , 即该模型的压电张量只有一

个自由分量. 后文选取  分量来展示结果.

K ′

γ0
yxx =

e
2π

√
3β

2a
= −281.8 pC/m.

2pz

对于石墨烯的 K 谷而言, 应变引起的等效矢

量势在 K 谷和  谷中符号是相反的, 保持着体系

的时间反演对称性. 由此可得每个自旋和谷自由

度以及每谷陈数对压电张量的贡献为 [81]  

  其中包含的参数 a 为石

墨烯的晶格常数, b 为碳原子   轨道间跃迁强度

的 Slater-Koster 模型中的衰减率 3.14[111], 都只与

单层石墨烯的性质相关. 所以, 这一结果对于所有

转角石墨烯体系都是普适的.

1.05◦

uxx

±1

γyxx

±1

Uv(1)

图 3(a) 展示了转角为   、与 hBN 对齐的

转角双层石墨烯的价带平带与导带平带沿 y 方向

的电极化关于应变  的变化关系 [81]. 二者的谷陈

数分别为  , 因此它们的电极化响应也恰好相反.

图 3(b) 中则展示了压电张量的  分量在不同转

角下的值. 可以看到, 在当前模型参数下, 这一模

型在转角 1°附近发生了拓扑相变, 价带、导带平带

的谷陈数从   变为 0, 而压电张量也相应地近似

于零. 虽然由于紧束缚模型包含了次邻近以及更远

距离的轨道间跃迁的效应, 但是计算得到的压电响

应张量依旧表现出良好的量子化特性. 值得注意的

是, 由于平带的拓扑性质是由  对称性所保护

的, 而转角石墨烯样品中常有的莫尔尺度上不均匀

应变以及层间异质应变 [17,112] 不会破坏这一对称

性, 因此压电响应的量子化特性得以保持. 但是由
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图 3    (a) 两层都与 hBN 对齐的魔角双层石墨烯 y 方向电极化关于应变分量   的变化 [81]; (b) 由价带平带 (红色三角) 和导带平

带 (蓝色圆点) 贡献的压电响应   关于转角 q 的变化 [81], 其中实心点代表连续模型的结果, 空心点代表紧束缚模型的结果, 而

水平虚线代表理想的量子化值

uxx

γyxx

Fig. 3. (a) Plots of polarization along y direction vs. strain    for hBN-aligned magic-angle TBG[81]; (b) twist-angle (q) depend-

ence of    contributed by the valence (red triangles) and conduction (blue circles) flat bands, where the solid ones are the res-

ults from continuum model and the hollow ones are the results from tight-binding model[81]. The horizontal-dashed lines in panel (b)

mark the ideal quantized values. 
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Uv(1)电子相互作用产生的关联态有时会破坏  对称

性, 自发形成谷间相干态 [113–118], 此时压电响应的

量子化就不再有效.

AB

AB

最后, 讨论一些多层转角石墨烯体系的拓扑压

电响应. 如果在  堆叠的层间耦合中只考虑最邻

近项, 那么前文中的论述全都适用.   堆叠的层

间耦合中与晶格动量 k相关的次邻近项与应变耦

合的方式是与单层石墨烯类似, 同样等效于一个矢

量势, 但相差一个因子, 这也使得压电响应的严格

量子化不再成立. 但是正如图 4 中所示, 计算结果

表明它基本不影响电极化响应的量子化特征. 总

之, 转角石墨烯体系中具有非零谷陈数的拓扑平带

可以带来接近量子化的拓扑压电响应, 可以用来定

量地测量莫尔石墨烯中平带的谷陈数 [81].

 5   魔角双层石墨烯的关联物态以及
非线性光学响应

 5.1    魔角双层石墨烯的关联绝缘态与单粒子
激发谱的级联转变

W ∼5—10 U∼25 ≫
W

ν = −3, −2, −1, 0, 1, 2,

3

在魔角双层石墨烯中平带的能带宽度 W 非常

小 (   meV), 库仑相互作用   meV 

 , 让体系进入强耦合的范畴 [119]. 考虑谷和自旋

自由度, 魔角双层石墨烯总共有 8 条平带, 在部分

整数填充情况下 (即填充数 

 ), 库仑作用驱动着体系进入关联绝缘态 [14,16–24].

第 2 节用赝朗道能级图景解释了在氮化硼对齐的

魔角石墨烯体系中的量子反常霍尔态. 而在魔角石

墨烯体系中观测到的关联绝缘态则复杂得多, 低能

有效电子结构的细节和波函数的拓扑性质往往对

相互作用基态有着重要的影响. 因此, 研究人员往

往结合数值计算来研究魔角双层石墨烯体系中的

相互作用基态, 包括基于实空间有效晶格模型的

数值计算 [89,119–129]、范霍夫奇点附近“热点”模型的

弱耦合分析 [130,131]、基于连续模型的 Hartree-Fock

计算 [113,114,117,118,132–134]、密度矩阵重整化群和张

量网络计算 [135–138]、动量空间的量子蒙特卡罗计

算 [139–141] 以及严格对角化计算 [141–143] 等. 平带的非

平庸拓扑使得平带的对称保护的局域化瓦尼尔

函数难以构建, 这给针对平带的基于局域化轨道

实空间描述 (例如 Hubbard 模型) 带来困难 . 而

非平庸的能带拓扑性让整数填充下魔角双层石

墨烯的电子关联问题与量子霍尔铁磁性具有相

似性, 因此在平带的部分整数填充下, 交换库仑相

互作用引起 8 条准简并平带的谷、自旋、陈数劈裂,

形成了各种各样的自发对称性破缺相互作用基

态 [93,104,113–116,119,127–129,132,133,135–137,139,140,142–145].

SU(4)

u0 =

0 U(2)× U(2)

U(4)× U(4)

特别值得指出的是, Kang 和 Vafek[119] 以平带

瓦尼尔函数基底构建了具有近似   对称性的

相互作用哈密顿量, 并得到在填充数为 2 时该相互

作用哈密顿量的基态为谷-自旋空间中的广义铁磁

态. Bultinck 等 [113] 和 Bernevig 等 [116] 指出, 在手

性极限下 (即相同子晶格之间的层间耦合系数 

 ), 由于 BM 连续模型的  对称性、手性

极限下的手性对称性以及额外的粒子-空穴对称

性 [45,113,116,146], 投影到严格平带波函数的相互作用

哈密顿量具有   对称性. 当偏离手性极

 

/
(O
)





-
0.
05
36

-
0.
02
68 0

0.
02
68

0.
05
36







-
0.
05
36

-
0.
02
68 0

0.
02
68

0.
05
36

d/eV d/eV

VCN VCN

/
(O
)





-
0.
05
36

-
0.
02
68 0

0.
02
68

0.
05
36







-
0.
05
36

-
0.
02
68 0

0.
02
68

0.
05
36

d/eV d/eV

 (a) (b)

(c) (d)

3

2

1

0

-1

-2

-3
NaN

3

2

1

0

-1

-2

-3
NaN

Ud

γyxx |4γ0
yxx| = 1127 pC/m

图 4    A-AB 堆垛转角单层-双层石墨烯的 (a) 压电响应和

(c) 谷陈数 , 以及 AB-BA 堆垛双层 -双层转角石墨烯的

(b) 压电响应和 (d) 谷陈数 [81]. 这里   为位移电场. 在图 (a)

和 (b) 中 ,   的值显示为   的倍数 .

空白格子代表过于接近拓扑相变而无法准确计算压电响

应和陈数的区域

Ud

γyxx |4γ0
yxx| = 1127 pC/m

Fig. 4. (a), (b) Piezoelectric tensor and (c), (d) valley Chern

numbers of all flat bands in (a), (c) twisted monolayer-bilayer

graphene and (b), (d) twisted double bilayer systems[81].  

is displacement field here. In panels (a) and (b), the values

of    are  shown  in  the  units  of   .

The  blank  patches  indicate  points,  which  are  too  close  to

gap closures. 
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u0 ̸= 0

U(4)

U(2)× U(2)

τzT τz

T

限后 (  ), 投影到平带波函数的相互作用哈密

顿量则具有   对称性, 并在进一步考虑动能后

被降低到   
[113,116].  Bultinck等 [113] 进一

步指出在电中性点的相互作用基态为一种新奇的

“Kramers 谷间相干态”. 这种量子态自发破缺了谷

电荷守恒, 也自发破缺时间反演对称性, 在实空间

会有原子尺度上的电流回路 , 但是却具有一种

“Kramers”时间反演对称性 (由   表示,   为谷

空间定义的泡利矩阵, 即谷电荷守恒对称性的产生

子,   为时间反演对称性). Lian 等 [115] 进一步指

出, 在手性极限和严格平带极限下, 体系在部分整

U(4)× U(4)

数填充下的严格基态波函数是在谷-自旋-陈数空间

内定义的高度简并的 Slater 行列式波函数, 而偏离

手性极限和有限动能会解除  对称性带

来的高简并度, 让体系选择特定的 Slater 行列式波

函数, 并在奇数填充时具有非零陈数. 近期, Shi 和

Dai[145] 以及 Song 和 Bernevig[147] 提出了魔角双层

石墨烯的拓扑重费米子模型, 为理解该体系的强关

联和拓扑物理提供了新的视角.

H = H0+

Hc H0 Hc

具体而言, 考虑这样的总哈密顿量  

 , 其中  是非相互作用哈密顿量, 而  则是起

主导作用的长程电子-电子库仑相互作用, 即
 

 

Hc =
1

2Ns

∑
µ,µ′,αα′,σσ′

∑
kk′q

V (q) ĉ†k+q,ασµ ĉ
†
k′−q,α′σ′µ′ ĉk′,α′σ′µ′ ĉk,ασµ, (7)

Ns

ĉ†k,ασµ ĉk,ασµ

V (q)

其中,   是体系中莫尔晶胞的总数, s, a, µ分别指

自旋、层/子晶格和谷指标.   和  分别代

表波矢为 k的狄拉克费米子产生和湮灭算符, 而

 则代表电子间的库仑作用在波矢 q的傅里叶

分量. 采用非约束 Hartree-Fock 近似, 库仑相互作

用被投射到平带子空间后自洽求解相互作用哈密

顿量. 但高能电子与平带电子的库仑相互作用会给

平带电子带来库仑势能 [116,148], 其交换部分会显著

增强平带色散, 并引起单粒子能谱的粒子-空穴非

对称性, 如图 5(b) 所示. 此外, 之前的多数工作中

在考虑相互作用基态时, 使用了不随波矢 q变化的

屏蔽介电常数. 但除了来自于绝缘衬底的屏蔽效应

外, 魔角双层石墨烯体系的平带电子之间的库仑相

互作用会进一步被高能子空间能带的虚拟粒子-空
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图 5    (a) 魔角双层石墨烯的非相互作用能带; (b) 包含高能子空间库仑势能效应的平带色散 [82]; (c) 考虑库仑屏蔽效应后介电常

数随波矢的变化 [82]; (d) 上图为 n = 3 填充处的相互作用单粒子能谱, 下图为 n = –3 填充处的相互作用单粒子能谱 [82]; (e)  

时密度波态的实空间电荷分布 [82]; (f) 不同自发对称性破缺态下的非线性光学响应 [82]

Fig. 5. (a) Non-interacting energy bands of magic-angle twisted bilayer graphene; (b) flat-band dispersions including remote-band

Hartree-Fock potentials[82]; (c) wave vector dependence of the effective dielectric constant[82]; (d) single-particle excitation spectra at

n = 3 filling (upper panel) and at n = –3 filling (lower panel)[82];  (e) real-space distributions of charge density at n = 1 filling[82];

(f) nonlinear optical response of different symmetry-breaking states[82]. 
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±ν

ν = 1, 2, 3

−ν

ν = 3 ν =

−3

穴激发对所屏蔽, 这种来自于高能电子的屏蔽效应

可以通过约束无规相近似 (cRPA) 来处理 [82,149].

这样算出的有效屏蔽常数随着波矢 q的变化如

图 5(c) 所示. 在保持莫尔晶格平移对称性的前提

下, 利用上述 Hartree-Fock+cRPA 计算可以得出

在整数填充下的相互作用单粒子激发谱 (图 5(d)),

并发现相对于电中性点  填充下的单粒子能谱有

整体的粒子空穴对称性: 在整数填充 (  )

时, 远离 (靠近) 电中性点的电荷激发具有更小 (更

大) 的有效质量 [82,118,148]; 而在  时则行为完全相

反, 如图 5(d) 所示, 其中上图 (下图)为   ( 

 ) 的单粒子激发能谱. Kang 等 [148]指出, 单粒子

激发谱的这种性质可以很好地解释该魔角双层石

墨烯在扫描隧道谱和逆压缩率测量中所展现出的

一系列级联转变现象 [150,151].

ν = 1, 3

ν = 1, 3

C2zT

C3z

ν = −3

C2zT

而近期实验在  填充处观测到零陈数的

绝缘态 [16,40], 这一实验现象跟之前保持莫尔晶胞平

移对称性的理论计算陈数结果 [114,115,132] 是不一致

的. Zhang 等 [82] 的计算表明  填充处的零陈

数的绝缘态是自发破缺莫尔平移对称性的密度波

态. 在这个填充下, 体系在电子间相互作用驱动下

自发地扩胞两倍, 并处于陈数为零的自旋-谷极化

态, 拥有  对称性 [82]. 图 5(e) 中展示了在 n = 3

时这个密度波态的实空间电荷密度分布, 呈现出明

显的平移对称性破坏和  旋转对称性的破坏 [82].

Kang 和 Vafek[135] 以及 Xie 等 [152] 也在     填

充处发现了两倍超胞的具有   对称性的零陈

数态.

ν = 7/2

ν = 8/3

11/3
√
3×

√
3

实验上还在分数填充下的魔角双层石墨烯中

观测到了可能的密度波态和分数陈绝缘态 [40]. 虽

然之前已经有几个工作讨论了转角石墨烯体系在

分数填充下的关联态 [35,40,117,118,153–155], 但实验上观

测到的多个密度波态 [40] 的相关理论研究还是空白.

因此, 这里继而讨论魔角双层石墨烯在分数填充

7/2, 8/3 和 11/3 的密度波态.   填充时体系

的基态是两倍超胞的密度波态 , 而在   和

 时体系自发地形成  的莫尔超晶胞. 计

算结果表明这三个分数填充的密度波态都是有能

隙的, 其中 7/2 和 11/3 填充处是零陈数的关联绝

缘态, 而 8/3 填充处是陈数为 1 的陈绝缘态, 跟实

验现象是符合的 [40]. Parker 等 [156] 发现如果对魔角

双层石墨烯施加垂直磁场, 由于轨道磁性效应, 导

带平带的带宽会大幅度下降, 同时 Berry 曲率在倒

空间的分布会变得更加均匀, 二者均更有利于分数

陈绝缘体的出现. 因此在垂直磁场驱动下, 魔角双

层石墨烯在 11/3 填充处会经历从密度波态到分数

陈绝缘态的拓扑相变 [40,156].

 5.2    转角双层石墨烯中关联物态的非线性
光学响应

ν = 0 ν = ±2

ν = 3 7/2

正如前文讨论的, 在转角双层石墨烯的多处填

充数下, 例如  (电中性点)、  (正负半填

充)、   以及   等填充数, 均在实验上观测到

了陈数为零的绝缘态, 没有体现出特殊的输运或光

学特征. 因此, 在实验上很难去辨别这些“无特征”

关联态的性质. 为了辨别这些“无特征”关联绝缘态

的本质, 本综述开始关注这些态的非线性光学响应

特征. 首先定义对电场 E 的二阶响应交变电流 j: 

jc(ω1+ω2)=
∑

a,b=x,y

σc
ab(ω1+ω2)Ea(ω1)Eb(ω2). (8)

σc
ab

ω1 = ω2 = ω

χc
ab(2ω) = iσc

ab(2ω)/(ε02ω) ε0

(8) 式中的非线性光导率张量  可用来有效

探测转角双层石墨烯体系中的各种关联物态. 当频

率  时, (8) 式则描述着二阶谐波响应过

程. 对于二阶谐波响应, 其非线性极化率可以写成

 , 这里的   是真空介电

常数.

Ôa,b,c = τ a sb σc

(τxσy, τyσy) τz τz

C2z T C2zT
C2z

(τxσy,

τyσy) C2z C ′
2z = τzC2z

Uv(1)

C2z

τz (τzσx,σy)

σz

魔角双层石墨烯在谷-自旋-子晶格空间内的自

发对称性破缺态可以用序参量   来

描述, 这里 t, s和 s分别是在谷、自旋和子晶格空

间定义的泡利矩阵. 首先从两种典型的零陈数关联

绝缘态的非线性光学响应入手: Kramers 谷间相干

态   
[113,115] 和谷极化态   . 谷极化态  

既破坏了   也破坏了   对称性, 但是保留  

对称性. 由于   对称性的破坏, 谷极化态有非零

的非线性光导率分量. 而Kramers 谷间相干态 

 虽然破坏了  对称性, 却保留有 

对称性. 这样一种新的对称性, 即   对称性和

 的乘积, 使得 Kramers 谷间相干态的非线性光

学响应为零 [82]. 因此, Zhang 等 [82] 提出非线性光学

响应可以认为是区分谷极化态和 Kramers 谷间相

干态的有效实验探测手段. 对所有可能自发对称性

破缺相的非线性光学响应的对称性分析发现, 所有

类型的谷间相干态都不具有任何非线性光学响应.

只有三种对称破缺相具备非零的非线性光导率:

谷极化态  、向列序态  和子晶格极化态

 
[82,157]. 三种自发对称性破缺相对应的非线性光
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导率分量总结在表 2 中. 图 5(f) 中处于电荷中性

点、能量幅度为 1 meV 的序参量所对应的二次谐

波响应极化率的数值计算结果验证了上述对称性

分析 [82].

µm

5µm

下面讨论对于魔角双层石墨烯器件进行非线

性光学测量的可行性. 如今一个制备良好的转角双

层石墨烯样品横向尺寸可以达到 10   量级, 而

红外频率的激光束光斑尺寸可以调至约   , 小

于转角双层石墨烯样品的尺寸. 这样研究人员可以

避免来自样品边缘的信号干扰, 并且通过垂直入射

光来直接进行二次谐波响应旋转各向异性的实验

观测. 实际上, 在非魔角双层石墨烯器件上已经观

测到由魔角双层手性结构带来的二次谐波信号 [158].

考虑到对于一些强关联体系, 如铜氧化物和铱氧化

物 [159,160], 二次谐波响应测量已经成功揭示了它们

的隐藏关联相. 因此该技术在魔角双层石墨烯体系

上的实验方案是可期的, 可以用作区分各类“无特

征”关联绝缘态的实验探针. 值得一提的是, 除了

非线性光学探测之外, 近期两个理论课题组分别独

立提出通过扫描隧道显微镜也可以区分各类关联

绝缘态 [161,162].

 6   转角多层石墨烯的自旋向列序态和
磁场诱导拓扑转变

 6.1    转角多层石墨烯体系中的自旋向列序态

类似转角双层石墨烯体系, 在转角多层石墨烯

体系中也同样观测到一系列新奇的现象. 如在转角

双层-单层石墨烯体系中观测到轨道陈绝缘态 [61–63]

以及零陈数的自旋极化关联绝缘态 [61,64,65]. 而在转

角双层-双层石墨烯体系中则观测到了自旋极化

态 [66–69]、向列序态 [70]、广义维格纳晶格和奇异金属

态 [71] 等新奇物态. 这些都值得理论上深入研究探

索背后深刻的物理机制. 这里着重关注转角多层石

墨烯体系中的关联绝缘态.

C3z

(τzσx,σy) (τzσy,σx)

|Ud| = 0.04 eV

首先对于转角双层-单层石墨烯体系, 在只考

虑电子之间长程库仑相互作用时, Hartree-Fock 平

均场计算表明, 转角双层-单层石墨烯体系在半填

充处有两个准简并的基态: 一个是具有非零陈数的

谷极化态, 而另一个是零陈数的自旋极化态. 这跟

之前的理论结果是一致的 [163]. Zhang 等 [83] 通过分

析证明, 在一定的位移电场下, 当转角多层石墨烯

体系存在孤立的导带平带时, 其单带波函数内禀性

质就保证了这种准简并性的存在. 但是如果进一步

考虑 Hubbard 相互作用, 自旋极化态的能量就会

被降低, 使得拓扑平庸的自旋极化态成为体系唯一

的基态, 而自旋极化态也同时具有破坏  对称性

的向列序, 由  以及  两组序参量

描述. 在位 Hubbard 相互作用使得体系在两个准

简并态中选择自旋极化向列态作为基态, 这一机制

在其他各种转角多层石墨烯体系, 如转角双层-双

层石墨烯、转角三层-单层石墨烯、转角三层-双层

石墨烯等体系中, 都是广泛存在的 [83]. 图 6(b) 给出

了转角双层-双层石墨烯在位移电场 

下的电荷分布图, 呈现出条纹状图案, 符合近期扫

描隧道显微镜的观测结果 [70].

 6.2    转角多层石墨烯体系中磁场调控的
拓扑相变

10µB

Sťreda δρµ = δnµ = CµBze/h

如果对转角石墨烯体系施加垂直磁场, 就会引

发自旋塞曼效应和轨道磁性效应, 前者可以用自旋

塞曼劈裂描述, 后者则需要细致地讨论. 首先, 垂

直磁场会在平带空间内衍生出一系列朗道能级, 形

成依赖于每个莫尔晶胞内磁通量数量的 Hofstadter

蝴蝶形能谱 [164]. 其次, 转角多层石墨烯体系的平带

携带巨大的谷轨道磁矩, 如转角双层-单层石墨烯

体系中轨道磁矩约   
[47], 因此磁场也会通过轨

道塞曼效应引起显著的谷劈裂 [51,165–168]. 而且, 垂

直磁场也会导致陈能带的电荷密度改变, 可以用

 公式描述 :   
[169], 这里

表 2    具有非零的非线性光学响应的对称破缺相
Table 2.    Three types of ordered states with non-vanishing nonlinear optical responses.

序参量 对称性允许的非线性光导率分量

τz σx
xx = −σy

xy = −σy
yx = −σx

yy 

(τzσx,σy) 
σx
xx,x = σy

xy,x + σy
yx,x + σx

yy,x, σy
yy,y = σy

xx,y + σx
xy,y + σx

yx,y ,

σx
xx,x = −σy

yy,y , σy
xy,x = −σx

yx,y , σy
yx,x = −σx

xy,y , σx
yy,x = −σy

xx,y

 

σz σx
xx = −σy

xy = −σy
yx = −σx

yy , σy
xx = σx

xy = σx
yx = −σy

yy 
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Cµ δnµ

µ = ∓ K ′

K ′

K ′

 是谷µ平带的陈数,   表示由外磁场引起的谷

µ电荷密度变化 (  表示 K 和   谷). 由于 K

和   谷的拓扑平带具有相反陈数, 因此由外磁场

引起的 K 和  谷的电荷密度变化相反, 故该效应

也同样会导致谷极化. 这种效应可以通过在平带子

空间的密度矩阵里添加贝里曲率修正来描述 [170].

因此, 垂直磁场往往驱动着体系变成破缺时间反演

对称性的谷极化态, 并通常具有着非零的陈数.

U0

Bz

图 6 在 Hubbard 参数  取不同值时, 在填充

数 n 和磁场  的参数空间里展示了不同陈数的关

联绝缘态 [83]. 轨道塞曼劈裂和磁场导致的电荷密

度变化, 会跟在位 Hubbard 相互作用相互竞争: 前

者使得体系倾向于谷极化的量子反常霍尔态, 而后

者偏向于零陈数的自旋极化向列序态. 因此, 随着

磁场逐渐增加, 体系发生了从自旋极化向列序态到

量子反常霍尔态的拓扑相变. 这一机制之后在转角

双层-双层石墨烯体系中得到了实验验证 [84].

 7   转角双层石墨烯的莫尔声子和电声
耦合

 7.1    转角双层石墨烯的声子结构

在魔角双层石墨烯中实验观测到的一些现

象, 诸如非常规超导以及随温度呈线性关系的电

阻 [15,16,22–27,31,171,172] 等, 不仅取决于魔角双层石墨

烯的能带拓扑性和库仑关联效应, 还与该体系的声

子和电声耦合效应密切相关 [173–184]. 本节主要讨论

Liu 等 [85] 利用深度学习分子动力学结合紧束缚模

型研究的魔角双层石墨烯体系的低频莫尔声子性

质和电声耦合效应.

魔角双层石墨烯中的每个莫尔超晶胞都包含

一万个以上的碳原子, 因此每个波矢有三万个以上

莫尔声子模式, 这为第一性原理计算魔角双层石墨

烯的声子模式带来巨大挑战. 因而采用“深度学习

分子动力学”方法 [185] 来研究魔角双层石墨烯的声

子性质. 具体而言, 首先对大转角、小体系的转角

石墨烯体系进行基于密度泛函理论的第一性原理

计算, 生成大量总能、力和应力的数据, 然后用这

些数据来训练神经网络, 生成一个碳原子之间的多

体经典势函数. 之后再把这个基于神经网络的经典

多体势函数外延到魔角双层石墨烯, 进行晶格弛豫

和声子谱的计算 [85]. 计算结果如图 7 所示. 特别地,

在魔角双层石墨烯中有很多低频的面外“弯曲”声

子模式, 且不能被双层石墨烯的面外声学支声子模

式单纯折叠到莫尔布里渊区来解释. 下面重点分析

这些莫尔尺度上的面外“弯曲”声子模式 [85].
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图  6    (a) 转角多层石墨烯体系在半填充时自旋极化和谷极化态的竞争关系 . “SP”和“VP”分别代表自旋极化态和谷极化态 ;

(b) 转角双层-双层石墨烯半填充处的实空间电荷分布 [83]; (c)—(e) 转角双层-单层石墨烯体系在不同 Hubbard 参数和磁场下衍生

出的不同陈数的绝缘态, 用红线标记 [83]

Fig. 6. (a)  Competition  between  spin  polarized  and  valley  polarized  states  in  twisted  multilayer  graphene  system  at  half  filling.

“SP” and “VP” stand for “spin polarized” and “valley polarized” respectively; (b) charge density distribution in real space at half

filling for twisted double bilayer graphene[83]; (c)–(e) calculated gapped states with different Chern numbers remarked by red lines

under magnetic fields in the twisted bilayer-monolayer graphene system[83]. 
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 7.2    魔角双层石墨烯的声子模式

Γs

0.043 0.046 0.063

0.163

0.046 THz
C2z C3z 0.063 THz

D2

D6 E2

0.1

0.163 THz

C2z

首先讨论莫尔布里渊区中 G 点 (  点) 处的声

子模式. 图 7(b) 给出了频率在  ,   ,  

和   THz 的面外振动声子模 [85]. 其中, 频率为

 的声子模是一种偶极矩的振动模, 明显

破坏了  和  对称性. 频率为  的声子

模式则是具有   对称性的四极矩模式, 它与另一

个频率相同的模式形成  点群的  表示. 这个模

式与平带电子的耦合相对较强, 有效电声耦合系数

接近  , 对电荷密度和电子结构具有重要影响 [85].

若假设这个声子模式被“冻结”, 魔角双层石墨烯的

电荷密度分布将会随之改变, 具有四极矩的电荷

序. 最后, 频率为  的声子模表现出“八极

矩”的振动模式, 也与平带电子具有较强的耦合

(有效电声耦合系数达到 0.2)[85]. 由于这个模式破

坏  对称性, 故而可以在平带的电荷中性点打开

能隙, 为该体系在电中性点观测到的关联绝缘态提

供了新的视角. 值得一提的是, 通过深度学习分子

动力学得出的莫尔声子模式结果可以被另一种方

法, 即“截断原子平面波方法”很好地重复 [186].

Ks

Ks

Ks

Ms

Ms

Ms

3

在莫尔布里渊区的 K 点 (  点), Liu 等 [85] 计

算结果表明魔角双层石墨烯具有手性低频莫尔声

子. 图 7(c) 给出了在  点的一系列双重简并的手

性声子模式的局域声子极化. 在   点处还存在着

一些非简并的“螺旋”声子模式, 其净手性为零, 但

在实空间具有非平凡的声子极化分布. 在莫尔布里

渊区 M 点 (  点), 存在着频率极低的软模声子形

成反相位调制的条纹, 具有偶极矩、四极矩形态,

如图 7(d) 所示 [85].   点处的软声子模很容易通过

电声耦合效应变得不稳定, 进而产生由声子不稳定

性驱动的新的电荷密度波态, 并破坏体系的平移对

称性. 这种由  点的声子不稳定性驱动的电荷密

度波为实验上观测到的填充数为 1 和  处的零陈数

关联绝缘态提供了新的解释 [22,40].

 7.3    魔角双层石墨烯的电声耦合效应

如上文所述, 有些与电子耦合较强的低频声子

模式会由于电声耦合效应而不再稳定, 被“冻结”,

从而发生结构相变和电子性质的改变. 为了讨论上

述声子模式对魔角双层石墨烯电子结构的影响,
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图 7    (a) 魔角双层石墨烯的声子态密度, 蓝色线条为   THz 的低频声子的声子态密度 [85]; (b) 魔角双层石墨烯在 G 点的声

子软模, 莫尔原胞用黑色六边形标注出 [85]; (c) 魔角双层石墨烯在 K 点的声子极化, 其中   超胞用黑色虚线标注 [85]; (d) 魔

角双层石墨烯在 M 点的声子模, 双倍莫尔超胞用黑色虚线标注 [85]
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Fig. 7. (a)  Phonon density of  states  (DOS) of  magic-angle  TBG (MATBG)[85],  where the blue line  shows the low-frequency DOS

from 0 to 2.4 THz; (b) soft phonon modes in the MATBG at the G point, where the black hexagon marks the moiré primitive cell[85];

(c) phonon polarizations at K point in the MATBG, in which the    moiré supercell are marked with dashed black lines[85];

(d) phonon modes at M point in the MATBG, in which the double moiré supercell are marked with dashed black lines[85]. 
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0.046 THz C2z

0.05

0.75 meV

0.046 THz)

Liu 等 [85] 考虑一些与平带电子耦合较强的低频声

子模式被人为地“冻结”, 并利用紧束缚模型计算其

对电子性质的影响. 如图 8(a) 所示, 由于图 7(b)

中频率约为   的声子模式打破了   对称

性, 当声子平均振幅约为   Å时, 狄拉克点会打

开一个  的能隙, 而且带隙的大小几乎是随

着声子模式的平均振幅线性增加的 [85]. 进一步地,

图 8(c) 给出了图 7(b) 中频率为 0.163 THz 的“八

极矩”声子模式在平带子空间内的电声耦合矩阵元

和有效电声耦合强度, 当费米能级处于平带的范霍

夫奇点处时其有效电声耦合系数可以达到 0.2. 低

频声子和电子之间的耦合还能够显著改变实空间

的电荷密度分布. 当一个特定的四极矩声子模式

(约  被“冻结”时, 局部电荷密度由于与被

冻结声子的耦合呈现出四极矩的分布, 如图 8(d)

所示, 这与 2019 年报道的扫描隧道显微镜观测到

的实验结果完全一致 [18].

综上所述, 莫尔声子与电声耦合在魔角双层石

墨烯体系中起到了重要作用. 该体系中的声子不稳

定性可能产生新奇的电荷序, 对理解莫尔石墨烯体

系的关联物态非常关键. 除此之外, 电声耦合效应

对理解魔角双层石墨烯中的超导态和随温度呈线

性关系的电阻行为同样至关重要, 因此未来值得更

多的研究和探索.

 8   新型二维材料异质结体系的新奇
物理以及未来展望

莫尔石墨烯体系之所以具有如此丰富而新奇

的物理, 主要得益于两点: 第一, 小转角形成的大

尺度莫尔超晶格将石墨烯低能能带折叠到微型莫

尔布里渊区中, 使所得子能带带宽被大大减小, 从

而变相地加强电子间库仑相互作用效应, 形成各种

各样的关联态; 第二, 石墨烯的狄拉克电子波函数

的贝里曲率在狄拉克锥附近富集, 为莫尔石墨烯体

系中各种非平庸拓扑性质打下基础. 因此, 可以期

待石墨烯在其他类型的超晶格下也应有着与莫尔

石墨烯体系类似的效应.
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图 8    (a) 八极矩声子模式被冻结后在魔角双层石墨烯电中性点打开能隙 [85] (b) 能带间隙随声子振幅线性增加 [85]. (c) 魔角双层

石墨烯中八极矩声子的电声耦合强度随费米能级的变化 [85]; (d) 四极矩声子被冻结后产生四极矩的电荷序 [85]

Fig. 8. (a) Flat bands of magic-angle TBG with the octupolar-type phonon modes under frozen mode approximation[85]; (b) increas-

ing bandgap as a function of average displacement amplitudes[85]; (c) strength of electron-phonon coupling verse Fermi level in the

magic-angle TBG[85]; (d) charge order with the quadrupolar-type phonon modes under frozen mode approximation[85]. 
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Lu 等 [86] 和 Wang 等 [87] 指出, 如果将石墨烯

放置于具有长程电荷序的绝缘衬底之上, 会构成一

种新型二维材料异质结体系 (见图 9(a)). 长程电荷

序的形成本身也依赖于强电子间库仑相互作用, 如

低浓度的二维电子气在长程库仑作用的驱动下会

进入到维格纳晶体态 [187–189], 其周期会随着载流子

浓度的变化而被动态调制. 这种长程电荷序产生的

电势场正提供了石墨烯所需要的超晶格. 当石墨烯

放置于绝缘衬底上而与其长程电荷序耦合时, 石墨

烯和长程电荷序的性质将会协同改变, 极有可能涌

现出多姿多彩的物理现象. 一方面, 电子将会通过

石墨烯与衬底材料的界面以量子隧穿的形式发生

转移, 从而调制衬底表面长程电荷序的性质, 如它

们的周期和电荷局域分布; 另一方面, 长程电荷序

提供的超晶格电势场将影响石墨烯中的狄拉克电

子, 进而改变其单电子能带结构甚至是拓扑性质.

长程电荷序可以在多种电子间相互作用的驱

动机制下形成, 如上文所述的维格纳晶体机制、由

rs =

gm∗/
√
πnsubm0a

0
B nsub m∗

m0 a0B

(rs ⪆ 31)

声子不稳定性或费米面嵌套导致的电荷密度波机

制、激子绝缘体机制等. 利用过渡金属元素局域化

原子轨道的强关联效应, 上述体系可通过把石墨烯

放置在过渡金属化合物薄膜上来实现. 实验上, 这

样的异质结体系已经在以 CrOCl, 1T-TaS2, CrI3
为衬底的单层石墨烯器件中实现 [87,190,191]. 值得注

意的是 , 形成长程电荷序必须满足石墨烯狄拉

克点与衬底表面能带的价带顶或导带底能量接

近. 只有这样, 研究人员才能用电栅极调整它们的

相对位置, 从而使石墨烯的载流子转移到衬底的

能带中. 并且, 为了形成维格纳晶体, 衬底能带中

的载流子所对应的无量纲 Wigner-Seitz 半径 ( 

 , 其中,   为载流子浓度,   和

 分别是衬底能带的有效质量和元电荷质量,  

是玻尔半径, g 是其他自由度 (如能谷自由度) 的简

并度), 必须大于临界值   
[192]. 以此作为依

据通过高通量密度泛函理论计算搜索范德瓦耳斯

二维材料, Lu 等 [86] 发现, 除了上述材料外, 还可以

找到很多其他材料, 如 YI3, ReSe2 和 WS2 等, 来

作为石墨烯的绝缘衬底实现上述物理图像.

 8.1    连续模型

Lu 等 [86] 进一步指出, 描述长程电荷序衬底的

石墨烯体系的哈密顿量可分为三部分: 石墨烯、长

程电荷序和它们之间的耦合作用. 石墨烯与绝缘衬

底之间距离足够远, 从而能忽略两者以任何如轨道

杂化、量子交换这样指数衰减的短程耦合, 只考虑

长程库仑相互作用. 长程电荷序和其对石墨烯电子

的作用将能整合到一个等效超晶格势场中. 与莫尔

石墨烯体系类似, 静电势场超晶格的晶格尺度远远

大于石墨烯的单胞尺度, 从而谷之间的散射可以被

忽略. 因此, 石墨烯的低能电子可以用连续模型框

架下的与长周期势场耦合的狄拉克费米子来描

述 [86]. 如图 9 所示, 在等效超晶格势场下, 石墨烯

的能带将会折叠到对应的微型布里渊区, 从而形成

子能带, 进而降低狄拉克点的费米速度 [86]. 在特定

的晶格参数下, 费米速度甚至会变为零, 或者进一

步, 狄拉克锥的导带和价带发生交叉, 进而发生拓

扑相变, 能带谷陈数变得非零 [86].

 8.2    相互作用效应

Lu 等 [86] 指出, 这类石墨烯-绝缘体异质结体

 

Graphene

Insulating substrate

Long-wavelength
charge order



e-

(a)

Charge transfer

+

e-

F

(b)

图  9    (a) 单层石墨烯与绝缘衬底上的长程电荷序耦合 ;

(b) 电子转移从石墨烯转移到衬底中形成的长程电荷序产

生超晶格势场反作用于石墨烯的电子上, 进而在电子间相

互作用的驱动下, 在狄拉克点打开能隙并大大增强在其附

近的费米速度 [86]

Fig. 9. (a)  Coupling  between  graphene  and  long-range

charge  order  within  insulating  substrate;  (b)  long-range

charge order in the substrate with the charge transfer from

graphene to substrate, can provide superlattice potential on

the graphene’s electron and open a gap at the Dirac point

driven bt electron interaction. And the Fermi velocity near

the Dirac point is enhanced[86]. 
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αc ≈ 0.92

C2zT

5—10

系更引人入胜的是超晶格的存在能大大增强相互

作用效应. 超晶格势场降低费米速度, 使等效精细

结构常数超过临界值   
[193], 狄拉克点会变

得不稳定 (见图 2). 尽管该体系仍有着保护狄拉克

点的  对称性, 然而, 在相互作用驱动下, 处于

电中性点的石墨烯发生自发性对称性破缺, 形成子

晶格能隙, 破坏上述对称性. 有意思的是, 尽管在

非相互作用框架下超晶格的存在降低了费米速度,

但是由于交换相互作用效应, 费米速度反而最终会

增强超过两倍. 与之形成对比的是, 即使在无衬底

的石墨烯中, 实验上测到了被库仑相互作用增强后

的费米速度 [5,194], 却从未测到任何能隙. 这进一步

证实了超晶格对破坏狄拉克点起到了不可或缺的

关键作用 [86]. 最近, 上述效应在绝缘 CrOCl 衬底

上的单层石墨烯中得以展现 [87]. 输运实验表明该

体系在较高温度 (约 100 K) 和极低磁场下 (小于

0.1 T) 就能看到量子霍尔平台 [87], 说明费米速度

被极大地增强. 更惊人的是, 石墨烯确实被 CrOCl

打开了能隙 (约    meV)[87]. Lu 等 [86] 指出, 这

些现象都能用上述模型在重整化群 + Hartree-

Fock 计算框架内完美地解释.

总的来说, 由石墨烯和其绝缘衬底长程电荷序

的耦合而成的新型二维材料异质结体系是一个能

同时研究相互作用效应和拓扑物理的新平台, 为设

计基于石墨烯的电子学器件提供了新的思路. 并

且, 这样的异质结体系是把两类相互作用电子系,

即石墨烯层中的相互作用狄拉克费米子和衬底层

的相互作用电子气 (对于莫特绝缘体衬底, 应该

称为相互作用的“双占据子”) 耦合到一起, 可以期

待还会衍生出更加丰富的物理现象, 本文所介绍的

结果仅仅是冰山一角. 比如, 长程序所携带的自由

度可以不限于电荷, 还可以是轨道磁矩、自旋、谷

甚至是超导序参量. 它们与石墨烯中狄拉克电子的

相互作用有望形成新的量子态, 值得进一步探索和

研究.

 9   结论与展望

本综述讨论了一系列莫尔石墨烯体系的新奇

拓扑关联物态. 首先讨论了转角双层石墨烯和转角

多层石墨烯体系中的拓扑平带和显著的轨道磁性.

其中, 魔角双层石墨烯中的拓扑平带可以从零赝朗

道能级的图像去理解, 该图像可以很简明地解释实

验上观测到的关联绝缘态、量子反常霍尔效应等新

奇现象. 而在转角多层石墨烯中普遍存在具有非零

谷陈数的拓扑平带, 其平带波函数携带莫尔尺度上

的手性电流, 进而可以通过自发破缺时间反演对称

性而产生轨道铁磁态. 并且, 具有非零谷陈数的拓

扑平带会引起接近量子化的压电响应, 这一点可以

在实验上用来识别拓扑平带的具体谷陈数. 针对各

种转角多层石墨烯和各种交错转角多层石墨烯, 则

有着普适的手性分解规则, 可以用来快速判断低能

电子能带的色散特征.

由于转角石墨烯体系中的平带能带宽度很小,

电子库仑相互作用的影响就相对十分显著, 能够驱

动着体系进入关联相. 本综述讨论了魔角双层石墨

烯中的关联绝缘态、密度波态以及单粒子激发谱的

级联转变等新奇物性, 并提出非线性光学响应可以

当作区分各类“无特征”关联绝缘态的实验探针. 而

在转角多层石墨烯体系中, 在一定的位移电场下,

当体系中存在着孤立的导带平带时, 体系中拓扑平

庸的自旋极化向列态和谷极化量子反常霍尔态相

互竞争: 原子尺度上的在位 Hubbard 相互作用使

得体系偏向于前者, 而垂直磁场则驱动着体系向后

者转变, 产生相互作用基态之间的拓扑相变.

除了电子-电子库仑相互作用外, 声子不稳定

性也同样在转角石墨烯体系中发挥着重要作用. 针

对转角双层石墨烯声子性质的深度学习分子动力

学研究, 发现了若干极低频率的面外“弯曲”声子模

式, 这些极低频模式与电子耦合可能导致关联绝缘

态以及电四极矩序, 并发现了一些声子不稳定性借

由电声耦合作用而诱导的新奇电荷序, 与实验现象

十分符合.

由转角石墨烯体系的启发, 我们认识到石墨烯

与周期性势能场的耦合也会有着类似的效应. 于是

便讨论了石墨烯在绝缘衬底上形成的莫尔超晶格

体系. 通过门电压调控的电荷转移, 在绝缘衬底上

的载流子由于长程库仑作用可以通过维格纳晶体

的机制形成长程电荷序, 并与石墨烯中的狄拉克费

米子产生库仑耦合, 降低了狄拉克电子的非相互作

用费米速度, 进而在石墨烯层内电子间库仑作用驱

动下衍生出新的关联拓扑物态.

莫尔石墨烯体系的一系列新奇物态极大丰富

了凝聚态物理的研究绘景. 其中, 莫尔轨道磁性态

作为崭新的物态, 其对于外加电场 [21,30,61,96] 和磁

场 [167,195] 的响应、集体激发 [196–199] 和量子临界现象
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仍处于研究的早期阶段. 另外值得一提的是, 人们

在不同的转角石墨烯体系中发现了非常规超导现

象 [15,73–76,200], 但其具体的超导机理仍然在激烈争

论中 [120,125,130,173,174,201–205]. 声子和电声耦合效应对

于转角石墨烯体系中的超导态也许扮演着重要角

色 [173,174], 尤其是电子间库仑相互作用效应和电声

耦合效应之间的竞争和促进关系, 亟需进一步的研

究和理解. 近期人们提出的魔角双层石墨烯和三层

石墨烯体系的拓扑重费米子图像 [145,147,206] 也许对

理解这类体系中的超导态有重要意义.

我们相信在莫尔超晶格体系中的研究不会局

限于石墨烯体系, 而是会延伸到包含过渡金属二硫

化物 [207–219]、二维磁性半导体 [220–223]、石墨烯-绝缘

体异质结 [87,190,191] 等一系列的莫尔超晶格异质结体

系. 实验上已经成功制备了一系列过渡金属二硫化

物的莫尔体系, 并观测到了非常规莫尔激子 [207–210]、

关联绝缘态 [211–214]、轨道铁磁态 [211] 和非线性霍尔

效应 [215,224] 等一系列新奇现象. 特别地, Mak 等 [214]

在 MoTe2/WSe2 的二维莫尔超晶格异质结体系中

发现了部分填充下的量子反常霍尔效应, 并通过光

学测量指出这是一个新奇的谷间相干的量子反常

霍尔态 [225]. 这一系列新的进展表明关于莫尔超晶

格异质结体系的研究方兴未艾, 还有很多新的问题

有待研究人员去深入讨论.
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SPECIAL TOPIC—Two dimensional twisted moiré superlattice

Novel electrical properties of moiré graphene systems*
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Abstract

In  this  review,  we  discuss  the  electronic  structures,  topological  properties,  correlated  states,  nonlinear

optical responses, as well as phonon and electron-phonon coupling effects of moiré graphene superlattices. First,

we  illustrate  that  topologically  non-trivial  flat  bands  and  moiré  orbital  magnetism  are  ubiquitous  in  various

twisted graphene systems. In particular, the topological flat bands of magic-angle twisted bilayer graphene can

be  explained  from  a  zeroth  pseudo-Landau-level  picture,  which  can  naturally  explain  the  experimentally

observed quantum anomalous Hall effect and some of the other correlated states. These topologically nontrivial

flat bands may lead to nearly quantized piezoelectric response, which can be used to directly probe the valley

Chern  numbers  in  these  moiré  graphene  systems.  A simple  and general  chiral  decomposition  rule  is  reviewed

and  discussed,  which  can  be  used  to  predict  the  low-energy  band  dispersions  of  generic  twisted  multilayer

graphene system and alternating twisted multilayer  graphene system. This  review further  discusses  nontrivial

interaction  effects  of  magic-angle  TBG  such  as  the  correlated  insulator  states,  density  wave  states,  cascade

transitions,  and  nematic  states,  and  proposes  nonlinear  optical  measurement  as  an  experimental  probe  to

distinguish  the  different “ featureless”  correlated  states.  The  phonon  properties  and  electron-phonon  coupling

effects  are  also  briefly  reviewed.  The  novel  physics  emerging  from  band-aligned  graphene-insulator

heterostructres is also discussed in this review. In the end, we make a summary and an outlook about the novel

physical properties of moiré superlattices based on two-dimensional materials.

Keywords: moiré  graphene  heterostructures, topological  physics, correlated  states, moiré  phonons,

piezoelectric effects, nonlinear optical effects
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