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摘 要 

本文理论研究了转角双层石墨烯在施加不同单轴应变下能带结构和光电导

率，用连续模型分别计算了转角为 1.05°和 1.47°的转角双层石墨烯在应变下的能

带、态密度以及光电导率，发现这些量随应变的变化是连续且显著的。通过对能

带的分析以及光电导率的测量能够获得应变对平带产生的实际影响，这为今后实

验对应变与平带的研究打下基础；此外样品往往受到具有空间不均匀性的应变作

用，测量其局域的光电导率便能够估计应变的空间分布大小；同时应变对能带的

调制为原位调控转角双层石墨烯的强关联、拓扑以及量子效应提供了思路。 
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1  引 言  

转角双层石墨烯(TBG)是由两层石墨烯以一定转角堆叠在一起的二维材料，

其转角带来的晶格失配使得表面形成莫尔条纹[1]，这种莫尔周期性结构对 TBG

的电子能带结构有很大的影响，其中最为重要的是在零能点附近形成两条莫尔能

带。当转角慢慢接近某些特定的角度（魔角）附近，这两条能带逐渐变得平缓形

成平带，而在这样具有高态密度的平带中，电子之间的相互作用变得不可忽略，
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这使 TBG 成为研究电子强关联态和超导态的重要体系[2-4]。不仅如此，将公度堆

叠的魔角 TBG 放在六方氮化硼（hBN）基底上，由于彼此的晶格失配将破坏 TBG

面内的 C2 对称性，使狄拉克点打开能隙，石墨烯每个谷被分开的两条平带将具

有相反的陈数（±1）[5,6]；实验发现在平带 3/4 填充时，由于自旋极化效应 TBG

将表现出铁磁性[7]，随后便在这一基础上发现了该体系中的量子反常霍尔效应[8]。 

无论是对于 TBG 还是 TBG-hBN 体系，平带对于这些丰富物理现象的产生

都是至关重要的。除了用转角来调控平带，应变也是一种重要的方法，在样品的

制备过程中，应变的产生几乎是不可避免的，比如基底带来的应变作用：当对两

层石墨烯施加不同的应变时，其莫尔能带将会受到调制，原本非魔角下的 TBG

在此应变下也能出现平带[9,10]；同时，应变不仅能够使材料能带拓扑数发生改变

[10]，也能够使晶格产生重构，引发许多新奇的物理现象如孤子[11]、光子晶体[12]

等；应变相对于转角更易调控，只需要具有压电性质的基底即可，这使得原位调

控范德瓦尔斯材料中的强关联、拓扑以及量子效应成为可能。由此可见，研究应

变对于 TBG 的影响是在理论和实验上都非常有意义的。 

本文研究应变对 TBG 这一重要体系的能带以及光电导率[13]的影响：光电导

率作为实验研究上的重要物理量，不仅能够表征材料光学性质，也能够在一定程

度上来揭示应变对于材料的电子能带结构的变化。之前已有理论工作研究了

TBG 在应变作用下的能带结构[10]以及电子能谱[9,14]，但是 TBG 在应变作用下的

光电导率还有待研究。有鉴于此，本文利用连续模型[10,15-17]理论计算了转角为

1.05°（魔角）和 1.47°的 TBG 在其两层施加相反单轴应变时的能带结构、态密度

以及低温下的光电导率：在应变的作用下，TBG 的导带与价带的间隔增大，同时

伴随着范霍夫奇点的位置的移动；另外，导带和价带仍然由两个狄拉克点相连，
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但是两个狄拉克点的位置发生了偏移，在能量上不再简并，这些变化都会对 TBG

的电子性质以及光学性质产生一定的影响。本文首先简单介绍 TBG 在施加应变

后的连续模型，然后对 TBG 在应变下的能带、态密度以及低温下的光电导率进

行讨论。 

 

2 理论方法 

图 1 展示了转角为 5°的 TBG 晶格结构，其莫尔条纹周期清晰可见，随着

TBG 的转角减小，所形成的莫尔条纹周期将会远远大于晶格常数，导致其不同

谷之间的相互作用可以忽略，这时可以用连续模型来计算 TBG 的能带结构。由

连续模型给出的 TBG 的哈密顿量形式为[10,15-17]： 
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其中u、u' 和u'' 代表隧穿幅度，在不考虑晶格重构的情况下 u''u'u  ，其大小

本文取 110meV。 )
3

2
exp(


 i ，

1g 与
2g 分别为莫尔超晶格的倒格矢， 1 分

别代表石墨烯的两个能谷。 
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图 1 TBG 在转角为 5°时的结构示意图，其莫尔周期结构清晰可见 

Fig.1. Schematic of TBG structure at θ=5°, the resulted moiré pattern can be clearly seen. 

 

由于应变和转角的作用，单层石墨烯的哈密顿量 )(hl k 的表达式变为[10]: 
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2,1l 代表第一第二层石墨烯，费米速度 m/s106Fv ，由此得到 eV682./ avF ；

Ⅱ为 2×2 的单位矩阵， ε代表了应变与转角的作用项，其表达式为： 
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l,ξD 为在应变和转角下的狄拉克费米子的位置[10]，其形式为： 
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  KεD Ⅱ                          （5）  

K 为无转角和应变下的石墨烯两个谷的位置，β=3.14 为跳跃因子。  
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这里考虑对两层石墨烯分别施加大小相同方向相反的单轴应变与转角，即

εεε
2

1
12  ，单轴应变 S由幅度和方向 决定，其形式为[10]： 
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16.0v 为石墨烯的泊松比。 

利用连续模型得到的本征波函数再结合库伯公式可以计算出 TBG 的光电导

率，其形式为[18]： 
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积分取遍所有本征态，S 代表积分区域面积，f(ε)为费米分布函数，εα(εβ)和       

)(  分别代表本征值和本征态,  Hxivx ,)/(  为速度算符，η 取 3meV 代表

展宽。本文计算的所有光电导率值都是以单层石墨烯能带线性区域所贡献的光电

导率值 σmono为单位： 
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其中 gs和 gv分别为自旋与谷自由度，其大小为 2。   

有实验[14]表明 TBG 的单轴应变的幅度范围大小 0-7%，所以本文分别计算了

当应变幅度 %6.0%,3.0,0 ，应变方向 为 30°时，转角为 1.05°以及 1.47°TBG

的能带以及光电导率。 

 

3 理论结果与讨论 

图 2 左展示了 TBG 在未考虑应变时的第一莫尔布里渊区示意图，由于施加

的应变幅度较小，在应变下的第一莫尔布里渊区形状相比之前差别并不大。我们

沿着“K1-Γ-K2-M2-Γ-M1-K1”的路径绘制了转角为 1.05°和 1.47°时的 TBG 在不同
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应变下的能带（图 3）。可见在转角为 1.05°且未施加应变时，零能附近形成了两

条平带（图 3a），带宽约为 17meV，在施加应变后（图 3b 和 c），两条平带间

隔增大，变化量与施加的应变大小成正比；其他位置处能带之间的间距也随着施

加应变的增加而增大。同样对于转角为 1.47°的能带（图 3d-f），除了本身未形

成平带之外，应变带来的影响与 1.05°时几乎相同。值得一提的是，对于魔角 1.05°

的 TBG，其莫尔能带在应变的作用下依然保持平带的特征，这为平带的调控提

供了额外的思路。另外，单轴应变的施加并未打破 TBG 的二重旋转与时间反演

(C2Γ)对称性，这使连接导带和价带的两个狄拉克点依然存在，但 TBG 的面内镜

面对称性受到破坏[19,20]，狄拉克点的位置将发生偏移，偏移的大小与施加的应变

有关，图 2 右展示了转角为 1.05°应变大小为 6%时狄拉克点附近的能带，所沿路

径为图 2 左中的虚线，此时狄拉克点位置由虚线路径中的黑点标注。 

   

图 2 （左）TBG 莫尔布里渊区示意图：两个大正六边形代表上下两层单层石墨烯的第一布

里渊区，小正六边形为转角形成的莫尔布里渊区；（右）偏移后的狄拉克点附近能带：红
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色和蓝色曲线分别代表左图中莫尔布里渊区同色虚线路径的能带，虚线路径中的黑点代表

狄拉克点的位置 

Fig.2.  (left)Schematic of TBG moiré Brillouin zone: the two large regular hexagons 

represent the first Brillouin zone of the upper and lower graphene layers, the small regular 

hexagons refer to the moiré Brillouin zone; (right)band structures near the shifted Dirac points: 

red and blue curve lines represent the band structures follow the same colored dashed lines path in 

the left figure respectively, the Dirac points are marked by the black dots in dash lines. 

 

   

图 3  TBG 的能带 (a)-(c)表示 TBG 在转角为 1.05°，应变大小分别为 0、3%、6%时的能

带；(d)-(f)表示 TBG 在转角为 1.47°，应变大小分别为 0、3%、6%时的能带 

Fig.3. Band structure of TBG: (a)-(c) show the band structures with 0, 0.3%,0.6% uniaxial 

heterostrain at twisted angle θ=1.05° respectively; (d)-(f) show the band structures with 0, 0.3%, 

0.6% uniaxial heterostrain of at twisted angle θ=1.47° respectively. 
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图 4 展示了转角为 1.05°的 TBG 在施加 0.6%应变后的能带(a)、态密度(b)以

及低温下的光电导率(c)，目的是为了分析能带、态密度与光电导率的对应关系。

态密度是单位能量中态的个数，即能带越平，态密度越大，如(a)图能带中的两个

莫尔平带贡献了态密度(b)中最大的两个范霍夫奇点，其他能带的鞍点也对应于

态密度的小峰值。本文所计算的光电导率源于费米面附近的带内跃迁以及导带与

价带的带间跃迁（直接跃迁），带内跃迁只主导零能附近的光电导率，因此对光

电导率其他非零处吸收峰的贡献均来自具有相同动量的两个态之间的带间跃迁，

也就是说影响非零能处光电导率的因素有两个：1，相同动量处基态与激发态的

态密度；2，跃迁几率。(c)图用绿色、红色与蓝色箭头分别表示光电导率的三个

主特征峰，对应于(a)中同色箭头所代表的带间跃迁，其他未标注的吸收峰同样也

来自不同能带之间的带间跃迁：(c)中红色箭头表示的特征峰对应于莫尔价带对

第一非莫尔导带之间的跃迁，贡献了光电导率中最大的峰值；蓝色箭头则对应跃

迁能量在 200meV 之上最显著的吸收峰；绿色箭头表示的特征峰以及其附近的小

峰均源于两个莫尔能带之间的跃迁，而这两个能带在相同动量处的态密度极大，

却并未贡献出最大的吸收峰，这是因为两个莫尔能带之间的跃迁几率是很小的。

特别的，当哈密顿量（公式（1））具有电子空穴对称性时，价带与相对应的导

带之间的带间跃迁机率为零[18]，比如两个莫尔能带的 M 点之间并不能发生带间

跃迁。 录
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图 4 TBG 在转角为 1.05°，施加 0.6%大小的应变时的能带(a)、态密度(b)以及光电导(c)，

(c)图中绿色、红色与蓝色箭头对应的吸收峰分别对应于(a)图中的同色箭头代表的带间跃迁 

Fig.4. Band structure, density of states and corresponding optical conductivity of TBG with 

0.6% uniaxial heterostrain at 1.05°, the green, red and blue arrows in fig(c) correspond to the 

interband transition marked with arrows of the same color in fig(a). 

 

为了探究应变对于 TBG 光学性质的影响，我们比较了 TBG 在不同应变下的

态密度（图 5）以及光电导率实部（图 6），两个图中的曲线从下到上分别代表

施加的应变幅度为 0%，3%，6%。在两个转角下，态密度极值峰的半高宽随着应

变的增大而逐渐增大（图 5），对应于能带带宽的增大，同时也伴随着态密度峰

值大小的减小—这些变化将使光学吸收峰变得扁平（图 6）。从图 6 的谱中可见，

TBG 光电导率的峰值集中在跃迁能量 600meV 以内，而在大于 600meV 的区域，

光电导值约为 2 倍 σmono。转角为 1.05°时的主峰位于 86meV 能量处，1.47°时的
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主峰位于 188meV 能量处，在应变作用下，这两个峰的能量位置变化不大，峰型

变得扁平。其他位置的光电导率特征峰在施加应变后一部分发生合并，一部分发

生劈裂，如图 6(a)的①区域中原本处于能量 259meV 和 302meV 处的两个峰在施

加应变后合并成了在 270meV 处的单峰（在 1.47°时也有类似的现象），这些变

化均源于能带在应变下的改变，而从态密度中可以更加直观的展现这些变化：峰

的合并源于态密度在施加应变后峰型变得扁平，如图 5(a)的①区域，该区域所代

表的能带与第一非莫尔价带跃迁贡献出图 6(a)中的特征峰值；峰的劈裂在 1.47°

时尤其突出，如图 5(b)中的①区域，其态密度自下而上从未施加应变时的“尖锐

边缘型”劈裂为施加应变后的“阶梯型”，而由此区域能带与莫尔价带之间的跃

迁贡献了图 6(b)中的光电导率特征峰，所以光电导率的特征峰也由“边缘型”转

变为“阶梯型”。对于 1.05°的 TBG，原本未施加应变时零能处的单个范霍夫奇

点在应变下产生劈裂（图 5(a)），莫尔能带在应变下分离（图 3），这种结果将

导致电子的关联效应减弱，不利于实验对电子强关联性质的研究；而伴随着单个

范霍夫奇点的劈裂，1.05°下零能处的 Drude 峰（图 6(a)中黑色曲线的零点峰）也

一并消失，此时光学吸收谱只包含带间跃迁的贡献，这一效应在之前 STM 的实

验[14]中得到证实。  
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图 5  TBG 的态密度 (a)TBG 在转角为 1.05°，应变大小分别为 0(黑色)、0.3%(蓝色)、0.6%(红

色)时的态密度；(b)TBG 在转角为 1.47°，应变大小分别为 0(黑色)、0.3%(蓝色)、0.6%(红

色)时的态密度；蓝色虚线表示正文中所讨论的①，②区域的边界 

Fig.5. (a) DOS of TBG with 0%(black curve), 0.3%(blue curve) and 0.6%(red curve) 

uniaxial heterostrain at 1.05°; (b) DOS of TBG with 0%(black curve), 0.3%(blue curve) and 

0.6%(red curve) uniaxial heterostrain at 1.47°; blue dash line in (a) and (b) represent the 

boundary of ①,② region respectively. 
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图 6  TBG 的光电导 (a) TBG 在转角为 1.05°， 应变大小分别为 0(黑色)、0.3%(蓝色)、

0.6%(红色)时的光电导；(b) TBG 在转角为 1.47°，应变大小分别为 0(黑色)、0.3%(蓝

色)、0.6%(红色)时的光电导；蓝色虚线表示正文中所讨论的①，②区域的边界 

Fig.6. (a) Optical conductivity of TBG with 0%(black curve), 0.3%(blue curve) and 

0.6%(red curve) uniaxial heterostrain at 1.05°; (b) Optical conductivity of TBG with 0%(black 

curve), 0.3%(blue curve) and 0.6%(red curve) uniaxial heterostrain at 1.47°; blue dash line in (a) 

and (b) represent the boundary of ①,② region respectively. 

 

由此可见，施加一个比较大的应变对 TBG 的能带和光电导率均能产生较大

的影响，所以通过改变施加应变的大小便能够调控 TBG 的电子性质。在实验上，

TBG 样品往往受到具有空间不均匀性的应变作用，而本文的结果表明测量 TBG

局域的光电导率就可以估计其局域的应变大小，从而得到应变的空间分布。 
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4 总结 

本文用连续模型从理论上研究了转角为 1.05°和 1.47°的 TBG 光电导率在施

加不同大小的单轴应变下所产生的变化。可见在两个转角下电导率谱主要由

600meV 以下的几个特征峰表征，这些特征峰与态密度中的一些范霍夫奇点能量

位置之差相对应。随着应变的逐渐施加，能带与电导率谱也发生几乎连续的变化，

而这些变化是比较明显的。也就是说，在实验上若不考虑应变对于 TBG 的影响

将会使理论结果与实际偏离。对于魔角 TBG，应变使得平带带宽增大，这不利于

研究强关联效应，所以实验在对于魔角 TBG 系统中强关联态进行研究时应尽量

减小应变；而对于非魔角处的石墨烯，应变的施加也可以使其形成平带[9,10]。这

表明通过原位改变应变大小来调控 TBG 电子的强关联效应是可行的。本文的理

论结果也为用局域光电导率确定 TBG 的空间应变大小分布提供了参考。 
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Optical conductivity of twisted bilayer graphene under 

heterostrain 

Cai xiao-xiao  Luo guo-yu  Li zhi-qiang  He yan 

(College of Physics, Sichuan University, Chengdu 610065, China) 

Abstract 

Twisted bilayer graphene(TBG) is a two-dimensional material composed 
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of two layers stacked at a certain angle. In decreasing the twisted angle, the 

lattice mismatch between two layers produces moiré pattern in a long 

wavelength which significantly modifies the low energy band structure. In 

particular, when the twisted angle is closed to the so called ‘magic angle’ , 

two moiré flat bands are formed near charge neutral point owing to the 

strong interlayer coupling, these flat bands with high density of states are 

essential for realizing superconductivity and correlated insulating states. 

More recently, magic angle TBG combine hBN system exhibit spin-valley 

polarization at 3/4 filling of flat bands, this provides a ideal platform to 

achieve quantum anomalous Hall states. 

Whether it is TBG system or TBG-hBN system, flat band becomes a 

crucial condition for the discovery of such rich physics. Instead of twisted 

angle, strain gives an alternative way to modulate flat bands: it has been 

reported that applying heterostrain in magic angle TBG can makes flat moir

é band tunable; Strain can also generate flat bands in non-magic angle 

TBG. Moreover, the reconstruction of TBG owing to strain gives rise to a 

serial of novel physical phenomena such as topological protected soliton 

and photonic crystal. Another reason for studying strain effect is that strain 

is ubiquitous during the fabrication progress, Strain can also be controlled 

via piezoelectric substrate which makes the in situ modulation of correlated 

states, topology and quantum effect possible. 

Our work is to study the heterostrain effect in TBG band structure and 
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optical conductivity using continuum model. Although the resulting 

conduction band and valence bands keeps connected through Dirac points 

protected by the C2 symmetry, their separation increases significantly 

when applying heterostrain while the Dirac points is also shifted.The 

optical conductivity is characterized by series of peaks associated with van 

Hove singularities, and the peak energies are systematically shifted with 

the strain amplitude. These changes show that heterostrain makes a great 

impact on electron property of TBG.  

 

Keywords：TBG, Heterostrain, Optical conductivity 
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