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量子电动力学 (QED)作为原子分子精密谱的理论基础, 为理解微观物理世界提供了坚实的框

架. 少电子原子分子体系由于其相对简单的电子结构, 成为高精度计算与测量的理想对象, 是检验

束缚态 QED理论的独特平台. 随着冷原子物理和激光技术的迅猛发展, 原子分子光谱的精密测量

也不断取得突破. 精度的提升使得能级的位移揭示出越来越多的物理效应, 为检验 QED理论、测量

基本物理常数、揭示原子核结构以及探索新物理开辟了重要的科学路径. 可以说, 历经一个多世纪

的发展, 少电子原子分子精密谱研究仍然在推动着物理学的前沿进展.

当前, 少电子原子分子精密谱面临着诸多挑战和未解难题. 例如: 质子半径之谜依然困扰着科

学界——不同实验、不同方法得到的 μ氢及氢原子体系质子半径存在一定偏差; 从同位素位移导出

的氘核的电荷半径在不同谱线中的结果存在明显差异. 此外, 氦原子 2S—2P态跃迁频率的测量在

不同实验组之间存在显著偏差, 且在 2S—3D和 2P—3D跃迁中, 理论与实验结果间也有不小的分

歧. 锂原子及其离子的精密光谱研究也揭示出锂–6的核电磁半径与核物理定出的结果之间有相当

的偏离. 少体束缚态 QED理论中, 能级展开为精细结构常数的幂级数, 目前实验精度已敏感的第七

阶修正的理论数据来源十分有限, 第八阶修正仍然不完善. 这些问题表明, 少电子原子分子精密谱

的研究不仅充满挑战, 更充满着解决新问题的希望.

2P3/2—2P1/2

本专题汇聚了活跃在少电子原子分子精密谱研究前沿的中青年科学家, 展示这一领域的最新研

究进展和未来发展趋势. 通过结合各自的研究工作, 从不同视角为读者呈现该领域的前沿进展, 旨

在促进学术交流并激发新的研究思路. 专题内容涵盖多个重要议题, 包括: 氢分子离子超精细结构

的理论研究; 原子兰姆位移与超精细结构中核结构效应的探讨; 锂离子精密光谱与核结构信息的挖

掘; 少电子原子在极紫外波段的精密光谱测量; 基于协同冷却技术的 HD+振转光谱精密测量; 高电

荷态类硼离子  跃迁的实验与理论研究进展; 自由电子激光在氦原子高强度亚稳态的制

备中的前景展望; 以及基于潘宁离子阱的少电子离子 g因子的精密测量.

我们希望本专题不仅能为相关领域的研究者提供有价值的参考, 也能吸引更多的学者, 特别是

青年科学家, 加入到少电子原子分子精密谱的研究中来, 为我国在该领域的蓬勃发展注入新鲜活力.

(客座编辑: 高克林　中国科学院精密测量科学与技术创新研究院)
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专题: 少电子原子分子精密谱

原子兰姆位移与超精细结构中的核结构效应*

计晨 1)2)†

1) (华中师范大学粒子物理研究所, 夸克与轻子物理教育部重点实验室, 武汉　430079)

2) (中国科学院近代物理研究所南方核学科理论中心, 惠州　516000)

(2024 年 7 月 31日收到; 2024 年 9 月 8日收到修改稿)

精密原子光谱实验和理论在测量基本物理常数和检验量子电动力学理论中起着关键作用, 同时为研究

原子核内部结构和发展高精度核结构理论提供重要观测平台. 许多原子光谱实验中 , 核结构效应如电荷分

布、磁矩分布和核极化度已被精确测定, 大大提高了核结构检测的精度. 本文系统论述了关于轻质量电子原

子与缪子原子兰姆位移和超精细结构中的双光子交换效应的理论框架与研究发展. 着重介绍了先进的核力

模型和核结构第一性原理计算方法在上述问题中的应用. 轻质量原子中双光子交换效应的理论研究对于从

原子光谱测量中确定核电荷半径和 Zemach半径具有重要作用. 这些研究结果不仅能加深对原子核内部结构

以及核子-核子相互作用的理解, 还为未来实验提供重要的理论指导, 推进对质子半径难题以及其他轻核半径

测量问题的理解.

关键词：双光子交换, 第一性原理方法, 兰姆位移, 超精细结构
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1   引　言

原子精密光谱实验与理论的发展在测量基本

物理常数和检验量子电动力学 (quantum electro-

dynamics, QED) 理论中发挥关键作用, 同时也为

研究原子核内部结构与发展高精度核结构理论

提供了重要的观测平台. 近十年来, 随着原子光谱

测量精度的不断提高, 核电荷分布、磁矩分布、核

极化度等核结构效应在许多原子精密光谱实验

中得到了精确测定, 从而显著提升了核结构探测的

精度.

传统测量质子电荷半径的方法主要依赖于普

通氢原子光谱和电子-质子散射数据 [1]. 2010年至

2013年间, 瑞士保罗·谢勒研究所 (PSI) 的 CRE-

MA (charge radius experiment with muonic atoms)

合作组通过测量缪氢原子 (µH) 兰姆位移, 首次

获得质子电荷半径的新值 0.84087(39) fm[2,3], 其

精确度比原有实验提高约 1个数量级 ,  但数值

比 CODATA 2010推荐值小 4%, 相差 7个标准

差. 这一发现被称为“质子半径难题”, 对传统实验

与 QED理论的精确性提出了挑战, 并推动了测量

核电荷和磁矩分布的新实验研究. CODATA 2014

更新后, 这一分歧缩小至 5.6个标准差 [4].

质子半径难题引发了广泛的研究兴趣, 因为它

不仅影响对质子基本性质的理解, 还指向新物理的

存在可能. 为解决质子半径难题, 研究者们提出并

实施多种新的实验方案, 包括精确测量低动量转移

下的电子-质子散射 [5,6]、以及研究缪子-质子散射 [7].

另一种方法是通过测量不同核电荷或质量数的缪

原子兰姆位移, 研究其他轻核的均方根电荷半径

(rE). 通过系统比较电子-核与缪子-核系统中提取
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的 rE, 可以检验核电荷半径的测量差异是否在不

同质子数 (Z)、中子数 (N) 或核质量数 (A) 的轻

子-核系统中仍然存在甚至有所增加.

CREMA合作组已开展一系列轻质量缪原子

兰姆位移实验, 取得氘核半径难题的新发现 [8]. 同

时 3, 4He核电荷半径也在相关缪原子兰姆位移的光

谱测量中得到确定 [9,10]. 在兰姆位移测量中, 核电

荷半径的准确性不仅依赖于实验精度, 还取决于

QED和核结构修正的计算精度. 电子氢原子兰姆

位移的 QED贡献主要来源于束缚态电子的自能

修正. 与之不同的是, 轻质量缪原子兰姆位移的QED

修正主要由光子真空极化 (Uehling效应) 产生, 并

且其 2S和 2P态的能级顺序与电子原子相反. 由

于缪子的质量较重, 它的原子轨道半径远小于电

子, 因此缪原子兰姆位移的核结构修正比在电子原

子中显著增强.

缪原子兰姆位移与核电荷半径之间的关系可

表示为 

ELS = EQED +AOPEr
2
E + ETPE, (1)

EQED

α (Zα)
2

r2E

ETPE

其中 QED贡献   由光子真空极化、束缚态缪

子自能修正和相对论反冲修正组成,  其领头阶

Uehling效应的量级为   
[11]. 方程中的其他

两项来自核结构修正. 与   成正比的项由缪子和

核之间的单光子交换主导, 而   源自双光子交

换贡献, 可以分为弹性与非弹性部分.

精密激光光谱技术的应用, 使得能够通过测量

原子跃迁, 深入了解核结构并检验束缚态 QED的

准确性. 通过对轻质量缪原子兰姆位移测量, 获得

高精度的核电荷半径. 同时, 高精度的超精细结构

(hyperfine splitting, HFS)测量为研究原子核磁矩

结构提供重要信息, 相关测量已经或将要在轻质量

电子原子 (如 1,2H, 3He, 6,7Li)[12–17] 以及相应的缪

原子中开展 [3,8,10,18–22]. HFS主要由核磁矩与轻子

磁矩短程相互作用主导 [23–25], 因此它是研究原子

核磁结构的理想探针.

理论上, 高精度 HFS理论预测受限于由双光

子交换 (two-photon exchange, TPE)过程所主导

的核结构效应修正. 同理, 超精细劈裂的主要贡献

可由如下公式表示: 

EHFS = EF + EQED + ETPE, (2)

EQED ETPE其中  与   分别对应 HFS的 QED与 TPE

修正. 与兰姆位移相似, TPE修正可进一步分解为

弹性与非弹性贡献. 弹性 TPE贡献由 Zemach半

径表征, 来源于核电荷和磁密度的卷积, 而非弹性

TPE修正则来自核极化.

由轻子-原子核 TPE过程所产生的核结构效

应对原子能谱的修正至关重要. 这不仅体现在缪原

子兰姆位移的测量上, 也体现在电子原子与缪原

子 HFS的测量中. 通过对不同轻核及其缪原子的

兰姆位移和 HFS的精密测量, 可以深入分析核结

构效应, 为提高核理论的预测精度和理解核力机制

提供重要的高精度实验平台. 同时, 结合量子多体

计算与先进核子-核子相互作用理论的原子核第一

性原理计算的发展, 也为更加精确地预测原子能谱

中的 TPE修正提供了理论工具.

本文接下来的内容将分为几个部分进行详细

阐述. 第 2部分阐述轻质量原子兰姆位移与 HFS

中的 TPE过程的理论基础. 第 3部分介绍原子核

第一性原理计算在研究 TPE效应中的应用 . 第

4部分介绍核结构 TPE理论研究的最新进展. 第

5部分, 总结本文的主要内容, 并展望未来在提升

实验精度和理论计算准确性方面的潜在研究方向

及其对核物理和新物理探索的意义. 

2   兰姆位移与超精细结构中的双光子
交换效应

α5

E1N

Enucl

Enucl = Eel + Epol

轻子-原子核系统中的 TPE效应对原子能谱

在  量级产生贡献, 如图 1所示. 考虑到相对论

效应, 其对应的费曼图包括箱图、交叉图以及双光

子顶点图 (海鸥图). TPE对原子能谱的贡献可

以分为两部分: 一部分依赖于单个核子的基态与激

发态内部结构, 称为单核子 TPE效应   ; 另一

部分依赖于原子核的整体结构与反应,  称为核

结构 TPE效应  , 并可进一步分解为弹性与核

极化贡献项  . 本文主要讨论核结

构 TPE效应. 由此, 原子能谱中 TPE总贡献可表

示为 

ETPE = E1N + Eel + Epol. (3)

利用费曼规则, 与图 1对应的算符在洛伦兹规

范下表示为 [26]
 

H2γ = iZ2 (4πα)2 ϕ2n(0)
∫

d4q
(2π)4

× ηµν (q)T
µν (q,−q)

(q2 + iϵ)2 (q2 − 2mlq0 + iϵ)
, (4)
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ϕn (0) =√
α3m3

r /n
3π ml

mr = mlM/ (ml +M)

其中 η 和 T 分别代表轻子和原子核的张量,  

 是原子 nS态在原点处的波函数.   

与  分别为轻子的静止质量与

其在原子系统中的约化质量. T 对应原子核的前向

虚康普顿散射振幅 [27]:
 

Tµν (q,−q) = seagull

+
∑
N

{
⟨N0 |Jµ (0)|Nq⟩ ⟨Nq |Jν (0)|N0⟩

E0 − EN + q0 + iϵ

+
⟨N0 |Jν (0)|N − q⟩ ⟨N − q |Jµ (0)|N0⟩

E0 − EN − q0 + iϵ

}
, (5)

|N0⟩ |Nq⟩

E0 EN

EN = q2/(2M)

H2γ

其中 J 为原子核电磁流算符,   与  分别代

表核基态与 TPE过程中的核中间态;   与  为

相应的原子质心坐标系下本征能量. 在计算 TPE

的弹性贡献时, 中间态保持原子核基态, 本征能

 对应 TPE中间过程的核反冲动能,

M 为原子核质量. 在计算核极化效应时, 中间态包

括除基态外的所有满足电磁激发选择定则的核

激发态和连续谱态.   算符产生对原子光谱的核

结构修正, 分别体现在对原子兰姆位移谱和超精

细结构谱能级的改变.  以下就这两种情况分别

展开讨论.
 

2.1    兰姆位移中的双光子交换效应

H2γTPE对兰姆位移的修正可利用算符  的微

扰计算获得. 引入轻子自旋 z 分量平均后, 相应的

轻子张量可约化为 [27]
 

ηµν(q) = (k · q)gµν + (k − q)µkν + kµ(k − q)ν , (6)

k = (ml, 0)其中  为近似静止的轨道轻子四动量. 将

其表达式代入 (4)式进行进一步计算 ,  可获得

TPE效应对兰姆位移的能量修正 [27]:
 

ETPE = Z2 (4πα)2 ϕ2n (0) Im
{∫

d4q
(2π)4

× 2ml

(q2+iϵ)2 − 4m2
l q

2
0

[
1

q2
TL+

q20
(q2+iϵ)2

TT

]}
, (7)

TL = T00 TT =
(
δij − qiqj/q

2
)
Tij其中  与   对应原子

核向前虚康普顿振幅的纵向与横向极化部分.

(7)式中的非弹性贡献项来自核的电磁极化, 并体

现为核极化响应函数的求和规则计算 [27,28]: 

Epol = − 8Z2α2ϕn (0)
2
∫ ∞

0

d |q|
∫ ∞

ωth

dω

× [KL (ω, |q|)SL (ω, |q|)

+KT (ω, |q|)ST (ω, |q|)

+KS (ω, |q|)ST (ω, 0)]. (8)

(ω, |q|) SL

ST

变量  是交换光子携带的四动量.    和

 分别是核纵向和横向极化响应函数: 

SL,T=
∑

N ̸=N0

δ(ω − EN+E0)|a⟨N |OL,T|N0⟩|2, (9)

OL=ρ(q) OT=q×J(q)/|q|

KL KT KS

其中电磁激发算符  和  分

别与核电荷密度与电磁流密度相关. (8)式中的积

分权重函数  ,   与  分别为 [27]
 

KL(ω, |q|) =
1

2Eq

[
1

(Eq −ml)(ω + Eq −ml)

− 1

(Eq +ml)(ω + Eq +ml)

]
, (10)

 

KT (ω, |q|) =− ω + 2 |q|
4ml |q| (ω + |q|)2

+
q2

4m2
l
KL (ω, |q|) ,

(11)
 

KS (ω, |q|) =
1

4mlω

(
1

|q|
− 1

Eq

)
, (12)

Eq =
√
m2

l + q2

|q| = 0

其中  为轻子相对论能量. (8)式中

引入双光子顶点海鸥项, 确保规范不变性并在动量

积分中减除  处的发散. 在库仑规范中, 海鸥

项仅贡献于横向极化 [27].

 

图 1    轻子-原子核系统中的双光子交换费曼图, 从左至右依次对应箱图、交叉图与海鸥图. 波浪线、细直线、粗直线与椭圆分别

对应光子、轻子、核基态与核激发态

Fig. 1. Two-photon exchange diagrams in lepton-nucleus systems.  The diagrams from left  to right are  respectively the box,  cross

and  seagull  diagrams.  Wiggled,  thin-straight,  thick-straight  lines  and  ellipse  represent  respectively  the  photon,  lepton,  nuclear

ground state and nuclear excited states.
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(7)式中的弹性贡献部分由原子核电磁分布产

生, 其主要贡献项可表示为 

Eel = − 8Z2α2ϕn (0)
2
∫ ∞

0

d |q|
[
KL

(
q2

2M
, |q|
)

× F 2
E
(
q2
)
− 2mr

q4
+

2mrr
2
E

3q2

]
, (13)

|q| = 0

FE

M → ∞⟨
r3E
⟩
(2)

其中后两项减除积分在  处的发散, 同时避

免单光子交换中非微扰部分的重复计算.   为原

子核的电荷形状因子. 在   近似下, 该贡献

与 Zemach moment   成正比 [26]:
 

Eel ≈ −m4
r
α5

24

⟨
r3E
⟩
(2)

= −m4
r α

5 2

π

∫ ∞

0

d |q|
q4

[
F 2
E
(
q2
)
− 1 +

r2Eq
2

3

]
. (14)

 

2.2    超精细结构中的双光子交换效应

η̃µν = iq0ϵ0µνiσ
(l)
i + iϵµνijσ(l)

i qj

Bµν

B0m 1/M2

Bij

由于超精细结构 (HFS) 涉及轻子自旋与核自

旋的耦合, (4) 式中轻子张量可约化为仅与轻子自

旋相关的部分    
[29].

图 1中海鸥图对应的核张量为   , 其中电荷-电

流干涉项  提供领头阶在   量级的相对论

修正, 而电流-电流项   由于交叉对称性相互抵

消 [26,30].

由此可得到 TPE对 HFS修正的非弹性部分

贡献, 并表示为核响应函数的求和规则 [29]: 

Epol =
6αµlEF

πµI

∫ ∞

0

d |q|
∫ ∞

ωth

dω
[
h(0)(ω, |q|)

× S(0)(ω, |q|)− h(1)(ω, |q|)S(1)(ω, |q|)
]
, (15)

S(0) S(1)其中核响应函数  (  )由电荷 (电流)算符与

磁流算符之间的干涉项产生: 

S(0)(ω, |q|)

= Im
{∫

dq̂
4πq2

∑
N ̸=N0

⟨N0II|ρ(−q)|N⟩ ⟨N |

× [q × Jm(q)]3 |N0II⟩δ(ω − EN + E0)

}
, (16)

 

S(1)(ω, |q|)

= Im
{∫

dq̂
4π
ϵ3jk

∑
N ̸=N0

⟨N0II|Jc,j(−q)|N⟩

× ⟨N |Jm,k(q)|N0II⟩δ(ω − EN + E0)

}
. (17)

dq̂ q式中  定义为动量  所对应立体角的积分变

Jc Jm |N0II⟩

h(0,1)

量,   与  分别为电流与磁流密度算符.   定

义自旋为 I 且 z 分量投影为 I 的原子核基态. (15)式

中能量与动量积分权重函数  的表达式为 [29]
 

h(0)(ω, |q|)=
(
2 +

ω

Eq

)
E2
q +m2

l + Eqω

(Eq + ω)
2 −m2

l
− 2|q|+ ω

|q|+ ω
,

(18)
 

h(1)(ω, |q|) = 1

Eq

E2
q +m2

l + Eqω

(Eq + ω)
2 −m2

l
− 1

|q|+ ω
. (19)

q q2/(2M)

当考虑弹性贡献时, 原子核在中间态获得动量

 及反冲动能   .  因此 ,  TPE效应对 HFS

的弹性修正为 [29]
 

Eel =
2αEF

πml

∫ ∞

0

d |q|
{[
h(0)

(
q2

2M
, |q|
)
− q2

2M

× h(1)
(

q2

2M
, |q|
)]
FE(q

2)FM(q
2)− 4mlmr

q2

}
,

(20)

FM M ≫ ml

Eel(0) EZem =

−2αmrrZ

其中  为原子核的磁形状因子 .  当取  

时,   可近似为与 Zemach半径成正比 

 
[31,32]. (20)式中最后一项抵消了动量积分

的红外发散, 并避免与单光子交换的非微扰计算重

复考虑 [33]. 

3   核结构第一性原理计算

A ⩽ 4

SÔ (ω)

在计算 TPE核结构效应对原子光谱的修正

时, 需要计算原子核的电磁形状因子以及核响应函

数的能量与动量积分, 可使用核结构第一性原理方

法进行计算. 核电磁形状因子是原子核基态的可

观测量, 因此需要精确求解核基态波函数. 如今,

量子多体理论与算力的发展为通过多体哈密顿量

求解轻核 (  )基态性质提供了便利 [34,35]. 相比

之下, TPE效应对原子能谱的非弹性贡献可通过

计算一系列核响应函数  的广义求和规则

(generalized sum rule, GSR) I 获得: 

I =

∫ ∞

ωth

dωg(ω)SÔ(ω). (21)

在计算核响应函数时, 必须计算原子核完整的

激发谱, 其中包括众多连续态. 原子核第一性原

理计算方法通常基于具有局域性且平方可积的完

备基展开, 可严格计算束缚态问题, 但在求解散射

态时则存在收敛困难. 洛仑兹积分变换 (Lorentz

integral transform, LIT)方法可绕开对连续谱的
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直接计算, 从而间接求解核响应函数 [36,37]. 然而,

在计算 TPE中的求和规则时, LIT仍存在计算效

率与精度的挑战.

对于 2H的质子-中子两体问题, 一方面可通过

谐振子基展开获得 2H的基态信息与 GSR. 随着谐

振子基空间的扩大, 数值计算结果逐步收敛, 实现

高精度计算. 另一方面, 也可通过 Lippmann-Schw-

inger (LS)方程严格求解 2H基态 (束缚态)与激发

态 (散射态), 从而实现对 TPE的严格求解.

g(ω)

Ô

对于三体和四体问题, 运用有效相互作用超球谐

基 (effective interaction hyperspherical harmonics,

EIHH)方法可高效计算原子核多体束缚态问题.

但在计算 GSR时需要庞大的基空间, 直接对角化

的方法通常很难实现数值收敛以达到高精度. 因

此, 通过发展“Lanczos求和规则”技术 [38], 可实现

对 GSR的高精度计算, 并同时避免 LIT直接求解

响应函数时的困难.  当 (21)式中能量权重函数

 连续可导时, Lanczos方法将完整的哈密顿量

空间投影至与电磁激发算符  相关的 Krylov子空

间, 从而缩小基空间有效维度, 并通过对子空间对

角化获得 GSR的高精度计算结果. Lanczos方法

的引入显著加速了计算的收敛过程, 能够在较短时

间内获得核多体系统中 GSR的高精度计算结果.

通过结合谐振子基函数、LS方程、EIHH方

法, 能够准确求解原子核两体、三体和四体问题,

结合 Lanczos求和规则方法, 可以高效地计算响应

函数的广义求和规则, 从而准确、高效地计算 TPE

核极化效应对一系列原子光谱的影响. 这些数值方

法为深入理解核结构和核反应机制以及理解原子

能谱中的 TPE效应提供了有力的帮助. 

4   TPE理论研究现状

结合手征核力与量子多体方法的第一性原理

ETPE

e-D
ETPE

µ2H

ETPE

ETPE

ETPE

ETPE

ETPE

计算, TPE核结构效应对兰姆位移的修正已经在

一系列缪原子中得到系统研究. 在µ2H中,   在

手征有效场理论 (χEFT) 核力下的计算结果 [39,40]

与唯象核力模型 (Argonne V18, AV18)[41,42]、零程

核力模型 [43,44] 以及无 π 介子有效场理论 [45–47] 的计

算结果高度一致, 并且与通过对  散射数据进行

色散关系分析所提取出的  预测结果 [48] 相符.

在  中 ,  通过手征有效场理论的幂次规则

(power counting)估计手征核力在第三阶展开下

对  理论预测的误差为 0.6%, 相比之下, 由于缺

乏高精度的散射数据, 基于色散关系的 TPE计算

误差为 20%. 结合 EIHH量子多体方法与 Lanczos

求和规则算法, µ3H, µ3, 4He+中 TPE效应对兰姆

位移的修正也得到了计算 [49–51]. 通过比较 AV18+

UIX唯象核力模型 [52,53] 与 χEFT[54,55] 手征核力对

 的计算结果, 可以评估核结构理论的模型依

赖性对  的影响, 从而估算理论误差. 表 1列出

了上述缪原子中  的理论预测结果和误差, 并

分解为核结构弹性贡献、核极化贡献、单核子弹性

TPE贡献与单核子极化贡献四部分. 通过比较分

析, 核结构理论模型计算 TPE效应的误差随质量

数 A 的增大而增加. 研究不仅验证了不同核力模

型在计算  时的一致性, 还深入分析了这些模

型的理论误差来源. 这为实验数据的精确分析和核

半径的准确提取提供了重要的理论支持.

µ2H

rd =

2.12562(78) ETPE

e2H
µH − µ2H

µ4He+ µ3He+ 4He 3He

CREMA合作组在 2016年测量了   的兰

姆位移,  从中提取出氘核的电荷半径为  

  fm[8]. 其系统误差主要源于   理论

预测的不确定性. 该结果比 CODATA标准值小

6.0σ[4], 与   精密谱测量结果相差 3.5σ[56]. 并且

 兰姆位移测量核电荷半径同位素位移的

结果与相应的电子原子能谱测量值相差 2.6σ[57].

CREMA合作组又于 2021年与 2023年分别测量

了  与  的兰姆位移, 并确定了  与 

 

δTPE表 1    不同 μ原子中  的计算结果和理论误差 (单位 meV). 结果被分解为弹性部分和核极化部分, 以及单核子部分.

数据来源于文献 [51]
δTPETable 1.    Theoretical prediction and uncertainty of    in various muonic atoms (in unit of meV). The results are decom-

posed into elastic, polarizability, and single-nucleon parts. Data collected from Ref. [51].

δNel δNpol δAel δApol δTPE

µ2H –0.030(02) –0.020(10) –0.423(04) –1.245(13) –1.718(17)

µ3H –0.033(02) –0.031(17) –0.227(06) –0.480(11) –0.771(22)

µ3He+ –0.52(03) –0.25(13) –10.49(23) –4.23(18) –15.49(33)

µ4He+ –0.54(03) –0.34(20) –6.14(31) –2.35(13) –9.37(44)
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rα = 1.67824(83) rh =

1.97007(94) 3,4He
的核电荷半径分别为   fm与  

  fm[9,10]. 实验同时确定了   电荷半

径的同位素位移, 这一结果为电子原子精密谱测量

该同位素位移时存在的争议 [58–63] 提供了新的参考

数据.

νexp(
2H)− νQED(

2H) = 45.2 kHz

传统理论在对 HFS中 TPE效应的预测精度

上存在困难. 利用核力零程近似计算 2H 1S HFS中

的 TPE效应 [64,65] 与 

在 5%范围内一致 [13,25]. 该理论方法又被文献 [66]

扩展到估算µ2H 2S态 HFS中的 TPE效应 [67,68].

然而, 核力零程近似在对氘核长程渐近行为的描述

上存在 33%的偏差, 并且理论中能量积分截断的

选取具有任意性, 因而理论存在很大的不确定度,

与实验的符合存在偶然.

νexp − νQED

ETPE,mod(
2H) =

64 kHz νexp − νQED

ETPE(μ2H) = 0.0383(86) meV νexp(μ2H)−
νQED(μ2H) = 0.0966(73) meV

另一种传统理论方法则基于 Low-term公式,

利用准完备性近似合并 TPE中的弹性与非弹性贡

献, 使 TPE在该近似下仅依赖原子核基态的波函

数. 然而, 当核激发的动量尺度与轻子质量相当时,

该近似改变了积分的低动量依赖. Low-term公式

预测的2H 1S态的TPE效应为 46 kHz[26,69]. 然而, 由

于计算中忽略了单核子 TPE贡献的反冲与极化效

应, 与  的符合具有偶然性. 考虑单核子贡

献修正后的 TPE预测结果应该为  

 , 与   相差 43%. Kalinowski等 [70]

通过引入高阶极化修正扩展了 Low-term公式, 并

用于计算µ2H 2S态中的 TPE效应, 得到的计算结

果为  , 仅占 

 的 40%[68].  由于这一

计算引入了原子核激发能的幂次展开, 可能过分强

调了极化修正中的高能贡献,  并导致与 Low-

term贡献的显著抵消, 造成与实验结果的差异.

e2H μ2H

e2H μ2H

(∆3γ)

νexp − νQED 1σ

1.3σ

利用无 π 介子有效场理论核力, TPE核结构

效应对  与   中 HFS的修正, 分解为核结构

弹性贡献与核极化贡献. 单核子 TPE效应的贡献

可通过将质子与中子的 TPE效应 [71–74] 经由原子

波函数的比例关系转化为对  与   中的贡献.

表 2总结了 2H和µ2H中的弹性、核极化和单核子

TPE效应及其理论误差, 并与测量值和其他理论

预测进行了比较. 理论误差主要来源于无 π 介子有

效场理论在次次领头阶截断的高阶修正误差 [29]、

核子电磁形状因子参数误差 [75–78]、色散关系分析

提取单核子 TPE效应的理论误差、以及高阶三光

子交换效应修正误差  
[70]. 这项最新研究中,

计算的2H 1S HFS中的TPE贡献为 41.7(4.4) kHz.

这和 HFS的实验测量值与 QED理论预测值之间

的差异  在  内符合. 预测的µ2H 2S HFS
中的 TPE贡献为 0.117(13) meV, 超出实验-QED

差异 17%, 但在  范围内符合. 

5   结　论

本文系统回顾并深入探讨了 TPE效应对轻质

量电子原子及缪原子兰姆位移和 HFS修正的理论

框架及研究进展. 探讨了利用核子-核子间相互作

用模型, 并结合 LS方程、EIHH量子多体方法和

Lanczos求和规则算法, 对 TPE效应在一系列原
 

表 2    单质子、单中子、核弹性和核极化 TPE效应对 2H与µ2H中 HFS的修正. 数据来源于文献 [29]
Table 2.    The single-proton, single-neutron, nuclear elastic, and nuclear-polarizability TPE contributions to HFS in 2H and µ2H.
Data from Ref. [29].

2H (1S)/kHz µ2H (1S)/meV µ2H (2S)/meV

Eel –42.1(2.1) –0.984(46) –0.123(6)

Epol 109.8(4.5) 2.86(12) 0.358(14)

Enucl = Eel + Epol 67.7(4.2) 1.878(88) 0.235(11)

E1p [71] –35.54(8) –1.018(2) –0.1272(2)

E1n [72] 9.6(1.0) 0.079(32) 0.010(4)

∆3γ ±0.49 ±0.052 ±0.0065

ETPE 41.7(4.4) 0.94(11) 0.117(13)

Ref. [64,65] 43

Ref. [26,69] mod 64.5

Ref. [70] 0.304(68) 0.0383(86)

νexp − νQED [25,68] 45.2 0.0966(73)

注: “mod”对原文献修正核子反冲与极化效应; TPE效应在µ2H的1S和2S态中相差8倍.
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子光谱中的贡献的第一性原理研究. 通过对不同核

力模型的比较分析和误差来源的系统评估, 有效地

分析核理论误差对 TPE效应的影响, 从而提供高

精度且可靠的理论预测结果.

研究表明, 深入理解 TPE效应对于提高原子

光谱实验对核电荷半径及 Zemach半径等核结构

信息的测量精度至关重要. 为了进一步提升 TPE

效应的理论精度, 未来的研究需要发展更精确的核

力理论, 提升量子多体计算的效率和精度, 并扩展

核理论计算对 TPE效应研究的应用范围. 通过与

高精度原子光谱实验的进一步结合, 这些努力将有

助于深化对核结构和核子-核子相互作用的理解,

检验高阶 QED理论, 为解决质子半径难题及相关

核半径测量问题提供新的见解.
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Abstract

The  development  of  precision  atomic  spectroscopy  experiments  and  theoretical  advancements  plays  a

crucial role in measuring fundamental physical constants and testing quantum electrodynamics (QED) theories.

It also provides a significant platform for studying the internal structure of atomic nuclei and developing high-

precision  nuclear  structure  theories.  Nuclear  structure  effects  such  as  charge  distribution,  magnetic  moment

distribution,  and  nuclear  polarizability  have  been  accurately  determined  in  many  atomic  spectroscopy

experiments, significantly enhancing the precision of nuclear structure detection.

　　This  paper  systematically  reviews  the  theoretical  research  and  developments  on  the  corrections  of  two-

photon exchange (TPE) effects on the Lamb shift and hyperfine structure (HFS) in light ordinary and muonic

atoms.  Advanced  nuclear  force  models  and  ab  initio  methods  are  employed  to  analyze  the  TPE  nuclear

structure corrections to the Lamb shift in a series of light muonic atoms. The paper compares the calculation of

TPE effects from various nuclear models and evaluates the model dependencies and theoretical uncertainties of

TPE effect predictions.

　　Furthermore,  the  paper  discusses  the  significant  impact  of  TPE  theory  on  explaining  the  discrepancies

between experimental measurements and QED theoretical predictions in atomic hyperfine structures, resolving

the  accuracy  difficulties  in  traditional  theories.  Detailed  analyses  of  TPE  effects  on  HFS  in  electronic  and

muonic deuterium using pionless effective field theory show good agreement with experimental measurements,

validating the accuracy of theoretical predictions.

　　The theoretical studies of TPE effects in light atoms are instrumental for determining nuclear charge radii

and  Zemach  radii  from  spectroscopy  measurements.  These  results  not  only  enhance  the  understanding  of

nuclear  structure  and  nuclear  interactions  but  also  offer  crucial  theoretical  guidance  for  future  experiments,

thereby advancing the understanding of the proton radius puzzle and related studies.

Keywords: two-photon exchange, nuclear ab initio method, Lamb shift, hyperfine splitting
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专题: 少电子原子分子精密谱

高电荷态类硼离子 2P3/2 — 2P1/2 跃迁的
实验和理论研究进展*

刘鑫 1)    汶伟强 2)    李冀光 3)    魏宝仁 1)    肖君 1)†

1) (复旦大学现代物理研究所, 核物理与离子束应用教育部重点实验室, 上海　200433)

2) (中国科学院近代物理研究所, 兰州　730000)

3) (北京应用物理与计算数学研究所, 北京　100088)

(2024 年 8 月 27日收到; 2024 年 9 月 9日收到修改稿)

高电荷态离子 (highly charged ion, HCI)的精细结构及辐射跃迁性质的精确测量不仅可以检验基本物理

模型, 包括: 强场量子电动力学 (quantum electrodynamics, QED)效应、电子关联效应、相对论效应、原子核

效应等, 而且能够为天体物理和聚变等离子体物理提供关键原子物理参数. 相对于研究较多的类氢和类锂离

子体系, 类硼离子的精细结构禁戒跃迁的相对论效应和 QED效应的贡献很大, 高精度实验测量与理论计算

为进一步检验多电子体系的基本物理模型提供了重要途径. 此外, 类硼离子也被认为是最佳的高电荷态离子

光钟候选体系. 本文主要介绍了类硼离子基态 2P3/2—2P1/2 跃迁的实验和理论研究最新进展, 概述了其精细结

构和超精细结构的研究现状, 并讨论了使用电子束离子阱结合高分辨光谱学实验技术开展类硼离子超精细

分裂实验测量的方案, 为未来开展类硼离子超精细分裂实验研究并在更高精度上检验 QED效应, 提取原子

核磁化分布半径, 检验相关的核结构模型等研究提供了参考.

关键词：高电荷态离子, 超精细结构, 量子电动力学, 高电荷态离子光钟

PACS：31.15.aj, 32.10.Fn, 33.15.Pw, 31.30.J– 　DOI: 10.7498/aps.73.20241190

CSTR：32037.14.aps.73.20241190

 

1   引　言

高电荷态离子 (highly charged ion, HCI), 又

称高离化态离子, 是指原子被电离掉多个核外电子

后处在高度带电状态的离子, 其广泛分布于各种天

体和人造等离子体中 [1]. 与中性原子及低电荷态离

子相比, 高电荷态离子随着原子序数 Z 以及离子

电荷态的不断增高, 其核外电子所感受到的原子库

仑场强不断增强, 离子能级结构中涉及的量子电动

力学 (quantum electrodynamics,  QED)效应、相

对论效应、超精细分裂以及原子核尺寸效应等会急

剧增大, 这些效应对离子能级结构产生的影响也会

更明显 [2]. 其中 HCI的精细结构和基态能级超精

细分裂 (hyperfine splitting, HFS)的精密测量为

精确检验 QED效应和研究原子核性质提供了一

种绝佳的实验研究检验手段 [3].

类硼离子结构如图 1所示, 其 1s22s22p 2P1/2 和
2P3/2 能级在非相对论框架内是简并的, 能级分裂

的大小主要由相对论效应和QED效应决定. 因此, 对

1s22s22p 2P3/2—2P1/2 跃迁的波长和跃迁速率的精

确测量, 可以对电子关联效应、相对论效应和 QED

效应等开展高精度的检验. 此外, 在类硼离子的等

电子序列中, 其磁偶极跃迁在天体物理和实验室人
 

*  国家重点研发计划 (批准号: 2022YFA1602504)和国家自然科学基金 (批准号: 12374228, 12393824, 12474250)资助的课题.
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造等离子体的温度、密度和丰度诊断应用中具有非

常重要的意义 [4–9]. 这些跃迁线的强度对等离子体

的电子密度、温度和电荷状态非常敏感, 尤其是类

硼离子 1s22s22p 2P3/2—2P1/2 间的磁偶极跃迁是许

多日冕线的起源, 因此研究天文观测相关的类硼离

子的谱线有助于分析日冕、行星状星云 [10] 和太阳

耀斑 [11]. 除此之外, 部分中 Z 类硼离子的基态禁戒

跃迁位于光学波段且 2P3/2 能级的寿命为毫秒量级,

使其不仅具有非常窄的跃迁线宽, 还对外部磁场、

黑体辐射和斯塔克效应等引起的扰动不敏感. 因

此, 基于类硼离子的基态精细结构跃迁的 HCI光

钟有望在实验精度上突破目前最先进的光晶格和

单电荷态离子光钟 [12], 还对检验精细结构常数 α

随时空的变化以及洛伦兹局域不变性等尤为敏感,

为探索标准模型之外的新物理提供可能 [4,13,14].

 
 

 

 

 

 

2P1/21s22s22p

2P3/21s22s22p

=1/2, =1/2

=1/2, =3/2

B-like



精细结构分裂 超精细结构分裂

图 1　类硼离子结构示意图 (以核自旋为 1/2的类硼离子

为例)

Fig. 1. Schematic structure of boron like ions (Take the ex-

ample of a boron like ion with a nuclear spin of 1/2).
 

目前, 国际上开展高电荷态离子精密光谱实验

研究主要基于电子束离子阱 (electron beam ion trap,

EBIT)和重离子储存环 (heavy-ions storage ring)

两类装置. 类硼离子精细结构的实验研究从天文观

测开始 [15], 然后在实验室开展发射光谱测量 [16–18], 再

发展到利用激光结合 EBIT开展的精密光谱测量 [19],

最近利用量子逻辑光谱成功实现了首个高电荷态

离子能级精密测量实验研究 [20], 并实现了基于类硼

Ar13+离子中的 2P3/2—2P1/2 跃迁的 HCI光钟 [12]. 类

硼 Ar13+离子光钟的成功实现, 不仅使得 M1跃迁

的频率不确定度提高到 10–16 量级, 还将 1s22s22p
2P3/2—2P1/2 的绝对跃迁频率和同位素位移 (40Ar

对 36Ar)的不确定度分别提高了 8个和 9个数量

级, 这些精密测量高精度检验了 QED效应和核反

冲效应, 并提升同位素位移计算精度, 同时也对理

论计算提出了更高的挑战.

伴随着实验测量精度的不断提升, 类硼离子的

理论研究由最开始的非相对论的 Hartree-Fock方

法, 还发展了基于相对论的多组态 Dirac-Hartree-

Fock (MCDHF)方法和多体微扰方法, 这些方法

使得类硼离子基态精细结构分裂结果计算精度得

到了显著提高, 这不仅深入探究了电子关联效应对

精细结构的影响, 还实现了对超精细结构的精确预

测. 高电荷态离子超精细分裂理论计算方面也获得

了重要进展, 对于少电子体系高电荷态离子的超精

细分裂的研究, 已经完成了类氢离子 [21–28], 类锂离

子 [22,24,29–31] 和类铍离子 [31] 的计算. 对于类硼离子,

其基态能级的超精细分裂只有磁偶极相互作用, 相

对于包括了磁偶极和电四极相互作用的激发态能

级的超精细分裂更简单, 更有利于高精度的理论计

算. 另外一方面, 基态能级的超精细分裂的值比激

发态能级超精细分裂的值更大, 分裂的能级数量更

少, 呈现的光谱结构相对更简单, 因而也更有利于

实验测量. 从 1995年对类氢和类锂离子的超精细

分裂的首次计算[32], 到Shabaev等[33] 和Volotka等[34]

提出由于同核不同电荷态的高电荷态离子超精细

分裂中存在特定差异, 对这些不同电荷态的离子的

研究可以降低甚至消除玻尔-魏斯科普夫 (Bohr-

Weisskopf, BW)效应在 QED等基本物理检验中

带来的影响. 然而, 当时德国ESR上开展了类氢和类

锂 209Bi80+, 82+离子超精细结构精密激光谱学实验,

发现实验结果和理论计算结果存在超过 7个标准

差的误差 [24], 引起了所谓的“Hyperfine Puzzle”[35,36].

虽然后来被证明这是由于对原子核的性质不了解

导致的差异 [37], 但为了加深对原子核性质的理解,

人们开始对类硼离子的超精细分裂开展研究, 同核

的类氢和类硼离子或者类锂和类硼离子的特定差

异研究可以减小 BW效应的影响. 尽管当前对类

硼离子超精细分裂的理论研究有了一定进展 [38–40],

但有关类硼离子超精细分裂的实验测量并未有实

验报道.

本文主要总结了国际上利用 EBIT和储存环

等装置开展类硼离子精细结构以及超精细结构光

谱精密测量的实验和理论研究进展. 在第 2节介绍

类硼离子基态精细结构和超精细结构理论研究进
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展. 在第 3节介绍类硼离子基态精细结构和超精细

分裂的实验研究进展. 最后, 在第 4节对本文作简

要总结, 提出当前研究遇到的主要问题和挑战, 并

展望了今后的研究目标和方向. 

2   理论研究进展
 

2.1    类硼离子基态精细结构理论研究进展

对于类硼离子基态精细结构的理论研究, 1979

年, Cheng等 [41] 利用基于MCDF方法对类硼等电

子序列中的一部分高 Z 离子进行了广泛的研究,

为类硼离子基态精细结构提供了的可靠理论数据,

对于理解这些离子的电子结构和相关物理性质具

有重要意义. 1987年, Verhey等 [42] 使用基于MCDF

的变体 extended  average  level  (MCDF-EAL)方

法对类硼等电子序列离子基态精细结构能级之间

的M1跃迁进行了计算. 1996年, Safronova等 [43]

用 RMBPT方法计算了 5≤Z≤100的类硼离子的

15个态的能量, 其中包含了二阶的 Breit-Coulomb

相互作用. 2001年, Charro等 [44] 对类硼等电子序

列离子中的M1和 E2跃迁概率进行了相对论量子

缺陷轨道计算, 对每条跃迁线沿着等电子序列的跃

迁强度规律也进行了相应的研究.

基于 EBIT上类硼 Ar13+离子的高精度光谱实

验测量结果, 2005年, Tupitsyn等 [45] 使用 Dirac-

Fock-Sturm的组态相互作用 (CIDFS)方法来考虑

电子关联效应, 计算了类硼离子的 2s22p 2P3/2—2P1/2
的跃迁速率, 为理解类硼离子的跃迁机制提供了重

要的数据支持, 并验证了 CIDFS方法在电子关联

效应和跃迁速率计算中的应用价值. 2005年, Koc[46]

使用相对论组态相互作用方法 (relativistic configu-

ration interaction, RCI)方法, 计算了 31≤Z≤60

类硼离子 1s22s22p 2P3/2 和 1s22s2p2 4P1/2 两个态的

跃迁能. 这些结果不仅为高 Z 类硼离子的光谱分

析提供了重要的理论数据支持, 还验证了 MRRCI

方法在处理复杂电子系统相对论效应和电子关联

效应方面的强大能力.

2006年, Volotka等 [47] 基于 CIDFS方法计算

了 αZ 中类硼离子基态精细结构能级间 M1跃迁

的单电子 QED修正 .  2009年 ,  Koc[48] 再次使用

MRRCI方法 ,  计算了 14≤Z≤30类硼离子 2P3/2
能级的寿命, 还通过评估电子自能和真空极化估计

了 QED修正. 2012年, Rynkun等 [49] 根据 RCI计

算, 报道了 7≤Z≤30之间的所有类硼离子 1s22s22p,

2s2p2 和 2p3 组态中 E1, M1, E2, M2跃迁线的能

量、跃迁速率、线强度、振荡强度和寿命. 2013年,

Artemyev等 [50] 利用 QED从头计算方法对 17≤

Z≤100类硼离子基态的精细结构分裂进行了计算,

同时还考虑了一些高阶的 QED贡献. 他们在扩展

的 Furry图中评估了能级分裂, 并利用四个不同的

屏蔽势来估计电子间关联的影响. 与以前的计算相

比, 理论计算的准确性有了显著的提高. 2016年,

Fischer等 [51] 报道了 Z = 8—29, 36和 42的类硼

离子 2P3/2 态寿命的全相对论变分计算的结果, 此

研究不仅提供了新的高精度计算结果, 还通过验证

不同理论方法的一致性, 为类硼离子的理论研究提

供了坚实的基础. 2017年, Malyshev等 [52] 对 16≤

Z≤96类硼离子的基态电离能进行了高精度的

QED 计算, 显著提升了对高 Z 类硼离子电离能的

理解, 展示了QED效应在计算中的重要性. 2018 年,

Bilal 等 [53] 计算了氩、铁、钼、钨四种元素的类硼离

子基态精细结构能级之间的磁偶极 (M1)跃迁线的

强度, 利用一阶微扰理论计算了能级和波函数, 并

且考虑了电子间相互作用和 Breit相互作用.

2021年 ,  Natarajan[54] 用 MCDF方法计算了

14≤Z≤92 类硼离子 1s22s22p 态的M1和 E2两种

精细结构能级之间的跃迁能量以及跃迁速率. 在活

动空间近似中考虑并计算了电子与原子核的相互

作用, 包括了有限核尺寸, Breit 相互作用和 QED

修正, 最终理论计算的结果与已有的实验和理论数

据非常吻合. 同年, Liu等 [55] 在高精度实验结果的

基础上, 用 QED从头计算方法计算评估了类硼离

子 S11+和 Cl12+中的 M1跃迁能量, 并与实验数据

进行比较, 这为在少电子 HCI体系中进行中高精

度测试 QED效应和电子关联效应提供了可能. 当

前研究表明, 通过 MCDHF方法系统的考虑电子

关联效应和计算 QED修正, 能够准确计算并获得

类硼离子的精细结构相关的物理数据.  此外 ,

RMBPT方法在类硼离子的精细结构计算中通过

系统地考虑相对论效应和电子关联效应, 能够有效

地处理电子之间的多体相互作用, 特别是对于高电

荷态离子, 通过多阶微扰计算逐步改进计算精度,

能够高精度计算能级分裂、跃迁速率和跃迁强度等

重要物理量.  类硼离子精确的理论计算结果如

图 2所示. 截止目前, 从低 Z 到高 Z 类硼离子精细

结构的理论计算相对精度达到 10–4 —10–5 量级. 
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2.2    类硼离子基态超精细结构理论研究
进展

∆E

在精细结构理论计算精度提高的同时, 关于超

精细分裂的理论计算也在不断发展. 超精细结构计

算的重点是通过精确的量子力学方法, 描述原子或

分子中电子与原子核之间的相互作用以及电子之

间的相互作用, 从而计算出超精细能级分裂和相关

的物理性质. 对于类硼离子, 其基态超精细分裂能

量  可以表示为 [38,57]: 

∆E = α(αZ)
3
gI
me

mp

2I + 1

36

1

(1 +me/M)
3

×
[
A(αZ) (1− δ) (1− ε) +

1

Z
B (αZ)

+
1

Z2
C (Z,αZ) + χQED

]
, (1)

gI = µ/ (µNI) µ I

α Z me

mp A (αZ)

δ ε

B (αZ) C (Z,αZ)

χQED

其中  是磁矩为  、自旋为  的原子核

的 g 因子;   为精细结构常数;   为核电荷数;  

和  分别为电子和质子的质量;   为相对论

修正因子;    为核电荷分布修正因子;    为核磁化

分布 (BW)修正因子;   和  分别表

示电子间相互作用的一阶修正和高阶修正项;  

为 QED辐射修正项.

2001年, Shabaev 等 [33] 在对类氢、类锂 Bi离

子的研究中证明了在同核不同电荷态离子 (如类

氢、类锂和类硼离子)的超精细分裂的特定差异中,

通过修正 BW效应可以实现 QED效应的检验精

度到 1%左右. 2008年, Volotka等[38] 使用严格QED

方法和大规模 CIDFS方法, 首次开展了类硼离子

超精细分裂的理论研究, 计算了 7≤Z≤28之间的

类氢、类锂和类硼离子的基态能级超精细分裂. 他

们在考虑了多种单环辐射和高阶多体效应修正的

基础上使用单粒子核模型评估 BW效应的影响,

其计算结果的不确定度达到了 0.01%. 中 Z 区域类

硼离子超精细分裂的计算结果给出的不确定度为

0.04%—0.06%, 但该结果仍需实验验证. 2017年,

Ullmann等 [24] 在 ESR上通过激光精密谱获得了

更高精度的类氢和类锂 Bi离子的基态超精细分裂

结果, 但与 2012年 Volotka等 [34] 计算的类氢和类

锂 Bi离子理论值之间仍存在约 0.5%的差异. 他们

认为这个差异主要源于核磁矩测量的误差以及理

论计算中的 QED效应受到 BW效应的影响. 为解

决这些问题, Shabaev等提出可通过同核类氢和类

硼或同核类锂和类硼离子的超精细分裂的特定差异

来实现更高精度的QED效应的检验. 因此, 2019年

Glazov等 [39] 使用严格 QED方法和大规模 CIDFS

方法计算了中高 Z 区域 (Z = 49—83)类硼离子的

基态超精细分裂, 考虑了更高阶电子间相互作用的

贡献. 他们不仅修正了 QED值的有效势, 还在单

粒子核模型中纳入了核磁化分布的影响, 最终计算

结果的不确定度为 0.03%—0.18%. 截至目前, 基态

超精细分裂的理论计算已覆盖大部分类硼离子, 类

硼离子超精细分裂的理论研究表明, 在利用MCDHF

大规模 CIDFS等理论方法通过考虑核电荷分布、

核磁化分布以及 BW效应等修正因素后, 计算结

果的精度和准确性得到显著的提升, 亟需类硼离子

超精细分裂的实验测量结果.
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图 2    (a) 通过QED从头计算的类硼离子2P3/2—2P1/2 禁戒跃迁能量的结果与实验结果和MCDF计算结果的对比 (QED从头计算 [50];

MCDF[54]; 实验结果 [6,12,55,56]); (b) Z < 45的放大图

Fig. 2. (a) Comparison of the results of the forbidden transition energies of the boron-like ions 2P3/2—2P1/2 calculated by ab initio

with experimental and MCDF calculations results (ab initio[50]; MCDF[54]; experimental results[6,12,55,56]); (b) enlarged view of Z < 45.
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3   实验研究进展
 

3.1    实验装置简介

国际上主要利用两类实验装置开展高电荷态

离子能级结构的精密测量, 分别是重离子冷却储存

环 [58] 和 EBIT[17]. 重离子冷却储存环是一种利用大

型加速器加速并利用储存环约束高电荷态离子的

实验装置, 适合开展高精度重离子谱学实验研究 [59,60].

目前国际上只有两台重离子冷却储存环装置在运

行, 分别是德国的达姆施塔特的重离子研究所的实

验冷却储存环 (experimental storage ring, ESR)[61]

和我国中国科学院近代物理研究所的重离子冷却

储存环 (heavy  ion  cooler  storage  ring,  HIRFL-

CSR)[62], 如图 3所示为我国位于兰州的重离子储

存环的示意图. 值得一提的是, 由中国科学院近代

物理研究所负责筹建的我国“十二五”大科学装置,

强流重离子加速器装置 (high intensity heavy ion

accelerator facility, HAIF)也即将建成于广东惠

州 [63]. 总体而言在重离子冷却储存环上开展的高

电荷态类硼离子的工作相对较少 [64–67], 大部分类

硼离子的研究工作主要还是在 EBIT中开展的.

EBIT是一种集光源和离子源于一身, 可以产

生并约束高电荷态离子的装置, 其装置原理结构如

图 4所示. 电子束从电子枪中被引出后, 被漂移管

和电子枪之间的高电压差加速. 同时, 电子束受到

超导线圈产生的强磁场约束, 使得电子束在中心漂

移管段时半径达到最小. 在中心漂移管中, 电子束

与引入阱中的低电荷态离子或中性原子分子碰撞,

使离子或原子的电子不断被剥离, 电荷态不断升

高, 直至达到平衡状态. 通过调节注气量、电子束

能量和势阱深度等参数, 可以选择性的产生所需要

价态的离子. 阱区的高电荷态离子和电子之间会发

生丰富的原子过程, 包括电子碰撞电离 (electron

impact ionization,  EII)、电子碰撞激发 (electron

impact excitation, EIE)、辐射退激 (radiative de-

excitation)、碰撞退激 (collisional  de-excitation)、

 

ECR

SFC

SSC
HIRFL complex

CSRm

BIBLL2

CSRe

e-cooler

e-cooler

图 3    兰州重离子储存环示意图, 包括 ECR离子源、扇聚焦回旋加速器 (SFC)、大型分离扇回旋加速器 (SSC)、SSC直线注入器

(SSC Linac)、冷却储存环主环 (CSRm)和实验环 (CSRe)[62]

Fig. 3. Schematic  diagram of  the  heavy  ion  storage  ring  in  Lanzhou,  includes  the  ECR ion  source,  the  sector  focusing  cyclotron

(SFC), the large separating sector cyclotron (SSC), the SSC linear injector (SSC Linac), the CSRm and the CSRe[62].

 

磁场
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超导线圈

阴极 收集级
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图 4    电子束离子阱 EBIT的原理结构图以及其中发生的

一些原子物理过程 [68]

Fig. 4. Schematic  diagram  of  the  principle  structure  of  an

electron  beam  ion  trap  and  some  atomic  processes  occur-

ring within[68].

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 20 (2024)    203102

203102-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


辐射复合 (radiative recombination, RR)、双电子

复合 (dielectronic recombination, DR), 以及离子与

离子之间的电荷交换等. 在这些过程中, 往往伴随着

各种不同能量的光子吸收或出射, 对这些发射光子

波长的精密测量便能反映出离子的能级结构信息.

EBIT具有体积小、运行灵活的特点, 同时在

EBIT中进行高电荷态离子的光谱测量基本不需

要考虑多普勒频移等问题, 因此, 结合高分辨光谱

仪及高精度光谱校刻就可以实现高电荷态离子能

级的精密测量, 如表 1所列, 目前国际上主要有美

国劳伦斯立弗莫尔国家实验室的 LLNL EBIT[69]、

美国国家标准科学与技术研究院的 NIST EBIT[70]、

德国马普核物理研究所的 Heidelberg EBIT[20]、日

本东京电气通信大学的 Tokyo EBIT[71] 等多台超

级 EBIT装置以及上述部分单位的小型 EBIT装

置在开展高电荷态离子物理实验研究. 我国复旦大

学自主研制的上海EBIT是国内唯一一台超级EBIT

装置 [72], 复旦大学还先后研制了多台小型 EBIT

装置 [73,74]. 近年来中国科学院近代物理研究所、中

国科学院国家天文台、 中国科学院精密测量科学

与技术创新研究院及西北师范大学等多家单位也

先后在一些特定领域利用小型 EBIT装置开展高

电荷态离子精密谱学实验研究 [75–78]. 

3.2    类硼离子精细结构实验研究进展

类硼高电荷态离子谱学的实验研究, 可以追溯

到 1943年, Edlén[15] 利用天文观测提供了类硼等

电子序列的 M1 跃迁波长. 1983年, Edlén[6] 使用

 

表 1    已有 EBIT的主要参数
Table 1.    Main parameters of available EBIT.

名称 年份 国家 能量/keV 束流/mA/ 磁场/T 参考文献

Super EBIT 1986 美国 10—200 150 3 [79]

EBIT-II 1993 美国 30 200 3 [80]

NIST EBIT 1993 美国 33 200 3 [81]

Oxford EBIT 1993 英国 0.7—50 200 2.8 [82]

Berlin EBIT 1997 德国 40 200 3 [83]

Tokyo EBIT 1996 日本 180 330 5 [84]

Heidelberg EBIT 2000 德国 100 535 8 [85]

Shanghai EBIT 2005 中国 130 160 5 [86]

Stockholm EBIT 2007 瑞典 27 150 3 [87]

TITAN EBIT 2007 加拿大 27 500 [88]

CoBIT 2008 日本 0.1—1 10 0.2 [89]

SH-PermEBIT 2012 中国 0.06—5 10.2 0.48 [73]

SH-HtscEBIT 2013 中国 0.03—4 10 0.25 [74]

HC-EBIT 2018 德国 10 80 0.86 [90]

SW-EBIT 2019 中国 0.03—4 9 0.21 [77]
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图 5    (a) 德国马克斯-普朗克研究所的激光精密谱学实验

装置 [93]. 蓝色激光束通过反射镜从EBIT的收集极进入EBIT

的中心漂移管, 与高电荷态离子相互作用; (b) Ar13+离子的

激光结合精密谱学实验原理图 [19]

Fig. 5. (a) Laser Precision Spectroscopy Experimental Setup

in  Max  Planck  Institute  of  Germany[93].  The  blue  laser

beam passes through a reflector from the collection pole of

the EBIT into the central drift tube of the EBIT, where it

interacts  with highly charged state  ions;  (b)  principle  Dia-

gram  of  Laser-Combined  Precision  Spectroscopy  Experi-

ment for Ar13+ ion[19].
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MBPT方法得到的计算结果与 1943年天文观测

结果进行了比较, 解析了早期的实验数据. 但是天

文观测的精度小于 10–4, 为了获得更精确的类硼离

子光谱. 1997年, Bieber 等 [16] 在 Oxford EBIT上

对类硼 Ar13+离子中 1s22s22p  2P3/2—2P1/2 的 M1

精细结构跃迁进行了高精度测量, 该跃迁位于可见

光波段, 波长测量的精度为 7×10–6, 这为多电子体

系原子结构的计算提供了一个重要的实验参考.

2000年 ,  Träbert  等 [65–67,91] 在德国 TSR 和美国

LLNL EBIT上先后测量了类硼 Cl12+, Ar13+和Ti17+

离子中 1s22s22p 2P3/2—2P1/2 的M1 跃迁的跃迁概

率. 他们首次提出来自 Cl12+离子的这条 M1跃迁

线是日冕线, 发现当时理论计算对类硼离子体系

M1 跃迁概率预测的不确定度小于 10%.

类硼 Ar13+离子基态精细结构的跃迁研究是整

个类硼离子精密测量研究中最具有代表性的工作.

2003年, Draganić 等 [17] 利用 Heidelberg EBIT 对

类硼 Ar13+中 1s22s22p 2P3/2—2P1/2 的跃迁能进行

了高精度测量, 在改善了光谱校刻等实验装置的基

础上, 其实验测量的精度比 1997年Bieber[16] 在Ox-

ford EBIT上测量的精度高了 200倍, 显示出 EBIT

在少电子体系中研究 QED 效应的巨大潜力. 2006

年, Lapierre等 [92] 在 Heidelberg EBIT 上以亚 10–6

的精度测定了 Ar13+离子的 1s22s22p 2P3/2 亚稳态能

级的寿命. 同年Orts 等[18] 在Heidelberg EBIT 上不仅

观测到了40Ar13+的塞曼分裂, 还完成了类硼36, 40Ar13+

同位素位移的精密测量, 并研究了其中的相对论电

子关联效应、QED 效应和核反冲效应. 随着激光光

谱技术的发展, 2011年, Mäckel等 [19] 利用激光结

合 Heidelberg EBIT上针对类硼 Ar13+离子的禁戒

跃迁 1s22s22p 2P3/2—2P1/2 实现了共振激光光谱实

验, 其实验装置及原理图见图 5所示, 他们使用蒸

发冷却技术获得了更高分辨的波长, 测得该跃迁波

长为 441.25568(26) nm, 精度达到亚 10–6 数量级.

在类硼 Ar13+离子激光光谱的测量中, 尽管已

经通过蒸发冷却大大降低了 EBIT中离子的多普

勒效应带来的影响, 但是激光光谱的实验精度还远

远达不到作为光学频率标准. 为了进行更高精度的

光谱测量实现高电荷态离子光钟, 必须充分考虑并

有效克服多普勒效应所带来的影响. 将 EBIT中产

生的离子引出并注入到 Penning 阱或 Paul阱中进

一步冷却, 从而减少多普勒效应的影响, 可将实验

测量的精度进一步提高到 10–9 水平. 2015年, Schm-

öger等 [94] 在 EBIT中产生 40Ar13+, 通过中心漂移

管上施加的快速高压脉冲, 将 40Ar13+离子引出减速

并注入到 Paul 阱中, 如图 6所示, 随后 40Ar13+离
 

c

a b
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e

EBIT: HCl production
at MK temperatures

(a)

(b)

Beamline: deceleration and
pre-cooling of HCl bunches

Paul trap: crystallization
and cooling of HCls to

mK temperatures

f

i

j

g

CCD

Loading
HCls

700 eV/Q 100 eV/Q

(1-10) eV/Q

i)
ii) iii)

h

图 6    (a) 实验装置示意图, 包括一个作为 HCI 生产场所的 EBIT、一条用于减速和减少 HCI 串能量扩散的光束线、一个具有外

部离子注入功能的低温保罗阱 (用于存储 HCI 并将其协同冷却至毫开尔文状态)以及一个用于在 313 nm处对 Be+冷却剂离子进

行激光诱导荧光检测的成像系统 [94]; (b) 离子引出过程中漂移管电压变化示意图 [94]

Fig. 6. (a) Illustration of experimental setup consisting of an EBIT as HCI production site, a beamline for deceleration and reduc-

tion of energy spread of HCI bunches, a cryogenic Paul trap with external ion injection capabilities for HCI storage and sympathe-

tic cooling to the millikelvin regime, and an imaging system for laser-induced fluorescence detection of the Be+ coolant ions at 313 nm[94];

(b) schematic of the drift tube voltage change during ion elicitation[94].
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子与经过激光冷却的 Be+离子通过库仑相互作用

实现协同冷却, 使得 40Ar13+在低温线形射频阱中被

重新捕获, 实现了单个激光冷却的 Be+离子对单

个 Ar13+离子的协同冷却. 这个实验中, 高电荷态

离子的温度从兆开 (MK)量级降低到毫开 (mK)

量级, 温度下降了 7个数量级, 不仅为开展高精度

激光光谱学研究高电荷态离子扫清了主要障碍, 还

为实现量子逻辑光谱提供了必要条件.

如图 7所示是产生 HCI和制备库仑晶体的时

间序列图, 类硼 40Ar13+离子的库仑晶体制备完成

后, 于 2020年, Micke 等 [20] 对其进行了开创性的

光学测量. 他们将 EBIT 产生的高电荷态氩离子

与激光冷却后的 Be+离子一起囚禁于线性 Paul 阱

中, 通过协同冷却将 40Ar13+离子冷却到迄今为止

最低的温度 (＜50 μK), 形成了一个双离子晶体.

同时使用量子逻辑光谱 [95] 精确解析了 40Ar13+离子

的光谱结构, 主要包括 441 nm 禁戒跃迁的跃迁频

率、激发态寿命和 g 因子, 测量精度达到 10–15 数

量级, 相对于传统光谱测量技术实现了 8 个数量

级的精度提高, 并为高电荷态离子光钟的研究取得

了关键的突破. 在高精度量子逻辑光谱的基础上,

2022年, King等 [12] 首次实现了基于类硼 Ar13+的

HCI光钟, 将 Ar13+离子钟的系统频率的不确定性

降低到 2.2×10–17. 通过如图 8所示的光学频率比

较方法, 与单个 171Yb+离子的本地光学时钟进行比

较, 并利用之前对其绝对频率的测量结果, 确定了

该跃迁绝对频率的不确定度为 1.5×10–16. 与 2006年

的工作相比, 同位素移动 (36, 40Ar)的测量精度从

1895(93) MHz[18] 提高到 1878.11053251(11) MHz,

提高了 9个数量级. 该跃迁的绝对跃迁频率和同位

素移动 (36, 40Ar)测量的不确定度提高了 8个数量

级 [96]. Ar13+光钟的建立, 不仅为 HCI光钟的发展

奠定了重要的实验基础, 还为未来探索超越标准模

型的新物理提供了重要参考.

∆E

除此之外, 2021年, Liu等 [55] 在 SH-HtscEBIT

上测量了类硼 S11+和 Cl12+基态 2P3/2—2P1/2 的M1

跃迁波长, 实验精度达到 10–6 量级. 图 9显示了类

硼离子 (16≤Z≤29)基态M1跃迁的实验值 [6,55] 与

Artemyev 等 [50] 用 QED从头计算方法计算的理

论结果之间的跃迁能量差 (  ). 图 9显示了类硼

离子 (16≤Z≤29)的实验值 (Edlén[6] 和 Liu等的

实验测量值)与 Artemyev等 [50] 用 QED从头计算

方法计算的理论结果之间的跃迁能差 (∆E).  从

图 9中可以看出, 在 Z 值为 18左右的区域, 实验

的精确度远高于理论, 理论与实验的结果是一致

的. 因此, 对 Z≥20 的高电荷类硼离子进行高精度

的实验测量, 不仅有助于检验之前的实验结果 (见表 2)

以及 Artemyev 等的理论, 还为将来实现类硼离子

超精细分裂的实验测量奠定了基础. 

3.3    高电荷态离子超精细结构实验研究
进展

近几十年来, 高电荷态离子的超精细分裂的相

关实验, 主要也是在重离子冷却储存环和 EBIT中

开展的, 如表 3所列, 1994 年 Klaft 等 [21] 首次使

用激光结合德国重离子研究中心的重离子储存环

 

Ar13+

Ar13+

Ar13+

Ar13+

图 7    制备双离子晶体的时间序列, 从上到下依次为, 由 50—
100 个荧光 9Be+ 离子组成的激光冷却库仑晶体被限制在

保罗阱中. 单个Ar13+离子沿晶体轴线注入, 共冷却, 最后与9Be+

共晶体化. 由于高电荷状态对 9Be+的排斥作用 , 它呈现为

一个巨大的暗空洞. 在没有激光冷却的情况下, 多余的 9Be+

离子通过调节 Paul阱射频电势 , 从而减少多余的离子 . 最

后, 制备出 Ar13+-9Be+双离子晶体 [20]

Fig. 7. Time sequence of HCI recapture and two-ion crystal

preparation.  In  order  from  top  to  bottom,  a  laser-cooled

Coulomb crystal of 50–100 fluorescing 9Be+ ions is confined

in  the  Paul  trap.  A  single  Ar13+  ion  is  injected  along  the

crystal  axis,  sympathetically  cooled  and  finally  co-crystal-

lized with 9Be+. It appears as a large dark void owing to the

repulsion of the 9Be+ by the high charge state. Excess 9Be+

ions  are  removed  by  modulating  the  Paul  trap  radio-fre-

quency potential in the absence of laser cooling, resulting in

heating and ion losses. Finally, the Ar13+-9Be+ two-ion crys-

tal is prepared[20].
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ESR 完成了类氢铋离子 209Bi82+核外 1s 电子基态

超精细分裂的测量. 紧接着 Crespo 等 [25] 在劳伦斯

利弗莫尔实验室的电子束离子阱 SuperEBIT 上使

用发射光谱测量了类氢 165Ho66+中 1s 能级的超精

细分裂. 在此基础上 Seeling 等 [27] 在 ESR完成了类

氢铅离子 207Pb81+的超精细分裂激光精密谱测量.

随后, 人们在 SuperEBIT 上测量了另外四种类氢

离子的 1s 能级的超精细分裂, 即 185Re74+, 187Re74+,

203Tl80+和 205Tl80+[26,28]. 德国 ESR 上开展了类氢和

类锂的 209Bi80+, 82+离子的超精细分裂精密激光谱

学实验 [24]. 从 1994年至 2017年间, 随着实验技术

的不断发展, 实验的测量精度从 10–4 量级提升到 10–6

量级. 同时, 实验结果与理论结果的差异揭示了当前

研究仍存在一些问题, 这些差异表明当前理论模型

在描述高电荷态离子超精细结构时受到限制, 需要

更精确或更完善的理论框架来解释. 例如, 类氢和

类锂超精细分裂实验中观察到的“Hyperfine Puzzle”

说明了对原子核结构和核磁矩数据精确理解非常

重要 [35–37]. 然而, 对于类硼离子, 目前尚未有超精

细分裂的相关实验结果被报道.

为填补类硼离子超精细分裂实验数据的空白,

通过类硼离子超精细分裂的理论计算结果, 从其中

选择适合实验测量的类硼离子, 以高斯线形作为光

谱模拟的基础线形, 结合小型 EBIT实验装置的参

数 [68,74], 使用理论计算对应离子的超精细结构常

数, 模拟超精细能级间跃迁的光谱, 进而得到了如

图 10所示的类硼离子超精细分裂光谱图. 除此之

外, 还应该考虑这些分类硼离子超精细分裂对应的

塞曼分裂以及同位素移动效应. 我们利用 GRASP

中的 rhfszeeman程序包计算了选定类硼离子在 0—

1 T外磁场作用下的塞曼分裂大小 [97], 只需要保证

外磁场不大于 0.2 T, 塞曼分裂的大小对目标待测

类硼离子超精细分裂的实验测量的影响就可以忽

略不计. 只要满足模拟中的实验分辨以及磁场强

度, 理论上就可以实现类硼离子超精细分裂的实验

测量. 
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Yb+
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图 8    两个时钟激光器 (Ar13+和 171Yb+)分别锁定在自己的本地腔体和频率梳上进行预稳定, 并通过数字控制环路最终转向相应的

光学转换. 两个频率梳锁定在异常稳定的低温硅腔上. 通过这种方法, 每个光频梳可以获得其时钟激光器与稳定激光器之间的频率比 [12]

Fig. 8. Each of the two clock lasers (Ar13+ and 171Yb+) is locked for pre-stabilization to its own local cavity and frequency comb,

and ultimately steered to the corresponding optical transition by a digital control loop. The two frequency combs are locked to the

exceptionally stable cryogenic silicon cavity Si2. This method yields for each comb the frequency ratio between its clock laser and

the Si2-stabilized laser. The dedicated laboratories are linked through phase-stabilized optical fibres[12].
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图 9    类硼离子 16≤Z≤29的计算结果与实验测量结果的

比较 [55], 图中 0处的黑色基线表示Edlén[6] 与自己结果的  ,

蓝色 表示QED从头计算[50] 理论计算结果与Edlén[6] 的  ,

红色 表示 Liu等 [55] 的实验测量结果与 Edlén[6] 的   , 黑

色 表示 Liu等 [55] 的理论计算结果与 Edlén[6] 的  

Fig. 9. Comparison  of  calculated  results  with  experimental

measurements  for  the  boron-like  ions  16  ≤  Z  ≤ 29 [55],

where  the  black  baseline  at  0 denotes  the  ∆E  of  Edlén[6]

versus its own results,  the blue box ( ) denotes the ∆E of

theoretical  calculations  of  first  principles[50]  versus  Edlén[6],

the red circle ( ) denotes the experimental measurements of

Xin Liu et al.[55]experimental measurements with ∆E of Edlén[6],

and  black  triangle  ( )  denotes  the  theoretical  calculations

of Xin Liu et al.[55] with ∆E of Edlén[6].
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4   总结与展望

类硼离子基态的精细结构分裂和超精细分裂

对检验 QED效应、相对论效应和检验相关核结构

模型等基础前沿物理研究有重要的作用, 并能够为

天体物理和聚变等离子体物理研究提供关键原子

物理参数. 类硼离子精密谱研究不仅推动了实验技

术的发展, 提升了测量精度, 并且有效地推动了相

 

表 2    目前已经报道的类硼离子基态精细结构分裂 2P3/2—2P1/2 实验测量结果, 其中括号中的数字表示跃迁能量的不确

定度
Table 2.    Experimental measurements of the boron-like ion ground-state fine-structure splitting 2P3/2—2P1/2 that have been

reported so far, where the numbers in parentheses indicate the uncertainties in the transition energies.

离子 跃迁能量/eV 参考文献 离子 跃迁能量/eV 参考文献

N2+ 0.02157(13) [6] 40Ar13+ 2.8090135821306312(5) [12]

O3+ 0.04786(13) [6] 36Ar13+ 2.8090058148895724(5) [12]

F4+ 0.0924(4) [6] K14+ 3.5963(31) [6]

Ne5+ 0.1623(5) [6] Ca15+ 4.5397(37) [6]

Na6+ 0.2652(8) [6] Sc16+ 5.6583(4) [6]

Mg7+ 0.4094(3) [6] Ti17+ 6.9732(4) [56]

Al8+ 0.6063(13) [6] V18+ 8.5061(50) [6]

Si9+ 0.8665(3) [6] Cr19+ 10.2815(17) [56]

P10+ 1.202(2) [6] Mn20+ 12.3100(12) [6]

S11+ 1.628860(6) [55] Fe21+ 14.6640(35) [56]

Cl12+ 2.158835(10) [55] Ni23+ 20.3286(68) [56]

Cu24+ 23.7154(93) [56]

 

表 3    已有的高电荷态离子的超精细分裂实验测量结果.
Table 3.    Existing experimental measurements of hyperfine splitting of highly charged ions.

离子 精度 类型 年份 实验装置 跃迁能级 结果

209Bi82+ 1.6×10–4 类氢 1994 ESR (1s1/2)F=4, 5 243.87(4) nm[21]

165Ho66+ 2.6×10–4 类氢 1996 SuperEBIT (1s1/2) F=3, 4 572.61(15) nm[25]

185Re74+
187Re74+

6.6×10–4 类氢 1998 SuperEBIT (1s1/2)F=2, 3
456.05(30) nm[26]

451.69(30) nm[26]

209Bi80+ 3.1×10–2 类锂 1998 SuperEBIT (1s22s1/2)F=4, 5 0.820(26) eV[29]

207Pb81+ 1.9×10–4 类氢 1998 ESR (1s1/2)F=0, 1 1019.7(2) nm[27]

203Tl80+
8.9×10–5 类氢 2001 SuperEBIT (1s1/2)F=0, 1

385.822(30) nm[28]

205Tl80+ 382.184(34) nm[28]

Sc18+ 1.3×10–2 类锂 2008 ESR (1s22s1/2)F=3, 4 0.00620(8) eV[30]

141Pr56+
6.1×10–3

类锂

2014 SuperEBIT

(1s22s1/2)F=2, 3 0.1965(12) eV[31]

1.7×10–2 (1s22p1/2)F=2, 3 0.0640(11) eV[31]

141Pr55+

9.4×10–3

类铍

(1s22s1/22p1/2)F=5/2, 7/2 0.1494(14) eV[31]

1.8×10–2 (1s22s1/22p1/2)F=3/2, 5/2 0.1033(19) eV[31]

7.1×10–3 (1s22s1/22p1/2)F=3/2, 7/2 0.2531(18) eV[31]

209Bi82+ 2.1×10–4 类氢
2014 ESR

(1s1/2)F=4, 5 5.0863(11) eV[22]

209Bi80+ 2.3×10–4 类锂 (1s22s1/2)F=4, 5 0.79750(18) eV[22]

209Bi82+ 2.4×10–5 类氢 2015 ESR (1s1/2)F=4, 5 243.821(6) nm[23]

209Bi82+ 1.7×10–5 类氢
2017 ESR

(1s1/2)F=4, 5 243.8221(8)(43) nm[24]

209Bi80+ 9.0×10–6 类锂 (1s22s1/2)F=4, 5 1554.377(4)(14) nm[24]
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关理论模型的发展. 本文总结了国际上利用 EBIT

和重离子储存环等已开展的一些类硼离子精细结

构光谱测量的实验方法、实验测量和理论研究进展

等, 简要介绍了类硼 Ar13+高电荷态离子光钟的发

展历程及最新进展, 提出了类硼离子精密谱实验测

量和理论计算所面临的机遇和挑战. 目前类硼离子

超精细结构的实验研究工作尚未有相关报道, 我们

结合现有小型 EBIT装置, 通过对类硼离子的理论

研究, 分析了开展类硼离子超精细分裂精密光谱测

量的可行性, 可为 HCI光钟研究、原子核性质研

究、高精度检验 QED理论等研究提供新的平台.

利用当前正在升级中的 EBIT装置在类硼离子超

精细分裂的研究中获得更高精度与分辨率的实验

数据, 这将极大的拓展了类硼离子超精细分裂的光

谱研究范围.
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图 10    部分适合光学波段测量的类硼离子基态超精细分裂模拟光谱图, 图中给出了模拟光谱的分辨率. 每条线代表 F (2P2/3)→

F' (2P1/2)跃迁线

Fig. 10. Simulation of the ground-state hyperfine splitting spectra of some boron-like ions, with the resolution of the corresponding

simulated spectra shown. Each line represents the F (2P2/3)→F' (2P1/2) transition line.
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SPECIAL TOPIC—Precision spectroscopy of few-electron atoms and molecules

Experimental and theoretical research progress of
2P1/2 – 2P3/2 transitions of highly charged boron-like ions*

Liu Xin 1)    Wen Wei -Qiang 2)    Li Ji -Guang 3)    Wei Bao -Ren 1)    Xiao Jun 1)†

1) (Key Laboratory of Nuclear Physics and Ion-Beam Application (MOE), Institute of Modern Physics,

Fudan University, Shanghai 200433, China)

2) (Institute of Modern Physics, Chinese Academy of Sciences, Lanzhou 730000, China)

3) (Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100088, China)

( Received 27 August 2024; revised manuscript received 9 September 2024 )

Abstract

The  precise  measurement  of  the  fine  structure  and  radiative  transition  properties  of  highly  charged  ions

(HCI)  is  essential  for  testing  fundamental  physical  models,  including  strong-field  quantum  electrodynamics

(QED)  effects,  electron  correlation  effects,  relativistic  effects,  and  nuclear  effects.  These  measurements  also

provide  critical  atomic  physics  parameters  for  astrophysics  and  fusion  plasma  physics.  Compared  with  the

extensively studied hydrogen-like and lithium-like ion systems, boron-like ions exhibit significant contributions

in terms of relativistic and QED effects in their fine structure forbidden transitions. High-precision experimental

measurements  and  theoretical  calculations  of  these  systems  provide  important  avenues  for  further  testing

fundamental  physical  models  in multi-electron systems.  Additionally,  boron-like ions are considered promising

candidates for HCI optical clocks. This paper presents the latest advancements in experimental and theoretical

research  on  the  ground  state  2P3/2—2P1/2  transition  in  boron-like  ions,  and  summarizes  the  current

understanding  of  their  fine  and  hyperfine  structures.  It  also  discusses  a  proposed  experimental  setup  for

measuring  the  hyperfine  splitting  of  boron-like  ions  by  using  an  electron  beam ion  trap  combined  with  high-

resolution  spectroscopy.  This  proposal  aims  to  provide  a  reference  for  future  experimental  research  on  the

hyperfine splitting of boron-like ions, to test the QED effects with higher precision, extract the radius of nuclear

magnetization distribution, and validate relevant nuclear structure models.

Keywords: highly  charged  ion,  hyperfine  structure,  quantum  electrodynamics,  highly  charged  ion  optical
clock

PACS: 31.15.aj, 32.10.Fn, 33.15.Pw, 31.30.J– 　DOI: 10.7498/aps.73.20241190
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专题: 少电子原子分子精密谱

少电子离子束缚态电子 g因子精密测量*

屠秉晟†

(复旦大学现代物理研究所, 核物理与离子束应用教育部重点实验室, 上海 EBIT实验室, 上海　200433)

(2024 年 5 月 14日收到; 2024 年 9 月 13日收到修改稿)

少电子离子束缚态电子 g 因子的精密测量是借助原子分子体系研究束缚态量子电动力学 (QED)理论的

有效途径. 特别是在高电荷态重核体系中, 原子核与内壳层电子之间极强的电磁相互作用为研究极端电磁场

环境下的 QED效应提供了独一无二的条件. 通过精确测量束缚态电子 g 因子, 还可以分析核效应、测定核结

构参数、确定基本物理常数等. 少电子离子束缚态电子 g 因子的研究已经成为精密谱学方向的前沿课题. 潘

宁离子阱 (借助稳态电磁场囚禁离子的系统)是进行 g 因子测量的有效实验装置之一. 本综述将对基于潘宁

离子阱开展少电子离子束缚态电子 g 因子的实验研究进行全面回顾, 介绍基本实验原理与测量方法, 重点论

述该领域在近几年中的重要实验成果, 并对未来发展进行简要展望.

关键词：少电子离子, g 因子, 潘宁阱, 精密测量

PACS：31.30.js, 32.10.Dk, 37.10.Ty 　DOI: 10.7498/aps.73.20240683

CSTR：32037.14.aps.73.20240683

 

1   引　言
 

1.1    自由电子 g因子

l s

J l s

在原子物理中, 朗德 g 因子是联系原子磁矩与

总角动量的无量纲参数. 由 Landé[1] 于 1921年提

出,  用来解释反常塞曼效应 .  随后 ,  在 1925年

Uhlenbeck和 Goudsmit提出了自旋的概念, 认为

电子自身具有像轨道角动量  一样的内禀角动量  ,

而原子的总角动量  就是  与  的矢量耦合. 由此,

原子能级在外磁场下的分裂可以表示为 

∆E = gµBB∆mJ , (1)

µB =
eℏ
2me

mJ

1/2ℏ

其中,   称为玻尔磁子,   为总角动量在

磁场方向的投影值. Dirac在 1928年提出了描述

自由电子的相对论波动方程, 推导得到电子的自旋

角动量等于  , 并确定了朗德 g 因子等于 2. 随

2P3/2
2P1/2

着微波射频技术的发展, Kusch和 Foley[2] 精确测

量了镓原子  与  能级 g 因子的比值, 发现

结果偏离了 Dirac方程的预言值. 这一实验同著名

的兰姆位移都表明电子与真空电磁场之间的相互

作用会影响原子能级, 从而促使了量子电动力学

(QED)的诞生.

ae ≡ 1/2(g − 2) (α/π)

在 QED理论框架下 ,  最低阶的修正 (first

order corrections)可由费曼图描述 (见图 1). 由此

引起自由电子 g 因子的偏离值 (或称为反常 g 因

子)常用  表示, 并以  的展开式

表达为 [3]
 

ae = C2

(α
π

)
+ C4

(α
π

)2
+ C6

(α
π

)3
+ C8

(α
π

)4
+ C10

(α
π

)5
+ · · · , (2)

α

C8 C10

其中  为精细结构常数. 式中前 3项系数可以通过

严格解析计算得到 [4,5], 而  和  系数分别包含
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α

891以及 12672个费曼图描述的相互作用过程, 目

前仅能通过数值方法进行计算 [6]. 此外, 反常 g 因

子中还包含强子效应、弱电效应等, 其中强子真空

极化项 (hadronic vacuum-polarization)的贡献已

经超过五阶 QED效应. 理论上精确计算这些效应

对确定自由电子 g 因子至关重要 [6]. 实验上, Fan等 [7]

借助潘宁离子阱装置囚禁单个电子, 对反常 g 因子

进行了高精度的实验测量, 最新实验结果显示 g 因

子的测量精度已经达到 0.13 ppt (ppt表示 10–12).

结合QED理论计算结果, 在 0.1 ppb (ppb表示 10–9)

精度下给出了精细结构常数  的参考值, 该值与

(Rb, Cs)原子干涉仪实验结果存在明显偏差, 成为

了目前这一领域的未解之谜. 

1.2    束缚态电子 g因子

当电子被束缚在原子体系内, 整个原子的磁矩

是通过电子的自旋轨道耦合效应体现的, 这时电

子 g 因子的表达式可以表示为
 

g = 1 +
J (J + 1)− L (L+ 1) + S(S + 1)

2J(J + 1)
, (3)

2S1/2
2P1/2

其中, 大写的角动量表示多电子体系的耦合角动

量. 对于如碱金属体系, 基态   的 g 因子为 2,

而类硼离子体系基态  的 g 因子为 2/3. 在QED

框架下 (3)式的计算并不严格正确, 束缚态电子与

电磁场的相互作用,  即束缚态 QED效应 ,  使得

g 因子偏离该式计算的结果. 同样采用费曼图可以

描述束缚态电子与电磁场相互作用, (类似于图 1)

在理论上需要考虑自能项和真空极化项的贡献 [8].

最低阶的相对论修正是由 Breit[9] 计算得到, 他给

出类氢离子的 1s电子 g 因子的表达式为
 

gH−like
D =

2

3

[
1 + 2

√
1− (Zα)

2

]
= 2− 2

3
(Zα)

2 − 1

6
(Zα)

4
+ · · · , (4)

Zα U91+ Zα ∼ 0.67

从 (4)式可以发现 , 束缚态电子 g 因子依赖

 的指数变化. 对于   而言   , 远大

于轻核元素. 如图 2所示, U91+离子的 1s电子感受

到的平均库仑电场强度约 1016 V/cm, 已经远超过

实验室强激光所能产生的极端电磁场强度. 根据

计算, 它的 g 因子相比自由电子偏小 17%. 此外, 如

图 3所示, 高阶 QED效应 (1-loop QED和 2-loop

QED)以及原子核效应包括有限核尺寸效应 (fi-

nite nuclear size, FNS)、核反冲效应 (nuclear re-

coil, NR)以及核磁化效应 (nuclear susceptibility,

NS)等都随着原子序数的增长呈现指数增大趋势.

 

(a) (b)

图 1    自由电子 g 因子最低阶 QED修正的费曼图描述 ,

直线代表自由传播的电子, 三角形表示电磁场而曲线表示

电子与电磁场作用中的虚光子　(a)自能效应 ; (b)真空极

化效应

Fig. 1. Feynman  diagrams  of  the  first-order  QED  correc-

tions  of  the  free  electron  g-factor,  the  straight  line  repre-

sents  the  electron,  curved  lines  as  the  photons  and  the

triangle  as  the  magnetic  field:  (a)  The  self-energy  term;

(b) the vacuum-polarization term.
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图 2    类氢离子 1s电子 g 因子与平均电场强度随原子序

数 Z 的依赖关系

Fig. 2. g factor of 1s electron and the mean electromagnetic

field as a function of atomic number Z.
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图 3    类氢离子基态 g 因子的高阶 QED贡献与原子核效

应随原子序数的依赖关系, 数据 (图片)来自文献 [11]

Fig. 3. Relative contributions of the g factors of H-like ions

as a function of atomic number Z, from Ref. [11].
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通过束缚态电子 g 因子的研究将有助于理解电子

与原子核之间的复杂相互作用过程, 检验在强电磁

场环境下 QED理论的准确性, 认识目前理论的适

用范围以及探索可能存在的新物理 [10,11].

Zα

实验上, 德国美因茨大学与马克斯普朗克核物

理研究所的课题组先后对类氢 12C5+, 16O7+, 20Ne9+,
28Si13+和 118Sn49+离子的基态 (1s)电子 g 因子进行

了实验测量. 表 1总结了 g 因子的实验结果以及

QED效应与核效应项的理论值. 类氢 12C5+离子基

态电子 g 因子中束缚态 QED效应 (1-loop QED

和 2-loop QED)贡献为0.00000084340(3), 而118Sn49+

离子 1s电子 g 因子中束缚态 QED效应贡献为

0.000148098(298),  两相比较下重核中的束缚态

QED效应显著增大了 175倍. 目前, 电子 g 因子的

实验测量精度已经优于 10–10 水平 , 成功观测 2-

loop QED效应并检验了理论计算的准确性, 在重

元素中还有望观察到 3-loop QED的贡献. 相比之

下, 束缚态电子 g 因子的理论计算精度随着原子序

数 Z 的增大而逐渐降低. 主要原因是理论上无法

对高阶 QED效应中涉及的费曼图描述的所有相

互作用进行完全计算, 那些未能完全计算的高阶

QED效应也随   呈指数增大, 因此他们所带来

的误差在重元素中也相应放大. 

1.3    科学意义

电子 g 因子是原子物理中一个非常重要的基

本结构参数, 它隐含了电子与外场相互作用的各种

机理. 通过对电子 g 因子的精确测量, 可以窥探相

互作用中的一些 (微弱的)高阶效应, 加深对复杂

作用机制的理解, 并有机会寻找到现有理论的缺陷

和不足, 成为发现新物理的探针.

本文将着重于回顾少电子离子体系束缚态电

子 g 因子精密谱学的实验研究, 包括实验装置、测

量方法与重要研究成果等.

引言介绍电子 g 因子的物理概念以及它的研

究历史与背景, 分别通过自由电子 g 因子与束缚态

电子 g 因子的研究阐明了电子 g 因子是研究高阶

QED效应、原子核效应等的有效途径. 通过对自由

电子 g 因子高精度的实验测量, 得出了精细结构常

数与其他原子物理实验结果不符合. 发现随着原子

序数增长, 重元素 1s电子 g 因子明显偏离自由电

子 g 因子值的现象.

实验原理部分介绍潘宁离子阱的工作原理, 少

电子离子束缚态电子 g 因子的测量原理, 双阱实验

方法和相关精密测量技术的发展.

重要研究成果主要介绍以下几个内容. 1) ALP-

HATRAP课题组在类氢重离子 1s电子 g 因子测

量-融合了高能电子束离子阱 (EBIT)与精密潘宁

离子阱, 拓展了少电子离子束缚态电子 g 因子的研

究体系, 成功测量了 118Sn49+离子基态 (1s)电子 g

因子, 检验 QED理论在强电磁场环境下的适用性.

2)从单电子体系的研究过渡到多电子体系 (类锂

与类硼体系)g 因子精密测量-多电子离子体系中的

电子 g 因子还反映了电子-电子关联效应与电子屏

蔽 QED效应. 通过对基态电子 g 因子的测量可以

检验各种原子结构理论对电子-电子关联效应计算

的正确性. 此外, 通过测量同一元素的类氢、类锂

和类硼离子的电子 g 因子, 并计算类氢与类锂 (或

类硼)电子 g 因子的权重差值, 可以消除原子核尺

寸效应的影响, 从而在更高精度下检验 QED理论,

 

表 1    类氢 12C5+, 16O7+, 20Ne9+, 28Si13+和 118Sn49+基态 g 因子计算与实验数据表
Table 1.    Experimental and theoretical g factors of 12C5+, 16O7+, 20Ne9+, 28Si13+和 118Sn49+.

12C5+ 16O7+ 20Ne9+ 28Si13+ 118Sn49+

gDirac 1.99872135439(1) 1.99772600306(2) 1.99644517090 1.9930235716 1.90807920530

Free QED 0.00231930437(1) 0.00231930437(1) 0.00231930435 0.00231930437(1) 0.00231930435

BS-QED 0.00000084340(3) 0.00000159438(11) 0.00000265069(12) 0.0000058558(17) 0.000148098(298)

FNS 0.00000000041 0.00000000155(1) 0.000 00000476(1) 0.000000 205 0.000014489(24)

NR 0.00000008762 0.00000011697 0.00000014641 0.0000002051(1) 0.000000726

Hadronic — — — — –0.000000002

gtheo 2.00104159018(3) 2.00004702128(11) 1.99876727711(12) 1.995348958 0(17) 1.910561821(299)

gexp 2.0010415964(45) 2.0000470254(46) 1.99876727699(19) 1.99534895910(81) 1.910562058962(914)

注: gDirac 代表Dirac方程计算的g因子值, Free QED代表自由(电子)QED效应贡献, BS-QED代表束缚态(电子)QED效应贡献, FNS代
表核尺寸效应贡献, NR代表核反冲效应贡献, Hadronic代表强子效应贡献. 12C5+, 16O7+, 28Si13数据来自于文献[10], 20Ne9+的数据来自
于文献[12], 118Sn49+的数据来自于文献[13].
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提供了一种精细结构常数测量的新方法. 3)通过

测量两个同位素离子的电子 g 因子偏移量来确定

原子核效应及其结构参数的方法.

最后, 本文将对目前少电子离子体系束缚态电

子 g 因子精密测量研究中所面临的挑战进行总结,

并针对这些困难提出解决思路, 对该领域未来的发

展方向进行展望. 

2   实验原理

潘宁离子阱 (简称潘宁阱)是一个通过囚禁离

子开展精密测量的实验系统. 潘宁阱中通常存在一

个高达几个特斯拉的匀强磁场来约束离子, 在这个

静磁场下带电量为 q, 质量为 m 的离子的回旋运动

频率可以表示为 

ωc =
qB

m
, (5)

如果这个离子具有磁矩 (来自电子的运动), 那它会

绕着磁场做拉莫进动, 进动频率可以表示为 

ωL =
geB

2me
, (6)

结合上述两式消除磁场 B, 可以得到 g 因子的表达

式为 

g = 2
ωL

ωc

me

m

q

e
. (7)

在质量与电荷参数已知的情况下 (往往来源于原子

质量数据库和 CODATA数据库), 只要通过测量

ωc ωL离子的回旋运动频率  与拉莫进动频率  就可以

得到 g 因子值. 

2.1    潘宁阱原理

ω+ ω− ωz

ωc ≈ ω+ ≫ ωz ≫ ω−

潘宁阱是 g 因子测量的核心实验装置, 它通过

轴向的匀强磁场和四极静电势组合成的电磁场实

现对带电粒子的全空间约束. 匀强磁场由超导螺线

管线圈产生, 而四极静电势通常由双曲面电极或多

组环状电极产生 (如图 4). 带电粒子在潘宁阱中具

有 3个本征运动模式, 如图 4所示, 分别为修正回

旋运动 (modified  cyclotron  motion)、磁控运动

(magnetron motion)以及轴向的简谐振荡 (axial

oscillation), 3种运动的频率分别由   ,    与  

表示, 并满足关系   . 根据不变

性原理 [14]: 

ωc =
√
ω2
+ + ω2

z + ω2
−. (8)

通过测量 3个本证运动频率, 就可以计算自由回旋

运动频率值.

潘宁阱实验往往只要求测量单个离子, 这样可

以最大程度减小系统性误差. 同时, 对单个离子进

行长时间的重复性测量, 就需要采用“非破坏性”的

测量方法, 即镜像电流法. 如图 4所示, 离子在潘

宁阱中的谐振运动会在电极表面诱导出一个镜像

电流, 这个镜像电流的频率与离子的振动频率一

致. 单离子诱导的镜像电流大约在 fA量级, 通过

 

0



A FFT

Magnetron motion

Axial and magnetron
motion

Modified cyclotron motion

Axial motion

图 4    潘宁离子阱剖面结构图, 离子运动与镜像电流测量原理示意图 (图中部分素材由马克斯普朗克核物理研究所提供)

Fig. 4. Cut model of Penning traps with illustration of ion motion and image current detection system (some of the materials in the

image are provided by the Max-Planck-Institute for Nuclear Physics).
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一个超导线圈绕制的谐振器可以将这个电流信号

共振放大成电压信号, 再经过放大器、频谱分析仪

(FFT)就可以得到离子的频率信号. 离子的轴向谐

振运动正是采用这种方式直接读出, 而径向运动频

率, 往往是通过边带耦合至轴向运动后, 再由镜像

电流法读出 [11,15]. 

2.2    g因子测量原理

潘宁阱中 g 因子测量的原理运用了连续斯特

恩-盖拉赫效应 (continuous Stern-Gerlach effect),

它指出原子磁矩在梯度磁场下会感受到作用力. 如

果尝试在潘宁阱的主磁场上叠加一个二阶磁场梯

度项, 使得新磁场表示为 

B (z, ρ) = B0 +B2

(
z2 − ρ2/2

)
. (9)

那么原子磁矩在轴向上会额外受到一个二阶磁场

势产生的力: 

Fz = µz
∂Bz

∂z
, (10)

因此, 离子的轴向运动频率就会根据磁矩在磁场方

向的投影值产生偏移: 

ω′
z = ωz +∆ωz = ωz +

µz

mωz
B2, (11)

±1/2gµB

对于类氢离子而言, 1s电子自旋产生的磁矩在磁

场方向投影值为  , 相应的能级分裂可以表

示为 

∆E = ωLℏ = gµBB0, (12)

ωL ≈ 2π× 104GHz

在 3.8 T磁场强度下, 12C5+ 离子的 1s电子的拉莫

频率  .

借助射频微波可以诱导电子在两个分裂能级

间跃迁, 即自旋翻转态之间跃迁. 一旦电子自旋态

出现翻转, 根据连续斯特恩-盖拉赫效应, 离子的

轴向运动频率就会发生偏移. 基于此可以判断射频

微波频率与拉莫频率是否形成共振, 当射频微波

频率与拉莫频率共振时, 电子翻转概率 (spin-flip

probability)达到最大. 通过扫描射频微波频率并

测量 12C5+离子 1s电子的自旋翻转情况, 就可以获

得拉莫频率共振谱, 如图 5所示. 共振谱表现出明

显的非对称线型, 这主要是由于离子轴向谐振运动

与磁场梯度项的耦合造成的. 

2.3    双阱实验方法与测量技术

如图 5的实验结果中, 非对称线型会对拉莫进

动频率的测量带来显著误差. 为了解决这一问题,

双阱实验方法就此诞生. 如图 6所示, 潘宁阱核心

区由两个离子阱组成, 分别为精密测量阱 (precision

trap)与分析阱 (analysis trap). 精密测量阱安装在

磁场最均匀的区域 (即 B2 = 0), 使得离子回旋运

动频率与拉莫进动频率的测量足够准确. 分析阱的

中心电极使用铁磁性材料, 在强磁场下会产生一个

二阶磁场梯度. 基于连续斯特恩-盖拉赫效应就可

以在分析阱中探测电子自旋的取向, 即磁矩在磁场

轴的投影方向.

 
 

Microwave
inlet

BElectron beam
reflection
electrode

Nickel electrode

Analysis trap
(inhomogeneous
magnetic field)

Precision trap
(homogeneous
magnetic field)

Electron gun

Anode with
carbon target

Tungsten FEP

图 6　双阱实验装置剖面示意图, 图片来自文献 [18]

Fig. 6. Cut model of double penning trap system in Mainz,

from Ref. [18].
 

ωc

ωL ωrf

实验开始时, 让离子储存在分析阱中, 通过微

波激发和轴向频率测量, 根据 (11)式确定电子的

自旋取向. 随后, 将离子传输至精密测量阱中, 测

量离子的回旋运动频率  . 同一时间在电子拉莫

频率  附近扫描入射微波   . 最后, 再将离子传

输回分析阱中, 再次测定电子的自旋取向. 如果在

分析阱中前后两次测量的电子自旋态发生了翻转,
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图 5    12C5+离子拉莫频率共振谱, 数据 (图片)来自文献 [16]

Fig. 5. Larmor  resonance  of  12C5+  bound-state  electron,

from Ref. [16].
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ωrf

ωL

ωrf ωc

这就表明在精密测量阱中微波激发频率  与电子

拉莫频率  形成共振, 反之则不形成共振. 在多次

测量之后, 可以根据电子自旋态翻转的概率与扫描

频率  和回旋运动频率   的比值作图并根据

(7)式转化成 g 因子的共振谱 (见图 7). 该共振谱

表现为对称的高斯型, 且半高全宽远小于图 5中非

对称拉莫频谱的共振峰. 基于双阱实验技术, g 因

子的测量精度可以达到 10–9. 随后, 美因茨大学的

课题组成员发展了相位测量法 (PnA)、电子学反馈

冷却技术等, 成功将 g 因子的测量误差降低至 10–10

以下 [12,17], 也是目前对于单离子 g 因子测量的最高

精度.
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图 7　基于双阱实验装置的 g 因子测量共振谱 , 图片来自

文献 [18]

Fig. 7. g-factor  resonance  spectrum  from  double  Penning

trap system in Mainz, from Ref. [18]. 

3   少电子离子束缚态电子 g 因子精密
谱实验

 

3.1    类氢重离子体系电子 g因子精密测量

美因茨大学的课题组先后在潘宁阱中对类氢
12C5+[18], 16O7+[19] 和 28Si13+ [20] 基态 g 因子进行了精

确测量. 实验中, 他们采用内部小型电子束离子源

(mini-EBIT)产生类氢离子. 结构如图 6所示, 由

场发射阴极发射的电子束轰击到靶电极, 将靶电极

上的原子溅射出来. 脱离靶的原子通过和电子束的

连续碰撞产生高电荷态离子. 由于 mini-EBIT内

部结构尺寸仅在毫米级别, 限制了施加在阴极和阳

极间的电势差, 因此它无法产生高能电子束电离重

核元素的最内壳层电子, 如铅离子 1s电子的结合

能约为 100 keV远高于 mini-EBIT中的电子束能

量 (数个 keV). 为此, 马克斯普朗克核物理研究所

的 ALPHATRAP课题组利用了高能电子束离子

阱 (Heidelberg EBIT)[21] 产生类氢重离子, 随后将

离子团引出并注入至潘宁阱, 制备成单个离子开展

了类氢重离子体系电子 g 因子精密测量.

8 kV× q

ALPHATRAP实验系统如图 8所示 [13], 高能

电子束离子阱是由电子枪、漂移管、收集器以及一

组超导赫姆霍兹线圈组成. 电子束由电子枪出射,

经过漂移管上的电压加速与超导线圈形成的强磁

场压缩后, 在漂移管中心电子束能量可达 100 keV

以上, 密度高于 1011 个/cm3. 当高能量与高密度的

电子束与注入的原子碰撞之后, 原子的外层电子在

数秒内被快速电离, 形成高电荷态离子. 引出的离

子团定向动能大约在  , 经过偏转磁铁筛选

出正确的电荷态后, 再借助脉冲漂移管可以有效地
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图 8    ALPHATRAP实验系统示意图 , 高电荷态重离子

由 Heidelberg EBIT中产生 , 离子束团引出后经过电荷态

筛选、偏转、减速、聚焦后被潘宁阱俘获, 手动低温阀可以

用来隔离室温束线与低温离子阱的真空环境, 保证离子阱

内部真空度优于 10–17 torr, 图片来自文献 [13]

Fig. 8. Schematic  diagram  of  the  ALPHATRAP  experi-

ment,  the  highly  charged  ions  are  produced  in  the  Heidel-

berg EBIT, the ions are extracted, with charge-state selec-

tion,  and  injected  into  the  Penning  trap,  the  cryogenic

valve  can  be  closed  to  isolate  the  trap  vacuum  from  the

beamline, resulting in a vacuum better than 10–17 torr, from

Ref. [13].
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100 V× q将离子团减速到  , 最后利用聚焦透镜将

离子团导向至潘宁阱中被捕获. 被捕获的离子团可

能有数十至数百个离子, 也可能包含 (荷质比十分

相近)不同种类的离子. 离子温度大约在数个 eV,

对应几万摄氏度. 利用电子学阻尼冷却与离子纯化

技术 [11] 可以将离子提纯, 最终制备成单个低温离

子 (温度约 6 K).

5× 10−10

基于这套实验系统, Morgner等 [13] 精确测量了

类氢118Sn49+离子基态电子 g 因子为 1.910562058962

(73)stat(42)sys(910)ext, 相对误差在   水平.

该结果与目前理论计算值 1.910561821(299)在

1个标准偏差内吻合, 观测到 2-loop QED的贡献,

检验了束缚态 QED理论在类氢 Sn(Z=50)离子体

系 (平均库仑势场为 1015 V/cm)中的准确性. 实验

的主要误差来自于现有的原子核质量参数的误差,

这一误差有望通过潘宁阱质量测量来减小, 使得实

验测量精度可以达到 10–11. 基于该实验精度有望

可以观测到 3-loop QED效应, 但是受限于目前理

论计算精度 (2-loop QED效应的理论误差远大于

3-loop QED的贡献), 这个高阶效应尚无法检验. 

3.2    类锂与类硼离子体系电子 g因子精密
测量

类锂与类硼离子也是典型的少电子体系, 他们

都只有一个价电子, 分别是 2s和 2p1/2. 然而, 理论

上计算基态 g 因子值要比类氢离子复杂且困难的

多. 主要体现在内壳层的电子会产生一个屏蔽势,

这个屏蔽势不但与价电子产生直接相互作用引入

修正 (称为 interelectronic-interaction或电子 -电

子关联效应)[22], 还可以对单电子 QED效应产生

电子屏蔽修正 (screened QED效应)[23]. 以类锂离

子体系为例, g 因子各部分的贡献随原子序数的依

赖关系如图 9所示, 电子-电子关联效应已经超过

1-loop QED效应的贡献, 而屏蔽势引入的 QED

效应的修正也十分显著, 超越了 2-loop QED效应

的贡献.
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图 9　类锂离子基态 g 因子的高阶 QED贡献 , 电子 -电子

关联效应、Screened QED效应、原子核效应随原子序数的

依赖关系, 数据 (图片)来自文献 [10]

Fig. 9. Relative  contributions  (QED  corrections,  interelec-

tronic interaction and screened QED) of the g factors of Li-

like ions as a function of atomic number Z, from Ref. [10].
 

实验上, 美因茨大学和马克斯普朗克核物理研

究所的课题组对 28Si11+,  40Ca17+和 40Ar13+基态电

子 g 因子进行了精密测量, 结果列于表 2[23]. 实验

误差与类氢离子体系 g 因子测量在相当水平, 但理

论计算精度 (特别是对类硼离子体系)远落后于类

氢离子, 这种困难正是由于内壳层电子屏蔽势对

g 因子计算带来的影响. 反过来, 由于实验精度很

高, 因此通过类锂与类硼体系实验与理论计算的对

比, 可以有效检验不同屏蔽势理论模型在 g 因子计

算中的适用性.
 

 

表 2    28Si11+, 40Ca17+和 40Ar13+基态 g 因子计算与实验数据表
Table 2.    Theoretical and experimental g factors of 28Si11+, 40Ca17+ and 40Ar13+.

28Si11+ 40Ca17+ 40Ar13

gDirac 1.9982547533 1.9964260253 0.66377545

QED 0.0023202857 (17) 0.0023216601(17) –0.0007682(4)

e-e int. 0.000314 8098 (22) 0.0004542910 (24) 0.0006500(2)

FNS + NR 0.0000000436 0.0000000662 –0.0000091(2)

gtheo 2.000889 8924 (28) 1.9992020426 (29) 0.6636482 (5)

gexp 2.00088988845 (14) 1.9992020405 (11) 0.66364845532(93)

注: QED代表经过屏蔽势修正后的束缚态QED效应, e-e int.代表电子-电子关联效应贡献; 28Si11+与40Ca17+数据来自于文献[23], 40Ar13

数据来自于文献[24].
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3.3    精细结构常数的确定

α

α

由 gDirac 的表达式 (4)可知 ,  通过精确测量

g 因子值可以反推精细结构常数  . 对于类氢离子

体系而言,   的误差由下式决定 [25]: 

δα

α
∼ 1

(αZ)
2

√
(δgexp)

2
+ (δgtheo)

2
. (13)

α

α 10−10

(13)式表明在不考虑实验和理论 g 因子误差的情

况下, 测量重核元素的电子 g 因子反推得到的  值

更准确. 目前, 实验 g 因子测量精度已经接近 10–11

水平, 如果束缚态 QED效应可以严格求解从而使

得理论计算精度达到同等水平, 那么通过 U91+离

子基态 g 因子可以将   值测定到   精度以下.

然而, 根据图 3所示, 即使认为束缚态 QED贡献

可以完全严格计算, 但由于在重元素中核体积效应

十分显著, 而核体积效应的误差主要来自于核参数

如电荷半径的数据误差. 因此, 通过类氢重离子确

定精细结构常数将会受限于核参数的误差.

α

为了有效减小核效应影响, 更精确的确定精细

结构常数,  Shabaev等 [25] 和 Yerokhin等 [26] 先后

提出了通过测量类氢离子的电子 g 因子与同一元

素的类锂或类硼离子的电子 g 因子的权重差值来

确定  值. g 因子权重差值可以表示为 

g′ = gLi(B)−like − ξgH−like, (14)

ξ = ∆g
Li(B)-like
NS

/
∆gH-likeNS

g′

α

其中  , 为类锂 (或类硼)g 因

子中的核效应贡献与类氢 g 因子核体积效应

(FNS)贡献的比值, 这个比值可以通过理论准确计

算. 如此一来, 在差值  中受限于核结构参数确定

 值的最大误差项 (核体积效应)就可以完全消除.

ALPHATRAP课题组已经针对类锂与类硼 118Sn

离子的基态 g 因子进行了测量, 在理论计算的支持

下将会在这一研究课题上继续推进. 

3.4    核参数与核效应测量

对于两个同位素而言, 譬如类锂体系 40Ca17+和
48Ca17+, 电子 g 因子的各项效应中电子-电子关联、

束缚态电子的 QED效应都是相同的. 两个同位素

g 因子的偏差仅体现在核效应上, 如核尺寸效应与

核反冲效应. Köhler等 [27] 通过分别测量 40Ca17+和
48Ca17+的基态 g 因子并作差值, 提取了核反冲效应

对 2s电子 g 因子的贡献. 随后, Sailer等 [28] 借助双

离子耦合技术, 即将 20Ne9+离子与其同位素 22Ne9+

离子囚禁在同一个磁控运动轨道上, 这样两个离子

5.6× 10−13

8.2× 10−12

δ⟨r2⟩1/2 = 0.0530 (34)

δ⟨r2⟩1/2 = 0.0533 (4)

在相同的磁场环境下做同步拉莫进动. 由于同位素

位移效应使得两个离子的 g 因子并不完全相等, 因

此两者的拉莫进动频率之间存在一个偏差, 这个差

值最终体现在同步拉莫进动的相位差会随时间呈

现振荡图像. 实验中, 利用同步 Ramsay微波激发

方法准确观测到了这个相位振荡, 进而测量了20Ne9+

与 22Ne9+离子基态电子 g 因子的同位素偏移量. 表 3

给出了 g 因子同位素偏移的理论与实验结果. 实验

测量的相对精度达到  超过单离子 g 因

子测量精度两个数量级, 而理论计算的相对精度在

 . 通过超高精度的 g 因子同位素偏移测

量, 首次检验了 QED效应在核反冲中的贡献 (表 3

中 Recoil QED = 0.0435). 由于核尺寸效应的误差

较大, 更高阶的核反冲修正效应尚无法得到检验.

核尺寸效应计算是以核电荷半径为输入参数, 对于
20Ne和 22Ne核而言, 他们的核电荷半径差参考值

为  .  如果利用实验测量的

g 因子同位素偏移作为基准, 可以反推核电荷半径

差值为  , 新的数据比参考值更

加准确. 此外, 通过 g 因子同位素偏移的精确测量,

还可以检验第 5作用力 (fifth-force)模型并为新物

理出现确定观测边界 [28,29].
 
 

表 3    20Ne9+和 22Ne9+基态 g 因子差以及相关核效应贡

献的计算值, 数据来自文献 [28]

Table 3.    Contributions of the g-factor difference of 20Ne9+

and 22Ne9+ as well as the experimental result, from Ref. [28].

效应贡献
∆g = g

(
20Ne9+

)
− g

(
22Ne9+

)
×10−9(  )

FNS 0.166(11)

Recoil, non-QED 13.2827

Recoil, QED 0.0435

Recoil, (α/π)(me/M) –0.0103

Recoil, (me/M)2 –0.0077

Nuclear polarization 0.0001(3)

Δg total theory 13.474(11)

Δg experiment 13.47524(53)stat(99)sys
 

|1⟩ : (mj = 1/2,mI = 1/2) |2⟩ :

(mj = 1/2,mI = −1/2)|3⟩ : (mj = −1/2,mI = 1/2)

|4⟩ : (mj = −1/2,mI = −1/2)

对于有核自旋的少电子离子体系而言, 如 3He+

离子 (I = 1/2), 基态 1s能级在外场下分裂成 4条

能级,  分别对应   ,   

 ,  

与  . 他们各自的能量

可以表示为 [30]
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 20 (2024)    203103

203103-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


E1,4 =
EHFS

4
∓ (µe + µI)B;

E2,3 = −EHFS

4
± 1

2

√
E2

HFS + 4(µe − µI)
2
B2, (15)

EHFS

|1⟩ ↔ |2⟩ |1⟩ ↔ |3⟩
|2⟩ ↔ |4⟩ |3⟩ ↔ |4⟩

ge = −2.00217741579(34)stat(30)sys

gI = −4.2552506997(30)stat(17)sys(1)theo

EHFS = −8665649865.77(26)stat(1)sys

µ3He =

−16.217050033 (14)

EHFS

其中,   为无外场下的超精细分裂. 实验上采用

类似电子 g 因子的测量方法, 对  ,   ,

 与   四个能级间距进行了测量 ,

提取了电子g 因子  、

核子 g 因子  、

超精细分裂系数 

这 3个原子结构参数 .  计算得到核磁矩  

  MHz/T, 比之前的数据精度提

高一个数量级, 由  还可以计算 3He的 Zemach

半径为 rz = 2.608(24) fm, 相比于电子散射方法得

到的数据 rz = 2.528(16) fm显示出一定偏差. 

4   总结与展望

基于潘宁离子阱实验技术的少电子离子基态

电子 g 因子精密测量发展至今已有 20余年, 推动

了原子分子光物理精密测量.

5× 10−11

5.6×
10−13

发展微波测量技术、双阱实验方法、相位灵敏

的测量方法、离子冷却技术等, 电子 g 因子的实验

测量精度逐步提高至  (40Ca17+[27]). 采用

双离子耦合技术与同步 Ramsay微波激发方法测

量了同位素 g 因子偏移值 ,  实验精度达到  

 , 超过单离子的电子 g 因子测量精度 100倍 [28],

精确检验了少电子离子体系中的 QED效应、核效

应等. 借助外部高电荷态离子源, 如高能电子束离

子阱, 促使研究体系从轻核元素逐渐过渡至重核元

素, 通过对 118Sn49+ 基态电子 g 因子的实验测量,

发现它与自由电子 g 因子的偏离值显著增大, 检验

了束缚态 QED理论在 1015 V/cm库仑势场中的

适用性 [13]. 从类氢离子体系逐步过渡到研究类锂

体系与类硼离子体系, 通过对 2s, 2p电子 g 因子的

测量, 可以精确观测电子-电子关联效应、电子屏

蔽 QED效应等, 检验原子结构的理论. 从核自旋

为 0的体系过渡到研究非 0核自旋离子体系, 借助

测量多个电子分裂能级, 不但可以精确获得电子

g 因子值, 还可以确定核子 g 因子、核电磁半径与

超精细分裂系数等重要原子结构参数.

在测量技术上针对单离子的电子 g 因子测量

精度已经逼近测量极限, 提高测量精度至 ppt水平

需要进一步控制系统性偏差. 目前, 主要的系统性

偏差来自于电磁场不稳定性与非均匀性引入的测

量不确定性. 提高电磁场的稳定性主要依赖于技术

进步, 譬如研发更高稳定性的电压源 [31] 或者对外

磁场扰动做进一步屏蔽 [32]. 电磁场非均匀性引入

的系统性误差是与离子热运动幅度紧密相关的 [33],

要减小该误差可以进一步降低离子的温度, Tu等 [34]

首先开展了激光冷却与协同冷却的理论研究, 随

后, Bohman等 [35] 和Will等 [36] 成功将质子温度冷

却到 100mK量级.

随着 ALPHATRAP课题组成功融合了高能

电子束离子阱与精密潘宁阱——从 EBIT中引出

类氢 118Sn49+离子并注入潘宁阱中进行基态电子

g 因子的精密测量, 原理上可以测量自然界中任意

元素类氢离子的电子 g 因子值. 但实际上还需考虑

的, 其一, 类氢离子极容易和背景气体发生电荷交

换降低它的电荷态. ALPHATRAP实验系统通过

测量类氢 118Sn49+离子的稳定囚禁时间, 估算了类氢
208Pb81+(Z=82)离子可以稳定囚禁约 1个月, 证明

了在现有实验系统中开展高精度 g 因子实验的可

行性. 其二, 类氢 208Pb81+的电离能约 100 keV, 要

在 EBIT中产生足够数量的离子要求电子束能

量达到 250 keV, 目前的 HD-EBIT是无法做到的.

相关课题组成员正在建设更大型的电子束离子

阱 Hyper-EBIT, 可以产生更大流强、更高能量的

电子束.

利用同一元素类氢与类锂 (或类硼)离子体系

的电子 g 因子权重差值提取精细结构常数值, 是一

种全新的测量精细结构常数的方法. 但更高精度的

测量要求重核电子 g 因子的实验和理论精度均达

到 10–11. 潘宁离子阱系统已经证明了实验上的可

行性. 理论上距离 10–11 的精度目标还存在不小差

距, 主要原因在于高阶 QED效应随原子序数 Z 增

大而显著增强, 基于“从头算”的理论方法尚无法

将 2-loop QED项完整计算, 或者说完整计算需要

的时间和计算资源非常大. 这一方面还有待理论学

家进一步优化理论方法和计算手段.

感谢刘佳林在本论文修改工作中做出的贡献.
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SPECIAL TOPIC—Precision spectroscopy of few-electron atoms and molecules

Precise measurements of electron g factors in
bound states of few-electron ions*

Tu Bing -Sheng †

(Shanghai EBIT Lab, Key Laboratory of Nuclear Physics and Ion-Beam Application (MOE), Institute of Modern Physics, Fudan

University, Shanghai 200433, China)

( Received 14 May 2024; revised manuscript received 13 September 2024 )

Abstract

The  electron  g  factor  is  an  important  fundamental  structural  parameter  in  atomic  physics,  as  it  reveals
various mechanisms of interactions between electrons and external fields. Precise measurements of g factors of
bound  electrons  in  simple  atomic  and  molecular  systems  provide  an  effective  method  for  investigating  the
bound-state quantum electrodynamics (QED) theory. Especially in highly-charged heavy ions (HCIs), the strong
electromagnetic  interactions  between  the  nuclei  and  inner-shell  electrons  provide  unique  opportunities  to  test
QED under  extremely  strong  fields.  Accurate  measurements  of  the g  factors  of  the  bound-state  electrons  are
also important for determining nuclear effects, nuclear parameters and fundamental constants. The research on
g  factors  of  the  bound-state  electrons  has  become  a  frontier  topic  in  fundamental  physics.  A  Penning  trap,
which uses steady-state electromagnetic fields to confine charged particles, is utilized to precisely measure the g
factor.  This  paper  presents  a  comprehensive  review  of  the  experiments  on  g  factors  for  few-electron  simple
systems in Penning traps, including experimental principles, experimental setups, measurement methods, and a
summary of important research findings. The physical concept of the electron g factor and its historical research
background are introduced. The electron g factor is considered as an effective probe to study higher-order QED
effects.  Through  high-precision  measurements  of  the  free  electron  g  factor,  discrepancies  between  the  fine-
structure constants and other experimental results in atomic physics are identified. Notably, the g factor of the
1s  electron  in  HCIs  deviates  significantly  from  the  value  for  free  electrons  as  the  atomic  number  increases.
Experimental principles, including the principle of the Penning trap and the principle of measuring the bound-
state  electron  g  factors  are  discussed.  A  double-trap  experiment  setup  and  related  precision  measurement
techniques are also introduced.
　　This paper reviews several milestone experiments including (1) the stringent test of bound-state QED by
precise  measurement  of  bound-state  electron  g  factor  of  a  118Sn49+  ion,  (2)  measurement  of  the  g  factors  of
lithium-like  and  boron-like  ions  and  their  applications,  and  (3)  measurement  of  the  g-factor  isotope  shift  by
using an advanced two-ion balance technique in the Penning trap, providing an insight into the QED effects in
nuclear  recoil.  Finally,  this  paper  summarizes  the  challenges  currently  faced  in  measuring  the  g  factors  of
bound-state electrons in few-electron ion systems and provides the prospects for the future developments of this
field.

Keywords: few-electron ions, g factor, Penning trap, precision measurement
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专题: 少电子原子分子精密谱

氢分子离子超精细结构理论综述*

钟振祥 1)2)†

1) (海南大学物理与光电工程学院, 理论物理研究中心, 海口　570228)

2) (中国科学院精密测量科学与技术创新研究院, 理论与交叉研究部, 武汉　430071)

(2024 年 8 月 6日收到; 2024 年 8 月 27日收到修改稿)

H+
2 HD+ mα7 ln(α) H+

2

HD+

mα7

mα7

通过氢分子离子振转光谱的高精度实验测量和理论计算, 可以精确确定基本物理常数, 如质子-电子质

量比、氘核-电子质量比、里德伯常数、以及质子和氘核的电荷半径. 氢分子离子光谱包含丰富的超精细结构,

为了从光谱中提取物理信息, 我们不仅需要研究振转光谱跃迁理论, 还需要研究超精细结构理论. 本文回顾

了氢分子离子精密光谱的实验和理论研究历程, 着重介绍了氢分子离子超精细结构的研究历史和现状 . 在

20世纪的下半叶就有了关于氢分子离子超精细劈裂的领头项 Breit-Pauli哈密顿量的理论. 随着 21世纪初非

相对论量子电动力学 (NRQED) 的发展, 氢分子离子超精细结构的高阶修正理论也得到了系统的发展, 并于

最近应用到   和   体系中, 其中包括   阶量子电动力学 (QED)修正. 对于   , 超精细结构理论

计算经过数十年的发展, 可以与 20世纪的相应实验测量符合. 对于   , 最近发现超精细劈裂实验测量和理

论计算存在一定的偏差, 且无法用   阶非对数项的理论误差来解释. 理解这种偏差一方面需要更多的实验

来相互检验, 另一方面对理论也需要进行独立验证并发展   阶非对数项理论以进一步减小理论误差.

关键词：氢分子离子, 超精细结构, 量子电动力学 (QED)修正, 自旋-轨道、自旋-自旋相互作用

PACS：31.15.aj, 31.30.Gs, 31.30.J–, 31.30.jy 　DOI: 10.7498/aps.73.20241101

CSTR：32037.14.aps.73.20241101

 

1   引　言

氢分子离子是最简单的分子, 它由一个电子和

两个氢原子核 (质子、氘核、氚核) 组成. 在这种分

子中, 电子主要处于 1s基态, 而两个原子核之间存

在振动 (量子数 v)和转动 (量子数 L). 氢分子离子

在量子化学中扮演着重要的基准角色, 是不同理论

方法发展过程中的重要组成部分 [1]. 根据玻恩-奥

本海默 (Born–Oppenheimer, BO)近似, 由于氢分

子离子原子核的运动动能依赖于原子核之间的约

化质量 [2], 振转光谱对原子核质量非常敏感. 通过

对氢分子离子的光谱进行高精度测量和理论计算,

可以从光谱数据中高精度地定出原子核与电子质

µ = mp/m量比  . 1976年, Wing等 [3] 认为根据分

子理论最终能够从 HD+的振转频率中提取新的质

子-电子质量比. 2005年, Schiller和 Korobov[4] 提

出了高精度测量 HD+振转光谱的研究计划, 对质

量比 μ 及其可能随时间变化进行研究. 类似于氢分

子离子, 中性的氢分子的振转跃迁频率也能够体现

出对质量比的敏感性 [5–9], 但是其理论计算较氢分

子离子更为复杂 [10,11], 目前没有显著优势.

自 2007年以来, 国际上多个研究组开展了氢

分子离子的精密光谱测量实验, 结果见表 1. 主要

的研究组包括德国杜塞尔多夫大学 (Heinrich-

Heine-Universität Düsseldorf, HHU)Schiller 组[12,13],

荷兰自由大学 (Vrije Universiteit Amsterdam, VU)

的 Koelemeij组 [14], 法国巴黎卡斯特勒-布罗塞尔
 

*  国家自然科学基金重大项目 (批准号: 12393821) 和国家重点研发计划 (批准号: 2021YFA1402103) 资助的课题.

†  E-mail: zxzhong@hainanu.edu.cn
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(v, L) = (0, 2) → (8, 3)

µ = 1 836.1526695(53)

(0, 0)J=2 → (0, 1)J′=3

实验室(Laboratoire Kastler Brossel, LKB) 的Hilico

组 [15], 中国科学院精密测量科学与技术创新研究

院 (Innovation Academy for Precision Measurement

Science and Technology,  APM)的童昕组 [16].  在

过去 20年中, 实验的相对精度从 2.3 × 10–9 [16] 提

高到 2.3 × 10–12 [17]. 这使得从光谱中提取的质子-

电子质量比精度也相应提高. 最初, 实验测得的质

子-电子质量比与国际科学数据委员会 (CODATA)

的推荐值一致 [16].  2016年 ,  Koelemeij组 [18] 测量

了 HD+    的跃迁频率 , 精度

为 1.1 × 10–9, 与 2014年 Korobov等 [19,20] 的理论

相一致. 由此定出的质量比    ,

其精度为 2.9 × 10–9. 当时, 这个质量比与CODATA

2010[21] 的推荐值一致 ,  但精度低了 1个数量级 .

2018年 ,  Schiller组 [63] 测量了 HD+纯转动跃迁

的超精细劈裂分支      
①, 精度

达 3.8 × 10–10, 所定的质量比精度为 1.3 × 10–9,

这比当时的 CODATA 2018[22] 推荐值低 1个数

量级.

(0, 0) → (0, 1)

mp/m

md/mp

rp rd

R∞

随着实验和理论精度的不断提高, 基于氢分子

离子 HD+光谱所定的质量比的精度已经超过了

CODATA推荐值. 2020年, Schiller组和Koelemeij

组分别测量了 HD+振转跃迁   
[23] 和

(0, 3) → (9, 3)[24], 相应的精度为 1.5 × 10–11 和 2.3 ×

10–12. 研究表明, HD+振转跃迁频率对质量比 

敏感度较高, 其次是  
[4]. 其他敏感因子还包

括质子电荷半径  、氘核电荷半径   以及里德伯

常数  . Alighanbari等 [23] 从 HD+光谱中提取出

了一组基本物理常数的组合: 

R∞m(m−1
p +m−1

d ) = 8 966.20515050(12)exp

× (12)theory(4)CODATA2018 1/m, (HD+光谱), (1)
 

= 8966.20515041(41) 1/m, (CODATA 2018), (2)

rp rd

2.0× 10−11

其中 HD+光谱结果中的第三个误差来自质子电荷

半径  和氘核电荷半径   . 这一常数组合的相对

误差是  , 比相应 CODATA值小 2.4倍,

 

表 1    通过氢分子离子精密光谱测定质子-电子质量比
Table 1.    Determination of the proton-electron mass ratio through precision spectroscopy of hydrogen molecular ions.

年份 作者(研究机构) (v, L) → (v′, L′)跃迁 所测频率/MHz 理论频率/MHz 质量比

HD+

2007
Koelemeij

et al. (HHU)[16]
(0, 2) → (4, 3) 214978560.6(0.5) 214978560.88(7)[62] –

2016
Biesheuvel
et al. (VU)[18]

(0, 2) → (8, 3) 383407177.38(41) 383407177.150(15)[20] 1836.1526695(53)

2018
Alighanbari
et al. (HHU)[63]

(0, 0)J=2 → (0, 1)J′=3 1314935.8280(4)(3)a 1314935.8273(10)b 1836.1526739(24)

2020
Alighanbari
et al. (HHU)[23]

(0, 0) → (0, 1) 1314925.752910(17) 1314925.752896(18)(61)b,c
1836.152673449(24)

(25)(13)d

2020
Patra

et al. (VU)[24]
(4, 2) → (9, 3) 415264925.5005(12) 415264925.4962(74)b 1836.152673406(38)

2021
Kortunov

et al. (HHU)[64]
(0, 0) → (1, 1) 58605052.16424(16)(85)e 58605052.1639(5)(13)b,c

1836.152673384(11)
(31)(55)(12)f

2023
Alighanbari
et al. (HHU)[17]

(0, 0) → (5, 1)
259762971.0512(6)

(0.00004)e
259762971.05091[41]

1836.152673463
(10)(35)(1)(6)f

H+
2

2024
Schenkel

et al. (HHU)[65]
(1, 0) → (3, 2) 124487032.7(1.5) 124487032.45(6) [40] 1836.152665(53)

CODATA推荐值

2014 CODATA group[66] CODATA 2014 1836.15267389(17)

2018 CODATA group[22] CODATA 2018 1836.15267343(11)

2022 CODATA groupg CODATA 2022 1836.152673426(32)

注: a 第一个误差为统计误差, 第二个为系统误差; b 来自Korobov, 是该实验文章的共同作者; c 第一个误差来自理论, 第二个来自
CODATAk 2018基本物理常数; d 第一个误差来自实验, 第二个来自理论, 第三个来自CODATAk 2018基本物理常数; e 第一个误差来
自实验, 第二个来自超精细结构理论;  f  第一个误差来自实验, 第二个来自QED理论, 第三个来自超精细结构理论, 第四个来自
CODATA 2018基本物理常数; g 来自NIST的基本物理常数表https://physics.nist.gov/cuu/Constants/index.html.
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mp/m md/m md/mp

R =
µpd

m
=

mpmd

m(mp +md)
µpd =

mpmd

mp +md

R

(0, 0) → (5, 1)

R

是当时最精确的基本物理常数测量结果之一. 由

于里德伯常数误差较小, 因此 (1)式中的误差主

要来自质量比  和   (或  ). 表 2列

出了不同实验与理论结合测量的质量比组合

 ,  其 中   是

质子和氘核的约化质量. 从表中可以看出, 当前HD+

精密光谱测量的  精度优于潘宁阱磁回旋频率测

得的电子质量 [25]、质子质量 [68] 和氘核质量 [26] 的组

合, 同时也优于 2018年 CODATA推荐值. 然而,

潘宁阱实验与 2023年 HD+    振转跃

迁测量结果 [17] 存在一定偏差, 原因尚不清楚. 文

献 [17]详细分析了质量比组合   的误差来源, 并

给出不同来源所导致的误差数值: 

R =

1223.899228720(7)exp(24)theory,rv(0)theory,hfs(3)CODATA2018,

(3)

其中实验误差明显小于理论误差, 而最后一个误差

来自于 CODATA 2018推荐的质子电荷半径和里

德伯常数的误差. 在理论误差中, 由于超精细劈

裂理论精度的提高,  其相应的误差 (第三个误

差)目前可以忽略, 因此理论误差主要来自于振转

跃迁频率的计算, 即第二个误差. 将氢分子离子光

谱确定的质子-电子质量比结果纳入参考后 ,

CODATA 2022的质量比推荐值精度较 COATA

2018有较大的提升, 见表 1中 CODATA推荐值

比较情况.

(α ≈ 1/137)

轻核少体原子分子结构可以通过束缚态量子

电动力学 (QED)理论进行描述, 其能级可以按精

细结构常数    的幂级数展开如下: 

Etotal = Enr + Enuc +mα4E(4) +mα5E(5)

+mα6E(6) +mα7E(7) +O(α8), (4)

Enr其中  是通过求解非玻恩-奥本海默近似的库仑

E(n) mαn Enuc

Enr

mα6

mα6

mα7

mα7

mα6

mα8

(0, 0) → (1, 0)

三体 (以氢分子离子为例)薛定谔方程得到的非相

对论能级,   是  阶的 QED修正,   是原

子核效应的贡献. 目前, 应用变分法结合 Hylleraas

基函数, 对于低振转态非相对论能级  的精度可

达 10–30 甚至更高 [27–29]. 相对论修正领头项 E(4) 来自

Breit-Pauli哈密顿量, Zhong等 [30–32] 早年将该阶

修正计算到了 Hz甚至更高的精度 .  Aznabayev

等 [33] 于 2019年也将该阶修正精度提升到相当的

程度. 辐射修正领头项 E(5) 源于 QED效应, 包括

电子自能、电子反常磁矩、真空极化和延迟光子交

换作用, 其中贝特对数项 (Bethe logarithm)的计

算仍然是精密谱计算中的难题. Korobov和 Zhong

等 [34–38] 分别独立完成了贝特对数项的计算, 使得

E(5) 修正项的精度达到 10 Hz量级. QED修正项

E(6) 包 含   阶 相 对 论 和 辐 射 修 正 .  2007年

Korobov和 Tsogbayar[39] 采用 BO近似计算了

 阶相对论修正 ,  将精度提高到了 kHz量级 .

 阶 QED修正同样包含电子自能、电子反常磁

矩、真空极化和延迟光子交换作用, 其中电子自能

部分包括相对论贝特对数项 (relativistic  Bethe

logarithm), 其理论和数值计算目前仅限于氢原

子、氢分子离子和氦原子. 2014年, Korobov等 [19,20]

完成了氢分子离子 HD+的  阶 QED修正理论,

首次精确计算了 E(7),  从而将 HD+从基态 (0, 0)

到 (1,  0)的跃迁频率理论精度提高到 4×10–11.

2017年 , Korobov等 [40] 考虑了   阶绝热修正 ,

并近似计算了  阶的贡献, 进一步将 HD+基态

跃迁  的跃迁频率理论精度提高到

7.6×10–12.  2021年 ,  他们根据 CODATA 2018推

荐的物理常数更新了跃迁频率理论值 [41].

mα7

mα8

mα6 mα7

经过 20多年的发展, HD+振转光谱理论已经

取得显著进展, 目前已经实现了  阶 QED修正

的精确计算, 并对  阶 QED修正进行了近似计

算. 然而, 目前仅有一组  和  阶 QED修正
 

R表 2    基于 HD+中不同的振转跃迁测量定出的质量比组合  之比较 [17]

RTable 2.    Comparison  of  the  combined  mass  ratio     determined  from the  measurements  of  different  rovibrational  tran-

sitions in HD+ [17].

年份 振转跃迁 R 相对误差 引文

2020 (0, 0) → (0, 1) 1223.899228658(23) 1.9× 10−11 HHU[23]

2020 (0, 3) → (9, 3) 1223.899228735(28) 2.3× 10−11 VU[67]

2021 (0, 0) → (0, 1) 1223.899228711(22) 1.8× 10−11 HHU[64]

2023 (0, 0) → (5, 1) 1223.899228720(25) 2.0× 10−11 HHU[17]

— 1223.899228642(37) 3.0× 10−11 潘宁阱[25,26,68]

— 1223.899228723(56) 4.8× 10−11 CODATA 2018[22]
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的理论数据, 迫切需要进行独立验证. 考虑到精密

谱理论和实验工作的复杂性, 独立验证现有理论和

实验在原子分子精密光谱领域的研究中具有独特

的意义. 近年来, 不时可以发现早期理论和实验工

作中的错误或疏漏. 总之, HD+精密光谱在测量基

本物理常数方面具有独特的重要性, 而 HD+超精

细结构理论对于从实验中提取自旋平均的振转跃

迁频率至关重要 [42]. 此外, 相关实验和理论之间目

前存在无法解释的偏差. 本综述将系统介绍 HD+

超精细结构理论. 

2   氢分子离子超精细结构的研究历史

氢分子离子 HD+中, 电子和质子的自旋均为

1/2, 而氘核的自旋为 1, 这使得 HD+表现出丰富

的超精细结构. 实验测量的谱线能够清晰地分辨出

不同超精细态之间的跃迁, 其跃迁频率包含了一些

谱线劈裂信息, 因此必须借助于相关的理论计算.

此外, 为了从实验光谱中提取与核自旋无关的振转

跃迁频率, 需要在理论上提供超精细劈裂数据并对

自旋作平均处理.

O(α2)

Dalgarno和 Patterson[43] 在 20世纪 60年代

就系统地提出了氢分子离子的超精细结构理论.

Babb[44–46] 在 20世纪 90年代深入研究了原子核的

自旋-轨道相互作用, 当时的理论计算精度还不需

要考虑原子核之间的自旋-自旋相互作用. 2006年,

Bakalov等 [47] 研究了自旋相关的 Breit-Pauli哈密

顿量, 获得了相对误差为     的 HD+ 超精细

结构理论数据, 并提出了以下超精细结构等效哈密

顿量: 

Hhfs
(
HD+

)
= E1 (L · se) + E2 (L · Ip) + E3 (L · Id)

+ E4(Ip · se)+E5(Id · se)+E6{2L2(Ip · se)

− 3[(L · Ip) (L · se) + (L · se) (L · Ip)]}

+ E7

{
2L2 (Id · se)− 3[(L · Id) (L · se)

+ (L · se) (L · Id)]
}
+ E8

{
2L2 (Ip · Id)

− 3[(L · Ip) (L · Id) + (L · Id) (L · Ip)]
}

+ E9

[
L2I2

d − 3

2
(L · Id)− 3 (L · Id)2

]
, (5)

{Ei}
这里 L 是总轨道角动量算符, se, Ip 和 Id 分别是电

子、质子和氘核的自旋角动量算符,     是超精

细结构劈裂系数. 直到 2020年, Korobov等 [48] 发

mα6 H+
2

mα6 mα7 ln(α)

表了包含完整   阶贡献的 HD+和  超精细劈

裂理论, 并计算了 E1 系数. 与此同时, Karr等 [49]

对 HD+的 E4 和 E5 进行了计算. 到 2022年, Haidar

等 [50] 完成了HD+ 的 E1, E6, E7 的  阶及 

阶的计算.

mα6

(0, 3) → (9, 3)

氢分子离子 HD+的超精细结构理论已经发展

到  阶 QED效应, 除了 E2 和 E3, 相应的数值

计算也基本完成. 然而, 所有的理论均由 Korobov

团队完成, 缺乏独立的理论验证. 此外, 超精细结

构理论与实验结果之间存在一定的偏差. 最近 ,

Patra等 [24] 在 2020年进行了  振转跃

迁的测量, 发现其中两条超精细劈裂分支之和的测

量值与理论值之间存在一定的偏差: 

fhfs,theo-Korobov = 178247.7(3.3) kHz , (6)
 

fhfs,exp = 178254.4(0.9) kHz . (7)

mα4当时的理论仅考虑了  阶的 Breit-Pauli哈密顿

量贡献. 然而, 在同一年, Karr等 [49] 考虑了 E1, E4
和 E5, 并获得了新的理论值: 

fhfs,theo-Karr = 178246.4(1.8) kHz . (8)

mα6可以看出, 在考虑部分超精细劈裂系数的   阶

贡献后, 理论与实验之间的偏差并没有减少, 反而

有所增大. 2022年, Haidar等 [50] 完成了 E1, E6 和

E7 系数的高阶修正计算, 发现理论与实验之间的

偏差仍然存在.

H+
2

H+
2

H+
2

H+
2

氢分子离子另一个重要的同位素是  , 其超

精细结构理论整体上与 HD+类似.    与 HD+之

间的区别在于: 1)质子的自旋为 1/2, 因此不具有

电四极矩; 2)   由两个全同的质子组成, 具有交

换对称性. 理论上,    超精细劈裂的等效哈密顿

量可以表示为 [51]: 

Heff
(
H+

2

)
=

bF(I · se) + ce(L · se) + cI(L · I) + d1
{
2L2(I · se)

− 3[(L · I) (L · se) + (L · se) (L · I)]
}

+ d2

[
L2I2 − 3

2
(L · I)− 3 (L · I)2

]
. (9)

3(2L− 1)(2L+ 3)

H+
2

为了与 HD+的等效哈密顿量保持一致, 这里需要

将 d1 和 d2 乘以  , 以便与文献 [51]

中的定义相匹配. L 是   的轨道角动量算符, se
和 I 分别表示电子和两个质子的自旋算符. bF 是电

子自旋与原子核自旋之间的接触相互作用系数,
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H+
2

L =

1, 2

H+
2

H+
2

ce 和 cI 分别是电子自旋和原子核自旋与轨道角动

量之间的自旋-轨道相互作用系数, d1 是电子和原

子核之间的自旋-自旋相互作用张量系数, d2 是原

子核之间的自旋-自旋相互作用张量系数. 1969年,

Jefferts[52] 通过射频光谱实验测量了  的 30条超

精细劈裂态跃迁谱线, 精度达到 1.5 kHz, 这些测

量覆盖了振动量子数 v = 4—8和转动量子数 

 的振转态. 1992年, Fu等 [53] 从 H2 的里德伯态

中提取了  转动态 (0, 1)的超精细劈裂系数, 精

度为 20—29 kHz, 较 Jefferts的测量结果低了 1个

数量级. 2004年, Osterwalder等 [54] 也从 H2 的里

德伯态中提取了  转动态 (0, 1)的超精细劈裂系

数.  然而 ,  2004年的实验结果在 bF 上的精度比

1992年的结果低了 1个数量级, 更严重的是, 两者

之间存在 0.2 MHz的偏差.

H+
2

mα6(m/M)

mα6(m/M)

mα7

H+
2

mα6(m/M)

自从 Jefferts在 1969年发表他们的实验结果

以来, 许多理论工作致力于解释  的超精细结构.

早期的理论基于 BO近似. Luke[55] 和 McEachran

等 [56] 在 20世纪 70年代计算了相关的超精细结构

系数,  与实验结果相差约 1 MHz.  从 1991年到

1992年 ,  Babb和 Dalgarno[44,45] 进一步考虑了绝

热修正, 使理论与实验之间的差距进一步减小, 例

如在 (0, 1)态上 bF 的偏差减少到 50 kHz. 2006年,

Korobov等 [51] 首次采用非 BO近似的理论, 全面

考虑了 Breit-Pauli自旋相关的哈密顿量, 使得与实

验结果的偏差降至 50 kHz以下. 2009年, Korobov

等 [57] 考虑了 bF 的  阶 QED效应, 将理

论精度提高到 2—3 kHz, 但与实验结果 [52] 仍存在

6—9 kHz的偏差. 直到 2016年, 他们重新审视了

所有  阶的贡献, 发现了一个之前未知

的与原子核运动相关的二阶微扰修正项 [58]. 在进

一步考虑更高阶 (如   阶)的自旋-自旋相互作

用接触势的贡献后 [49], 经过近 50年的努力, 系数

bF 的理论与实验之间的偏差最终接近到 1 kHz

的实验误差范围内. 随后, 对于自旋-轨道相互作用

系数 ce[48] 和自旋-自旋相互作用张量系数 d1[59] 也

分别考虑了高阶 QED效应的贡献. 因此, 除 cI 和

d2 外,    的其他超精细结构劈裂系数均包括了

 阶 QED贡献, 其中系数 bF 甚至考虑

了更高阶的 QED修正.

H+
2 D+

2除了  和 HD+, 氢分子离子同位素   的超

精细结构研究也取得了一些成果. 早在 20世纪

D+
2

D+
2

mα4

90年代, Babb[60] 就对   的超精细劈裂进行了理

论计算, 旨在研究氘核的电四极矩. 2013年, Zhang

等 [61] 采用 Breit-Pauli哈密顿量对  的超精细劈

裂进行了计算, 并认为当实验精度提高到赫兹水平

时, 仅通过   阶的超精细劈裂理论就可以更精

确地定出氘核的电四极矩. 

3   氢分子离子超精细结构理论

根据 NRQED理论 ,  氢分子离子超精细劈

裂可以用自旋相互作用表示为等效哈密顿量,

如 (5)式和 (9)式所示. 在等效哈密顿量中, 每一

个超精细劈裂系数都可以展开成 α的幂次, 具体

形式为 

Ei = E
(4)
i + E

(5)
i + E

(6)
i +O(α7) , (10)

E
(n)
i mαn E

(4)
i

E
(5)
i

E
(6)
i

mα6

O(α7)

E
(4)
i α3 mα7

其中  表示 Ei 中  阶 QED修正.   是相

对论修正领头项, 来源于 Breit-Pauli哈密顿量 [69,70].

 是辐射修正的领头项, 起源于电子自能单圈图

中的自旋相关部分 [36].    是相对论次阶项的贡

献, 源自  阶等效哈密顿量中的自旋相关部分.

 表示更高阶 QED效应的贡献. 通常情况下,

可以将  视为   阶贡献的近似值, 并以此

作为理论误差的评估. 在考虑自旋-自旋接触势如

bF, E4 和 E5 时, 需要考虑更高阶的 QED修正.

Hhfs(H+
2 ) = Vep+

Vep + Vpp Hhfs(HD+) = Vep + Ved + Vpd

Vab = mα4V
(4)
ab +mα5V

(5)
ab +mα6V

(6)
ab +

O(α7) mαn

mαn

本节将系统地介绍氢分子离子的超精细劈裂

理论, 依据 QED修正的阶次进行讨论. 超精细劈

裂的自旋相互作用哈密顿量是两体相互作用的

总和, 总的哈密顿量可以表示为 

 ,    .  两体相互

作用的哈密顿量可以进一步按照 QED修正的阶

次展开为 

 . 为简便起见, 下文中将省略  阶修正的

共同系数  .

在理论上, 我们将 QED修正分为两类: 一类

是粒子高速运动所引起的相对论修正, 另一类是包

含虚过程的辐射修正, 例如电子产生和吸收虚光

子、库仑光子与质子对的产生和吸收等. 原则上,

氢分子离子超精细劈裂的辐射修正表现为电子自

旋-轨道相互作用和电子自旋-原子核自旋相互作用

的形式. 在考虑电子自能修正时, 电子在外场下的

单圈图散射的高能部分包含了电子自旋的贡献. 例

如, 参考文献 [36]中的 (8)式给出了类氢原子系统
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mα5中的  阶电子自能贡献: 

∆ESE =
α3

3πm2

[
lnα2 + ln 2 + β (n, l)− 5

6

]
∆V

− α3

2πm2

r × p

r3
· se . (11)

mα4

κe=(α/π)×0.5+(α/π)2×(−0.32847 · · · )+· · ·
mα5

实际上, 这里涉及的与自旋相关的项本质上是  阶

的电子自旋-轨道相互作用中包含的电子反常磁矩

 
[ 7 1 ] 在

 阶的贡献. 因此, 不需要单独考虑每一阶的电

子自旋-轨道相互作用项. 然而, 在引入电子自旋-

原子核自旋相互作用以修正超精细劈裂理论的辐

射修正时, 需要特别谨慎 [49], 详见 3.3节.

µe = −(1 + κe)

rp,d = re −Rp,d

R = R2 −R1

H+
2

m = e = ℏ = 1

ze = −1 Zp = Zd = 1

在接下来的讨论中, 氘核、质子和电子的动量算

符分别表示为 Pd, Pp 和 Pe, 质心系坐标分别表示为

Rd, Rp 和 re, 自旋算符分别表示为 Id, Ip 和 se, 质量分

别表示为md, mp 和m. 电子的磁矩为  ,

以玻尔磁矩µB 为单位, 其中 κe 是电子的反常磁矩;

质子的磁矩µp 和氘核的磁矩µd 则以原子核磁矩

µN 为单位. 氘核的电四极矩表示为 Qd. 电子相对

于质子或氘核的相对位移为  , 而两

个原子核之间的相对位移为  , 其中原

子核 1可以是质子 (   ) 或氘核 (HD+), 原子核

2则是分子中的另一个原子核. 本文采用原子单位

制, 其中   , 但为了公式的清晰表达,

有时会明确写出字母 m. 最后, 电子的电荷数为

 , 而原子核的电荷数为  . 

mα43.1      阶自旋相关的Breit-Pauli 哈密顿量

H+
2

H+
2

  和 HD+的电子-质子相互作用需要分别考

虑. 在 HD+中, 仅需处理一对电子-质子相互作用.

而在  中, 则需要考虑两对电子-质子相互作用,

因此必须区分质子 1和质子 2, 并对它们的相互作

用进行求和: 

V (4)
ep =

(1+2κe)Zp

2m2

rp×pe

r3p
· se −

(1+κe)Zp

mmp

rp×Pp

r3p
· se

−
2µp − 1

2m2
p

rp × Pp

r3p
· Ip +

µp
mmp

rp × pe

r3p
· Ip

− 8π
3

µeµp
mmp

δ (rp) (se · Ip)

+
µeµp
mmp

r2p (se · Ip)− 3 (rp · se) (rp · Ip)
r5p

. (12)

c
(4)
e

E
(4)
1

c
(4)
I E

(4)
2

b
(4)
F E

(4)
4

d
(4)
1 E

(4)
6

这些算符可以简化为等效哈密顿量 (9)或 (5)式中

的超精细劈裂系数. 其中, 第一和第二项代表电子

自旋与轨道角动量的相互作用, 分别对应于  或

 ; 第三和第四项则是质子自旋与轨道角动量的

相互作用, 分别对应于  或  ; 第五项表示电子

自旋与质子自旋之间的费米接触相互作用, 对应于

 或  ; 最后一项是电子自旋与质子自旋的张

量项, 对应于  或  . 关于算符到超精细劈裂

系数的转换, 请参考附录中有关角动量代数的内容.

对于 HD+, 还需要考虑电子-氘核之间的相互

作用: 

V
(4)
ed =

(1+2κe)Zd

2m2

rd×pe

r3d
·se −

(1+κe)Zd

mmd

rd×Pd

r3d
·se

− 1

md

(
µd
2mp

− 1

2md

)
rd × Pd

r3d
· Id

+
µd

2mmp

rd×pe

r3d
· Id−

4π
3

µeµd
mmp

δ(rd)(se · Id)

+
µeµd
2mmp

r2d (se · Id)− (rd · se) (rd · Id)
r5d

+
Qd

2

r2dI
2
d − 3 (rd · Id)2

r5d
. (13)

E
(4)
1

E
(4)
3

E
(4)
5

E
(4)
7

E
(4)
9

同样, 这些算符也需要逐一转化为等效哈密顿量

(5)中的超精细劈裂系数. 具体来说, 第一和第二

项表示电子自旋与轨道角动量的相互作用, 对应于

 ; 第三和第四项表示氘核自旋与轨道角动量的

相互作用, 对应于  ; 第五项表示电子自旋与氘

核自旋之间的费米接触相互作用, 对应于  ; 第

六项表示电子自旋与氘核自旋的张量相互作用, 对

应于  ; 最后一项表示氘核的电四极矩, 对应于

 .

H+
2对于  , 两个质子之间的相互作用需要区分

质子 1和质子 2: 

V (4)
pp =

−
(2µp − Zp)Zp

2m2
p

(
−R× P1

R3
·I1+

R× P2

R3
·I2
)

−
µp
m2

p

(
−R× P1

R3
· I2 +

R× P2

R3
· I1
)

− 8π
3

µ2
p

m2
p
δ(R)(I1 · I2)

+
µ2
p

m2
p

R2 (I1 · I2)− 3(R · I1)(R · I2)
R5

, (14)
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c
(4)
I

d
(4)
2

这里第一项和第二项表示质子自旋与轨道的相互

作用, 对应于等效哈密顿量 (9)中的系数   ; 第

三项是质子自旋之间的接触相互作用, 但由于分子

中原子核之间接触的几率几乎为零, 因此这一项可

以忽略不计; 最后一项是质子自旋之间的张量相互

作用, 对应于超精细劈裂系数  .

对于 HD+, 则需要考虑质子-氘核之间的相互

作用: 

V
(4)
pd = −

(2µp − Zp)Zd

2m2
p

R×Pp

R3
·Ip+

µp
mpmd

R×Pd

R3
·Ip

+
Zp

md

(
µd
2mp

− Zd

2md

)
R× Pd

R3
· Id

− µd
2m2

p

R× Pp

R3
· Id −

4π
3

µpµd
m2

p
δ (R) (Id · Ip)

+
µpµd
2m2

p

R2 (Id · Ip)− 3 (R · Id) (R · Ip)
R5

− Qd

2

R2I2
d − 3 (R · Id)2

R5
, (15)

E
(4)
2

E
(4)
3

E
(4)
8 E

(4)
9

这里, 第一项和第二项对应于  ; 第三和第四项

对应于  ; 第五项同样由于原子核之间的接触

几率几乎为零, 因此可以忽略不计; 第六项对应于

 ; 最后一项对应于  .
 

mα63.2      阶相对论修正

mα6

mα6

mα6

mα6

mα6

氢分子离子或反质子氦的超精细劈裂  阶

相对论修正理论的推导工作始于 2009年, 由 Koro-

bov等 [57] 开展. 2018年, Zhong等 [72] 导出了氢分

子离子  阶自旋无关的等效哈密顿量. 2020年,

Korobov等 [48,73] 导出了完整的  阶等效哈密顿

量, 除了对 Zhong等的自旋无关结果进行检验外,

还获得氢分子离子超精细劈裂的  阶等效哈密

顿量. 氢分子离子超精细劈裂的   阶理论一阶

微扰包含树图 (tree-level dagrams)、横向单光子交

换 (the single trasverse photon exchange)和海鸥

图 (seaguall-type interaction)三部分. 树图部分贡

献来自于电子与原子核间交换单光子的费曼图; 横

向单光子交换贡献来自于不同顶点间交换横向单

光子的延迟修正图; 海鸥图来自于包含海鸥型顶点

电子和两个原子核相互作用的费曼图, 是三体相互

作用. 费曼图顶点分为电子的树图顶点 1—7、原子

核树图顶点 1N—4N和海鸥顶点 8—10, 分别见于

文献 [48]中的 (6)—(9)式. 这些顶点在坐标空间

的表达式如下: 

1.
3e

64m4

{
p2e ,
[
∇2A0

]}
− 5e

128m4

[
p2e ,
[
p2e , A0

]]
,
(16) 

2.
3e

32m4

{
p2e ,σ ·

[
E// × p

]
e

}
, (17)

 

3.
e

8m3

{
p2e ,pe ·A+A · pe

}
, (18)

 

4.
e

8m3

{
p2e ,σ ·B

}
, (19)

 

5. − e
( pe

2m
A+A

pe

2m

)
, (20)

 

6. − e

2m
σ ·B , (21)

 

7. − e

8m2
σ · (pe × ∂tA− ∂tA× pe) , (22)

 

1N. Za|e|A0 , (23)
 

2N. − Za|e|
(

Pa

2ma
A+A

Pa

2ma

)
, (24)

 

3N. − µa ·B , (25)
 

4N.
Z2
ae

2

2ma
A2 , (26)

 

8. − e2

8m2
σ · (A×E +E ×A) , (27)

 

9.
e2

8m2
E2 , (28)

 

10.
e2

2m
A2 , (29)

{A,B} = AB +BA

σ = 2se

Za|e|
E = −∇A0 − ∂tA , B = ∇×A

E// = −∇A0 E⊥ = −∂tA ∂t = ∂/∂t

这里  是反对易符号, p 是电子

的动量算符,   是电子的自旋角动量的泡利

矩阵表示, e 是电子的电荷①, 原子核 a 的电荷表示

为  , 标势和矢势与电场强度和磁场强度间的

关系为  .  需要指

出的是, 电场强度还分为平行电场和垂直电场两部

分  和  , 且  .

mα6接下来, 分别介绍氢分子离子超精细劈裂 

阶相对论修正中的三个部分: 电子自旋-原子核自

旋相互作用的标量项、电子自旋-轨道相互作用、以

及电子自旋-原子核自旋相互作用的张量项. 

3.2.1    电子自旋-原子核自旋相互作用标量项

自旋-自旋标量项的等效哈密顿量来自于树图
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横向光子交换的 4-3N图和 8-1N-3N图. 将其哈密

顿量转化为两体相互作用算符形式, 那么电子自旋

与原子核 a 自旋的相互作用为 

V ss0(6)
ea =

µeµa

2m2Ia

{
p2e ,

8π
3
δ(ra)

}
(se · Ia)

− 2µeµa

3mIa

(
Za

r4a
+ Zb

ra · rb
r3ar

3
b

)
(se · Ia) , (30)

ra rb

mα6

这里  和  分别是电子相对于原子核 a 和 b 的位

移矢量, 上标“ss”表示自旋-自旋相互作用, “0”表

示标量项, “(6)”表示该项属于  阶修正.

(30)式属于一阶微扰修正, 自旋-自旋标量相

互作用的二阶微扰修正为 

∆Ess0(6)
sec-ea = 2

⟨
HBQ (E0 −H0)

−1
QHss0(4)

ea

⟩
, (31)

Q = 1− |Ψ0⟩⟨Ψ0| Ψ0

HB

这里投影算符  ,    是振转态的波

函数;   为自旋无关的 Breit-Pauli哈密顿量: 

HB = − p4e
8m3

+
1

8m2

∑
a

Zaδ (ra) , (32)

H
ss0(4)
ea mα4其中第二项对两个原子核求和,    是   阶

的自旋-自旋相互作用标量项: 

Hss0(4)
ea = −4π

3

µeµa

mmaIa
δ (ra) (se · Ia) . (33)

1/r4a

mα6

mα6

一阶和二阶微扰修正中包含发散算符, 例如

 , 需要通过重整化方法 [72] 进行处理. 除了本节

讨论的  阶相对论修正外, 电子自旋与原子核

自旋之间的相互作用标量项还包括  阶的辐射

修正, 相关细节将在后文中进一步阐述. 

3.2.2    电子自旋-轨道相互作用

mα6
  阶的电子-轨道相互作用哈密顿量来源于

树图 2-1N和 3-3N, 以及海鸥图 8-1N-2N和 4N-5-

6. 将其转化为两体相互作用算符后, 电子与原子

核 a(包括质子或氘核)的自旋-轨道相互作用哈密

顿量可以表示为 

V so(6)
ea = − (3 + 4κe)Za

16m4

{
p2e ,

ra × pe

r3a

}
· se

+
Za

4m3ma

{
p2e ,

ra×Pa

r3a

}
·se +

Z2
a

4m2ma

ra×Pa

r4a
·se

+
ZaZb

4m2ma

rb×Pa

rar3b
·se −

ZaZb

4m2ma

ra×rb
r3ar

3
b

(ra·Pa) · se

− Z2
a

2m2ma

ra × pe

r4a
· se , (34)

ra式中上标“so”表示自旋-轨道相互作用;   是电子

rb相对原子核 a 的位移矢量;    是电子相对于另一

个原子核 b 的位移矢量.

mα6对于  阶的电子-轨道相互作用二阶微扰修

正, 电子与原子核 a 的相互作用为 

∆Eso(6)
sec-ea = 2

⟨
HBQ (E0 −H0)

−1
QHso(4)

ea

⟩
+ 2

⟨
HretQ (E0 −H0)

−1
QHso(4)

ea

⟩
+
⟨
Hso(4)

ea Q (E0 −H0)
−1
QH

so(4)
eb

⟩(1)
+
⟨
Hso(4)

ea Q(E0 −H0)
−1QHso(4)

ea

⟩(1)
, (35)

Hret

这里, 第三项和第四项的上标“(1)”表示一阶张量;

第一项和第二项是自旋-轨道相互作用的相对论修

正; 第三项是原子核 a 与原子核 b 之间的自旋-轨

道相互作用的二阶微扰交叉项 (在考虑原子核 b 时

会重复出现一次); 最后一项是原子核 a 自身的自

旋-轨道相互作用的二阶微扰修正; H0 是体系的非

相对论哈密顿量, 而   是 Breit-Pauli哈密顿量

中的轨道-轨道相互作用算符: 

Hret =
∑
a

Za

2

pie
m

(
δij

r1
+
riar

j
a

r3a

)
P j
a

ma
. (36)

mα4

V
(4)
ep,d

电子自旋与原子核 a 的  阶自旋-轨道相互作用

哈密顿量为 (见  ):
 

Hso(4)
ea =

1+2κe
2m2

ra×pe

r3a
·se −

1+κe
mma

ra×Pa

r3a
·se. (37)

mα4

在本讨论中, 我们未考虑电子反常磁矩的贡献, 因

为该贡献已包含在  阶的超精细结构理论中. 

3.2.3    电子自旋-原子核自旋相互作用张量项

mα6
  阶的电子自旋与原子核自旋相互作用项

源自树图 4-3N和海鸥图 8-1N-3N, 其中标量项已

在 3.2.1节中讨论过. 接下来将介绍张量项. 考虑

电子自旋与原子核 a 自旋之间的相互作用张量项,

可以得到如下表达式: 

V ss2(6)
ea =

µeµa

2m2Ia

{
p2e ,

[
−r

2
a (se · Ia)− 3 (se · ra) (Ia · ra)

r5a

]}

− (1+2κe)µeµa

3mIa

[
Za
r2a (se · Ia)− 3 (se · ra) (Ia · ra)

r6a

+ Zb
(ra · rb)(se · Ia)− 3(se · ra)(Ia · rb)

r3ar
3
b

]
, (38)

式中上指标中的数字“2”表示二阶张量. 相应的二

阶微扰修正为 
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∆Ess2(6)
sec-ea = 2

⟨
HBQ (E0 −H0)

−1
QHss(4)

ea

⟩
+ 2

⟨(
Hso(4)

ea +H
so(4)
eb

)
Q (E0 −H0)

−1
QHss2(4)

ea

⟩(2)
+ 2
⟨(

Hso(4)
ea +H

so(4)
eb

)
Q(E0 −H0)

−1QHsoN(4)
ea

⟩(2)
,

(39)

H
ss2(4)
ea mα4其中  是  阶电子与原子核 a 之间的自旋-

自旋相互作用张量项: 

Hss2(4)
ea =

µeµa

2mmaIa

r2a (se · Ia)− 3 (se · ra) (Ia · ra)
r5a

,

(40)

H
soN(4)
ea mα4而  是  阶的原子核 a 自旋与轨道相互作

用项: 

HsoN(4)
ea =

µa

mIa

ra × pe

r3a
· Ia

− µa

maIa

[
1−

ZampIa
maµa

]
ra × Pa

r3a
· Ia , (41)

这里上指标“N”表示原子核. 

3.3    更高阶的修正

在超精细结构中, 电子自旋与原子核自旋的相

互作用以及电子自旋与轨道的相互作用是主要的

贡献因素. 为了提高超精细劈裂的理论精度, 有必

要研究其高阶修正. 

3.3.1    电子自旋-轨道相互作用

mα4

电子自旋-轨道相互作用的高阶辐射修正以电

子反常磁矩的形式体现在  阶的 Breit-Pauli

哈密顿量中, 具体见 (12)式和 (13)式.

mα7

mα7

mα7 lnα
cq2

电子自旋-轨道相互作用的  阶相对论修正

可以通过 NRQED理论导出, 但目前尚缺乏完整

的理论框架. 2022年, Haidar等 [59] 指出在电子自

旋-轨道相互作用   阶修正中 , 贡献最大的项

是  .  其中 ,  第一项源自 NRQED的 FW

(Foldy-Wouthuysen)哈 密 顿 量 中 的   系 数 与

2N顶点的费曼图 (见文献 [59]中的 (27)式), 其等

效势为 

Uq2 =
ıZa

8m3ma
pe×4πδ(ra)Pa − Pa×4πδ(ra)pe] · se.

cY2另一项源自  系数与 2N顶点的费曼图 (见文献 [59]

中的 (29)式), 其等效势为 

UY2
=

ıZa

2m4
[pe × 4πδ(ra)pe] · se .

mα7 lnα综上所述,   阶的一阶微扰修正等效哈密顿

量为 

V so(7 ln)
ea =

4

3

α

π
ln
(
α−2

)
Uq2 −

1

3

α

π
ln
(
α−2

)
UY2

.

mα7 lnα另外,   阶的二阶微扰贡献为 

∆Eso(7)
sec-ea = 2

⟨
Hso(4)

ea Q(E0 −H0)
−1QH5 ln⟩, (42)

H
so(4)
ea mα6

H5 ln mα5 ln(α−2)

其中  也出现在  阶电子自旋-轨道相互作

用的二阶微扰修正中, 具体见 (35)式和 (37)式.

这里  是   阶辐射修正中包含   项的

部分: 

H5 ln = α3 4

3
ln
(
α−2

)
[Zaδ (ra) + Zbδ (rb)] . (43)

 

3.3.2    电子自旋-原子核自旋相互作用标量项

电子自旋-原子核自旋相互作用的标量项的高

阶修正主要部分与量子态无关, 例如接触相互作用

仅依赖于非相对论波函数中电子与原子核重合几

率的平方, 这体现在费米势的 δ函数期望值中. 因

此, 电子自旋-原子核自旋相互作用标量项的高阶

修正可以通过氢原子的近似, 从氢原子超精细结构

理论中获得. 由于氢原子超精细结构的 QED修正

是已知的 (见文献 [49]中的 (3)—(5)式), 因此可

以从中提取出费米势的相应系数, 并应用到氢分子

离子的超精细结构理论中.

类氢原子基态的超精细劈裂的领头项被称为

费米能级 (Fermi energy)[74], 在国际标准单位制中

表示为 

EF =
8

3
Z3α2cR∞µM

m

mp

2I + 1

2I

(
1 +

m

M

)3
, (44)

R∞ µM µN

mα4

其中 Z 是原子核的电荷, M 是原子核质量, c 是光

速,    是里德作常数,    是以   为单位的原子

核磁矩, I 为原子核自旋量子数. 这一能级是  

阶电子自旋-原子核自旋相互作用标量项在氢原子

基态的两个超精细劈裂态之间的能量差. 相应的

QED修正的表达式如下 [66,75–78]:
 

 

∆Ehfs(QED) = EF

{
κe +

3

2
(Zα)2 +

(
ln 2− 5

2

)
+
α(Zα)2

π

[
− 8

3
ln2(Zα) +

8

3
ln(Zα)

(
ln 4− 281

480

)
+ 16.903 772 · · ·

]
+ 0.77099(2)

α2(Zα)

π
+D(4)(α,Zα) + · · ·

}
, (45)
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α4EF其中  阶修正系数的部分结果为 [66,77]
 

D(4) (α,Zα) =
17

8
(Zα)

4
+ α (Zα)

3

[(
−5 ln 2 +

547

48

)
ln (Zα)− 2.102 (3)

]

+
α2 (Zα)

2

π2

[
−4

3
ln2 (Zα) + 1.278 001 · · · ln (Zα) + 10 (2.5)

]
− 1.358 (1.0)

α3 (Zα)

π2
. (46)

Zα α(Zα)3

−2.102(3)

该式也包含了更高阶的  贡献, 在    阶修

正中的    项中.

除了 QED修正之外, 还存在原子核修正, 包

括原子核反冲修正和原子核结构修正 [71,75,77,79]: 

∆ES = ∆EZ +∆Ep
R +∆Epol , (47)

∆EZ其中第一项  是原子核修正中最大的项, 源自

Zemach项 (包括辐射修正)[80,81]: 

∆EZ=−2(Zα)m(1 + δradZ )rZEF≈40×10−6EF , (48)

δradZ = 0.015

∆Ep
R = 5.8× 10−6EF

(Zα)(m/M)EF (Zα)2(m/M)EF

α(Zα)(m/M)EF

∆Epol

240×
10−6EF

−100× 10−6EF

这里  ,  rZ 是质子的 Zemach半径 .  第

二项   (参考文献 [49]及其引

文)包括   阶、   阶和

 阶的核反冲辐射修正 .  第三项

 为质子的核极化修正, 目前有两组不同的计

算结果:  1.88(64)×10–6EF[79] 和 1.4(6)×10–6EF[82].

上述原子核修正的讨论仅适用于氢原子, 在氘原子

的情况下则有所不同. 由于氘核相比质子是一个更

为松散的束缚系统,  其核极化修正贡献为  

 
[83], 并且是核修正的主要来源. 同时, Zemach

修正的大小约为  
[84].

Ehfs(exp)

Ehfs(QED) = EF +∆Ehfs(QED)

通过将高精度的超精细劈裂实验值 

减去纯 QED修正   ,

可以得到一个独立于核模型的量: 

∆Ehfs(nucl) = Ehfs(exp)− Ehfs(QED) . (49)

通过从中扣除费米能级的值, 可以获得原子核修正

项的系数 (见文献 [49] TABLEⅠ) : 

∆Ehfs(nucl)
EF

=

−32.616× 10−6, H,

138.256× 10−6, D.
(50)

α2

为了计算氢分子离子中电子自旋与原子核自

旋相互作用的标量项的高阶修正, 可以在原子单位

下写出费米能级的哈密顿量 (省略了系数  ): 

HF =
4π
3

m

MpI
µMδ(r) (se · I) . (51)

mα4这个算符对应于氢分子离子超精细劈裂  阶中

电子自旋与原子核自旋相互作用的标量项: 

V ss0(4)
ea =

4π
3

m

MpIa
µaδ (ra) (se · Ia) . (52)

µe/m = −(1 + κe)

mα6

V
ss0(6)
ea ∆E

ss0(6)
sec-ea

与 (12)式和 (13)式中的第 5项相比, (52)式仅省

去了系数  . 该系数的第 一项即

为 (52)式, 而第二项 κe 对应于氢原子超精细劈裂

QED理论中的第一项, 参考 (45)式. 氢原子超精

细劈裂 QED修正的第二项与   阶电子自旋与

原子核自旋的标量项  和  相对应, 详

见 (30)式和 (31)式 .  其余的高阶修正已在文献

[49]中整理出来, 具体见该文献中的 (12)—(16)式
和 (31)式: 

V α(Zα)
ea =

(
ln 2− 5

2

)
α2V ss0(4)

ea , (53)
 

V α(Zα)2 ln2(Zα)
ea = − 8

3π
ln2 (α)α3V ss0(4)

ea , (54)
 

V (ho)
ea = 0.767× 10−6V ss0(4)

ea , (55)
 

V (nucl)
ep = −32.616× 10−6V ss0(4)

ep , (56)
 

V
(nucl)
ed = 138.256× 10−6V

ss0(4)
ed . (57)

α(Zα)2 ln(Zα)

(Zα)2(m/M)EF

H+
2

(55)—(57)式中忽略了态依赖项的贡献 .  (55)式

中的态依赖贡献中,  最大的项是   ,

见 (45)式中第二行的第一项. 而在 (56)式和 (57)式

中, 态依赖项的最大贡献为   
[85], 其

余项的贡献在赫兹量级 [86]. 因此, 所有的态依赖项

可视为相应表达式的理论误差, 也即  超精细劈

裂系数 bF 以及 HD+超精细劈裂系数 E4 和 E5 的

高阶修正的理论误差: 

∆b
(ho)
F ≈ 0.93× 10−6V ss0(4)

ep ,

∆E
(ho)
4 ≈ 0.93× 10−6V ss0(4)

ep ,

∆E
(ho)
5 ≈ 0.93× 10−6V

ss0(4)
ed . (58)

 

3.3.3    电子自旋-原子核自旋相互作用张量项

mα7 ln(α)Haidar等 [59] 指出, NRQED理论的 

阶等效哈密顿量中不包含自旋-自旋张量项, 唯一

有贡献的项来自于二阶微扰修正: 
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δEss(7 ln)
sec-ea = 2

⟨
Hss(4)

ea Q (E0 −H0)
−1
QH5 ln

⟩
.

 

4   超精细劈裂数值计算和结果
 

4.1    数值计算

E0 Ψ0

少体原子分子精密谱的理论框架基于微扰论,

其中零阶能级  和波函数   是通过变分法求解

非相对论薛定谔方程获得的: 

H0Ψ0 = E0Ψ0 , (59)
 

H0 =
p2e
2m

+
P 2
a

2ma
++

P 2
b

2mb
+ V , (60)

 

V =
zeZa

ra
+
zeZb

rb
+
ZaZb

R
, (61)

E0 Ψ0

其中 H0 是氢分子离子的非相对论哈密顿量, V 是

库仑势, a 和 b 分别表示两原子核. 由于库仑三体

问题无法解析求解,   和  通常通过变分法结合

Hylleraas基函数进行数值计算, 具体细节可参见

文献 [27–29].

超精细劈裂 QED修正的等效哈密顿量的一

阶微扰可以在零阶波函数下进行计算. 一般所需的

算符矩阵元可以通过解析推导获得 [87–90]. 某些算

符可能具有奇异性, 因此需要处理奇异积分 [90]. 由

于算符的期望值对应于真实物理量, 因此必须是有

限的. 实际计算也表明, 所有的发散项能够相互抵

消 [87]. 超精细劈裂 QED修正的二阶微扰修正项可

以采用 Dalgarno-Lewis方法进行计算 [91,92].

至此, 所有等效哈密顿量的一阶和二阶微扰均

可以进行高精度计算. 关于将数值计算结果转化

为超精细劈裂系数的具体方法, 可参考附录 A1和

附录 A2. 通过计算超精细劈裂态下等效哈密顿量

的矩阵元并对矩阵进行对角化, 就可获得相应的超

精细劈裂理论值, 详见下文. 

H+
24.2      超精细结构

H+
2

(v =

0− 10, L = 1, 3)

(v = 0, 4—6,

  的超精细劈裂系数中, bF, ce 和 d1 是数值

最大的三个系数, 是超精细劈裂的主要来源. 相比

之下, 其他两个系数 ce 和 d2 则小了两个数量级以上.

最新的 bF 结果见于文献 [49]的表 III中, 涵盖了 

 的振转态 ,  其误差范围为 0.7—

0.9 kHz. 系数 ce 和 d1 的最新结果则分别列于文

献 [59]的表 III和表 IV中, 其中 ce 仅有 

L = 1) (v = 0—1, L = 2)

(v = 0, 4—6, L = 1)

mα4

(v = 7—8, L = 1)

 和   的结果, 误差在 0.10—

0.15 kHz之间, 而 d1 则仅有  的

结果, 误差范围为 11—17 Hz. 系数 cI 和 d2 分别对

应于原子核的自旋-轨道和自旋-自旋相互作用张量

项, 仅考虑了   阶的 Breit-Pauli哈密顿量, 其

误差已远小于其他三个系数的误差. 因此, 这两个

系数不需要考虑高阶效应. 表 3列出了一些振转态

的超精细劈裂系数, 其中   振转态

目前仅有 bF 的理论数据, 而 ce, cI, d1 和 d2 尚未有

结果发表. 需要指出的是, 1969年 Jefferts实验测

量所采用的等效哈密顿量与 (9)式略有不同: 

Heff = b(I · se) + cIzsze + d(L · se) + f(L · I) , (62)

其中缺少了原子核自旋间相互作用的张量系数 d2,

并且拟合得到的系数 ce 的符号也不正确. 这里的

系数与 (9)式中的系数之间存在如下转换关系: 

b = bF − c/3 , c = d1 , d = ce , f = cI . (63)

1995年, Babb[46] 对 Jefferts的实验数据进行了重

新拟合, 得到了 ce 的值, 精确到 2位有效数字, 误

差为 1.5 kHz, 具体结果见表 3.

H+
2

mα6

mα7 mα8

mα6 mα7 ln(α)

(v = 4—6, L = 1)

mα4

总之, 对于  的等效哈密顿量的超精细劈裂

系数, bF 的实验精度最高, 而理论在考虑  阶及

更高阶效应后也达到了相当的精度 [49]. 从表 3可

以看出, bF 的理论值与实验值相符合, 从而验证了

关于系数 bF 的理论在氢分子离子超精细劈裂中的

正确性. 为了进一步提高 bF 的精度, 理论上需要考

虑  阶甚至  阶的修正. 关于 ce 和 d1 系数的

 阶以及   阶修正的研究已由 Haidar

等 [59] 完成, 包括  振转态的数值计

算. 由于 cI 和 d2 系数较小, 采用   阶理论已完

全足够, 并且理论值与实验值之间的误差已经小于

实验误差 [51].

H+
2对于  , 可以采用以下角动量耦合方案. 由

于超精细劈裂系数中 bF 的数值最大, 可以首先将

电子自旋 se 与原子核自旋 I 耦合, 得到总自旋 F.

然后, 总自旋 F 再与轨道角动量 L 耦合, 最终形成

总角动量 J: 

I = I1 + I2 , F = I + se , J = L+ F . (64)

根据泡利不相容原理, 两个质子不可能处于相同的

量子态, 同时需要满足交换对称性. 当两个质子自

旋相反时, 它们的总自旋量子数 I 为 0, 这意味着

它们的转动量子数相同,  因此总的轨道角动量
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H+
2 (I, F, J)

|FJ⟩ H+
2

I = 0

L 必然是偶数. 而当两个质子自旋相同时, 它们的

总自旋量子数 I 为 1, 表示它们的角动量不同, 导

致总角动量 L 为奇数. Karr等 [93] 在 2008年给出

了  角动量参数   的可能取值, 详见表 4.

因此, 可以用  来表示  超精细劈裂态的角动

量波函数. 当 L 为偶数时,   , 等效哈密顿量中

只有一项不为零:
 

Hhfs = ce (L · se) =
ce
2

(
J2 −L2 − s2e

)
. (65)

经计算得知, 在这种情况下存在两个超精细劈裂能

级, 分别为
 

Ehfs (F = 1/2, J = L− 1/2) = −L+ 1

2
ce ,

Ehfs (F = 1/2, J = L+ 1/2) =
L

2
ce . (66)

L = 0对于转动量子数为  的态, 不存在超精细劈裂,

仅有一个能级. 当 L 是奇数时, 最多有 6个超精细

劈裂态:
 

|F = 3/2, J = L+ 3/2⟩,

|F = 3/2, J = L+ 1/2⟩,

|F = 1/2, J = L+ 1/2⟩, (67)
 

 

H+
2

3(2L− 1)(2L+ 3)

表 3      等效哈密顿量 (9)中的超精细劈裂系数, 单位为 kHz. 每个振转态的第一行是理论值, 随后是实验值. d1 和

d2 需要乘以因子  才能与文献 [51]中的值匹配
H+
2

3(2L− 1)(2L+ 3)

Table 3.    The hyperfine splitting coefficients in the effective Hamiltonian of    , as appeared in Eq. (9), in units of kHz.

The first line of each rovibrational state is for the theoretical values, followed by the experimental ones. d1 and d2 need to be

multiplied by    to match the values in Ref. [51].

L v bF ce cI d1 d2

1 0 922 930.1(9)a 42 417.32(15)b –41.673d 8566.174(17)b –19.837d

922 940(20)[53] 42 348(29)[53] –3(15)[53] 8550.6(1.7)[53]

923.16(21)[54]

1 4 836 728.7(8)a 32 655.32(11)b –35.826c 6537.386(13)b –16.414c

836 729.2(8)[52] 32 636[52] –34(1.5)e 6535.6[52]

1 5 819 226.7(8)a 30 437.80(11)b –34.148c 6080.400(12)b –15.531c

819 227.3(8)[52] 30 421[52] –33(1.5)e 6078.7[52]

1 6 803 174.5(7)a 28 280.95(10)b –32.385c 5637.627(11)b –14.633c

803 175.1(8)[52] 28 266[52] –31(1.5)e 5636.0[52]

1 7 788 507.5(7)a

788 507.9(8)[52] 26 156[52] –29(1.5)e 5204.9[52]

1 8 775 171.2(7)a

775 172.0(8)[52] 24 080[52] –27(1.5)e 4782.2[52]

mα4

α2 ≈ 5.3× 10−5 mα4

α2 ≈ 5.3× 10−5

注: a 包含高阶修正的贡献, 来自文献[49]; b 包含高阶修正的贡献, 来自文献[59]; c 仅计算领头项  阶的Breit-Pauli哈密顿量的贡献,
误差为相应值乘以   , 来自文献[51]; d 仅计算领头项   阶的Breit-Pauli哈密顿量的贡献, 误差为相应值乘以

 , 来自文献[30]; e 由Babb于1995年重新拟合实验数据获得, 来自文献[46].

 

H+
2表 4      在特定的转动量子数 L 下, 可能具有的不同总自旋量子数 F 和总角动量量子数 J 的值. n 是相应的超精细劈

裂态的数目, 见文献 [93]表 I

H+
2

Table 4.    Possible values of different total spin quantum number F and total angular momentum quantum number J that

  may have under specific rotational quantum number L. n is the number of corresponding hyperfine splitting states, see

Table I in Ref. [93].

L se I F J n

0 1/2 0 1/2 1/2 1

1 1/2 1 1/2 1/2, 3/2 5

3/2 1/2, 3/2, 5/2

偶 1/2 0 1/2 L− 1/2, L+ 1/2 2

奇 1/2 1 1/2 L− 1/2, L+ 1/2 6

3/2 L− 3/2, L− 1/2, L+ 1/2, L+ 3/2
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|F = 3/2, J = L− 1/2⟩,

|F = 1/2, J = L− 1/2⟩,

|F = 3/2, J = L− 3/2⟩. (68)

L = 1 L = 3

L = 1

Heff

Heff

图 1显示了  和  两种情况下的超精细劈

裂示意图,    时仅有 5个超精劈裂态. 通过角

动量耦合理论计算等效哈密顿量  的矩阵元, 得

到  在超精细劈裂态下的矩阵: 

H̃hfs =



A 0 0 0 0 0

0 B C 0 0 0

0 C D 0 0 0

0 0 0 E F 0

0 0 0 F G 0

0 0 0 0 0 H


, (69)

其中 

A =
bF
2

+
L

2
[ce + 2cI − (2L− 1) (2d1 + d2)] , (70)

 

B =
bF
2

+
L− 3

6
(ce + 2cI) +

1

2
(L+ 3)

× (2L− 1) (2d1 + d2) , (71)
 

C =

√
L (2L+ 3)

3
(ce − cI)−

1

2
(2L− 1)

×
√
L (2L+ 3) (d1 − d2) , (72)

 

D = −bF −
L

6
(ce − 4cI) , (73)

 

E =
bF
2

− L+ 4

6
(ce + 2cI) +

1

2
(L− 2)

× (2L+ 3) (2d1 + d2) , (74)
 

F =

√
(L+ 1) (2L− 1)

3
(ce − cI) +

1

2
(2L+ 3)

×
√
(2L− 1) (L+ 1) (d1 − d2) , (75)

 

G = −bF +
L+ 1

6
(ce − cI) , (76)

 

H=
bF
2

− L+1

2
[ce+2cI+(2L+3)(2d1 + d2)] . (77)

3(2L− 1)(2L+ 3)

请注意, 根据之前的定义, 需要将 d1 和 d2 乘以系

数  , 以与文献 [93]中 (12)—(19)式
保持一致. 此外, 非对角元对应于总角动量 J 相同

但总自旋 F 不同的情况.

H+
2

H̃hfs

mα7

  超精细劈裂理论值可以通过对角化矩阵

 获得. 表 5列出了超精细劈裂态之间跃迁频率

的理论值和实验值, 它们在 1.2—1.6个标准误差范

围内一致. 可能的偏差来源是 ce 系数的  修正

的非对数项计算中的近似所致.

H+
2

mα7

综上所述,   超精细劈裂理论中关于系数 bF
的部分已经得到高精度验证, 但关于 ce 和 d1 的部分

仍存在理论与实验结果不一致的情况, 可能需要更

精确地计算自旋-轨道  阶修正中的非对数项. 

4.3    HD+超精细结构

mα6

mα6

mα6 mα7 ln(α)

mα7 ln(α)

(1, 0)

HD+超精细劈裂系数已列于表 6中, 其中仅包

括实验涉及的振转态 (v, L):(0, 0), (0, 1), (1, 1),

(6, 1), (0, 3), (9, 3)的结果 .  HD+超精细劈裂系

数 Breit-Pauli哈密顿量的贡献可参考引文 [47]的

TABLE II, 其中数值最大的三个系数分别为 E4,

E5 和 E1, 分别对应电子自旋-质子自旋相互作用的

标量项、电子自旋-氘核自旋相互作用的标量项和

电子自旋-轨道角动量的相互作用项. 其次是 E6 和

E7, 比 E1 小 1个量级以上, 分别对应电子自旋-质

子自旋相互作用的张量项和电子自旋-氘核自旋相

互作用的张量项; 其他系数 E2, E3, E8 和 E9 比 E1
小 4个量级以上. E1 的  阶理论和计算由Korobov

及其合作者完成, 详见引文 [48]的 TABLE III. E4
和 E5 的   阶修正计算由 Karr等完成, 详见引

文 [49]的TABLE V. E6 和E7 的  阶和 

阶 QED理论和计算由Haidar等完成, 详见引文 [50]

的 TABLE II和TABLE III. E1 的  阶QED

计算结果列于引文 [50]的 TABLE I. 表 6还列出

了振转态  超精细劈裂自旋-轨道角动量相互

作用耦合系数 E1, E6 和 E7 的实验值. 对于这三个

系数, 实验值与理论值的偏差在 2.0—3.3标准差范

围内, 属于合理范围.

 

3/2

5/2

1/2

1/2

3/2



(, =1)

=3/2

=1/2


9/2

7/2

5/2

3/2

5/2

7/2

(, =3)

=3/2

=1/2

H+
2 (v, L = 1, 3)图 1    氢分子离子   振转态   的超精细劈裂

示意图

H+
2

(v, L = 1, 3)

Fig. 1. Hyperfine  structure  of  hydrogen  molecular  ion   

rovibrational states   .
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对于 HD+, 最强的超精细劈裂系数是电子与

质子的自旋-自旋相互作用标量项 E4, 其次是电子

与氘核的自旋-自旋相互作用标量项 E5, 而电子自

旋-轨道相互作用所对应的系数 E1 比 E5 小 5倍.

因此, 较为合理的角动量耦合方式是
 

F = se + Ip , S = F + Id , J = L+ S . (78)

H+
2

|FSJ⟩

与  类似, 对于振转态 (v, L), 可以列出可能的超

精细劈裂态   (详见表 7), 计算 HD+的等效哈

密顿量 (5)的矩阵元, 然后对矩阵进行对角化, 即

可获得相应振转态的超精细劈裂值.

(v, L ⩾ 2)

L = 0

(F, S) : (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2)

L = 1

(F, S) = (1, 2) L ⩾ 2

J = L− 2 J = L− 1 L ⩾ 2

从表 7中可知, 一个 HD+振转态对应多个超

精细劈裂态. 图 2是 HD+振转态  的超精

细劈裂图示. 当   时有 4个超精细劈裂态, 分

别对应  分支各有一

个超精细劈裂态的情况;    时有 10个超精细

劈裂态, 其中  分支较  的情况少

了  和  两个超精细劈裂态;  

 

H+
2 (v = 4—8, L = 1) (F, J)

v = 4—6 (1/2, 3/2)—(1/2, 1/2)

表 5      在振转态  下, 超精细劈裂态  之间的跃迁频率理论和实验结果比较, 单位为 MHz. 第

一行是 Korobov等 [58] 计算的理论值; 第二行中的实验值来源于文献 [52]. 对于  的跃迁  ,

理论值已于 2022年得到更新 [59], 相应的实验值取自引文 [94]
H+
2

(v = 4—8, L = 1)

(F, J) = (1/2, 3/2)—(1/2, 1/2) v = 4—6

Table 5.    Comparison of theoretical and experimental transition frequencies between hyperfine states of    in rovibration-

al state    , in MHz. The first row shows the theoretical values calculated by Korobov et al.[58]; the experi-

mental values in the second row are from the Ref. [52]. For transitions     for    , the

theoretical values were updated in 2022[59], and the corresponding experimental values are cited from Ref. [94].

v

(
3

2
,
3

2

)
—

(
3

2
,
5

2

) (
3

2
,
3

2

)
—

(
3

2
,
1

2

) (
1

2
,
3

2

)
—

(
1

2
,
1

2

) (
3

2
,
5

2

)
—

(
1

2
,
3

2

) (
3

2
,
3

2

)
—

(
1

2
,
3

2

)
4 5.7202 74.0249 15.371316(56)a 1270.5504 1276.2706

5.721 74.027 15.371407(2)b 1270.550 1276.271

5 5.2576 68.9314 14.381453(52)a 1243.2508 1248.5084

5.258 68.933 14.381513(2)b 1243.251 1248.509

6 4.8168 63.9879 13.413397(48)a 1218.1538 1222.9706

4.817 63.989 13.413460(2)b 1218.154 1222.971

7 4.3948 59.1626 12.4607 1195.1558 1199.5506

4.395 59.164 12.461 1195.156 1199.551

8 3.9892 54.4238 11.5172 1174.1683 1178.1576

3.989 54.425 11.517 1174.169 1178.159

注: a 来自引文[59]的理论值; b 来自引文[94]的实验值.

 

表 6    实验涉及的HD+振转态超精细劈裂系数, 单位 kHz. 振转态 (0, 1)的系数 E1, E6 和 E7 实验值 (第二个条目) 由Haidar

等 [50] 从实验数据 [23] 中提取
Table 6.    Hyperfine coefficients for rovibrational  states of  HD+,  in kHz.  Experimental  values (the second entry) of  coeffi-

cients E1, E6 and E7 for rovibrational state (0, 1) were extracted by Haidar et al. in Ref. [50] from experimental data[23].

(v, L) (0, 0) (0, 1) (1, 1) (6, 1) (0, 3) (9, 3)

E1[50] 31985.41(12) 30280.74(11) 22643.89(8) 31628.10(11) 18270.85(6)

31984.9(1)

E2[47] –31.345(8) –30.463(8) –25.356(7) –30.832(8) –21.304(6)

E3[47] –4.809(1) –4.664(1) –3.850(1)a –4.733(1) –3.225(1)

E4[49] 925394.2(9) 924567.7(9) 903366.5(8) 816716.1(8) 920480.0(9) 775706.1(7)

E5[49] 142287.56(8) 142160.67(8) 138910.27(8) 125655.51(7) 141533.07(8) 119431.93(7)

E6[50] 8611.299(18) 8136.859(17) 6027.925(13) 948.5421(20) 538.9991(12)

8611.17(5)

E7[50] 1321.7960(28) 1248.9624(27) 925.2072(20) 145.5969(3) 82.7250(2)

1321.72(4)

E8[47] –3.057(1) –2.945(1) –2.369(1)a –0.335 –0.219

E9[50] 5.660(1) 5.653(1) 5.204(1)a 0.612 0.501

注: a 未见于文献中, 由本文作者计算.
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∆F = 0 ∆S = 0 ∆J = 0,±1

(v, L) =

(0, 0) → (0, 1)

(0, 0) → (1, 1)

12 → 16 (0, 0) → (0, 1)

19 → 21

时有 12个超精细劈裂态, 见图 2. 考虑到选择定则

 ,    且   , 两个振转态间的

跃迁光谱具有复杂的超精细结构.  以  

 为例, 该跃迁具有 32个超精细劈裂 [23].

表 8列出了部分超精劈裂跃迁频率的理论值和实

验值. 从表中可以看出, 仅有部分跃迁频率的偏差

在 1个标准差以内, 例如  超精细劈裂

 间的跃迁频率和  超精细劈裂

 间的跃迁频率. 大部分跃迁频率的理论和

实验之间的偏差在 2—5个标准差之间, 部分跃迁

的理论和实验之间的偏差大于 5个标准差, 少部分

甚至达到 9个标准差. Haidar等在文献 [50]中指

 

表 7    HD+振转态 (v, L)可能具有的总自旋角动

量 F 和总角动量 J 的值
Table 7.    Possible  total  spin  angular  momentum F

and total angular momentum J values for HD+ rota-

tional state (v, L).

L F S J

L 0 1 L− 1, L, L+ 1

1 0 L

1 L− 1, L, L+ 1

2 L− 2, L− 1, L, L+ 1, L+ 2

 

=1

=0 =1

=0

=1

=2

+1



-1

+2
+1

-1
-2
+1

-1




(, )

(v, L ⩾ 2)图 2    氢分子离子 HD+振转态   的超精细劈裂示

意图

(v, L ⩾ 2)

Fig. 2. Hyperfine  structure  of  hydrogen molecular  ion  HD+

rovibrational states   .
 

fij = fj − fi (v, L) → (v′, L′)

∆ij = f
exp
ij − f theorij σc = {[u(f expij )]2+

[u(f theorij )]2}1/2 u(f)

表 8    HD+超精细劈裂跃迁频率 fij 的理论值和实验值比较, 单位 kHz.   , 这里 fi 是振转跃迁 

光谱的第 i 个超精细劈裂峰, 参考实验文献 [23, 24, 64].   是实验与理论之间的偏差,  

 是实验与理论值之间的标准误差, 这里  表示 f 的相对误差

fij = fj − fi

(v, L) → (v′, L′) ∆ij = f
exp
ij −

f theorij σc = {[u(f expij )]2 + [u(f theorij )]2}1/2

u(f)

Table 8.    Comparison  between  experimental  and  theoretical  results  for  some  hyperfine  intervals,  in  kHz.    ,

where  fi  is  the  i-th hyperfine component of  rovibrational  transition    ,  see Refs.  [23, 24, 64].   

   is  the  deviation  between  experimental  and  theoretical  frequencies,  and      is  the

standard deviation, with    being the relative uncertainty in f.

i FSJ → F ′S′J ′ j FSJ → F ′S′J ′ f
exp
ij f theorij [50] ∆ij ∆ij/σc

(v = 0, L = 0) −→ (v′ = 0, L′ = 1) f
exp
ij   来自引文[23]

12 122→121 14 100→101 2434.211(75) 2434.465(23) –0.254 –3.2

12 122→121 16 011→012 31074.752(43) 31074.102(56) –0.350 –4.9

12 122→121 19 122→123 43283.419(54) 43284.10(12) –0.677 –5.0

12 122→121 20 122→122 44944.338(72) 44945.289(64) –0.951 –9.8

12 122→121 21 111→112 44996.486(61) 44997.14(11) –0.652 –5.3

14 100→101 16 011→012 6939.541(66) 6939.636(42) –0.095 –1.2

14 100→101 19 122→123 1949.208(47) 1948.63(11) –0.423 –3.2

14 100→101 20 122→122 20810.127(88) 20810.823(63) –0.696 –6.5

14 100→101 21 111→112 20862.275(79) 20862.673(91) –0.398 –3.3

16 011→012 19 122→123 12209.667(41) 12209.994(72) –0.327 –4.0

16 011→012 20 122→122 13870.586(62) 13871.187(42) –0.601 –7.9

16 011→012 21 111→112 13922.734(49) 13923.037(51) –0.303 –4.3

19 122→123 20 122→122 1660.919(70) 1661.19(10) –0.274 –2.2

19 122→123 21 111→112 1713.067(59) 1713.042(25) 0.025 0.4

20 122→122 21 111→112 52.148(6) 51.850(75) 0.298 2.8

(v = 0, L = 0) −→ (v′ = 1, L′ = 1) f
exp
ij   来自引文[64]

12 122→121 16 122→123 41294.06(32) 41293.66(12) 0.40 1.2

(v = 0, L30) −→ (v′ = 9, L′ = 3) f
exp
ij   来自引文[24]

F = 0 014→014 F = 1 125→125 178254.4(9) 178245.89(28) 8.5 9.0
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(0, 0) → (0, 1)

(0, 0) → (0, 1)

(0, 0) → (1, 1)

H+
2

出, 纯转动跃迁   (见表 8第一部分) 的

理论和实验之间的偏差可以由系数 E1, E6 和 E7 的

误差来解释. 同时, 如果将系数的理论误差依据纯

转动跃迁  进行移动, 则会使振动跃迁

 的偏差从 0.4 kHz增大到 0.9 kHz.

另外, 移动后的理论误差将影响   的系数 ce, 导

致理论偏离实验数据 [59]. Haidar等 [50] 认为这些偏

差是当前不同实验间存在不一致所导致的. 尽管如

此, 鉴于目前仅有 Korobov及其合作者进行了氢

分子离子超精细结构理论计算, 独立检验他们的工

作是至关重要的. 

5   结　论

mα6 mα7 ln(α)

H+
2

mα7

mα7

本文系统回顾了氢分子离子超精细结构理论

的发展历程和现状. 根据 NRQED理论, 氢分子离

子超精细结构理论在早期 Breit-Pauli哈密顿量基

础上已经发展到了  阶水平, 并包含了 

阶的自旋-轨道相互作用、电子自旋-原子核自旋的

张量项. 此外, 通过采用氢原子近似, 还将电子自

旋-原子核自旋标量项考虑到更高阶的修正.   超

精细劈裂系数以及超精细劈裂跃迁频率的理论与

实验结果符合较好, 但在 HD+超精细劈裂跃迁频

率上存在一定偏差. 实验与理论之间的差异可能来

自实验方面, 也可能是由于电子自旋-轨道相互作

用的  阶非对数项近似所至. 虽然目前有多个

实验组在进行相关研究, 但不同实验测量的跃迁不

尽相同, 因此有必要对同一跃迁进行重复测量. 在

理论方面, 独立检验 Korobov小组的结果是必不

可少的; 另外, 超精细劈裂  阶的完整理论仍然

是有可能采用 NRQED实现的.

作为少体原子分子精密谱的一部分, 氢分子离子

精密谱的研究也致力于探索标准模型的界限. 从目

前的理论和实验结果来看, 即使存在一些不能解释

的偏差, 也没有确切的证据表明这是新物理的效应.

这有待于未来更高精度实验和更高阶理论的探索.

感谢新不伦瑞克大学严宗朝教授对稿件的修改, 感谢

中国科学院精密测量科学与技术创新研究院 (APM)史庭

云研究员对稿件的建议和指导; 感谢黄冈师范学院周挽平

副教授对辐射修正的讨论; 感谢 APM童昕研究员、管桦研

究员、高克林研究员和中国科学技术大学胡水明教授对精

密谱理论长期的支持. 

附 录A   超精细劈裂的角动量代数
 

A1    一阶微扰算符 [59]

在等效哈密顿量如 (9)式和 (5)式中, 每一自旋相互作

用都对应于一阶微扰算符. 所有的算符可以归纳为两个一

阶张量或两个二阶张量的标量积: 

U (n)
i = T

(n)
i ·U (n) , n = 1, 2 (A1)

T
(n)
i U (n)其中 n 代表张量的阶数,    作用到空间波函数上,   

作用到自旋波函数上.

U (1)
i

C(1)
i

对于一阶张量,   可以表示为等效哈密顿量中的超

精细劈裂系数  . 根据Wigner-Eckart定理, 有
 

C(1)
i (v, L) =

⟨
vL∥T (1)

i ∥vL
⟩

⟨L∥L∥L⟩
=

⟨
vL∥T (1)

i ∥vL
⟩

√
L (L+ 1) (2L+ 1)

, (A2)

式中分子部分是相应算符在空间波函数下的不可约期待值.

H+
2对于二阶张量, 以  电子自旋-原子核自旋相互作用

张量项为例, 其自旋部分的算符是一个二阶张量: 

U (2)
µ = {se ⊗ I}(2)μ =

3

2

[
1

2

(
sieI

j + sjeI
i
)
− δij

3
(se · I)

](2)
μ

, (A3)

I = I1 + I2这里  是总的原子核自旋. 由 Wigner-Eckart定

理和下面的式子 

(L⊗L)
(2) · (se ⊗ I)

(2)
=

1

2

√
3

2

[
(L · se) (L · I) + (L · I) (L · se)−

2

3
L2 (se · I)

]
, (A4)

可以得到相应的超精细劈裂系数: 

C(2)
i = − 1

2
√
6

⟨
vL∥T (2)

i ∥vL
⟩

⟨
L∥ (L⊗L)

(2) ∥L
⟩

= −

⟨
vL∥T (2)

i ∥vL
⟩

2
√
L (L+ 1) (2L− 1) (2L+ 1) (2L+ 3)

. (A5)
 

A2    二阶微扰算符 [48]

氢分子离子振转态 (v, L)超精细劈裂中二阶微扰修正

可以表示为如下一般形式: 

∆Eab =
⟨
vLSJM

∣∣∣ (Ska
a ·Oka

a

)
Q(E0

−H0)
−1Q

(
Skb

b ·Okb

b

) ∣∣∣vLS′JM
⟩
, (A6)

Oka
a

Ska
a

|vLSJM⟩ S

J = L+ S

其中  等是作用到空间波函数的 ka 阶不可约张量算符,

 等是作用到自旋波函数的 ka 阶不可约张量算符 .

 是一个纯超精细劈裂态, 其中   是总自旋算符,

 是总的角动量算符 . Korobov在文章 [48]中展

示了如何将一个二阶微扰项转化为不可约张量表示, 即

首先将其表示为不可约的空间轨道算符和自旋算符的标

量积. 
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A2.1    不可约张量积约化

应用张量积的变换公式 (参考文献 [95]第 3章 3.3.2节

(11)式):  {{
Ak1 ⊗Bk1

}(0) ⊗ {Ck2 ⊗Dk2
}(0)}(0)

0

=
∑
k

Πk

Πk1k2

{{
Ak1 ⊗Ck2

}(k) ⊗ {Bk1 ⊗Dk2
}(k)}(0)

0
, (A7)

Πn1n2··· =
√
(2n1 + 1)(2n2 + 1) · · ·其中  , 可得

  (
Ska
a ·Oka

a

)
Q (E0 −H0)

−1
Q
(
Skb

b ·Okb

b

)
= (−1)

ka+kb Πkakb

{{
Ska ⊗Oka

}(0)
⊗
{
Q (E0 −H0)

−1
QOkb

b · Skb

b

}(0) }(0)

0

= (−1)
ka+kb

∑
k

Πk

{
T (k) ⊗U (k)

}(0)

0

=
∑
k

(−1)
ka+kb+k

T (k) ·U (k) . (A8)

U
(k)
M =

{
Ska
a ⊗ Skb

b

}(k)

M
这里自旋张量算符  , 坐标张量算符为
 

T
(k)
M =

{
Qka

a ⊗Q (E0 −H0)
−1
QQkb

b

}(k)

M
. (A9)

∆Eab =
∑

k
∆E

(k)
ab

因此, 二阶微扰项可以表示为  , 其中
 

∆E
(k)
ab = (−1)

ka+kb+k
⟨
vLSJM

∣∣∣(T (k) ·U (k)
)∣∣∣ vLS′JM

⟩
= (−1)

k1+k2+k

⟨
vL
∥∥T (k)

∥∥ vL⟩⟨
L
∥∥L(k)

∥∥L⟩
×
⟨
vLSJM

∣∣∣(L(k) ·U (k)
)∣∣∣ vLS′JM

⟩
, (A10)

L(0) = I L(1) = L L(2) = {L⊗L}(2)且  ,   ,   , 等等. 对于纯角动

量耦合的矩阵元, 可以进一步作如下展开 [参考文献 [96]

(4.22)式 ]:  ⟨
vLSJM

∣∣(L(k) ·U (k)
)∣∣vLS′JM

⟩
=

(−1)
L+S+J

{
L L k

S′ S J

}⟨
L
∥∥L(k)

∥∥L⟩⟨S∥∥U (k)
∥∥S′⟩ . (A11)

T (k)

这里不可约自旋算符矩阵元可以在自旋算符确定后计算.

对于张量  , 其超精细劈裂系数为 (见下面 (A20)式) 

C(k)
ab = (−1)

ka+kb+k
= (−1)

k1+k2+k

⟨
vL
∥∥T (k)

∥∥ vL⟩⟨
L
∥∥L(k)

∥∥L⟩ . (A12)
 

A2.2    不可约自旋算符

对于电子自旋 se-轨道角动量相互作用算符间的二阶微

扰项, 

U (0) = {se ⊗ se}(0)0 = − 1√
3
se · se = −

√
3

4
,

U (1) = {se ⊗ se}(1)µ = − 1√
2
se , U (2) = 0 . (A13)

Ia对于电子自旋 se-轨道角动量算符与原子核自旋  -轨

道角动量间的二阶微扰: 

U (0) = {se ⊗ Ia}(0)0 = − 1√
3
(se · Ia) , (A14)

 

U (1) = {se ⊗ Ia}(1)μ = − ı√
2
[se × Ia] , (A15)

 

U (1) = {se⊗Ia}(2)µ =

√
3

2

[1
2
(sieI

j
a+s

j
eI

i
a)−

δij

3
(se ·Ia)

](2)
µ
. (A16)

[se ⊗ Ia]
(2)

对于电子自旋 se-轨道角动量算符与电子自旋-原子核

自旋张量算符  , 有
 

U (1) =
{
se ⊗ {se ⊗ Ia}(2)

}(1)

µ

=

√
5

3

{
{se ⊗ se}(0) ⊗ Ia

}(1)

µ
+

√
5

3

{
{se ⊗ se}(1) ⊗ Ia

}(1)

µ

=−
√
15

12
Ia − ı

√
15

12
[se × Ia] , (A17)

 

U (2) =
{
se⊗{se⊗Ia}(2)

}(2)

µ
=

√
5

3

{
{se⊗se}(1)⊗Ia

}(2)

µ

= −1

2

√
3

2
{se⊗Ia}(2)µ , (A18)

 

U (3) = 0 . (A19)
 

A2.3    轨道算符的约化矩阵元

T (k)

kb

L′ = L,L± 1

T (k)(L′)

(A10)式中的轨道空间算符的矩阵元可以进一步展开.

对于作用到轨道波函数的算符  , 可以将其分解为不同

的项, 每一项对应的中间态具有一个相应的角动量量子数 L'.

对于氢分子离子超精细劈裂所涉及到的相互作用, ka 或 

必定有一个是 1. 因此L'的可能值是  , 见 (A20)式.

对于确定的 L', 算符  的约化矩阵元可以用文献 [95]

第 13章 13.1.3节 (10)式进行展开:  ⟨
vL
∥∥∥T (k) (L′)

∥∥∥ vL⟩ = (−1)
k
Πk

{
ka kb k

L L L′

}

×
∑
n ̸=0

⟨
vL∥Oka

a ∥vnL′⟩⟨vnL′∥Okb

b ∥vL
⟩

E0 − En
. (A20)

L′ = L− 1, L, L+ 1

a− a0 a+

将 (A20)式的求和在  的情况分别定义为

 ,   和  , 即 

a−=− 1

Π2
L

∑
n ̸=0

⟨
vL
∥∥Oka

a

∥∥ vnL− 1
⟩ ⟨
vnL− 1

∥∥∥Okb

b

∥∥∥ vL⟩
E0 − En

, (A21)

 

a0=− 1

Π2
L

∑
n ̸=0

⟨
vL
∥∥Oka

a

∥∥ vnL⟩ ⟨vnL∥∥∥Okb

b

∥∥∥ vL⟩
E0 − En

, (A22)

 

a+=− 1

Π2
L

∑
n ̸=0

⟨
vL
∥∥Oka

a

∥∥ vnL+ 1
⟩ ⟨
vnL+ 1

∥∥∥Okb

b

∥∥∥ vL⟩
E0 − En

, (A23)

∆E
(k)
ab

则与  相对应的超精细劈裂系数为
 

C(k)
ab = (−1)

ka+kb
Π2

LΠk⟨
L
∥∥L(k)

∥∥L⟩
[
−

{
ka kb k

L L L− 1

}
a−

+

{
ka kb k

L L L

}
a0 −

{
ka kb k

L L L+ 1

}
a+

]
. (A24)
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Abstract

H+
2 HD+ mα7 ln(α)
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mα7
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The  study  of  high-precision  spectroscopy  for  hydrogen  molecular  ions  enables  the  determination  of

fundamental  constants,  such  as  the  proton-to-electron  mass  ratio,  the  deuteron-to-electron  mass  ratio,  the

Rydberg  constant,  and  the  charge  radii  of  proton  and  deuteron.  This  can  be  accomplished  through  a

combination  of  high  precision  experimental  measurements  and  theoretical  calculations.  The  spectroscopy  of

hydrogen  molecular  ions  reveals  abundant  hyperfine  splittings,  necessitating  not  only  an  understanding  of

rovibrational  transition  frequencies  but  also  a  thorough  grasp  of  hyperfine  structure  theory  to  extract

meaningful physical information from the spectra. This article reviews the history of experiments and theories

related  to  the  spectroscopy  of  hydrogen  molecular  ions,  with  a  particular  focus  on  the  theory  of  hyperfine

structure. As far back as the second half of the last century, the hyperfine structure of hydrogen molecular ions

was  described  by  a  comprehensive  theory  based  on  its  leading-order  term,  known  as  the  Breit-Pauli

Hamiltonian.  Thanks  to  the  advancements  in  non-relativistic  quantum  electrodynamics  (NRQED)  at  the

beginning of this century, a systematic development of next-to-leading-order theory for hyperfine structure has

been achieved and applied to    and    in recent years, including the establishment of the    order

correction. For the hyperfine structure of    , theoretical calculations show good agreement with experimental

measurements  after  decades  of  work.  However,  for  HD+,  discrepancies  have  been  observed  between

measurements  and  theoretical  predictions  that  cannot  be  accounted  for  by  the  theoretical  uncertainty  in  the

non-logarithmic term of the    order correction. To address this issue, additional experimental measurements

are  needed  for  mutual  validation,  as  well  as  independent  tests  of  the  theory,  particularly  regarding  the  non-

logarithmic term of the    order correction.
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专题: 少电子原子分子精密谱

基于冷分子离子 HD+振转光谱的精密测量*

张乾煜 1)2)    白文丽 1)2)    敖致远 1)2)    丁彦皓 1)2)

彭文翠 1)†    何胜国 1)‡    童昕 1)3)

1) (中国科学院精密测量科学与技术创新研究院, 波谱与原子分子物理国家重点实验室, 武汉　430071)

2) (中国科学院大学, 北京　100049)

3) (武汉量子技术研究院, 武汉　430074)

(2024 年 7 月 31日收到; 2024 年 9 月 18日收到修改稿)

由一个质子、一个氘核和一个电子组成的氢分子离子“HD+”是最简单的异核双原子分子 , 其有着丰富

的、可精确计算和测量的振转跃迁谱线. 通过 HD+振转光谱实验测量和理论计算的对比, 可实现物理常数的

精确确定, 量子电动力学理论的检验, 并开启了超越标准模型新物理的探寻. 目前, HD+的振转跃迁频率确定

的相对精度已经进入了 10–12 量级 , 并由此获得了当前最高精度的质子电子质量比 , 相对精度达到 20 ppt

(1 ppt = 10–12). 本文全面介绍了目前 HD+振转光谱的研究现状与理论背景, 阐述了基于 Be+离子协同冷却 HD+

分子离子的高精度振转光谱测量方法, 包括 Be+离子和 HD+分子离子的产生与囚禁, HD+外态冷却与内态制

备, 双组分库仑晶体中 HD+数目的确定, 以及 HD+振转跃迁的探测. 最后, 文章展望了进一步提高频率测量

精度的光谱前沿技术, 及同位素氢分子离子的振转光谱在未来研究中的发展前景.

关键词：振转光谱, HD+分子离子, 协同冷却

PACS：33.20.Vq, 67.63.Cd, 37.10.Rs 　DOI: 10.7498/aps.73.20241064

CSTR：32037.14.aps.73.20241064

 

1   引　言

HD+分子离子作为最简单的异核双原子分子,

其振转能级态寿命在 10 ms量级, 且其振转跃迁相

比于同核双原子分子具有较大的电偶极跃迁概率,

在实验上能够获得高分辨率的精密光谱. HD+分子

离子是由一个电子和两个核子组成的三体系统, 其

振转跃迁频率可以由库仑三体束缚态的量子电动

力学理论 (QED)精确计算. 因此, HD+分子离子

是一个理论与实验结合测量基本物理常数、检验

QED理论进而寻找新物理的合适体系.

HD+分子离子的振转态能量 E 与基本常数的

关系可以表示为 [1]
 

E=R∞[Enr(µpe, µde)+α
2F (α)+Enuc(rp, rd)], (1)

其中, R∞, μpe, μde, α, rp, rd 分别是里德伯常数、

质子电子质量比、氘核电子质量比、精细结构常

数、质子电荷半径和氘核电荷半径; Enr 为非相对

论能量项, 是振转态能量 E 的主要贡献项; α2F(α)

包含了相对论修正 (Erel)、辐射修正项 (EQED)和超

精细结构相关的自旋能量项 (Espin), 可以表示为精

细结构常数 α的级数展开; Enuc 代表由于质子电

荷半径 rp 和氘核电荷半径 rd 对振转态能量 E 进

行的有限核尺寸影响的修正.
 

*  国家重点研发计划 (批准号: 2021YFA1402103)和国家自然科学基金 (批准号: 12393825)资助的课题.
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里德伯常数 R∞、质子电子质量比 μpe、氘核电

子质量比 μde、质子电荷半径 rp、氘核电荷半径

rd 和精细结构常数 α这 6个基本物理常数与 HD+

分子离子振转跃迁频率不确定度的相关性如表 1

所示, 目前质子电子质量比 μpe 对振转态能量影响

最大. 因此, HD+分子离子振转跃迁实验测量结合

理论计算可以高精度地确定质子电子质量比常数.

HD+分子离子振转能量的理论计算可以追溯

到半个世纪前, 当时该计算采用绝热近似 [2]. 如今

HD+分子离子电子基态 1 sσ 的振转能量可以通过

从头计算法 (ab initio calculation)获得 [3]. HD+分

子离子振转能量的精确计算可以分为 4个部分: 1) 振

转能量非相对论项 Enr, 利用变分法 [4] 计算的振转

能量非相对论项相对精度可以达到 10–15[5], 电子基

态的振转能量计算甚至可以达到 10–30 的相对精度 [6];

2) 相对论修正项 Erel, 对 HD+分子离子中电子动

能的相对论修正是以精细结构常数 α的偶次幂展

开的, 当考虑到 α4 项的相对论修正时, 对振转跃

迁频率相对精度的影响小于 10–12 [7]; 3) 辐射修正

项 EQED, 该能量修正项来源于带有辐射场的电子,

可通过微扰理论非相对论 QED的展开计算. 目前

展开到α8 项, 获得对振转跃迁频率 10–12 相对精度 [3];

4) 自旋能量项 Espin, 这个能量来源于核子、电子自

旋携带的磁矩与电子运动、分子转动带来的磁场之

间的相互作用. 计算的各个角动量耦合系数 [8] 的不

确定度在 0.1 kHz量级 [9]. 国内 Zhong等 [10–12] 对

HD+分子离子振转能量的相对论修正项 [10]、辐射

修正项 [11] 和自旋能量项 [12] 的计算进行了研究. 表 2

列出了该研究小组计算的 HD+从振动基态到振动

第 6激发态 (v, L):(0, 0)→(6, 1)的振转泛频跃迁

频率, 其中 v 为振动量子数, L 为转动量子数.

在 HD+分子离子振转能量的理论研究获得了

高精度计算结果的同时, HD+分子离子振转光谱实

验也同样得到了精确的测量. HD+分子离子振转跃

迁的实验测量自 1976年 Wing等 [13] 利用 HD+分

子离子束实现首次探测以来, 过去的几十年间光谱

精度在不断提高. 2007年, Koelemeij 等 [14] 利用协

同冷却技术制备 10 mK温度的 HD+分子离子, 并

对其振转跃迁 (v, L):(0, 2)→(4, 3)进行测量. 这一

方法大幅减小了多普勒展宽, 最终测得光谱精度

为 2×10–9, 结合实验测量与 QED理论计算确定了

质子电子质量比. 2012年, Bressel等 [15] 利用激光

泵浦技术实现 HD+分子离子振转基态的态制备,

并对 (v, L) : (0, 0)→(1, 1)振转跃迁进行测量, 精

度提高至 1.1×10–9. 2018年, Alighanbari 等 [16] 提

出 HD+分子离子在离子阱中径向运动范围在 1 μm

量级, 相对于长波长的振转激发光, 离子运动进入

了 Lamb-Dicke区域 .  他们在  Lamb-Dicke  区域

对频率为 1.3 THz的转动跃迁 (v, L)  :  (0,  0)→

(0,  1)进行测量 ,  测得的光谱精度为 3.8×10–10.
 

表 1    基本物理常数对 HD+分子离子振转跃迁频率不确定度的影响 [1]

Table 1.    Influences of fundamental physical constants on the uncertainty of the vibrational transition frequencies of HD+

molecular ions[1].

R∞ μpe μde rp rd α

当前物理量的相对不确定度 1.9 ppt 60 ppt 35 ppt 0.002 350 ppm 0.15 ppb

频率值对物理量的敏感系数 ~1 ~0.1 ~0.01 ~10–9 ~10–9 ~10–6

物理量对频率相对不确定度影响 ~1 ppt ~10 ppt ~1 ppt ~1 ppt ~0.1 ppt ~0.1 ppq

注: 表中ppm(part per million), ppb(part per billion), ppt(part per trillion), ppq(part per quadrillion)分别表示10–6, 10–9, 10–12, 10–15.

 

表 2    QED理论计算的 HD+振转跃迁 (v, L):(0, 0)→(6, 1)各项贡献
Table 2.    Contribution of QED theory calculation of HD+ rovibrational transition (v, L):(0, 0)→(6, 1).

频率/MHz 贡献项

vnr 303393178.0114(8) 三体非相对论薛定谔方程能量

vnuc –0.096(1) 有限核效应

vα2 4571.102 59(3) Breit–Pauli近似中的相对论修正

vα3 –1 234.8136(3) 辐射修正领头项

vα4 –8.9607(3) 1圈、2圈辐射修正; 高阶的相对论修正

vα5 0.537(1) 3圈的辐射修正; Wichmann–Kroll贡献项

vα6 0.003(5) 高阶的辐射修正

vtot 303303396505.784(5)
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2020年 , Alighanbari等 [17] 通过重新优化实验条

件, 再次对 (v, L) : (0, 0)→(0, 1)转动跃迁进行测

量, 光谱精度提高至 1.3×10–11. 2021年, Kortunov

等 [18] 对 HD+的振转跃迁 (v, L) : (0, 0)→(1, 1)在

Lamb-Dicke 区域内实现了超高精度测量, 光谱精

度达 3.3×10–12. 2023年, Alighanbari 等 [19] 将 HD+

分子离子在离子阱中的径向温度降低至 1 mK, 使

1.15 μm波长附近的振转共振跃迁光谱进入 Lamb-

Dicke区域, 获得了目前最高的相对精度 2.3×10–12.

另外, Koelemeij小组在 2016年实现对 HD+的泛

频跃迁 (v, L) : (0, 2)→(8, 3)的测量, 光谱精度为

1.1×10–9. Koelemeij等 [20] 还提出 HD+分子离子振

转光谱的测量可以搜寻重子与重子间的第五种力.

2020年, Patra 等 [21] 利用近共振双光子消多普勒的

方法在 Lamb-Dicke区域通过对振转跃迁 (v, L):

(0, 3)→(9, 3)进行测量, 光谱精度达 2.9×10–12.

HD+分子离子振转光谱对质子电子质量比常

数的确定扮演着重要的角色. 如图 1所示, 目前最

高精度的质子电子质量比常数由 2023年 Aligh-

anbari 等 [19] 测量的 HD+分子离子振转光谱确定

为 1836.152673449(37), 其相对精度达到 20 ppt. 早

期的质子电子质量比常数主要由马克思普朗克核

物理研究所 (Max-Planck-Institut für Kernphysik,

MPIK)的在彭宁阱 (Penning trap)中测量自由质

子和自由电子回旋频率的高精度实验 [22] 确定, 这

种依赖单一体系单一实验方法的测量一旦出现偏

差 [22,23] (图 1紫色线段), 就会对质子电子质量比常

数的数值确定造成严重影响, 使收录该测量值而建

立的 CODATA(committee on data)数据出现不

自洽的情况 (图 1橘色线段). 而目前的 HD+分子

离子振转光谱获得的质子电子质量比结果都是自

洽的. 因此, HD+分子离子振转跃迁的精密光谱既

能获得质子电子质量比常数, 又可对该常数的其他

实验测量方法、理论计算进行检验. 例如, HD+分

子离子振转光谱与自由质子和自由电子回旋频率

的相互比对检验了束缚态 QED理论与自由粒子

经典动力学的适用性. HD+分子离子振转光谱与反

质子氦光谱 [24] 的相互验证检验了 CPT(charge con-

jugation, parity and time reversal)对称性.

HD+分子离子振转光谱理论与实验的比对还

可以用来搜寻第五种力. 在量子场论中, 每一个基

本相互作用力都由规范玻色子传导, 任何力都可以

唯象的参数化为 Yukawa势的形式 [25], 因此第五

种力可以表示为 

V5 (r) = ℏcα5N1N2
exp (−r/λ)

r
, (2)

ℏ
ℏ

其中, α5, λ分别为质量为 m5 (m5 =    /(λc))的

规范玻色子传导作用力的作用强度和有效距离,  

和 c 分别代表约化普朗克常量和真空光速, N1 和

N2 分别代表作用的两种粒子的核子数, r 代表两种

粒子的距离. 任何一个关于第五种力的搜寻实验

都会在给定的假定范围 λ限制相互作用强度 α5.

通过改变作用的两种粒子的核子数 N1 和 N2(即使

用不同的测量体系), 改变两种粒子的距离 (即测量

不同的振转跃迁谱线)就可以改变第五种力的限制

曲线, 从而在不同的范围搜索可能的第五种力. 对

于 HD+分子离子的振转跃迁, 由于不同振转态的

平均核间距不同, 初末振转态感受到不同的第五

种力会造成振转跃迁频率的频移. 目前的 HD+分

子离子的振转跃迁实验没有观测到第五种力造成

的频移, 因此这些实验确定了与之对应的第五种力

的上限. 如图 2所示, H2 分子、HD+分子离子、反

质子氦 3种粒子的不同跃迁将可能的强子与强子

相互作用的第五种力限制在空白区域 (置信区间

为 90%)[26].

HD+分子离子振转光谱的理论计算由于涉及

多个基本常数, 在理论与实验对比确定基本常数时

受到一定的限制. 尤其是随着质子电子质量比常数

测量精度的逐渐提高, 其他常数例如质子、氘核的

电荷半径对理论计算的影响逐渐显现出来. 因此,

结合 HD+分子离子的多条振转跃迁光谱来抑制甚

至消除部分常数的影响 [19], 是对质子电子质量比

常数测量、QED理论检验以及新物理探测的巧妙

且必要手段.

 

10.08.06.04.0

CODATA 2018 CODATA 2014

Blaum 2019 Blaum 2014

Koelemeij 2020

Schiller 2020

Schiller 2021

Schiller 2023

Hori 2016 

(p/e-1836.152673)/10-7

反质子氦光谱

HD+振转光谱
Penning阱回旋频率

CODATA数据库

图 1    质子电子质量比常数测量

Fig. 1. The measurements of proton-electron mass ratio.
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本文将逐一介绍 HD+分子离子振转光谱实验

中使用的一系列技术方法, 第 2节介绍 Be+离子、

HD+分子离子的产生和囚禁; 第 3节介绍利用激光

冷却的 Be+离子协同冷却 HD+分子离子从而实现

HD+外态的控制; 第 4节介绍 HD+分子离子内态

的制备; 第 5节介绍评估离子阱中协同冷却的 HD+

分子离子数目的方法; 第 6节介绍 HD+分子离子

振转跃迁的探测方法; 第 7节展望了 HD+分子离

子振转光谱未来的研究前景. 

2   离子的产生与囚禁

气态带电离子的产生方法通常有 3种, 分别为

电子枪轰击 [14,27]、激光溅射 [28,29] 和光电离 [30,31]. 电

子枪轰击简单高效, 由于较易产生高动能电子, 因

此广泛用于高价态离子的制备. 但在电离能较高的

离子实验中, 电子枪发射的高能电子同样会电离真

空背景残余气体如 H2, N2, H2O, 导致制备的离子

不纯. 另外, 电子枪的发散角较大, 因此电子会附

着在离子阱上, 影响离子囚禁势阱. 激光溅射的离

子通常从离子阱径向进入离子阱中心, 通过伴随着

的电子暂时性的消除势阱, 离子能够顺利进入离子

阱中心并被囚禁 [32]. 然而, 溅射的电子和离子附着

在离子阱上同样也会影响离子囚禁势阱. 光电离离

子制备法因激光的准直性可以将电离区限制在离

子阱中心附近, 因而光电离不会影响离子阱电势,

且采用对中性原子具有选择性的共振电离可以清

洁有效地产生目标离子.

在 HD+分子离子振转光谱实验中, 冷却剂离

子 Be+和 HD+分子离子的产生需要的电离能量分

别为 9.3 eV和 15.4 eV, 因此在实验中需要合适的

电离技术. 产生 Be+离子所需的中性 Be原子可以

通过原子炉加热 Be金属形成饱和蒸气 [33], 或者激

光溅射 Be金属靶 [34] 产生. 产生 HD+分子离子所

需的中性 HD分子可以通过超声分子束 [35] 或微漏

阀引入 [36].

产生的离子被囚禁在分段线形四极杆阱 (亦

称 Paul阱)中以进行下一步的光谱探测. 分段线

形四极杆阱通过在径向上的对向极杆施加频率为

Ω的射频电压 Uaccos(Ωt), 在轴向帽端处施加直流

电压 Uend, 实现离子囚禁. 离子阱在径向方向的囚

禁电势 ϕr 及轴向方向的囚禁电势 ϕz 分别为 

ϕr (x, y) =
Uaccos (Ωt)

r20

(
x2 − y2

)
,

ϕz (x, y, z) =
Uend

2z20

(
2z2−x2 − y2

)
, (3)

其中 r0 为径向离子阱中心距射频极杆的距离, z0
为轴向离子阱中心距帽端的距离. 在该电势下离子

的运动可以由Mathieu方程的近似解描述 [37]: 

ui (t) = ui0cos (ωit) + ui0
qi
2
cos (ωit) cos (Ωt) ,

i = x, y, z, (4)

ωi =

1

2
Ω

√
1

2
q2i + ai

式中, 第 1项表征离子的宏运动, 第 2项表征离子

的微运动. ui0 为宏运动幅度, 宏运动频率为  

 , 其中 αi, qi 为Mathieu方程的参数:
 

ax = ay = −1

2
az = − 4QUend

Mz20Ω
2
,

qx = −qy = − 4QUac

Mr20Ω
2
, qz = 0, (5)

其中, Q, M 为囚禁离子的电荷和质量.

下面将从电离的 3种方法起详细介绍离子的

电离与囚禁技术及其在 HD+分子离子振转光谱实

验的应用. 

2.1    电子枪轰击

电子枪轰击是利用电流产生高能量高密度的

电子束碰撞中性粒子, 剥离中性粒子外层电子从而

形成带正电荷的离子的技术. 电子枪内部的阴极
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图 2    H2 分子、HD+分子离子、反质子氦光谱实验确定强

子与强子相互作用的第五种力的上限 [26]

Fig. 2. Spectroscopic measurement of H2 molecule, HD+ mo-

lecular ion, and antiprotonic helium constrains on the fifth

force of hadron-hadron interaction[26].
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(可以是热阴极或场发射阴极)在加热或电场作用

下释放电子. 释放的电子在阳极和阴极之间的高压

电场作用下加速, 通过聚焦极的作用, 电子束被聚

焦成细小且能量集中的束流, 以实现精确的控制和

应用. 电子枪可以通过调节阴极、阳极的电压来控

制输出的电子能量, 因此, 电子枪轰击的电离范围

可以覆盖多种原子和分子.

Be+离子 [20,38,39] 和 HD+分子离子 [20,38] 均可以

利用电子枪轰击产生. 虽然电子枪轰击的方式可以

突破原子第一电离能的能量限制, 实现单电子的剥

离, 然而此方式在产生一价离子的同时也可能会产

生二价甚至更高价的离子, 也可能会电离真空中的

残余杂质. 因此, 实验中需要对电离参数进行严格

控制来减少杂质离子的产生. 另一方面, 尽管电子

束进行了聚焦, 电子枪仍然会对实验系统产生电子

污染, 残余电子会附着在离子阱上造成干扰势场,

使得囚禁势场不稳定, 对囚禁离子造成加热作用.

通常, 这种电子污染可通过紫外光照射予以去除 [40]. 

2.2    激光溅射

激光溅射利用高功率激光束照射固体靶材表

面, 使其迅速加热并发生相变, 进而产生等离子体,

控制溅射激光的波长和功率, 可以控制溅射的产物

为中性、单价甚至高价. Be+离子可以利用激光溅

射产生并被离子阱囚禁 [41,42]. 激光溅射产生单价的

离子其纯度主要取决于靶材, 相较于电子枪轰击更

清洁, 且其对激光波长范围的要求相较于光电离更

宽泛.

为不影响离子阱电势, 激光溅射的靶材一般放

置在离子阱外. 因此激光溅射产生的离子必须从离

子阱外部进入离子阱中心. 然而能被离子阱囚禁的

离子势必不能越过离子阱势垒, 因此通常需要对离

子阱电势在时序上有所控制才能载入离子. 激光溅

射离子通常有从离子阱轴向、径向溅射并载入两种

方式进入离子阱, 都需要控制相应的囚禁电势.

离子阱中轴向电场为静电场, 其更便于控制.

且当离子阱中心距帽端的距离较远时, 轴向溅射可

以囚禁动能分布更宽的离子 [43,44]. 分段线形离子阱

中径向电场为射频电场, 特别对于囚禁 Be+离子、

HD+分子离子质荷比较小的离子, 需要 10 MHz左

右的囚禁电场交变频率. 溅射离子的飞行速度一般

在 1 mm/μs量级, 对于施加 10 MHz射频电场的

离子阱在 1 μs量级的开启关断囚禁场是可行的 [43].

对于不需要精确控制离子装载数目的实验, 激

光溅射离子进入离子阱更常见的方法是利用溅射

出离子和电子中和离子阱极杆上的射频电压, 在 1 μs

量级迅速降低囚禁势垒, 载入离子后离子阱射频电

压又在 1 μs量级快速的恢复 (如图 3所示), 从而

实现离子的囚禁.

 
 

-100

-50

0

50

100
离子阱射频电压
溅射光触发信号

电
压
/
V

时间/ms

0 5 10 15 20

图 3　激光溅射影响下的离子阱电压变化

Fig. 3. The change of voltage on the ion trap under the in-

fluence of laser ablation.
  

2.3    光电离

根据所需光子数, 光电离分为单光子电离和多

光子电离. 单光子电离, 需要较短波长的激光且会

引入大量的杂质离子. 而多光子电离, 特别是多光

子共振电离需要的激光波长更长, 且会选择性的电

离中性原子或分子. 然而, 相较于单光子电离, 多

光子电离通常需要更高的激光功率. 对于电离能较

高的 Be+离子、HD+分子离子通常使用多光子电离

产生.

无论是单光子电离还是多光子电离, 粒子的电离

概率不仅与电离光的光强有关, 还与粒子对光子的

吸收截面相关. 例如 Mg原子双光子、三光子散射

截面分别为: σ(2)≈ 10–43 cm4·s, σ(3)≈ 10–75 cm6·s2 [45],

而 Be原子双光子、三光子散射截面分别为: σ(2)≈

10–45 cm4·s, σ(3)≈ 10–77cm6·s2 [46]. 除此之外, 电离

概率也会随着光子频率的变化而变化, 表现出共振

特性. 这一共振特性主要因为在光电离过程中, 粒

子对光子的吸收截面与原子的内部能级结构密切

相关, 导致当电离激光频率与粒子内部能级发生共

振时, 粒子的电离表现为共振电离过程, 反之, 粒

子的电离则表现为非共振电离过程.

目前实验上有 3种方式光电离产生 Be+: 双光

子非共振电离 [47]、[1+1]双光子共振电离 [47]、[2+1]
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三光子共振电离 [33], 其所需电离激光波长及相关

能级如图 4(a)所示. 双光子共振光电离的电离散

射截面相较于双光子非共振光电离高出 3—4个数

量级 [46]. 尽管实验上电离光光强和原子密度都有

所区别, [1+1]双光子共振电离实验和 [2+1]三光

子共振电离实验都实现了 10 s–1 的电离速率 [33,47].

具有较高电离能的 HD分子只能采取多光子

电离的方法, 实验上使用了 [2+1]和 [2+1' ]多光

子共振增强电离的方法制备 HD+分子离子 [35,48],

所需电离激光波长及 HD分子的相关能级如图 4(b)

所示. HD分子电子基态 X态到中间态 EF态的双

光子跃迁的散射截面 2×10–36 cm4 [49,50], 使用合适

的电离光光强, HD分子的电离速率可达 4 s–1 [35]. 

3   HD+分子离子的外态控制

在离子阱中制备了 Be+离子、HD+分子离子之

后, 需要对其进行外态的控制, 以获得稳定的、窄线

宽的光谱信号. 对于缺乏闭合跃迁循环无法直接激

光冷却的离子, 通常有 3种方式降低离子的温度, 实

现对其外态的控制, 分别是缓冲气体冷却 [51]、阻性

冷却 [52] 和离子协同冷却 [53,54]. 缓冲气体冷却是通

过冷原子与囚禁离子之间的碰撞作用降低离子的

温度, 使用混合阱同时囚禁离子和激光冷却的冷原

子甚至能将离子的温度降低至 mK以下 [51]. 混合

阱中尽管离子可以被冷却至很低的温度, 由于会引

入额外的外场, 目前主要用于研究粒子间的相互作用[55].

阻性冷却是通过离子产生的诱导电流加载在外部

阻抗上实现离子热量的耗散. 该方法受限于微弱的

诱导电流和外部电路, 温度很难冷却到 K以下 [52].

离子协同冷却是通过同时囚禁可以直接激光冷却

的离子和被冷却离子, 使其相互作用实现共同冷

却, 协同冷却的温度受限于冷却剂离子的冷却极限

和两种离子之间的相互作用强度, 在没有亚多普勒

冷却手段的情况下可以冷却至 1 mK量级. 离子协

同冷却的方法引入了冷却激光, 为离子阱中的离子

晶体提供了可以荧光探测的途径, 因此广泛应用于

离子的精密光谱探测中. HD+分子离子的振转光谱

实验也利用协同冷却技术实现其外态控制.

在离子阱囚禁的库仑晶体中, 质荷比越大的离

子, 受到的径向囚禁力越小, 质荷比越小的离子,

受到的径向囚禁力则越大. 这一特性导致在多组份

的库仑晶体中, 质荷比不同的离子会在径向分布中

产生分离, 如图 5所示.

相同电荷下, 质量较小的离子分布在库仑晶体

的内壳层, 质量较大的离子则分布在晶体壳层的外

壳层, 离子的质量越接近, 不同种类的离子间的距

离就越近, 相互作用就越强, 协同冷却的效果也越

好. 因此, HD+分子离子的振转光谱实验使用质量

最接近的可激光冷却的 Be+离子作为冷却剂离子.

Be+离子的激光冷却方案如图 6所示.

当在离子阱中同时囚禁 Be+离子与 HD+离子

时, 被激光冷却的 Be+离子会对 HD+进行协同冷

却, 使 HD+分子离子温度达到 10 mK [56]. 获得稳

定的 HD+分子离子温度需要 Be+离子冷却激光的

频率较稳定, 因此需要对 313 nm的激光器进行频

率锁定.
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图 4    Be原子和HD分子光电离的相关能级　(a) Be原子光电离的相关能级, 黑色箭头表示双光子非共振电离, 紫色箭头表示 [1+1]

双光子共振电离, 蓝色箭头表示 [2+1]三光子共振电离 ; (b) HD分子光电离的相关能级 , 3个蓝色箭头组合表示 [2+1]三光子共

振电离, 两个蓝色箭头和一个红色箭头组合表示 [2+1']三光子共振电离

Fig. 4. The related levels of Be atom and HD molecule photoionization: (a) The relevant energy levels for photoionization of the Be

atom, black arrows indicate two-photon non-resonant ionization, purple arrows indicate [1+1] two-photon resonant ionization, and

blue arrows indicate [2+1] three-photon resonant ionization; (b) the relevant energy levels for photoionization of the HD molecule,

three blue arrows represent [2+1] three-photon resonant ionization, and combination of two blue arrows and a red arrow represent

[2+1'] three-photon resonant ionization.
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Be+离子的冷却激光及探测光所需波长在

313 nm, 由于缺乏直接辐射 313 nm的激光二极

管, 313 nm紫外 (ultraviolet, UV)激光通常通过

非线性光学频率混合产生, 如二倍频 (second har-

monic generation, SHG)[57–59]、三倍频 (third har-

monic generation, THG)[39]、四倍频 (fourth harmo-

nic generation, FHG)[40]、五倍频 [60] 以及二倍频之

后的合频 [61–63] 产生. 由于 313 nm这类紫外波段

可用作绝对频率参考的原子谱线较少, 且紫外反射

效率相对可见光较低, 会造成谐振腔中的高吸收损

耗. 因此, 紫外波段的激光器的频率稳定一般建立

在对其激光器的种子光或前级倍频光的频率稳定

基础上, 从而使相应的 UV激光输出的频率不稳定

度控制到 1 MHz—1 mHz的量级 [64–66]. 由于不同实

验中 313 nm激光产生的方式及频率稳定参考源

的不同, 313 nm激光频率稳定的方法不尽相同. 本

文以四倍频产生的 313 nm激光与超低膨胀 (ultra-

low expansion, ULE)腔频率锁定的 PDH(Pound–

Drever–Hall)方法 [67] 稳频为例 [68],  介绍 313 nm

激光作为 Be+离子冷却光的频率稳定方法.

如图 7所示 ,  从激光器第 1个 SHG产生的

626 nm的激光被分成两部分. 主要部分被送往下

一个 SHG产生 313 nm激光, 其余部分用于 ULE

腔频率稳定和光梳频率测量. 在频率稳定之前 ,

626 nm激光两次通过声光调制器 (acousto-optic

modulator, AOM), 其目的是使用于 Be+激光冷却

的激光频率与腔谐振频率相匹配, 并在不改变光路

的情况下调整 AOM的频率, 使用于光谱测量的激

光频率稳定且不发生漂移. 在 PDH稳频模块中,

 

冷却光

2

1

21

2

图 5    双组分库仑晶体径向分离示意图, 该图视角为径向

截面图, 其中 M1 为内层被协同冷却离子的质量 , M2 为外

层冷却剂离子的质量, b2 和 a2 分别为质量为 M2 离子壳层

的外径和内径, b1 为内层离子的外径

Fig. 5. The schematic diagram of a bi-component Coulomb

crystal in the view of a radial cross-section, where M1 is the

mass  of  the  sympathetically  cooled  ions  in  the  inner  shell,

M2 is the mass of the laser-cooled ions in the outer shell, b2
and a2 are the radius of the outer and inner surface of the

ions  with  the  mass  of M2,  respectively,  b1  is  the  radius  of

the outer surface of the ions with the mass of M1.
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图 6    Be+离子激光冷却相关能级

Fig. 6. Related energy levels of Be+ laser cooling.
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图 7    313 nm激光器稳频实验装置示意图 [68]

Fig. 7. Schematic of the experimental setup for frequency stabilization of the 313 nm laser[68].
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使用了一对透镜来调整激光的位置和束腰, 以匹

配 ULE腔的模式. 半波片和格兰棱镜将 626 nm

光的线偏振方向与电光调制器 (electro-optic modu-

lator, EOM)晶体的光轴之一对准 .  光学隔离器

(optical isolator, ISO)减少从ULE腔返回到 EOM

的反射光, 从而减少由 EOM引起的残余幅度调制.

由平面镜和凹面镜组成的 ULE腔长度为 10 cm,

在 626 nm处的细度为 50000.  用偏振分束器和

1/4波片提取腔中的反射光, 然后用光电探测器

(photodetector, PD)进行探测. 在检测到的信号

与参考信号混合之后, 产生的误差信号通过伺服

器锁定激光器频率, 该伺服器将反馈信号输出给种

子激光器的二极管电流和压电传感器. 通过稳定

1252 nm种子激光器的频率, 实现了激光器 SHG

和 FHG级输出的频率稳定性.

将 313 nm激光频率稳定后, 囚禁在离子阱中

的 Be+可以获得稳定的温度和荧光信号. 如图 8所

示, 锁定在ULE腔上的 313 nm激光, 其照亮的Be+

在 100 s量级拥有稳定的温度和荧光探测信号. 

4   HD+分子离子的内态控制

为了获得高信噪比的 HD+分子离子光谱, HD+

分子离子除了需要稳定的外态, 还需要对 HD+分

子离子的内态进行控制. 目前有 4种方法控制离子

阱中冷分子离子的内部振转态: 1) 将分子离子放

置在低温环境中 [69], 通过液氦可以将离子的环境

温度降至 4 K左右, 在热平衡下, 分子离子的振转

基态布居数会得到提高 [70]. 这种方法需要复杂的

制冷系统, 且可能会带来机械振动导致的额外噪

声 [71]; 2) 将分子离子放置在MOT(magneto-optical

trap)与离子阱组合而成的混合阱中 [72], 混合阱中

温度在 1 mK量级的中性冷原子与分子离子的非

弹性碰撞会改变分子离子的振转态, 从而显著提高

分子离子的振转基态布居数 [73], 但同时囚禁离子

和中性原子的复合阱会引入额外的磁场和光场 [55],

这也增加了系统的复杂性. 同时离子和中性原子之

间的反应碰撞也可能减弱系统的稳定性; 3) 利用

阈值光电离制备振转基态的分子离子 [74,75], 这种方

法用于极性分子离子时, 需要考虑黑体辐射对振转

态分布的影响 [48]; 4) 光泵浦的方法 [76], 通过泵浦

光将分布在其他态的离子抽运到振转基态, 该方法

需要使用复杂的激光系统, 且相对于前 3种可以制

备 90%以上基态布居的方法, 该方法的态制备效

率受限于跃迁强度 [77].

在 300 K的热平衡状态下, HD+分子离子几

乎全部布居在 1 sσ 电子态振动量子数 v = 0的振

动基态, 但在转动量子数 L = 0—5的各转动态上

的布居分别为 10%, 25%, 27%, 20%, 11%, 4%. 目

前, 除了以 (v = 0, L = 2)为初始下态的 HD+分

子离子振转光谱测量 [14,20,21], 其余以振转基态 (v =

0, L = 0)为初始下态的 HD+分子离子振转光谱测

量均进行了内态制备以提高光谱信噪比.

光泵浦的方法可以有效提高 HD+分子离子振

转基态的布居 [77]. 利用 2713 nm和 5484 nm的激

光将HD+的 (v = 0, L = 1)态、(v = 0, L = 2)态分

别泵浦到 (v = 2, L = 0)态和 (v = 1, L = 1)态, 这

两个泵浦的上态又会自发辐射回 (v = 0, L = 0)

 

(a)

(b)

2 s 40 s 80 s 120 s 160 s 200 s 240 s

图 8    将冷却激光的锁定在 ULE腔 (a)和波长计 (b)上的 Be+库仑晶体的图像 [68], 图像时间点在激光频率锁定后的 2, 40, 80,

120, 160, 200, 240 s

Fig. 8. The images of Be+ Coulomb crystals with cooling laser locked to ULE cavity (a) or wavelength meter (b)[68], the image time

points are at 2, 40, 80, 120, 160, 200, 240 s after the laser frequency is locked.
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和 (v = 0, L = 2)态, 通过多次泵浦将 (v = 0, L =

1)态、(v = 0, L = 2)态的离子制备到振转基态上,

其他高转动态上的 HD+通过黑体辐射耦合跃迁到

(v = 0, L = 1)态、(v = 0, L = 2)态参与到光泵

浦过程, 最终实现振转基态 (v = 0, L = 0)的态制

备. 如图 9所示, HD+振转基态的布居通过光泵浦

的方法提高到 78(4)%. 使用了态制备后的 (v, L):

(0, 0)→(1, 1)跃迁测量 [15] 的相对精度比没有进行

态制备的 (v, L):(0, 2)→(4, 3)跃迁测量 [14] 的相对

精度高出 1倍.
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图 9　利用光泵浦方法后 HD+振动基态的转动态分布 [77],

红色、黑色、蓝色的数据点分别为为使用光泵浦方法后的

实验采集的信号、模拟的信号、模拟的态布居数, 灰色数据

点为没有使用光泵浦方法实验采集的信号

Fig. 9. Rotational-state  distribution  of  the  vibrational

ground state after applying the optical pumping scheme[77],

the  red,  black,  and  blue  data  points  represent  the  experi-

mental  collected  signals,  simulated  signals,  and  simulated

population after using the optical pumping method, respec-

tively, the gray data points represent the experimental col-

lected signals without using the optical pumping method.
 

利用阈值光电离方法可以高效地制备处于振

转基态的 HD+分子离子. 如图 4(b)所示, 在 [2+1']

双色共振增强多光子电离产生 HD+分子离子的过

程中, 控制 395 nm电离激光的频率略微超过 HD+

分子离子转动基态的电离阈值, 可以使在光电离过

程中只产生振转基态 (v = 0, L = 0)的 HD+分子

离子. 如图 10所示, 在共振增强多光子电离过程

中, 需要精确控制 201 nm共振激发激光的能量,

抑制不具有转动态选择性电离的 [2+1]单色光电

离过程, 同时确保获得足够的 HD+电离速率.

本文作者所在的研究小组利用 [2+1']共振增

强多光子阈值光电离的方法, 产生振转基态 (v =

0, L = 0)HD+分子离子的效率达到 0.93(12). 由

于 300 K温度黑体辐射的影响, 经过 5 s离子装载

时间后, 振转基态 (v = 0, L = 0)的 HD+分子离子

仍然占总数的 0.77(8)[48]. 这是目前国际上报道的

HD+分子离子内态初始制备效率最高的实验结果. 

5   HD+分子离子的数目探测

在离子阱中获得了合适态布居的 HD+分子离

子后, 还需要评估 HD+分子离子在离子阱中的数

目. 由于 HD+分子离子缺乏一个闭合的跃迁循环,

因而无法用光学探测器直接探测到. HD+分子离子

通常被激光冷却的 Be+离子协同冷却, 在离子阱中

表现为不发光的暗离子.

没有闭合跃迁循环的暗离子相较于激光冷却

的离子而言其数目探测更为困难.  实验上通常

有 3种办法对离子阱中暗离子的数目进行探测.

第 1种方法是通过电场将离子从离子阱中引出并

加速进入离子探测器, 通过探测离子的飞行时间

(time of flight, TOF)质谱, 评估不同质荷比离子

的数量. 这种方法会破坏制备的离子晶体, 主要用

于化学反应的研究 [43,78,79]. 第 2种方法是宏运动激

发方法, 施加额外的频率与暗离子宏运动频率共振

的射频电场共振激发暗离子的宏运动. 被加热的暗

离子将能量转移到周围被激光冷却的离子, 导致激

光冷却离子的荧光发生变化. 荧光强度的变化可用

于评估宏运动共振激发暗离子的数目. 这种方法不

会破坏离子晶体, 但需要额外的宏运动激发时间并

且会加热离子晶体, 主要用于光谱测量 [80,81]. 第

3种方法利用 CCD (charge coupled device)相机

采集离子晶体荧光图像, 并与分子动力学 (mole-

cular dynamics, MD)模拟的图像对比来评估暗离
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图 10    不同 201 nm激光能量下 [2+1]和 [2+1' ]两种REMPI

过程产生的 HD+离子信号 [48]

Fig. 10. HD+  ion  signals  produced  by  two  processes  under

the different power of 201 nm laser[48].
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子的数目. 荧光图像中暗离子区域的结构取决于被

激光冷却的离子协同冷却的暗离子的数量. 这种方

法不破坏离子晶体, 也不会对离子晶体进行加热.

分子动力学模拟要求离子晶体图像具有足够清晰

的分辨率, 对于离子阱中存在多种暗离子的情况难

以实现精确评估. 该方法作为辅助手段主要用作离

子晶体性质的表征 [75,82].

下文详细介绍分别利用宏运动激发和分子动

力学模拟的方法对 HD+分子离子的数量进行评估. 

5.1    宏运动激发方法

宏运动激发通常被用于囚禁离子的非破坏性

探测中. 如图 11所示, 离子的宏运动, 即离子在时

间平均的囚禁电势中做简谐运动 ((4)式)过程中,

可被额外施加的射频电场 Usecos(Ωset)共振地激发

其宏运动振幅. 共振激发加热的能量可以通过离子

阱中离子之间的库仑相互作用将能量转移到周围

的激光冷却的离子上, 从而提高激光冷却的离子的

温度. 共振的离子数目越多, 宏运动激发带来的加

热就越大. 处于激光冷却循环中速度为 v 的激光冷

却的离子的荧光光子散射率可以表示为 

ω =
sΓ/2

1 + s+ 4(δ − kv)
2
/Γ 2

, (6)

其中 s 为饱和参数, Γ为上态自发辐射概率, δ为

激光失谐, k 为激光波矢. 在离子阱中, 热平衡状态

下离子的速度近似满足玻尔兹曼分布, 则离子晶体

中平均每个激光冷却的离子的荧光光子散射率为 

R (T ) =

∫ ∞

−∞
ω (v) p (v, T ) dv, (7)

其中 p(v, T)为玻尔兹曼速度分布的概率函数. 因

此, 激光冷却循环中散射的荧光强度是与离子的

温度相关的. 宏运动激发导致的加热可以从光电倍

增管 (PMT)收集激光冷却的离子的荧光量变化观

察到.

在 HD+分子离子的宏运动频率附近扫描用于

激发的射频频率, Be+离子荧光光子数随宏运动激

发频率的变化如图 12所示. 当激发频率与 HD+分

子离子的宏运动频率共振时, Be+离子的荧光出现

共振峰. 图中红线和蓝线是在 HD+分子离子解离

前后得到的宏运动激发扫频信号, HD+分子离子数

目的相对变化可以用荧光共振峰面积的相对变化

进行评估. 宏运动激发荧光信号中共振峰的面积除

了和共振激发离子的数量有关, 还和激发信号的幅

度、离子晶体中离子间的耦合等参数有关, 因此宏

运动激发的方法不能获得离子的绝对数目. 需要获

得离子绝对数目的情况则需要采用分子动力学模

拟的方法.
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图 12　HD+分子离子宏运动激发扫频信号 [48], 红线、蓝线

分别为 HD+分子离子解离前后的扫频信号

Fig. 12. The  change  of  fluorescent  signals  when  sweeping

frequency of the secular excitation for HD+ molecular ions[48],

the red and blue lines represent the fluorescent signals  be-

fore  and  after  the  dissociation  of  HD+ molecular  ions,  re-

spectively.
  

5.2    分子动力学模拟

库仑晶体中分子离子的绝对数量可以通过分子

动力学模拟的方法来确定. 分子动力学模拟是一种

通过模拟体系原子和分子运动轨迹研究体系微观和

宏观性质的计算机模拟方法. 分子动力学模拟将由

N 个粒子构成的系统近似成 N 个相互作用的质点,

每个质点具有坐标、质量、电荷等物理性质, 依据每

个质点的初始位置、初速度、所受的力等条件来进行

计算. 通过运动方程可以计算出各质点的加速度及

 

PMT

()=accos(rf) ()=secos(se)

()=secos(se) ()=accos(rf)

图 11    宏运动激发装置示意图, 蓝色、红色小球分别为激

光冷却的离子和宏运动激发加热的暗离子

Fig. 11. Schematic  diagram  of  secular  excitation,  the  blue

and  red  balls  represent  coolant  ions  and  dark  ions  heated

by secular excitation, respectively.
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速度, 从而得到经指定积分时间后各质点新的坐标

和速度. 经过一定的积分步数后, 可以获得质点的运

动轨迹. 最后对轨迹进行结构、能量、热力学、动力

学、力学等分析, 从而得到目标的计算结果.

离子在离子阱内的运动规律用运动方程可以

描述为 

mi
d2ri
dt2

= Fi, (8)

F trap
i

F coulomb
i

F cool
i

F random
i F trap

i

其中 mi, ri 和 Fi 分别为第 i 个离子的质量, 位置和

感受到的作用力. 在离子阱内, 被囚禁的离子主要

受到 4种相互作用力, 离子阱电势的囚禁力   ,

离子间的库仑相互作用力  , 冷却激光对离

子的冷却力  以及可能存在的各种加热效应导

致的随机作用力  . 囚禁力   可以通过求

离子阱囚禁电势梯度来获得 

F trap
i = −Qi∇ϕ (x, y, z, t) , (9)

其中 Qi 为第 i 个离子的电荷量. 第 i 个离子受到的

周围其他离子总的库仑相互作用力: 

F coulomb
i = − Qi

4πε0
∇

∑
j ̸=i

Qj

rji

 , (10)

ℏk

其中, ε0 为介电常数, rij 为第 i 个离子与第 j 个离

子的间距. 激光对离子产生冷却力的原因是离子在

从基态跃迁至激发态时, 吸收了一个定向动量为

 的光子, 导致离子动量改变. 当激光与离子相互

作用时间足够长, 离子受到的平均冷却力可表示为 

F cool
i = ℏkΓρee, (11)

Γ ρee其中  为激光冷却的离子上态的自然线宽,   为

离子的激发态布居. 背景加热的随机作用力组成成

分比较复杂, 主要取决于离子所处的环境, 包含真

空腔内背景气体对离子的碰撞加热, 电场噪声加热

等因素.

通过分子动力学分析离子的运动, 可以模拟出

含有不同数量离子的库仑晶体的理论图像, 将其

和 CCD相机采集的离子库仑晶体图像相比, 分析

离子库仑晶体的结构、尺寸、离子的空间位置分布,

可以精确确定 HD+离子数量, 如图 13所示.

清晰的晶体图像和合适的模拟参数可以获得

准确的模拟的离子数目, 确定离子数目的精度可以

达到单粒子水平 [75]. 在精确评估 HD+分子离子的

数目后, 就可以根据光解离前后离子数目的变化测

量 HD+分子离子的振转跃迁. 

6   HD+分子离子的振转跃迁探测

由于 HD+分子离子的振转能级间缺乏闭合的

跃迁, 难以实现直接的荧光探测. 目前通用的方法

是采用共振增强多光子解离 (resonance enhanced

multiphoton  dissociation,  REMPD)来探测 HD+

分子离子的振转跃迁. 首先利用光谱测量激光将HD+

分子离子振转跃迁激发到上态, 然后通过一束能量

饱和的解离光将上态的 HD+分子离子解离, 探测

HD+分子离子的解离率, 即可获得振转跃迁的激发

概率. 图 14描述利用 REMPD方法探测 HD+分子

离子 (v, L):(0, 0)→(6, 1)振转跃迁的过程, 振转跃

迁探测激光的波长是 988 nm, 解离激光的波长是

397 nm.

经过 REMPD过程, 离子晶体中发生振转跃

迁的 HD+分子离子被解离为 H原子和 D+离子. 离

子阱中 HD+分子离子数目的减少可以通过第 5节

描述的宏运动激发 [14,48] 或分子动力学模拟 [75,83] 等

方法探测. 通过测量 REMPD过程前后 HD+分子

离子数目的变化可以评估 HD+分子离子振转跃迁

概率. 扫描振转跃迁探测激光的频率即可以获得HD+

分子离子的振转跃迁光谱.

HD+分子离子 (v, L):(0, 0)→(6, 1)振转跃迁

光谱实验装置如图 15所示. 用于协同冷却的 Be+

离子由 306 nm激光通过 [2+1]三光子共振电离

 

13HD+ 15HD+

SimulationExperiment

17HD+

图 13    通过分子动力学模拟确定离子阱内装载的 HD+分

子离子的数量 [35], 比较实验与模拟图像的晶体结构 , 其内

部暗核的形状和尺寸与 HD+离子的数量有关 (红框内), 含

有 (15 ± 1)个 HD+分子离子的模拟图像与实验图像最为

符合

Fig. 13. Determination  of  the  number  of  sympathetically

cooled HD+ ions by molecular dynamics simulation[35], com-

paring the crystal structures in the experimental and simu-

lated  images,  the  shape  and  size  of  the  internal  dark  core

are  related  to  the  number  of  HD+  ions  (within  the  red

square), and the simulated image containing (15 ± 1) HD+

molecular ions is the most consistent with the experimental

image.
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Be炉加热出的 Be原子蒸汽产生, HD+分子离子

由 201 nm和 306 nm激光通过 [2+1' ]三光子共

振阈值电离 HD分子束产生, 在阱中心电离的两种

离子立刻被分段线形离子阱囚禁. Be+离子被对向

入射的两束 313 nm激光激光冷却, 同时协同冷却

HD+分子离子至 10 mK. Be+离子散射的 313 nm

荧光被 PMT收集, Be+离子与 HD+分子离子形成

的双组分库仑晶体图像被 CCD相机记录. 产生的
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图 14    HD+分子离子共振增强多光子解离 (REMPD)过程　(a)解离前后二维电子概率密度 ρ的分布图 , 其色度正比于 lgρ;

(b) REMPD过程的相关能级 ; (c)为转跃迁 (v, L):(0, 0)→(6, 1)相关的超精细结构能级图 , 其中的量子数 F, S, J 是电子自旋 se、

质子自旋 Ip、氘核自旋 Id 和分子旋转 N 按耦合强弱通过以下耦合方案形成, J = S+L, 其中 S = F+Id, F = se+Ip, 4种不同颜色带

箭头的线表示符合 ΔF = 0, ΔS = 0选择定则的超精细跃迁

Fig. 14. Resonance enhanced multiphoton dissociation (REMPD) process of HD+ molecular ions: (a) The distribution of electrons

two-dimensional probability density ρ before and after dissociation, and its chromaticity is proportional to log10ρ; (b) the relevant

energy levels of the REMPD process; (c) the relevant hyperfine structure levels of the rovibrational transition (v, L):(0, 0)→(6, 1),

the quantum numbers refer to the following coupling scheme for the electron spin se, proton spin Ip, deuteron spin Id, and molecu-

lar rotation N: J = S+L, where S = F+Id, F = se+Ip. The four strongest hyperfine transitions for ΔF = 0 and ΔS = 0 are represen-

ted by four different colored arrows.

 

532 nm

306 nm

FHG半导体激光器

半导体激光器

半导体激光器

313 nm

988 nm

397 nm

395 nm

201 nm

CCD相机

PMT

离子阱

Be炉
脉冲阀

HD分子束
复合泵 分子泵

HD气体

THG染料激光器

SHG染料激光器

YAG激光器

图 15    HD+分子离子振转跃迁 (v, L):(0, 0)→(6, 1) 光谱实验装置示意图

Fig. 15. Schematic diagram of the experimental setup for the HD+ molecular ion rovibrational transition (v, L): (0, 0)→(6, 1) spec-

trum.
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HD+分子离子最终被 988 nm激光和 397 nm激光

共振增强多光子解离. 实验中扫描 988 nm激光频

率, 通过探测不同 988 nm激光频率下 REMPD过

程中HD+分子离子的丢失数目, 获得 (v, L):(0, 0)→

(6, 1)振转跃迁光谱.

HD+分子离子 (v, L):(0, 0)→(6, 1)振转跃迁

光谱实验数据如图 16所示. 实验中, 激发 (v, L):

(0, 0)→(6, 1)振转跃迁的 988 nm激光扫描范围

230 MHz, 扫频间隔 10 MHz. 每个数据点均实验

测量 8次. 图 16中振转光谱轮廓显示出了多个跃

迁吸收峰, 这些吸收峰是由 (v, L):(0, 0)→(6, 1)振

转跃迁的多个超精细跃迁结构造成. 从光谱测量中

可初步获得谱线线宽约为 20 MHz, 根据 10 mK

量级的 HD+分子离子振转跃迁光谱实验测量 [14],

该线宽主要由多普勒展宽决定. 下一步需要结合多

条不同跃迁强度的超精细跃迁 (如图 14(c)箭头所

示)的线型拟合, 并对光谱测量数据进行误差分析,

从而获得 HD+分子离子 (v, L):(0, 0)→(6, 1)振转

跃迁的中心频率.
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图 16　HD+分子离子振转跃迁  (v, L):(0, 0)→(6, 1) 光谱 ,

数据点为 8次测量的平均值 , 垂直误差棒为 8次测量的标

准差

Fig. 16. Spectrum  of  the  (v, N):  (0,  0)  → (6,  1)  HD+ mo-

lecular ion rovibrational transition, data points are the av-

erage  of  8 measurements,  and  vertical  error  bars  represent

the standard deviations.
  

7   总结与展望

本文介绍了基于协同冷却的 HD+分子离子振

转跃迁光谱测量所需要的技术, 包括Be+离子和HD+

分子离子的制备、HD+分子离子外态及其内态的控

制、HD+分子离子数目的确定、共振多光子解离光

谱. 本实验小组初步获得了 HD+分子离子 (v, L):(0,

0)→(6, 1)的振转跃迁光谱, 该光谱精度受限于多

普勒展宽.

HD+分子离子振转跃迁还可以通过双光子拉

曼跃迁的方法测量, 该方法与近共振双光子激发类

似, 可有效提高跃迁的等效波长, 使光谱测量进入

亚多普勒精度,  又覆盖更多的纯振动或转动跃

迁 [84]. 利用测量多条 HD+分子离子的振转跃迁频

率值, 可以更严格地检验 QED理论, 更精确地确

定基本物理常数 [19].

利用单离子的非破坏性探测来提高 HD+分子

离子振转跃迁光谱测量精度也是当前氢分子离子

光谱发展的一个趋势. 理论上, HD+分子离子振转

跃迁光谱闭合的跃迁循环测量可以实现 10–17 相对

不确定度 [85,86]. 利用光偶极力将 HD+分子离子内

态的振转跃迁和逻辑离子的外态耦合 [87], 可以实

现非破坏性的光谱测量. 结合光偶极力实现振转跃

迁非破坏性探测的量子逻辑谱 [88] 已经在 Ca+-N2+

离子体系中实现. 另外, 利用连续 Stern-Gerlach

效应, 测量分子离子在彭宁阱中回旋频率的变化, 可

以实现非破坏性的测量分子离子的超精细跃迁 [89].

随着精度的提升,  HD+分子离子振转光谱

测量还可以用来确定氘核的电四极矩. 目前 HD

中性分子的谱线测量中获得的氘核的电四极矩

为 0.285699 (15)theo (18)exp fm2 [90]. HD+分子离子

振转跃迁频率对氘核电四极矩的敏感度约为

100 kHz·fm–2  [91], 当 HD+分子离子振转光谱的精

度小于 1 Hz, 将实现更精确的氘核电四极矩测量.

HD+分子离子还被提出可以作为高精度分子光钟

的候选, 其相对精度能够达到 10–18 量级 [86]. 对 HD+

分子离子跃迁频率的精确计量可以为质子电子质

量比随时间变化提供研究途径.

H+
2 D+

2

HD+分子离子振转光谱测量实验中的技术和

方法也可应用于测量其他同位素氢分子离子 (如

 ,     , HT+等)的振转跃迁光谱 [92]. 同位素氢

分子离子振转跃迁光谱可用来测量质子、氘核、氚

核与电子的质量比, 利用多条高精度谱线的联立还

可以测量质子、氘核、氚核的电荷半径. 此外, 反氢

分子离子 [93] 的光谱测量与氢分子离子光谱测量的

比对还可以验证 CPT对称性.
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SPECIAL TOPIC—Precision spectroscopy of few-electron atoms and molecules
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Abstract

A  molecular  hydrogen  ion  HD+,  composed  of  a  proton,  a  deuteron,  and  an  electron,  has  a  rich  set  of
rovibrational transitions that can be theoretically calculated and experimentally measured precisely. Currently,
the relative accuracy of the rovibrational transition frequencies of the HD+ molecular ions has reached 10–12. By
comparing  experimental  measurements  with  theoretical  calculations  of  the  HD+  rovibrational  spectrum,  the
precise determination of the proton-electron mass ratio, the testing of quantum electrodynamics(QED) theory,
and  the  exploration  of  new  physics  beyond  the  standard  model  can  be  achieved.  The  experiment  on  HD+

rovibrational spectrum has achieved the highest accuracy (20 ppt, 1 ppt = 10–12) in measuring proton-electron
mass ratio. This ppaper comprehensively introduces the research status of HD+ rovibrational spectroscopy, and
details  the  experimental  method  of  the  high-precision  rovibrational  spectroscopic  measurement  based  on  the
sympathetic  cooling  of  HD+  ions  by  laser-cooled  Be+  ions.  In  Section  2,  the  technologies  of  generating  and
trapping  both  Be+  ions  and  HD+  ions  are  introduced.  Three  methods  of  generating  ions,  including  electron
impact, laser ablation and photoionization, are also compared. In Section 3, we show the successful control of
the  kinetic  energy  of  HD+  molecular  ions  through  the  sympathetic  cooling,  and  the  importance  of  laser
frequency stabilization for sympathetic cooling of HD+ molecular ions. In Section 4, two methods of preparing
internal states of HD+ molecular ions, optical pumping and resonance enhanced threshold photoionization, are
introduced.  Both  methods  show  the  significant  increase  of  population  in  the  ground  rovibrational  state.  In
Section  5,  we  introduce  two  methods  of  determining  the  change  in  the  number  of  HD+  molecular  ions,  i.e.
secular  excitation  and  molecular  dynamic  simulation.  Both  methods  combined  with  resonance  enhanced
multiphoton  dissociation  can  detect  the  rovibrational  transitions  of  HD+  molecular  ions.  In  Section  6,  the
experimental setup and process for the rovibrational spectrum of HD+ molecular ions are given and the up-to-
date results are shown. Finally, this paper summarizes the techniques used in HD+ rovibrational spectroscopic
measurements,  and  presents  the  prospects  of  potential  spectroscopic  technologies  for  further  improving
frequency  measurement  precision  and  developing  the  spectroscopic  methods  of  different  isotopic  hydrogen
molecular ions.

Keywords: rovibrational spectroscopy, HD+ molecular ion, sympathetic cooling
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专题: 少电子原子分子精密谱

锂离子精密光谱与核结构信息*
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(2024 年 8 月 13日收到; 2024 年 9 月 2日收到修改稿)

3S1
3PJ

3S1
3PJ

mα6

锂离子精密光谱为束缚态量子电动力学的验证以及原子核结构的研究提供了独特的平台. 本文综述了

实验和理论联合研究团队近年来对 6,7Li+离子   和   态超精细劈裂的高精度理论计算与实验测量的研究

成果. 在理论方面, 理论团队采用束缚态量子电动力学方法对   和   态的超精细劈裂进行了计算, 精确

至   阶. 在实验方面, 实验团队分别通过饱和荧光光谱法和光学 Ramsey方法对 7Li+和 6Li+离子的超精细

劈裂进行了高精度测量, 并由此提取了 6,7Li核的 Zemach半径. 结果显示, 6Li的 Zemach半径与核模型计算值

存在显著差异, 揭示了 6Li核的奇异特性. 这不仅为原子核结构的探索提供了重要信息, 也将进一步推动少电

子原子和分子的精密光谱研究.

关键词：精密光谱, 量子电动力学, Zemach半径

PACS：42.62.Fi, 31.30.jc, 31.30.jf 　DOI: 10.7498/aps.73.20241128
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1   引　言

量子电动力学 (QED)是原子和分子精密光谱

的理论基础. 少电子原子和分子体系为检验束缚

态 QED理论提供了独特的平台. 随着现代冷原子

物理和激光技术的不断发展, 原子分子光谱的精密

测量取得了显著进展. 开展对少电子原子和分子体

系的精密光谱研究, 能够高精度地确定基本物理常

数, 验证物理学基本定律, 并探测原子核效应.

2 3PJ

高精度少电子原子和分子体系的光谱测量以

及相应的理论计算正在发挥越来越重要的作用. 氦

的  态相比氢具有更大的精细结构劈裂和更长

2 3PJ

mα7

mα8

α

的寿命, 并且一些跃迁波长位于适合进行精密激光

光谱测量的范围内 [1]. 理论上, 氦  态的精细结

构预测精度已达到约 1.7 kHz[2],  其中包含高达

 阶的 QED修正. 实验上, 氦的光谱测量精度

也已达到约 60 Hz[3], 通过理论与实验之间的比较

能够检验束缚态QED理论. 另一方面, 一旦  阶

QED修正理论和计算能够完成, 将为精度为 1 × 10–9

的独立测定精细结构常数  开辟一个新的窗口.

Z4

Z6

类氦的 Li+离子由于其领头的 QED修正与

 成正比, 因此相比于氢或氦, 其 QED修正大约

大一个数量级. 此外, 由于下一个高阶 QED修正

与  成正比例, Li+离子体系无疑是探索 QED效

应的优选系统 [4–7]. 同时, 锂具有多种同位素, 这些
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同位素的测量也可用于提取核电荷半径的信息. 其

中, 锂的两个稳定同位素 6Li和 7Li的核自旋均超

过 1/2, 使其成为研究核结构的理想体系. 特别是

通过原子光谱测定其超精细结构, 可以提取描述核

内磁矩分布的 Zemach半径以及描述原子核形变

的电四极矩. 这些参数的确定为研究原子核内的电

场和磁矩分布提供了重要信息. 此外, 锂的同位素

中还存在着晕核现象, 例如双中子晕核 11Li, 这也

是当前核物理研究的热点. 2020年, Kubota等 [8]

发现 11Li形成的双中子晕局限在其表面区域, 这一

发现对核模型的确立具有重要的意义. 此外, Drake

等 [9] 在 2021年通过对 Li+同位素的理论研究, 提

出可以通过多条跃迁的同位素位移来消除二阶质

移, 从而定义了二阶 King图以探寻超越标准模型

的新物理.

2 3S 2 3P
2 3S—2 3P

Li+离子  和  态的寿命分别为 59 s[10] 和

43 ns[11], 而跃迁  的波长约为 548 nm, 属

于可见光波段, 这为精密测量实验的开展提供了良

好的条件 [12]. 早在 1924年, Schüler[13] 就利用光栅

光谱仪探测了锂的空心阴极灯放电产生的 Li+离子

发射光谱, 首次探测到了 548.5 nm的谱线 [13–17].

在 1970年代初, 研究者们通过量子拍频效应的束

箔 Fourier变换光谱方法测量了亚稳态锂离子的超

精细结构劈裂, 获得了几个到十几个 MHz不确定

度的测量结果 [18,19].  1970年代末 ,  Wing 等 [20] 和

Fan等 [21, 22] 首次利用速度聚束效应对 Li+离子光

谱进行了探测, 成功得到了完全分离的超精细结构

谱线, 且不确定度为 10—20 MHz. 约在 1980年,

Putlitz等 [23–25] 采用激光微波光谱法和饱和光谱法

分别测量了 Li+离子的精细与超精细结构劈裂, 其

中 2 3S1 态的超精细结构劈裂结果至今仍是最精确

的,  精度达到了 40 kHz.  同样使用饱和光谱法 ,

Riis等 [26,27] 在 1994年也测量了 Li+离子的精细与

超精细结构劈裂, 精度达到 0.5 MHz. 直到 2003年,

加拿大 York大学的 Wijngaarden小组 [28] 通过

EOM频率调制光谱技术测量了 Li+离子的超精细

结构劈裂, 结果与 Riis等的研究相当. 这些实验进

展为 Li+离子的超精细结构劈裂理论研究及核结构

探索提供了重要的实验基础.

2 3PJ

在理论上, 锂的超精细结构光谱研究主要集中

在 6, 7Li原子和 6, 7Li+离子两方面. 在 6,7Li+离子的

研究中, Riis等 [27] 于 1994年完成了对 2 3S1 和 

态的计算, 精度分别达到了 0.1 MHz和 1 MHz级别.

2 3PJ

Johnson等 [29] 于 1997年用相对论组态相互作用方

法, 计算了 6,7Li+的   态的超精细结构劈裂, 但

未给出理论误差的评估.

在 6, 7Li原子方面, 2013年 Puchalski和 Pach-

ucki[30] 对基态超精细结构的研究表明, 尽管 7Li的

核电荷半径小于 6Li, 但其 Zemach半径却比 6Li大

约高出 40%. 该结果与 Yerokhin[31] 基于电子-核散

射数据参数化提取的核电荷与电磁密度计算的核

模型值存在显著差异, 目前尚无解释, 而 7Li的结

果则相对一致. 尽管 2020年 Li等 [32] 提供了新的6Li

原子的超精细结构劈裂实验值,  与 Puchalski和

Pachucki引用的 Beckmann等的实验值存在 2.6

个标准差的差异, 但该新实验结果仍未能解决 6Li

的 Zemach半径所面临的差异问题. 由于 Zemach

半径是原子核的重要参数, 因此锂离子的超精细结

构劈裂将成为一个有前景的研究体系, 有助于探测

原子核磁矩分布的 Zemach半径, 从而为解决上述

问题提供重要线索.

2 3PJ

2 3P1—2 3P2 2 3P1—2 3P0

2 3PJ

本文介绍了我们团队对类氦 6,7Li+离子进行的

一系列理论与实验研究. 首先, 采用饱和荧光光谱

测量了 7Li+的精细与超精细结构劈裂 [33,34], 并设计

了一套可调节的三层嵌套时序: 最外层时序实现两

个跃迁频率测量时激光频率的切换; 中间层时序用

于扫描单个跃迁谱线; 最内层时序则实现对单个频

率点无 Doppler展宽本底的荧光信号探测. 该方法

显著减小甚至消除了系统长期漂移问题, 使得总不

确定度小于 100 kHz. 而且   态的精细和超精

细结构劈裂的实验结果比先前提高了一个量级, 其

中  和  跃迁频率的相对精度

分别达到了约 1.1 × 10–6 和 0.7 × 10–6. 通过将测

得的超精细结构劈裂与理论计算结果进行对比, 提

取了 7Li的 Zemach半径. 同时, 利用他人早期对
6Li+的实验测量结果 [11], 也提取了 6Li的 Zemach

半径. 研究表明, 7Li的 Zemach半径与核模型值吻

合, 而 6Li的结果则与核模型值存在显著差异. 这

一差异可能表明 6Li+的早期实验测量存在问题. 考

虑到饱和荧光光谱方法受到谱线展宽的限制, 使得

统计和系统误差的评估难以进一步提升, 因此实验

上我们采用 Ramsey方法对 6Li+进行光谱测量 [35],

获得了 6Li+离子 23S1 和  能级的超精细结构劈

裂, 比以前测量结果的精度提高了 5—10倍. 基于

获得的实验结果, 结合理论高精度地定出了 6Li+

的 Zemach半径, 从而确认了 6Li核的异常特性. 
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2   锂离子精密计算

本节将详细介绍基于非相对论量子电动力

学 (NRQED)的类氦锂离子超精细结构劈裂理

论 [36–39]. 首先, 整体介绍类氦三体库仑系统中超精

细结构劈裂的理论框架, 并列出数值计算中所采用

的基矢. 接着, 对各个相对论和 QED贡献进行详

细讨论.

2 3S 2 3P

图 1展示了 6Li+和 7Li+的超精细结构能级示

意图. 为了求得   与   态的超精细劈裂能级,

需要计算以下有效哈密顿矩阵元并对矩阵对角化:
 

EF
JJ ′ ≡ ⟨JFMF |H|J ′FMF ⟩, (1)

MF

α

其中 H 为系统的哈密顿量,    是总角动量 F 在

参考方向的投影. 在具体计算中, 上述矩阵元可以

用精细结构常数  的幂次展开:
 

EF
JJ ′ = ⟨Hfs⟩JδJJ ′ + ⟨H(4+)

hfs ⟩+ ⟨H(6)
hfs ⟩

+ 2⟨H(4)
hfs , [H

(4)
nfs +H

(4)
fs ]⟩+ ⟨H(4)

hfs ,H
(4)
hfs ⟩

+ ⟨H(6)
QED⟩+ ⟨Hho

QED⟩+ ⟨Hnucl⟩+ ⟨Heqm⟩, (2)

⟨A,B⟩ ≡
⟨
A

1

(E0 −H0)′
B

⟩
H0 E0

Hfs

H
(4+)
hfs

mα4

其中  ,   和  是非相

对论哈密顿量及其本征值.   是一个不依赖于核

自旋的有效算符, 代表了精细结构劈裂部分 [27,40],

而式中的其他项则是与核自旋相关的贡献.  

是  阶的超精细劈裂哈密顿量, 其中上标“+”表

H
(6)
hfs mα6 H

(4)
fs H

(4)
nfs

mα4

H
(6)
QED Hho

QED mα6

mα7 Hnucl

Heqm

示该项包含了反冲和反常磁矩效应的高阶项贡献.

 是  阶的超精细劈裂有效算符.   和 

是  阶的 Breit 哈密顿量, 分别对应于包含和不

包含电子自旋两种情况. 第五项是二阶超精细修

正, 涉及同位素位移、精细结构和超精细结构劈

裂三部分的贡献.    和   则是   阶及更

高的  阶的 QED修正有效算符. 最后,   和

 分别表示 Zemach半径和核四极矩所对应的

能量算符. 上述算符的具体形式将在后续部分中详

细介绍.

在求解核电荷为 Z 的类氦库仑体系非相对论

哈密顿算符 

H0 =
p21
2

+
p22
2

− Z

r1
− Z

r2
+

1

r
(3)

的本征问题时, 采用变分法, 其变分函数空间的基

底在 Hylleraas坐标下可以写成 

ψlmn(r1, r2)=r
l
1r

m
2 r

ne−αr1−βr2−γrY LM
l1l2 (r̂1, r̂2), (4)

r = |r1 − r2|
YLM

l1l2
(r̂1, r̂2)

其中  是两电子之间的相对距离 ,

 是两电子总轨道角动量算符的本征函

数, 对应的本征值对为 (L, M).

mα6

SiLi IiLi IiSi {SiSj}{LiLj} IiSj{LiLj}
IiLj{SiSj} {IiIj}{SiSj} {IiIj}{LiLj} SiLj

{IiIj} {IiIj}{{SmSn}{LkLl}}ij

SiLi ≡ S ·L {SiSj} ≡ 1/2SiSj + 1/2SjSi−
1/3S2δij

在求得非相对论本征能量和本征波函数的基

础上, 可以进一步计算 (2)式中的各阶相对论和

QED修正. 需要指出的是, 在计算   的二阶微

扰修正时, 必须考虑具有不同对称性的中间态之间

的耦合. 此外, 在本项工作中, 所有算符的角向部

分均可以用以下 10个基本角动量算符进行线性组

合, 即   ,   ,   ,   ,   ,

 ,    ,    ,   

 ,  以及更复杂的   ,

其中  ,   

 . 

2.1    相对论修正

mα4

mα6

mα4

H
(4)
nfs H

(4)
fs H

(4+)
hfs

对于一个类氦体系, 其绝对能级、精细结构劈

裂和超精细结构劈裂的  阶相对论修正、以及

超精细结构劈裂的  阶相对论修正, 均可以从

外场中的 Breit哈密顿量导出. 对于   阶修正,

相应的哈密顿量为  ,    和   
[37,38,41,42],

形式如下: 

H
(4)
nfs = G, (5)

 

H
(4)
fs = S ·G+ SA ·GA + SiSjGij , (6)

 

 

=1

=3

=2

=2

=0

=1

=2

=0

=1

=1

=3/2

=7/2

=5/2

=5/2

=1/2

=3/2

=5/2

=1/2
7Li+

6Li+

23S1

23P1

23P2

23P0

23P1

23S1

23P2

23P0

=3/2

=3/2
=1/2

93025.266(34)

62679.318(59)

93027.04(56)

62676.96(62)

2 3S1 2 3PJ图 1    6, 7Li+的   和   态的超精细劈裂能级示意图,

单位 MHz[34]

2 3S1 2 3PJFig. 1. Hyperfine  energy  levels  of  the      and   

states of 6, 7Li+, in MHz[34].
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H
(4+)
hfs = C1

34

{
(1 + ae)I · [SP + SAPA]

+ (1 + ae)I
i[SjP ij + Sj

AP
ij
A ]

+ I · [P + Prec]
}
, (7)

S = (σ1 + σ2)/2 SA = (σ1 − σ2)/2

ae Cy
xz ≡ µx[(1+

κ)/mM ]yαz µ =

mM/(m+M) κ

其中  和   代表电

子自旋算符,   是电子的反常磁矩,  

 , m 和 M 分别是电子和核的质量,  

 是两者之间的约化质量,    是原子

核的反常磁矩. 同时 

G = − p41 + p42
8

+
Zπ
2
[δ3(r1) + δ3(r2)]

− 1

2
pi1

(
δij

r
+
rirj

r3

)
pj2 (8)

mα4

mα4

是与电子自旋无关的  阶修正, 而与电子自旋

相关的精细结构  阶修正为 

G =
Z

4

(
r1 × p1

r31
+

r2 × p2

r32

)
+
3

4

r

r3
×(p2−p1), (9)

 

GA=
Z

4

(
r1×p1

r31
− r2 × p2

r32

)
+
1

4

r

r3
×(p2+p1), (10)

 

Gij =
1

2r3

(
δij − 3

rirj

r2

)
. (11)

(7)式中与超精细结构劈裂有关的算符为 

P =
4πZ
3

[δ3(r1) + δ3(r2)], (12)
 

PA =
4πZ
3

[δ3(r1)− δ3(r2)], (13)
 

P = Z

[
r1 × p1

r31
+

r2 × p2

r32

]
, (14)

 

Prec =
m

M

1 + 2κ

1 + κ

Z

2

[
r1
r31

+
r2
r32

]
× (p1 + p2), (15)

 

P ij=−Z
2

[
1

r31

(
δij−3

ri1r
j
1

r21

)
+
1

r32

(
δij−3

ri2r
j
2

r22

)]
, (16)

 

P ij
A =−Z

2

[
1

r31

(
δij−3

ri1r
j
1

r21

)
− 1

r32

(
δij−3

ri2r
j
2

r22

)]
. (17)

2 3S 2 3P
mα4 H

(4+)
hfs

在锂离子  和   态的超精细劈裂计算中,

 阶的超精细劈裂哈密顿量   是主要的贡

献来源. 正如前面所述, 其角向部分可以用 10个

基本角动量算符进行线性表示, 因此相应的矩阵元

可以表示为 

⟨H(4+)
hfs ⟩ = C1

34

[
(1+ae)⟨P ⟩⟨IiSi⟩+1

2
⟨P+Prec⟩⟨IiLi⟩

− 3

5
(1 + ae)⟨P̂ ⟩⟨IiSj{LiLj}⟩

]
, (18)

其中 

⟨P ⟩ = ⟨2 3χ|P |2 3χ⟩, (19)
 

⟨P ⟩ = ⟨2 3χ|P |2 3χ⟩, (20)
 

⟨P̂ ⟩ = ⟨2 3χ|P ij |2 3χ⟩. (21)

H
(6)
hfs高阶的超精细结构哈密顿量  为

 

H
(6)
hfs = C1

36 ·
(
I · SK + I ·K + IiSjKij

)
, (22)

其中 

K =
Z2

3r41
− 4πZ

3
p21δ

3(r1)− Z
r1
r31

· r

r3
, (23)

 

K = − Z

[
p21

r1 × p1

r31
+

r1 × p2

rr31

+

(
r1
r31

× r

r3

)
(r · p2)

]
, (24)

 

Kij =
Z

2

[(
Z

3r1
+ p21

)
1

r31

(
δij − 3

ri1r
j
1

r21

)

+ 3
ri1
r31

rj

r3
− δij

r1
r31

· r

r3

]
. (25)

值得注意的是, 算符 K 的计算是奇异的, 但其发

散部分可以与下面的二阶微扰中的奇异部分相互

抵消: 

E
(6)
sing = C1

36I · S[⟨K⟩+ ⟨P,G⟩+ ⟨G,P ⟩] , (26)

⟨P,G⟩ ≡
⟨
P

1

(E0 −H0)′
G

⟩

P ′=P + 2/3T

G′ = G− 1/4T T ≡∑
a

{ Z
ra
, E0 −H0

}

其中  . 有趣的是, 尽管

算符 P 和 G 都是有限的, 但两者组合成的二阶微

扰却是发散的. 因此, 需要采用变换 

和  来分离出发散部分 ,  其中  

 . 结合算符 K, 可以建立以下

关系: 

⟨K⟩+⟨P,G⟩+⟨G,P ⟩=⟨K ′⟩+⟨P ′, G′⟩+⟨G′, P ′⟩. (27)

⟨K ′⟩ ⟨P ′, G′⟩ ⟨G′, P ′⟩通过上述变换得到的  ,    和   均

为有限算符, 即 

⟨P ′⟩ = −2Z

3

⟨
r1
r31

· ∇1 +
r2
r32

· ∇2

⟩
, (28)

 

⟨G′⟩ = − 1

2

⟨(
E +

Z

r1
+
Z

r2
− 1

r

)2
− 1

2
∇2

1∇2
2

+ pi1

(δij
r

+
rirj

r3

)
pj2 +

Z

2

r1
r31

· ∇1

+
Z

2

r2
r32

· ∇2 −
r

r3
· (∇1 −∇2)

⟩
, (29)
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⟨K ′⟩ = 2

3

⟨(
E − 1

r

)2(
Z

r1
+
Z

r2

)
+

(
E − 1

r

)(
Z2

r21
+
Z2

r22
+4

Z

r1

Z

r2

)
+2

Z

r1

Z

r2

(
Z

r1
+
Z

r2

)
+pi1

Z2

r21
pi1 + p22

Z2

r21

− p22
Z

r1
p21 −

(
E − 1

r
+
Z

r2
− p22

2

)
4πZδ3(r1)−

5Z

4

r

r3
·
(
r1
r31

− r2
r32

)
+2

Z

r1
pi2

(
δij

r
+
rirj

r3

)
pj1

⟩

− 2

3

⟨
Z

r1
+
Z

r2

⟩⟨(
E − 1

r
+
Z

r1
+
Z

r2

)2

− p21p
2
2

2
+ pi2

(
δij

r
+
rirj

r3

)
pj1

⟩
. (30)

E
(6)
sec ≡ ⟨H(4)

hfs , [H
(4)
nfs +

H
(4)
fs ]⟩ E

(6)
hfs ≡ ⟨H(4)

hfs ,H
(4)
hfs ⟩hfs mα6

E
(6)
sec

E
(6)
hfs

2 1S0—2 3S1 2 1P1—2 3PJ
2 1S0

2 1P1

(2)式 中 的 第 4和 5项  

 和   为   阶的二阶微

扰修正. 这两部分的计算涉及到不同对称性中间态

的耦合以及奇异算符的处理, 这使得它们的计算变

得极为困难. 因此, 对于   , 需要在每个中间态

波函数中加入奇异项来消除算符的奇异性, 然后计

算所有可能的中间态. 对于  , 其二阶微扰的计

算更为困难, 但由于   和   的

间隔很小, 在目前实验精度下仅需分别考虑  

和  中间态的主要贡献即可.

E
(6)
sec

IiSi

{IiIj}{SiSj}

对于 23S1 态, 在   的计算中需要考虑的中

间态为 3S, 3P和 3D, 其中非零角向部分系数为 

和  . 因此 

E(6)
sec (2

3S1) =

C1
36

[
E

(6)
3S (2 3S1) + E

(6)
3P (2 3S1) + E

(6)
3D (2 3S1)

]
, (31)

其中 

E
(6)
3S (2 3S1) = ⟨P ′, G′⟩⟨2IiSi⟩, (32)

 

E
(6)
3P (2 3S1) = ⟨P ,G⟩

⟨
2

3
IiSi

⟩
, (33)

 

E
(6)
3D (2 3S1) = ⟨P̂ , Ĝ⟩

⟨
1

3
IiSi

⟩
. (34)

E
(6)
hfs相应地, 对于  有

 

E
(6)
hfs,1S(2

3S1) =

C2
56⟨PA, PA⟩◦

⟨
−1

2
IiSi − {IiIj}{SiSj}

⟩
, (35)

其中 

⟨A,B⟩◦ ≡ ⟨2 3χ|A|2 1χ⟩⟨2 1χ|B|2 3χ⟩
E(2 3χ)− E(2 1χ)

. (36)

2 3PJ E
(6)
sec对于  态, 根据其中间态的对称性,   

的中间态为 3P, 1P, 3D, 1D和 3F, 计算公式如下: 

E(6)
sec (2

3PJ)

= C1
36

[
E

(6)
3P (2 3PJ) + (1 + ae)E

(6)
1P (2 3PJ)

+E
(6)
3D(2 3PJ)+E

(6)
1D(2 3PJ)+E

(6)
3F (2 3PJ)

]
. (37)

E
(6)
sec IiSi IiLi

IiSj{LiLj} IiLj{SiSj} E
(6)
hfs IiSi

IiLi IiSj{LiLj} IiLj{SiSj} {IiIj}{SiSj} {IiIj}
{LiLj} SiLj{IiIj} {IiIj}{{SmSn}{LkLl}}ij

其中,  与   相关的角动量算符为   ,    ,

 ,   . 然而, 对于  , 有  ,

 ,   ,   ,   ,  

 ,    和   .

因此, (37)式中的每一部分贡献如下:
 

 

E
(6)
3P (2 3PJ) = ⟨P ′, G′⟩⟨2IiSi⟩+ ⟨P , G⟩⟨IiLi⟩+ ⟨P̂ , G⟩

⟨
−6

5
IiSj{LiLj}

⟩
+ ⟨P,G⟩

⟨
2

3
IiLi + IiLj{SiSj}

⟩

+ ⟨P, Ĝ⟩
⟨
−3

5
IiSj{LiLj}

⟩
+ ⟨P ,G⟩

⟨
1

3
IiSi +

1

2
IiSj{LiLj}

⟩
+ ⟨P , Ĝ⟩

⟨
− 3

10
IiLj{SiSj}

⟩

+ ⟨P̂ ,G⟩
⟨
−1

3
IiLi +

9

20
IiSj{LiLj} − 1

20
IiLj{SiSj}

⟩

+ ⟨P̂ , Ĝ⟩
⟨
1

5
IiSi − 21

100
IiSj{LiLj} − 27

200
IiLj{SiSj}

⟩
, (38)

 

E
(6)
1P (2 3PJ) = ⟨PA,GA⟩

⟨
1

3
IiLi − IiLj{SiSj}

⟩
+⟨P̂A,GA⟩

⟨
−1

6
IiLi+

9

20
IiSj{LiLj}+ 1

20
IiLj{SiSj}

⟩
, (39)
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E
(6)
3D(2 3PJ) = ⟨P ,G⟩

⟨
2

3
IiSi − 1

5
IiSj{LiLj}

⟩
+ ⟨P , Ĝ⟩

⟨
−3

5
IiLj{SiSj}

⟩
+ ⟨P̂ ,G⟩

⟨
−2

3
IiLi − 3

10
IiSj{LiLj} − 1

10
IiLj{SiSj}

⟩
+ ⟨P̂ , Ĝ⟩

⟨
2

9
IiSi +

7

30
IiSj{LiLj} − 1

10
IiLj{SiSj}

⟩
, (40)

 

E
(6)
1D(2 3PJ) = ⟨P̂A,GA⟩

⟨
−1

3
IiLi − 3

10
IiSj{LiLj}+ 1

10
IiLj{SiSj}

⟩
, (41)

 

E
(6)
3F (2 3PJ) = ⟨P̂ , Ĝ⟩

⟨
1

3
IiSi − 1

10
IiSj{LiLj}+ 3

10
IiLj{SiSj}

⟩
. (42)

E
(6)
hfs同理, 对于超精细结构劈裂的二阶微扰  有

 

E
(6)
hfs,1P(2

3PJ)

= C2
56

{
⟨PA, PA⟩◦

⟨
−1

2
IiSi − {IiIj}{SiSj}

⟩
+ ⟨PA, P̂A⟩◦

⟨
− 3

10
IiSj{LiLj} − 2

5
{IiIj}{LiLj}

− 6

5
{IiIj}{{SmSn}{LkLl}}ij

⟩
+ ⟨P̂A, P̂A⟩◦

⟨
1

20
IiSi − 3

40
IiLi +

21

200
IiSj{LiLj} − 9

200
IiLj{SiSj}

− 1

50
{IiIj}{SiSj} − 7

100
{IiIj}{LiLj}+ 9

200
SiLj{IiIj}+ 3

50
{IiIj}{{SmSn}{LkLl}}ij

⟩}
. (43)

 

2.2    QED 修正和核效应

mα6

这部分将重点讨论 QED及核效应对超精细

结构劈裂的贡献.   阶 QED修正的有效算符为
 

H
(6)
QED = Zα2

(
ln 2− 5

2

)
HQ

hfs, (44)

HQ
hfs = C1

34

4πZ
3

[δ3(r1) + δ3(r2)](I · S)

mα7

其中  . 对于更

高阶的  阶QED修正, 由于其贡献极为微弱, 因

此在这里采用类氢原子的近似方法进行处理 [30,43]:
 

Hho
QED(1s)

=

{
α

π
(Zα)2

[
− 8

3
lnZα(lnZα− 0.8009) + 16.9038

]
+ 0.771652

α2

π
(Zα)

}
HQ

hfs, (45)
 

Hho
QED(2s)

=

{
α

π
(Zα)2

[
− 8

3
lnZα(lnZα+ 0.4378) + 11.3522

]
+ 0.771652

α2

π
(Zα)

}
HQ

hfs. (46)

通过采用加权平均近似 [44,45], 可以得到两电子态的

相应项:
 

Hho
QED(1s2s) =

Hho
QED(1s) +Hho

QED(2s)/8
1 + 1/8

. (47)

超精细结构劈裂中的核效应主要源于原子核

的电磁半径和电四极矩两方面的贡献, 其中电磁半

径的贡献为 

Hnucl = −2ZRemH
Q
hfs, (48)

Rem其中  即为电磁半径, 也即 Zemach[46] 在 1956年

提出的 Zemach半径, 其定义如下: 

Rem =

∫
d3rd3r′ρe(r)ρm(r′)|r − r′|, (49)

ρe(r) ρm(r
′)其中  表示原子核的电荷分布密度,    表

示原子核的磁偶极矩密度分布.

Qd

在原子的超精细劈裂中, 与原子核自旋张量算

符有关的核电四极矩  的贡献为 [47]
 

Heqm=
Qd

2
IiIj

[
1

r31

(
δij−3

ri1r
j
1

r21

)
+

1

r32

(
δij−3

ri2r
j
2

r22

)]
.

(50)
 

2.3    单-三混合效应

2 1P1 2 3P1

2 1P1

在上述计算中, 仅选择了需要计算的态, 而其

他态的贡献则通过微扰方法加以考虑. 然而, 对

于    与    之间产生的单-三混合 (singlet-

triplet mixing)效应, 由于其贡献显著, 微扰计算

的结果可能不够理想. 更为精确的做法是将  

态纳入作用空间, 然后进行整体对角化 [27] 以考虑
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2 1P1—2 3P1

2 3PJ
2 1P1—2 3P1

2 1P1 2 3PJ

其贡献. 因此, 对于单-三混合效应  , 本

文将采用两种不同的方法进行分析. 方法 1: 仅在

 的空间内进行对角化 ,  并使用微扰理论将

 的混合效应处理至二阶. 方法 2: 通过

将  态纳入来扩展  空间, 并对扩展后的矩

阵进行对角化.

在不考虑超精细结构的情况下, 通过二阶微扰

理论计算得到的能量可以表示为 

E(2 3P1) = E0 +X, (51)

E0 2 1P1—2 3P1
2 1P1—2 3P1

其中  是未考虑   混合效应的能量 ,

X 则是通过微扰理论计算得到的  混合

效应的贡献: 

X =
|⟨2 3P|Hmix|2 1P⟩|2

E(2 3P)− E(2 1P)
. (52)

2 1P1 δ

δ 2 3P1 , 21P1

然而, 随着 Z 或 L 的增加, 高阶微扰修正的影响将

变得显著. 因此, 在计算中可以考虑减去 X 的贡

献, 并用通过方法 2获得的   态的贡献   进行

替换. 这里  是通过对  空间中的哈密顿

矩阵进行对角化所获得的. 由此 

Ẽ(2 3P1) = E0 +X − |⟨2 3P|Hmix|2 1P⟩|2

E(2 3P)− E(2 1P)
+ δ. (53)

E = E0 +X利用等式  , (53)式可以重写为 

Ẽ = E −X + δ. (54)

因此, 在考虑超精细结构的情况下, 能级 1和能级

2之间的能量偏移为 

δẼ12 = δE12 − (X1 −X2) + δ1 − δ2. (55)

重新定义这两种方法的之差, 有 

δ12 = −(X1 −X2) + δ1 − δ2. (56)

2 1P1—2 3P1至此, 得到了处理   混合效应的两种方

法之间的差异. 通过在微扰理论中替换这一差异

值, 可以获得更为精确的结果. 

3   锂离子光谱精密测量

2 3S—2 3P 2 3S
1 1S0

2 3S 2 3S—2 3P

图 2展示了 Li+的能级结构示意图. 在实验中,

所测量的跃迁为  , 其中   是一个亚稳

态, 寿命为 59 s[10], 该亚稳态与基态  之间的能

级间隔约为 20 nm. 因此, 难以通过传统的光泵手

段将离子制备至  态. 由此可见, 测量 

跃迁面临的挑战不仅在于离子的精密操控和测量,

还包括 Li+亚稳态的产生. 为此, 本团队采用电子

轰击的方法实现了亚稳态离子的制备. 同时, 使用

饱和荧光光谱技术对 7Li+离子的超精细结构劈裂

进行了测量, 并利用光学 Ramsey光谱方法进一步

开展了 6Li+离子的超精细结构劈裂测量.
 

3.1    亚稳态 Li+离子源

1× 10−6

为了解决亚稳态 Li+ 的制备难题, 我们团队搭

建了一套基于电子轰击的 23S1 亚稳态 Li+离子源

系统 [48], 如图 3所示. 该系统主要由电子枪、原子

炉和离子透镜三部分组成. 离子源系统由两台磁悬

浮分子泵维持高真空状态, 离子-激光相互作用区

域的真空度达到   Pa. 此外, 为了降低杂散

光带来的噪声对激光光谱测量的影响, 离子-激光

相互作用区域内腔壁均喷涂高吸光材料. 电子枪采

用六硼化镧 (LaB6)晶体作为阴极, 阴极产生的电

子通过阳极引出后沿水平方向传输, 同时在水平方

向上由螺线管线圈产生约数百 Gauss的磁场以实

现电子束的聚焦. 为了对电子束进行更精细的控

制, 在与电子束传输方向垂直的两个维度上额外配

置了磁场线圈, 以调节电子束的方向. 原子炉位于

系统下方, 炉体采用不锈钢材料制成, 体积为 3 mL,

可容纳约 1.6 g的金属锂样品. 炉体外围布置陶瓷

隔绝的钽丝, 用于加热炉体以产生样品蒸气, 样

品蒸气沿朝上的喷口喷出, 并与电子束碰撞. 随后

产生的 Li+离子被加速引出电离区域, 经过离子透

镜的聚焦和准直后形成稳定的离子束流. 最终, Li+

离子束流强度可达 800 nA, 稳定输出时间超过

250 h[48]. 在 7Li光谱测量中, 所用样品为自然丰度

的锂单质 (7Li丰度约为 92.5%), 而在 6Li光谱测量
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图 2    Li+能级图 . 图中仅列出了最低的几个 S和 P态能

级, 并取 Li+的基态   作为能级参考点

1 1S0

Fig. 2. Energy level diagram of Li+. Only a few of the low-

est  S  and  P  states  are  displayed,  with  the  ground  state

   of  Li+  designated  as  the  reference  point  for  energy

levels.
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中, 样品为丰度达到 98%的同位素 6Li单质. 样品

的熔点为 180.5 ℃. 锂蒸气原子在垂直喷出后与电

子束发生碰撞, 在高能电子束的轰击下, 产生的 Li+

离子中约有 1%的离子处于亚稳态 2 3S1能级.
 

3.2    饱和荧光光谱方法测量7Li+离子超精细
劈裂

ω0

ω

ω ̸= ω0

vz =
ω0 − ω ± γs/2

k

vz =
−(ω0 − ω ± γs/2)

k

ω = ω0 vz =

± γs
2k

vz = ± γs
2k

vz = ±ω0 − ω ± γs/2

k
ω = ω0

在基于原子 (离子)束流或热原子云的光谱实

验中, 样品原子的温度通常处于室温或更高, 这导

致所观测到的跃迁谱线受到显著的多普勒展宽影

响. 为了消除多普勒效应, 可以采用饱和荧光光谱

的原子光谱测量技术. 该技术利用两束传播方向相

反且频率相同的激光, 通过精确选择与这两束激光

同时共振且具有特定运动速度的部分原子进行光

谱探测. 这样得到的谱线不再受到原子速度分布引

起的多普勒展宽影响, 从而显著提高了原子束流或

热原子云中谱线测量的精度. 在 7Li+离子光谱实验

中, 尽管采用静电透镜抑制了离子的径向速度, 使

得径向离子温度约为 1.3 K, 但相应的径向探测光

谱仍然展宽至数百MHz. 此外, 谱线对激光与离子

束之间的夹角极为敏感, 这使得准确确定谱线中心

变得困难. 因此, 本实验中引入了饱和荧光光谱技

术 [48]. 在饱和光谱中, 假设  为上下能级的共振频

率,   为探测光的频率, 由于两束光与离子束反向

作用, 那么当  时, 入射光和反射光相对于某

一速度的粒子存在反向的多普勒频移, 即入射光被

速度分量为  的粒子吸收, 而反

射光则被速度分量为  的粒

子吸收. 当  时, 两束光都被速度分量为 

 的粒子吸收. 由于饱和效应的存在, 速度分量

为  的粒子对光的吸收程度低于速度分量

为  的粒子 , 因此在   时

会出现吸收系数的凹陷现象.

在吸收系数出现凹陷后, 激发至上能态的粒子

数也相应减少, 导致上态向下自发辐射的荧光计数

呈现出类似于吸收线型的 Lamb凹陷特征. 这种现

象在实验中通过光电倍增管 (PMT)对荧光计数进

行探测时得以观察, 从而获得随频率变化的谱线

的 Lamb凹陷特征. 与探测光的吸收功率变化相

比, 使用 PMT 探测荧光的灵敏度更高. 

3.2.1    实验方法

实验方案如图 4所示. Li+离子束由上述亚稳

态离子源产生. 548 nm激光是通过 1097 nm光纤

激光器 (Y10, NKT Photonics)倍频得到的, 并通

过波长计 (WS-7, HighFinesse)实现激光的稳频.

同时, 548 nm激光的频率由参考氢钟 (CHI-75A,

Kvarz)的飞秒光梳进行实时测量. 荧光探测系统

由光电倍增管 (PMT, 9893, ET Enterprises)和成

像透镜组构成.

2 3S1 2 3PJ
2 3P2, F =

1/2—3/2 2 3S1, F = 1/2

2 3P2, F = 1/2 2 3S1, F = 1/2 2 3P2, F =

3/2

2 3P2, F = 1/2—3/2

在实验中, 548 nm激光器发出的光通过AOM-

Double-Pass光路进行移频, 并分为两路光束, 这

两束光反向重叠并同时与离子束垂直作用. 两路光

束分别经过两个型号完全一致的 AOM进行快速

光开关调控. 在整个光谱扫描过程中, 通过一个三

重嵌套的扫描时序实现了纯净、无多普勒背景的

Lamb凹陷信号, 如图 5(a)所示, 谱线的整体线宽

约为 50 MHz. 通过对测得的 Lamb凹陷信号的线

形进行拟合, 可以确定谱线的中心频率. 在此过程

中, 实验测量的是离子的超精细结构劈裂, 仅需测

量  态某一超精细能级与不同的   态超精

细能级之间的频率差.  例如 ,  在测量  

 的劈裂时 ,  实际上是测量  

与   和    与  

 之间的跃迁频率差. 通过不断重复此过程, 获

得了  劈裂测量的数据分布及

其高斯拟合, 如图 5(b)和图 5(c)所示. 该统计分

布表明, 超精细劈裂测量的统计误差约为 61 kHz,

且数据分布符合正态分布. 

3.2.2    误差分析

在饱和荧光光谱实验中, 影响测量结果的系统

不确定度主要包括 Doppler效应、Zeeman效应、

激光功率和量子干涉等因素. Doppler效应分为一

阶和二阶, 其中一阶 Doppler效应引起的误差源于

 

Electron-Gun Li atom

stove

 Ion lens

图 3    Li+离子束源装置图

Fig. 3. Schematic of Li+ ion beam source.
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2 3S1 2 3PJ

两束光之间的夹角, 通过精确调节两束光的重合

度, 该夹角可以控制在 25 μrad内, 导致的不确定

度在 kHz水平. 而二阶 Doppler效应引起的误差

则来源于离子束的运动. 根据离子束能量的不确定

度 (约为几个 eV), 可以估算由二阶 Doppler效应

产生的  和   态的超精细劈裂的不确定度

在 1 kHz之下.

对于激光功率引起的误差, 本实验通过多次测

量探测激光在不同功率下的频率, 结果未发现明显

的功率相关性. 因此, 依据 Artoni等 [49] 的分析, 给

出了 11 kHz的不确定度上限.

1× 10−11

对于激光频率测量误差, 由于采用了参考氢钟

的光梳进行频率的实时监测, 因此该项误差主要受

限于氢钟的性能. 在实验中, 氢钟信号的秒稳定度

约为  ,  因此估算得出光频测量误差为

5 kHz. 实验测量显示离子与激光作用区域的剩余

磁场约为 0.39 Gs (1Gs =10–4 T). 在这一磁场下,

Zeeman劈裂小于谱线的自然线宽, 这会导致实际

测量谱线的展宽. 当线偏振光与离子相互作用时,

谱线仅会出现对称分裂, 因此不会影响谱线的中心

位置; 而只有当圆偏振光与离子相互作用时, 才会

导致谱线的不对称展宽. 经过评估, 相应激光的线

偏度约为 99%, 由此可估算一阶和二阶 Zeeman效

应引起的误差也在 kHz量级.

在饱和荧光光谱实验中, 最大的系统误差来源

于量子干涉效应. 在多能级系统的光谱测量实验

中, 如果将目标光谱简单地视为两能级系统进行处

理, 量子干涉效应将导致谱线中心偏移. 可以简单

理解为: 当离子处于基态时, 探测光与待测激发态

发生共振激发, 存在一定概率将离子激发到待测激

发态的邻近态. 因此, 在测量激发态的自发辐射荧

光时, 同时会测量到待测激发态及其邻近态到基态
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图 4    饱和荧光光谱方案示意图 [33]

Fig. 4. Schematic of the saturated fluorescence spectroscopy setup[33].
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2 3P2图 5    7Li+离子   态中 F = 1/2和 F = 3/2的超精细劈裂测量 [33]　(a)纯净的 Lamb凹陷信号及其 Voigt-Fano线形拟合; (b)测

量值的统计分布; (c)测量数据的直方图

2 3P2Fig. 5. Measurement of the hyperfine splitting of the     state for  7Li+ between F = 1/2 and F = 3/2[33]:  (a) The pure Lamb dip

signal and its Voigt-Fano line shape fitting; (b) statistical distribution of the measured values; (c) histogram of the measurement data.
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的自发辐射荧光, 而无法区分发出荧光的上态来

源. 这两个作用通道之间的干涉过程会使测量的荧

光谱线偏离预期的单通道共振荧光谱, 从而导致对

某一共振能级的测量结果偏移. 该量子干涉过程中

的偏移量与探测激光的线偏振角度呈现三角函数

关系 [50], 这一现象在氢、锂等原子的光谱实验中得

到了证实 [50,51]. 为了消除量子干涉效应, 选择合适

的线型函数拟合光谱线型是一个重要的方法. 我

们团队采用了 Fano-Voigt函数替代高斯函数进行

光谱线形的拟合 [51]. 通过 Fano-Voigt函数拟合得

到的结果作为中心值, 而高斯函数拟合与 Fano-

Voigt函数拟合之间的差值则代表量子干涉效应引

起的误差.

2 3P2

通过逐一考虑上述各个可能的系统误差项, 我

们获得了 7Li+的超精细结构劈裂数据. 以   态

中 F = 3/2和 F = 5/2之间的劈裂为例, 光谱测

量误差汇总见表 1. 其中最大的误差来源于统计误

差和量子干涉效应.
 
 

2 3P2表 1    Li+ 离子   态中 F = 3/2和 F = 5/2之间超

精细劈裂误差表, 单位为 kHz[33]

2 3P2

Table 1.    Uncertainty  budget  for  the  hyperfine  splitting

between F = 3/2 and F = 5/2 in    of Li+, in kHz[33].

误差来源 δν

统计误差 44

1阶Doppler效应 < 1

2阶Doppler效应 < 1

激光功率 11

激光频率测量 5

Zeeman效应 1

量子干涉效应 27

总误差 53
 

3.3    光学Ramsey 光谱方法测量6Li+离子超
精细劈裂

2 3P1,2

为了进一步减小谱线线宽的影响, 降低测量不

确定度, 采用了多光束的 Ramsey光谱测量 Li+离

子超精细结构劈裂. 该方案增加了离子-激光相互

作用次数, 压窄了谱线线宽, 也降低所需激光的功

率, 进一步将 Li+离子 2 3S1 和  态超精细结构

劈裂测量不确定度降低到了 10 kHz量级. 

3.3.1    实验方法

Ramsey提出了采用分离场方法降低光谱线宽

并应用于分子光谱实验中 [52]. 光学 Ramsey光谱

2S—2P

2 3S1, 2 3P1,2

3P2−3
2

3SF=2—3
1 PF=2

2

3SF=2—3
1 PF=3

2 ν2−2 ν2−3

3P2−3
2 ν2−3 − ν2−2

3P0−1
1

是 Ramsey方法从射频域向光频域的推广. 光学

Ramsey分离场可以分为时域分离和空间分离. 时

域分离需要采用脉冲光依次与囚禁原子或者离子

相互作用, 空间分离为离子/原子依次与不同空间

位置的场进行相互作用. 在本团队的离子/原子束

装置中采用空间分离的连续光实现 Ramsey光谱.

实验装置如图 6所示, Li+离子先后垂直穿过 3个

等间距的驻波场区域. 类似激光形式的马赫-曾德

尔干涉仪, Ramsey光谱方法基于离子-激光相互作

用实现离子束的分束、反射和合束. 最终在激光场

末端, 通过光电倍增 (PMT)收集离子自发辐射荧

光观测 Ramsey干涉条纹. 同饱和荧光光谱方案一

样, 实验中使用的 548 nm激光是 1097 nm光纤激

光通过倍频、功率放大后得到的. 为了构建等间距

的激光驻波, 这里利用两个猫眼结构 (由一个反射

镜和一个 500 mm焦距的透镜组成)来回反射入射

光, 通过平移透镜位置来控制驻波场之间的间距.

激光频率以不同的反馈周期数字参考于一台高精

度波长计和一台飞秒光梳上 [53], 同时该飞秒光梳

参考于一台氢钟, 也用于测量激光的绝对频率. 此

外,  通过 PI反馈电路锁定激光功率 .  光路中的

AOM Double Pass结构用于扫描激光频率. 光谱

实例如图 7(a)所示, Ramsey干涉条纹叠加了一

个 Lamb凹陷本底, 其中心条纹线宽约 5 MHz. 对

于  跃迁绝对频率来说, 直接对光谱进行线

型拟合获得光谱中心频率即可. 但是为了获得超精

细结构劈裂, 需要进行两次不同跃迁的测量. Li+离

子  态超精细结构劈裂在 10 GHz左右,

实验中在完成一次跃迁光谱测量后将激光器种子

源频率调到另一个跃迁共振频率附近再进行下次

测量. 以 6Li+离子超精细结构劈裂  为例, 为获

得该劈裂值, 实验上需要测量得到   

和    两个光学跃迁频率   和   ,

而  的超精细劈裂即为   . 图 7(b)

展示了  劈裂值的统计分布及其直方图, 直接

对数据集进行统计分析可以得到其平均值及统计

误差. 通过相同的测量方案可以得 6Li+离子其他超

精细结构劈裂值. 

3.3.2    误差分析

与饱和荧光光谱实验类似, 影响测量结果系统

不确定度的主要因素包括 Doppler效应、Zeeman

效应、激光功率等. 在饱和吸收光谱工作中, 测量
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3S1 3P1,2

精度主要受限于统计不确定度以及量子干涉等因

素 [33]. 在光学 Ramsey光谱测量 6Li+超精细结构劈

裂实验中, 进一步改进了这些主要不确定度项. 此

外, Stark效应、碰撞效应等因素造成的误差远小

于 1 kHz, 在当前精度下可以忽略不计. 6Li+离子

 和   态涉及到的所有超精细结构劈裂具有

相同的物理效应, 其总的测量不确定度略有差异,

但均在 10 kHz量级.

Doppler效应: 相向传播的激光与离子束相互

作用时产生的相反效应. 驻波激光场可以被视为由

完全重合、方向相反的激光束组合而成 .  因此 ,

Ramsey光谱能够消除 Doppler效应引起的误差.

同时, 在超精细结构劈裂测量方案中, Doppler效

应对于需要测量的两个光频跃迁是共模误差, 可以

进一步相互抵消. 然而, 在实际测量过程中, 不同

1× 10−5

光束之间不可避免地存在非平行度, 以及测量过程

中光路的微小变化会导致一定程度的测量不确定

度. 为了评估不同光束之间的平行度, 基于迈克耳

孙干涉仪对猫眼结构反射镜进行评估, 确保反射光

和入射光的角度偏差小于   rad. 经计算,

由 Doppler效应引起的一阶和二阶误差分别小于

4 kHz和 1 kHz. 这种不确定度在多次统计平均过

程中将进一步降低.

3P1−2
1

量子干涉效应: 与饱和吸收光谱实验类似, 量

子干涉效应在 Ramsey光谱方案中仍然存在. 在 Li+

离子光学 Ramsey光谱实验中, 对 6Li+超精细结构

劈裂  进行了不同探测激光偏振角度下的测

量. 如图 8(a)所示, 当使用高斯函数拟合光谱信号

时, 谱线中心相对于激光偏振存在依赖效应. 然而,

用 Fano-Voigt函数替代高斯函数拟合光谱信号则
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图 6    Li+离子 Ramsey光谱实验装置图 [35]

Fig. 6. Schematic of the experimental setup for the Ramsey spectroscopy of Li+ ion[35].
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图 7    6Li+离子超精细结构劈裂   的测量 [35]　(a)某条跃迁的单次 Ramsey光谱, 红实线表示由高斯函数与正弦函数乘积构

成的线型对实验数据的拟合; (b)6Li+离子超精细结构劈裂   的实验结果
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Fig. 7. Measurement of the     interval in 6Li+[35]: (a) Ramsey spectrum from a single scan of one of the measured transitions.

The solid red line is an experimental data fit to a Gaussian-damped sinusoidal function. Residuals of the fit are shown in the lower

panel. (b) Experimental results for the    interval of 6Li+.
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3P1−2
1

明显消除了这种依赖效应, 如图 8(b)所示. 该实验

结果验证了利用 Fano-Voigt函数消除量子干涉效

应的有效性. 在其他超精细结构劈裂测量中, 直接

应用了该函数拟合实验光谱. 采用保守评估, 将该

Fano-Voigt函数处理   超精细结构劈裂的数

据分布限值作为消除量子干涉效应后的剩余不确

定度, 约为 8 kHz.

3S1−2
1

σ

激光功率: 实验发现, 光学 Ramsey光谱所需

的探测光功率仅为饱和荧光光谱方案的三分之一,

同时降低了统计不确定度和中心条纹线宽一个数

量级. 这使得能够更加精细地探究超精细劈裂测量

结果是否依赖于激光功率. 实验中, 在 5—20 mW
功率范围内多次测量 6Li+离子的超精细结构劈裂

 , 并通过线性函数对数据进行拟合, 结果显

示没有明显的功率频移. 最终, 通过将数据外推至

零功率, 取其 1  线性拟合置信区间评估功率参数

对实验结果造成的不确定度, 结果为 5 kHz. 由于

其他超精细结构劈裂测量采用相同的 10 mW探

测功率, 因此对于这些测量同样取 5 kHz作为不确

定度. 此外, 考虑到 ac Stark效应和激光功率的相

关性,  评估了 ac  Stark效应引起的频移远小于

1 kHz, 并将此效应包含在功率变化引起的中心频

率变化评估中, 因此在当前精度下不再予以考虑.

2 3S, F,mF 2 3P, F ′,mF ′

δν = (gF ′mF ′ − gFmF )µBBext

gF ′ ,mF ′ , gF ,mF

µB Bext

S3/S0 = 0.022(9)

Zeeman效应: 在磁场环境下, 能级会发生分

裂. 以跃迁  —  为例, Zeeman

频移可以表示为  , 其

中  分别代表上下能级的 g 因子和

磁量子数,    是玻尔磁子,    是外加磁场强度.

在实验中, 未对系统进行磁屏蔽, 离子所在区域的

磁场约为 0.3 Gs. 类似于饱和荧光光谱实验, 实验

中探测光通过高消光比偏振分光棱镜后转变为线

偏振光. 考虑到后续激光可能经过光学元件导致

圆极化偏振成分存在, 通过偏振分析仪在三个不同

位置的光路上测量激光的椭偏度, 结果为 0.64(±

0.25)°,  对应的 Stokes参数为   .

取 Stokes参数为 0.03, 则线性偏振光中的圆偏振

成分导致的谱线中心不确定度在 kHz量级.

2 3S1 2 3P1,2表 2中列出了 6Li+离子   和   的所有

超精细劈裂测量不确定度. 统计不确定度已经降

至 10 kHz以下 ,  而各项系统不确定度也均小于

10 kHz. 目前, 主要的系统误差来源于对 Zeeman

效应和量子干涉的评估误差. 
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1图 8    6Li+离子超精细结构劈裂   测量结果对激光相对于探测器极化角度的依赖 . (a)和 (b)分别是通过高斯和 Fano-

Voigt函数拟合获得的数据
3P1−2

1Fig. 8. Dependence of the measured hyperfine interval    of 6Li+ on laser polarization angle relative to the direction of the pho-

todetector. (a) and (b) are obtained by fitting the envelope with a Gaussian and Fano-Voigt function, respectively.

 

2 3S1 2 3P1,2表 2    6Li+离子  和   态超精细劈裂测量值及误差, 单位 kHz[35]

2 3S1 2 3P1,2Table 2.    The measured values and errors of the hyperfine splittings in the     and     states of 6Li+ ions, in units

of kHz[35].

误差来源 2 3S0−1
1 2 3S1−2

1 2 3P0−1
1 2 3P1−2

1 2 3P1−2
2 2 3P2−3

2

统计误差 3001783(6) 6003618(4) 1317652(6) 288423(4) 2858019(6) 4127891(4)

一阶Doppler效应 (3.5) (3.5) (3.5) (3.5) (3.5) (3.5)

二阶Doppler效应 0.27(1) 0.54(3) 0.12(1) 0.26(1) 0.26(1) 0.37(2)

激光功率 (5.0) (5.0) (5.0) (5.0) (5.0) (5.0)

Zeeman效应 (6.3) (0.3) (1.6) (3.2) (3.2) (1.6)

量子干涉效应 (8) (8) (8) (8) (8) (8)

总误差 3001783(13) 6003619(11) 1317652(12) 288423(11) 2858019(12) 4127891(11)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 20 (2024)    204203

204203-12

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4   核结构参数的确定

2 3PJ

2 3PJ

综合 6, 7Li+离子 23S1 和   态的超精细劈裂

的理论计算与实验测量, 可以通过两者的比较定出

原子核的 Zemach半径. 表 3和表 4展示了 6Li+和
7Li+离子 2 3S1 和  态的超精细劈裂的实验测量

与理论计算结果, 并与之前的结果进行了比较. 从

表中可以看出, 饱和吸收和Ramsey光谱分别测量的
7Li+和 6Li+离子的结果不仅与 Kowalski等 [11] 使用

激光-微波光谱学和 Clarke等 [28] 使用电光调制技

术测量得到的结果相符, 且精度较之前的结果提高

了一个量级以上, 不确定度为几十个 kHz.

2 3S1/2—3/2
1

2 3S3/2—5/2
1

在饱和吸收的研究中 [34], 7Li+的超精细劈裂

是通过饱和荧光光谱法测量的. 从   和

 的劈裂中提取的 Zemach半径分别为

3.33(7) fm和 3.38(3) fm, 与核物理值 3.42(6) fm

相符合, 如表 5所列. 然而, 6Li核的 Zemach半径

2 3S0—1
1 2 3S1—2

1

是基于 Kowalski等 [11]1983年对 2 3S1 态超精细劈

裂的测量结果提取的. 其中  和  的超

精细劈裂值分别确定为 2.40(16) fm和 2.47(8) fm.

这些结果与核物理值 3.71(16) fm存在显著差异,

超过 6个标准差.

2 3S0—1
1 2 3S1—2

1

mα7

为了进一步确认这一差异, 我们采用 Ramsey

方法对6Li+进行了光谱测量, 并从  和 

的超精细劈裂中提取了新的 Zemach半径, 分别

为 2.40(4)(7) fm和 2.44(1)(2) fm, 其中第一个不

确定度来源于实验测量, 第二个则来源于高阶QED

修正和核效应的评估. 因此, 我们将 2.44(2) fm作为
6Li核 Zemach半径的推荐值, 其不确定度主要源

自未计算的  阶QED项. 尽管更新后的 Zemach

半径的精度显著提高, 但与核模型值之间的差异并

未得到改善. 因此, 该结果进一步确认了 6Li核的

异常性. 详细比对见图 9.

Qd =

−0.0806(6) Qd = −4.00(3)

根据 6Li与 7Li的核电四极矩的推荐值  

   fm2 和     fm2,  以及当时

 

2 3S1 2 3PJ表 3    6Li+离子  和  态的超精细劈裂, 单位 MHz[34,35]. 理论计算中使用的核电四极矩为–0.0806(6) fm2[54], Zemach

半径为 2.44(2) fm
2 3S1 2 3PJTable 3.    Hyperfine splittings in the    and    states of 6Li+, in MHz[34,35]. The nuclear electric quadrupole moment

used in theory is –0.0806(6) fm2[54] and the Zemach radius used is 2.44(2) fm.

实验 理论

Kowalski et al.[11] Clarke et al.[28] Sun et al.[35] Drake et al.[27] Qi et al.[34] Sun et al.[35]

2 3S0−1
1 3001.780(50) 3001.83(47) 3001.782(18) 3001.765(38)

2 3S1−2
1 6003.600(50) 6003.66(51) 6003.620(8) 6003.614(24)

2 3P0−1
1 1316.06(59) 1317.647(40) 1317.649(46) 1317.732(31) 1317.736(15)

2 3P1−2
1 2888.98(63) 2888.429(21) 2888.327(29) 2888.379(20) 2888.391(10)

2 3P1−2
2 2857.00(72) 2858.028(27) 2858.002(60) 2857.962(43) 2857.972(21)

2 3P2−3
2 4127.16(76) 4127.886(13) 4127.882(43) 4127.924(31) 4127.937(15)

 

2 3PJ表 4    7Li+离子 2 3S1 和  态的超精细劈裂, 单位 MHz[33,34]. 理论计算中使用的核电四极矩为–4.00(3) fm2 [54], Zemach

半径为 3.38(3) fm
2 3PJTable 4.    Hyperfine splittings in the 2 3S1 and     states of 7Li+, in MHz[33,34]. The nuclear electric quadrupole moment

used is –4.00(3) fm2 [54] and the Zemach radius used is 3.38(3) fm.

实验 理论

Kötz et al.[11,23] Clarke et al.[28] Guan et al.[33] Drake et al.[27] Qi et al.[34]

2 3S1/2−3/2
1 11890.018(40) 11891.22(60) 11890.088(65) 11890.013(38)

2 3S3/2−5/2
1 19817.673(40) 19817.90(93) 19817.696(42) 19817.680(25)

2 3P1/2−3/2
1 4237.8(10) 4239.11(54) 4238.823(111) 4238.86(20) 4238.920(49)

2 3P3/2−5/2
1 9965.2(6) 9966.30(69) 9966.655(102) 9966.14(13) 9966.444(34)

2 3P1/2−3/2
2 6203.6(5) 6204.52(80) 6203.319(67) 6203.27(30) 6203.408(95)

2 3P3/2−5/2
2 9608.7(20) 9608.90(49) 9608.220(54) 9608.12(15) 9608.311(54)

2 3P5/2−7/2
2 11775.8(5) 11774.04(94) 11772.965(74) 11773.05(18) 11773.003(55)
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2 3PJ

确定的 6Li与 7Li的 Zemach半径 2.44(2)  fm和

3.38(3) fm, 我们计算了  态的超精细劈裂, 见

表 3和表 4. 结果表明, 理论计算的 6Li+和 7Li+离子

的值与 Drake等的结果相符合, 并且均与当前的

实验值符合. 此外, 7Li+离子的理论值较之前的结

果提高了一个量级.

mα7

值得一提的是, 基于我们的测量结果, Pach-

ucki等进一步分析了 2 3S1 态的  阶修正, 并更

新了 6, 7Li的 Zemach半径. 相应的方法简述如下:

对于 2 3S1 态, 由于核四极矩的贡献为零, 超精细劈

裂 [27,30,55] 可以表示为 

Ehfs(2
3S1) = EF(1 + δHO) , (57)

EF = A⟨I · S⟩

δHO

其中  是 Fermi接触项 [34], A 是超精

细结构常数, I 是核自旋, S 是电子总自旋. 此外,

高阶修正项  由下式给出:
 

δHO = ae + δQED + δZM , (58)

ae δQED

δZM = −2ZRem/a0

a0

其中  是电子的反常磁矩,   是高阶 QED修正

的总和,   则是 Zemach半径的贡

献,   为玻尔半径. 需要说明的是, 这里的 Zemach

半径是包含其他微小核效应的有效 Zemach半径.

我们可以通过计算超精细结构 A 常数来确定

Zemach半径 [55]. 对于 2 3S1 态, A 可以用超精细劈

裂来表达:
 

A =
1

6
ν1/2−3/2 +

3

10
ν3/2−5/2 . (59)

Aexp Athe

δHO

δZM

δZM Rem

将实验测得的  值与理论计算的   值结

合, 可以确定  . 此外, 通过分离反常磁矩和QED

部分的贡献, 可以得到   . 表 5列出了 Zemach

半径的贡献  以及由此确定的 Zemach半径  .

最终, Pachucki等分别定出了 6Li和 7Li的 Zemach

半径为 2.39(2) fm和 3.33(3) fm, 精度与我们的结

果相当.
 

5   结　论

2 3PJ本文综述了近年来关于6, 7Li+的 2 3S1 和  态

超精细劈裂的高精度理论计算与实验测量. 在理论

方面, 本团队采用了标准的束缚态量子电动力学理

 

表 5    通过 2 3S1 态的超精细劈裂确定的 Zemach

半径, 单位 fm
Table 5.    Determination of the Zemach radii by the

hyperfine splittings of the 2 3S1 state, in fm.

6Li+ 7Li+

Athe/kHz [55] 2997908.1(1.4) 7917508.1(1.3)

Aexp/kHz(Guan et al.)[33] 3001805.1(7) 7926990.1(2.3)

ae + δQED [55] 0.0015709(5) 0.0015749(5)

δHO = Aexp/Athe − 1 0.0012999(24) 0.0011976(29)

δZM –0.0002710(24) –0.0003773(30)

Rem  (Pachucki et al.)[55] 2.39(2) 3.33(3)

Rem  (Sun et al.)[35] 2.44(2)

Rem  (Qi et al.)[34] 2.47(8) 3.38(3)

Rem  (Qi et al.)[34] 2.40(16) 3.33(7)

Rem  (Puchalski et al.)[30] 2.29(4) 3.23(4)

Rem  (核模型值)[31] 3.71(16) 3.42(6)

Rem  (Li et al.)[30,32] 2.44(6)
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图 9    6, 7Li核的 Zemach半径比较, 单位 fm

Fig. 9. Comparison of the Zemach radii of 6, 7Li, in fm.
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论, 计算结果的精度达到了几十个 kHz的水平. 在

实验方面, 本团队利用饱和荧光光谱和光学Ramsey

方法, 分别对 7Li+和 6Li+离子的 2 3S1 和   态的

超精细劈裂进行了测量, 其不确定度与理论结果相

当. 因此, 实验和理论结果不但基本一致, 而且不

确定度较之前的结果减小了一个量级以上. 此外,

本研究还表明, 光学 Ramsey技术能够显著减少 Li+

离子束的渡越时间展宽. 这是光学 Ramsey技术首

次应用于带电粒子束, 预计这一技术将在未来的带

电粒子束高精度光谱学中找到更广泛的应用.

6σ

结合实验与理论, 我们团队利用 2 3S1 态的超

精细劈裂, 确定了 6Li和 7Li核的 Zemach半径, 分

别为 2.44(2) fm 和 3.38(3) fm. 其中 6Li的结果与

核模型计算值 3.71(16) fm明显不符, 存在超过 

的偏差. 同时, 我们进一步确认了 7Li的 Zemach半

径比 6Li大约 40%. 6Li核展现出的差异令人困惑,

这不仅将促进锂离子 (原子)精密光谱相关理论与

实验的研究, 也将推动对原子核的深入理解. 此外,

本研究中采用的理论和实验方法同样可推广至其

他相关的光谱测量, 如氦原子和 Be2+离子的超精

细劈裂及同位素位移. 这些光谱测量将有助于提取

轻核体系中的结构信息, 包括电荷半径、Zemach

半径以及电四极矩等.
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Precision spectroscopy of  lithium ions offers a unique research platform for exploring bound state quantum

electrodynamics and investigating the structure of atomic nuclei. This paper overviews our recent efforts dedicated

to the precision theoretical calculations and experimental measurements of the hyperfine splittings of 6,7Li+ ions in

the    and    states. In our theoretical research, we utilize bound state quantum electrodynamics to calculate

the hyperfine splitting of the     and     states with remarkable precision, achieving an accuracy on the order

of    .  Using  Hylleraas  basis  sets,  we  first  solve  the  non-relativistic  Hamiltonian  of  the  three-body  system to

derive  high-precision  energy  and  wave  functions.  Subsequently,  we  consider  various  orders  of  relativity  and

quantum electrodynamics corrections by using the perturbation method, with accuracy of the calculated hyperfine

splitting  reaching  tens  of  kHz.  In  our  experimental  efforts,  we  developed  a  low-energy  metastable  lithium-ion

source  that  provides  a  stable  and  continuous  ion  beam  in  the      state.  Using  this  ion  beam,  we  utilize  the
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saturated fluorescence spectroscopy to enhance the precision of  hyperfine structure splittings of  7Li+  in the   

and      states  to  about  100  kHz.  Furthermore,  by  utilizing  the  optical  Ramsey  method,  we  obtain  the  most
precise  values  of  the  hyperfine  splittings  of  6Li+,  with  the  smallest  uncertainty  of  about  10  kHz.  By combining
theoretical  calculations  and  experimental  measurements,  our  team  have  derived  the  Zemach  radii  of  the  6,7Li
nuclei,  revealing  a  significant  discrepancy  between  the  Zemach  radius  of  6Li  and  the  values  predicted  by  the
nuclear model. These findings elucidate the distinctive properties of the 6Li nucleus, promote further investigations
of atomic nuclei, and advance the precise spectroscopy of few-electron atoms and molecules.

Keywords: precision spectroscopy, quantum electrodynamics, Zemach radius
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专题: 少电子原子分子精密谱

极紫外波段的少电子原子精密光谱测量*

肖峥嵘 1)2)#    张恒之 1)2)#    华林强 1)2)†    唐丽艳 1)2)    柳晓军 1)2)‡

1) (中国科学院精密测量科学与技术创新研究院, 波谱与原子分子物理国家重点实验室, 武汉　430071)

2) (中国科学院大学, 北京　100049)

(2024 年 9 月 3日收到; 2024 年 10 月 11日收到修改稿)

基于少电子原子体系的精密光谱测量为 “质子半径之谜”、量子电动力学高精度检验等重大科学问题的

解决带来曙光, 因此备受关注 . 然而 , 少电子体系许多重要的跃迁谱线位于真空/极紫外波段 , 缺少合适的

窄线宽光源是阻碍其测量精度进一步提升的主要原因之一. 近年来, 基于稀有气体高次谐波过程产生的极紫

外窄线宽相干光源为精密测量这些跃迁谱线带来了新的机遇. 最新研究表明 , 极紫外光梳的最短波长可至

12 nm, 最高功率可至 mW量级, 线宽可至 0.3 MHz; 而极紫外波段的拉姆齐光梳亦可以实现 kHz量级的光谱

精度, 且其工作波长有潜力覆盖整个极紫外波段. 本文重点介绍少电子原子极紫外波段精密光谱测量相关技

术方法与研究进展. 首先简要介绍基于少电子原子体系精密光谱测量的科学意义; 随后介绍极紫外波段少电

子原子体系精密光谱测量方法, 即基于极紫外光梳的直接频率梳光谱方法和极紫外波段的拉姆齐频率梳光

谱方法; 然后介绍利用这些方法开展少电子原子体系精密光谱实验测量以及相关精密谱理论计算方面的研

究进展, 以及这些方法在其他相关研究中面临的重要机遇; 最后给出未来工作展望.

关键词：少电子原子, 精密光谱测量, 极紫外光梳, 拉姆齐光梳, 量子电动力学

PACS：42.62.Eh, 32.30.Jc, 42.65.–k 　DOI: 10.7498/aps.73.20241231

CSTR：32037.14.aps.73.20241231

 

1   引　言

少电子原子分子体系一直都是原子分子物理的

重点研究对象. 如氢原子 [1–3]、氦原子 [4,5]、氦离子 [6,7]、

锂离子 [8,9]、氢分子 [10]、氢分子离子 [11] 等原子分子

体系, 其所含粒子数目较少, 结构相对简单, 理论

上可精密计算, 因此, 基于少电子原子分子体系的

精密光谱测量是确定基本物理常数 [12,13]、检验基本

物理定律 [14,15], 进而推动物理学取得突破性进展的

重要手段. 其中为大家所熟知的一个实例是氢原子

的精密光谱测量, 在上百年的持续推进中, 氢原子

的精密光谱测量一直伴生着物理学的重大发现 [16].

早期 H原子分立谱线的发现, 促进了近代物理学

的基石——量子力学的建立; 随后, 1s→2s/2p 跃

迁谱线的精密测量, 演示了兰姆位移的存在, 直接

推动了量子电动力学 (quantum electrodynamics,

QED)理论的建立; 近十几年来, 关于“质子半径之

谜”的讨论, 持续推动着对里德伯常数的精密测

量、QED理论的高精度检验、质子核电荷半径大

小等重大科学问题的深入探究 [3,12–16].

少电子原子的 1s轨道离核近, 与核的相互作
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12121004, U21A20435, 12393823, 92265206, 12174402, 12393821)、中国科学院基础与交叉前沿科研

先导专项 (B类先导专项)(批准号: 0920000)和中国科学院稳定支持基础研究领域青年团队计划 (批准号: YSBR-055)资助的课题.
#  同等贡献作者.

†  通信作者. E-mail: hualq@wipm.ac.cn
‡  通信作者. E-mail: xjliu@wipm.ac.cn

©  2024 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 20 (2024)    204205

204205-1

http://doi.org/10.7498/aps.73.20241231
https://cstr.cn/32037.14.aps.73.20241231
mailto:hualq@wipm.ac.cn
mailto:hualq@wipm.ac.cn
mailto:xjliu@wipm.ac.cn
mailto:xjliu@wipm.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


用强; 而 2s轨道寿命相对较长, 对应能级的线宽较

窄 (如氢原子约为 1.3 Hz, 氦原子约为 8.1 Hz, 氦

离子约为 84 Hz, 锂离子约为 318 Hz等), 因此, 精

密测量 1s→2s跃迁频率是探究 QED效应、高精度

确定核电荷半径的理想途径. 2005年诺贝尔物理

学奖得主 Hänsch教授团队 [17,18] 几十年来一直专

注于 H原子 1s→2s跃迁频率的测量, 并由此提供

了精确的里德伯常数和质子电荷半径值. H原子

1s→2s跃迁需要吸收两个约 243 nm的光子, 利用

窄线宽的深紫外连续波激光器即可实现激发和测

量. 然而, 将该方案拓展到其他少电子体系, 如氦

原子、氦离子、锂离子等, 则面临挑战. 氦原子、氦

离子、锂离子的 1s→2s跃迁分别需要吸收 2个约

120 nm [19], 61 nm [6] 和 41 nm [20] 的光子, 这些波

长都是当前窄线宽连续波激光器难以实现的波段.

这些体系的 1s→2s跃迁频率精密测量长期受到窄

线宽光源的限制, 精度难以进一步提高.

最近, 极紫外波段光学频率梳 [21,22] 和拉姆齐

光学频率梳 [23] 的诞生, 为这一困境带来了曙光. 极

紫外光学频率梳 (简称极紫外光梳)通过飞秒共振

腔对驱动飞秒光梳的光脉冲强度进行增强, 结合强

激光驱动气体介质的高次谐波产生过程, 从而实现

光梳从近红外波段到极紫外波段的转化. 极紫外光

梳既保障了光源的窄线宽特性, 又将波长拓展至极

紫外波段, 是精密测量物理与强场物理相互交叉、

融合的结晶. 经过科学家们的多年努力, 极紫外光

梳的最短波长可至 12 nm左右 [24], 最高功率可到

mW量级 [25], 线宽可至 0.3 MHz左右 [26], 已成为

极紫外波段理想的精密测量工具. 而极紫外波段的

拉姆齐光梳则通过选择性放大近红外光梳中的两

个脉冲, 然后通过高次谐波过程来实现波长的转化 [27],

最后再通过拉姆齐光谱方法实现原子跃迁频率的

高精度测量. 该方案不仅可以通过调节种子光的重

复频率精确操控两个脉冲的延时 (<ns), 还可以通

过精确操控放大脉冲的延时从而实现拉姆齐光谱

的大范围 (>100 ns)扫描, 其光谱分辨率可至 kHz

量级 [27,28]. 同时, 得益于较高的驱动光单脉冲能量,

其工作波长有潜力覆盖整个极紫外波段.

利用极紫外光梳和拉姆齐光梳开展少电子原

子精密谱测量已逐步成为原子分子光物理研究领

域的前沿科学热点. Haas等 [29–31] 计划利用极紫外

光梳激发氦离子位于 61 nm的 1s→2s跃迁, 以实

现跃迁频率的高精度测量, 推动“质子半径之谜”

的解决和 QED理论高阶项的检验. 高精度测量氦

离子位于 61 nm的 1s→2s跃迁, 同样是 Dreissen

等 [27,28,32] 关注的重点, 其采用的方案为拉姆齐光梳

激发方案.  同时 ,  Semczuk[20] 也对锂离子的 1s→

2s跃迁展开了前期实验研究, 相关的离子冷却工

作已经完成. Chen等 [33] 围绕锂离子 1s→2s跃迁

的精密测量开展了前期工作. 除此之外, 精密测量

氢原子、氦原子的一些重要跃迁谱线的方案也被相

继提出 [34–36]. 这些前期工作的开展, 为进一步推进

极紫外波段少电子原子体系精密光谱测量奠定了

良好基础. 

2   极紫外波段精密频率梳光谱

实现极紫外波段的窄线宽光源 (MHz或以下)

并非易事. 在红外和可见波段, 我们可以通过已有

连续波窄线宽光源驱动晶体的倍频、合频等非线性

过程, 实现波长的转换. 然而, 由于固体工作介质

在极紫外波段存在强烈吸收, 上述方案都不再有

效. 鉴于此, 研究者们提出基于气体的高次谐波方

案, 来实现极紫外波段的窄线宽光源.

实现高次谐波辐射需要驱动光源的峰值光强

达到 1013 W/cm2 以上, 这是连续波激光器难以实

现的峰值光强. 在强场阿秒科学领域, 科学家多选

择 kHz量级重复频率的脉冲激光来实现该峰值光

强, 因为这种方法对激光的平均功率要求不高. 例

如, 在 1 kHz重复频率下, 1 mJ 脉冲能量激光器

的平均功率只有 1 W, 若将脉宽控制在短于 100 fs,

同时将光束聚焦在小于 0.1 mm2 的范围内, 就可

以达到高次谐波过程所需的光强. 然而, 1 kHz重

复频率对应的梳齿间隔为 1 kHz. 由于利用高次谐

波实现频率转换过程引起的各种噪声难以完全抑

制, 低重频驱动激光条件下产生的极紫外光难以保

持信噪比良好的梳齿结构.

为克服此困境, 科学家们采用了两种不同的技

术方案. 第 1种方案是直接利用近红外飞秒光学频

率梳驱动高次谐波过程, 产生极紫外波段的光学频

率梳 [21,22]. 该方案既保持了光源的窄线宽, 又实现了

波长从红外波段到极紫外波段的转化. 考虑到常见

飞秒光梳重复频率约 100 MHz, 单脉冲能量小于

1 μJ, 该方案需要借助飞秒共振腔来实现功率放大

至千瓦量级 [21,22,37,38], 以达到高次谐波的阈值光强.

第 2种方案则是采用低重复频率 (~kHz)的
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放大级, 仅放大近红外飞秒光学频率梳中的两个脉

冲 [23,27,28]. 由于这两个种子脉冲来自于同一台光梳,

其相干性已经被良好的操控; 然后其被来自于同一

个放大源、相干性同样被良好控制的脉冲光源放大;

因此, 这两个放大脉冲经过高次谐波过程产生的极

紫外光依然保持了良好的相干性, 可以用于开展拉

姆齐型 (Ramsey-type)精密光谱测量.

下文将介绍基于极紫外光梳的直接频率梳光

谱方法和极紫外波段拉姆齐频率梳光谱方法. 

2.1    基于极紫外光梳的直接频率梳光谱

fn=n× fr + f0

极紫外波段的直接频率梳光谱方法与可见波

段的直接频率梳光谱方法在原理上并无差异, 都是

利用梳齿共振激发原子能级, 并测量共振激发过程

中原子荧光产率、离子产率、驱动光吸收等特征的

变化, 实现频率的精准探测. 如图 1(a)所示, 相位

锁定的飞秒脉冲干涉叠加, 在频率域上形成如图 1(b)

所示频率梳, 频率之间满足   . 其中

fr 为激光脉冲重复频率, f0 为载波包络偏置频率,

n 为梳齿个数. 当扫描飞秒激光脉冲的重复频率

fr 或载波包络偏置频率 f0, 与图 1(c)所示的原子能

级发生共振, 即会出现共振效应, 表现为荧光产率

增大、离子产率增大、光谱吸收增大等现象. 此时

精确测定其重复频率 fr 和载波包络偏置频率 f0, 以

及梳齿个数 n, 即可精密测量原子分子的能级信息.

(v − f0)/fr

上述测量过程中, 重复频率 fr 和载波包络偏置

频率 f0 一般处于微波波段, 直接利用频率计数器

即可精确测量其值. 梳齿个数 n 的确定则需要视

情况而定. 对于已知原子跃迁频率 v, 且其不确定

范围小于光梳重复频率 fr,  我们可以直接利用

 然后取整数计算得到 n, 此时重复频率

fr 和载波包络偏置频率 f0 的精度决定着原子能级

v 的精度. 在极紫外波段, 由于缺少高精度的光谱

测量, 大多数时候对应另外一种情况: 已知原子能

级 v 的不确定范围远大于光梳重复频率 fr, 此时精

确确定梳齿个数 n 是直接频率梳光谱方法的核心.

常用的方法是大范围扫描 fr, 由数据拟合精确确定

梳齿个数 n[39]. 此方法的原理是: 当每一根梳齿扫

描过原子的能级后, 就会出现共振峰; 通过调谐极

紫外光梳的重复频率, 让多根梳齿与同一个原子能

级共振, 这时峰与峰之间的频率间隔就是重复频

率 fr; 当大范围扫描 fr 后, 峰与峰之间的间隔就会

逐渐增大 (或变小), 出现如图 2所示的结构; 当扫

描范围足够大的时候, 有且仅有一个误差范围小

于 fr 的 v 能满足此曲线, 也即确定了梳齿个数 n.

在实际测量时, 并不需要连续扫描, 仅仅选取几个

重复频率 fr 并在其附近进行扫描即可.
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图 2　大范围扫描光梳重复频率得到原子上能态布居数演

化的示意图

Fig. 2. A  schematically  view  of  the  population  oscillation

when  scanning  the  fr  of  the  frequency  comb  for  a  large

range.
 

利用极紫外波段的直接频率梳光谱方法,

Cingöz等 [40] 于 2012年首次测量了 Ar原子位于

82 nm附近和 Ne原子位于 63 nm附近的跃迁, 光

谱分辨率最优可达 11 MHz, 首次向世界证明了极

紫外光梳可用于精密光谱测量. 几乎同时, Ozawa

和 Kobayashi[41] 也利用极紫外光梳装置产生的真

空紫外 (VUV)光梳, 测量了 Xe原子位于 147 nm

附近的跃迁, 其光谱分辨率约 54 MHz. 2024年 ,

 

Time

D(a)

(b)

(c)

2D

Frequency

=r+0

r

Atomic energy in frequency

3D

1/r

图 1    直接频率梳光谱方法原理示意图　(a)重复频率和

相位精确锁定的飞秒脉冲; (b)频率域对应的梳齿 ; (c)原

子能级

Fig. 1. A  schematically  view  of  the  principle  of  the  direct

frequency comb spectroscopy: (a) Femtosecond pulse trains

after  carrier-envelop  phase  stabilization;  (b)  comb teeth  in

the frequency domain; (c) atomic energy level.
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Zhu 等 [42] 利用 148 nm的真空紫外光梳, 测量了

NO2 分子位于 148 nm附近的跃迁, 光谱分辨率约

30 MHz. 最近, Zhang等 [26] 再次利用该方法, 在

148 nm附近精密测量了钍-229核钟跃迁能级, 精

度达到 2 kHz. 上述系列研究成果展现了真空紫外

和极紫外波段直接频率梳光谱方法在精密测量领

域的潜力. 

2.2    极紫外波段拉姆齐频率梳光谱

利用高次谐波实现极紫外波段的拉姆齐光谱

最早可追溯到 2002年, Cavalieri等 [43] 率先利用高

次谐波产生的 88 nm光源演示了极紫外波段的拉

姆齐光谱方法. 该结果仅仅看到了时域上的振荡,

很难提取高精度的频率信息. 2005年, Witte 等 [44]

对此方法做了进一步的改进, 并率先演示了深紫外

波段 (212.55 nm)的拉姆齐光谱方法. 利用该方法,

他们成功测量 He原子位于 51 nm附近的跃迁, 并

将其电离势的测量精度提高至 6 MHz[34].  随后 ,

Morgenweg等 [23] 研发了更精密的极紫外波段的拉

姆齐光梳光谱方法 (Ramsey-comb spectroscopy).

利用该方法,  Altmann等 [28] 将 Kr原子 4p6→4p5

5p[1/2]0 跃迁的测量精度推进至 0.1 MHz.

极紫外波段拉姆齐频率梳光谱的原理与微波

频段的拉姆齐光谱类似 [45]. 两能级原子体系与相

位精确操控的两个脉冲相互作用, 通过扫描两个脉

冲的时间间隔, 即可观察到体系布居数的振荡. 然

后再经过傅里叶转换, 即可得到跃迁频率, 如图 3(a)

所示. 当原子体系中存在多个跃迁时, 大范围扫描

两个脉冲的时间间隔, 即可得到如图 3(b)所示振

荡, 傅里叶转换后即可得到多个跃迁频率. 在极紫

外波段精密光谱测量领域, 拉姆齐光谱与拉姆齐频

率梳光谱的核心差异在于: 拉姆齐光谱多在单倍脉

冲时间间隔 (T)附近扫描脉冲时间间隔, 拉姆齐频

率梳光谱需要在 n 倍脉冲时间间隔的尺度上

(nT)扫描脉冲时间间隔. 前者难以分辨多个跃迁

频率, 且分辨率相对较低; 而后者通过大范围扫描,

进一步提升了分辨率, 更有利于分辨多个跃迁频

率. 但后者对泵浦源脉冲序列的频率和相位控制要

求更高 [23]. 

3   极紫外波段的少电子原子精密光谱
测量

 

3.1    氢原子和类氢氦离子

迄今为止, 研究者们对束缚态量子电动力学理

论最成功检验来自对氢原子 1s→2s跃迁谱线的高
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图 3    拉姆齐频率梳光谱方法原理示意图 [23]　(a)单一原子能级情况下扫描脉冲延时布居数的演化规律; (b)多原子能级情况下

扫描脉冲延时布居数的演化规律

Fig. 3. A schematically view of the principle of the Ramsey comb spectroscopy[23]:  (a) The population of the upper state oscillate

with a single frequency if only one transition is excited; (b) the population of the upper state oscillate with multiple frequencies if

multiple transitions are excited.
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精度测量 (目前最高测量精度达到 10–15 量级 [17]),

并由此提供了精确的里德伯常数和质子电荷半径

值. 然而, 基于 μ-氢精密谱测量确定的质子电荷半

径值明显偏离于基于氢原子的测量结果 [46], 这对

QED理论检验提出了新的挑战. 由于 QED高阶

修正项与核电荷数 Z 成高幂次方增长, 类氢氦离

子对应的 1s→2s跃迁对 QED高阶项的敏感程度

将比氢原子提高至少一个量级. 从理论角度, 开展

He+精密光谱测量为 QED理论的更高精度检验、

确定轻核电荷半径值提供了更好的选择. 同时, 从

实验角度, He+体系易于囚禁, 并可以与其他离子

(如 Be+)进行协同冷却至 mK.

德国马普学会量子光学研究所 Hänsch团队最

早针对这个课题展开了周密的规划和稳步的推进.

在 2005年, Gohle等 [21] 基于极紫外光梳技术, 实现

了可以用于激发氦离子 1s→2s跃迁的 61 nm窄线

宽光源. 随后, Haas等 [29] 从理论上模拟并估算了

利用极紫外光梳激发氦离子 1s→2s跃迁的可行性.

模拟发现, 在 μW量级的功率下, 氦离子 1s→2s跃迁

激发和探测是可能的, 且测量精度可到百 kHz量

级 (相对不确定度为 10–11 量级). 为此, 可将核半

径的精密测量和 QED理论高阶项的检验推进至

新的高度 [30]. 经过近 20年的不懈努力, 他们已经

基本完成测量所需各种单元技术的研发, 包括极紫

外光的高效耦合输出, 氦离子的协同冷却, 深紫外

波段的频率梳光谱测量, 2s态氦离子的探测等, 图 4

展示了他们利用极紫外光梳测量冷却氦离子 1s→

2s 跃迁的方案示意图, 且最近开展了初步测量 [31].

截至目前, 4He+离子 1s→2s跃迁理论计算的

不确定度约 36 kHz, 其不确定性的主要来源是双

圈和三圈QED修正 (two-loop and three-loop QED

corrections)及辐射反冲效应 (the radiative recoil

effects)修正 [31]. 同时, 核的尺寸效应被进一步精

密测定, 其不确定度约为 60 kHz [31]. 考虑到真空

紫外光梳梳齿线宽约 0.3 MHz,  测量精度可至

2 kHz, 氦离子 1s→2s跃迁测量精度达到 kHz值得

期待 [26]. 在此基础上, 高阶 QED效应的检验和核

电荷半径的测量将会被推至新的高度.

对此课题展现出强烈兴趣的还有荷兰自由大

学 Eikema团队, 他们采用的方法为极紫外波段的

拉姆齐光谱方法 [23]. Witte等 [44] 于 2005年率先演

示了深紫外波段 (212.55 nm)的拉姆齐光谱方法,

随后发展了更精密的极紫外波段的拉姆齐频率梳

光谱方法 [23]. 同时, 他们利用 Be+离子对 He+离子

展开了协同冷却研究. 利用极紫外波段的拉姆齐频

率梳光谱方法, Krauth等 [32] 同时对氦离子 1s→2s

跃迁展开了初步探测, 预计测量精度可以到 kHz

量级, 相对不确定度为 10–13 量级. 这将为核尺寸

效应 (the finite size effect)和高阶双圈 QED贡献

(higher-order two-loop QED contributions)提供

严格检验,  该团队展开测量的整体方案如图 5

所示.
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图 4    利用极紫外光梳测量冷却氦离子 1s→2s跃迁的方案示意图 [31]

Fig. 4. A schematic view of measuring the 1s→2s transition in cold He+ with extreme ultraviolet comb [31].
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另一方面, 基于 H原子的精密光谱测量亦未

停滞, 也同步取得了新的进展. 2022年, Brandt等 [47]

将 H原子从初始制备的 2S1/2 态激发到较高的 8D2/5
态, 由此跃迁频率推算的质子半径既非 0.84 fm,

也非 0.87 fm, 而是位于中间的 0.8584(51) fm. 该

工作激发人们开始思考 H原子核电荷半径测量是

否对里德伯态的选择存在依赖. 最近, Scheidegger

和Merkt[36] 通过测量 H原子 n = 20—24的里德

伯态能级, 得到了新的里德伯常数和核电荷半径,

并展现出不同偏离趋势. 该结果有望进一步推进质

子半径测量对里德伯态选择的思考. 值得注意的

是, 这些结果都依赖于初始制备的 2S1/2 态, 以确

保后续的跃迁处于紫外/可见光波段. 而基于窄线

宽极紫外光源的直接激发, 如从 1s轨道到 n > 2

较高激发态轨道的直接激发,  由于存在更强的

QED效应, 有望给这方面研究带来新的机遇. 

3.2    氦原子和类氦锂离子

基于两电子体系的精密测量, 也是 QED高精

度检验的重要研究内容. 相对于单电子体系, 双电

子体系不仅涉及电子-核的相互作用, 还涉及电子-

电子的相互作用, 计算起来要复杂得多. 作为最简

单的两电子原子体系, He原子是研究的焦点. 在可

见光和红外光波段, Rooij等 [4] 和 Sun等 [5] 开展了

引领性研究. 他们不仅对双电子 QED理论展开了

检验, 还对氦原子核电荷半径和精细结构常数展

开了讨论. 相比而言, 在短波长的极紫外波段, 研

究则进展缓慢. 由于 He原子的 1s→2s跃迁位于

120 nm附近, Bergeson等 [19] 采用四波混频方法产

生了 nJ量级的 120 nm光源, 并利用 (2+1)共振

增强多光子电离 (REMPI)方案, 以激发氦原子 1s→

2s跃迁. 通过测量 He+离子的产率 (如图 6所示),

他们得到了其跃迁频率为 4984872315(48) MHz,

由此获得了基态的兰姆位移大小. 随后, Eyler1等 [34]

在理论上模拟了基于极紫外光源测量 He原子 1s→

2s跃迁的可行性. 计算结果发现, 采用连续波光源

激发或拉姆齐频率梳光谱方案, 均可以实现 He原

子 1s→2s跃迁能级的精密测量. 考虑到拉姆齐频

率梳光谱方法精度已至 kHz量级, 该方案有望进

一步推进双电子 QED效应的验证.

基于类氦锂离子 1s→2s跃迁频率精密测量来

高精度检验双电子 QED理论也是本研究领域一

直期待开展的实验工作. 其难点是锂离子的 1s→
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测量氦离子随激光频率变化的离子产率 [19]

Fig. 6. Measurement  of  the  1s→2s  transition  of  He  using

the (2+1) REMPI scheme and measurement of the yield of

He+ while tuning the excitation frequency[19].
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2s跃迁位于 41 nm附近 [20], 虽然极紫外光梳和拉

姆齐光梳均可以产生上述波长的光源, 但是其功率

有待进一步提高. 同时, 1s→2s跃迁为双光子跃迁,

常用的将入射光垂直反射来实现多普勒效应消除

的方案在此波长存在反射率低的困境. 此外, 还需

在真空腔内操控极紫外光的焦点 (μm级)与冷却

的离子 (μm级)重合, 实验技术难度较大. 尽管如

此, 德国马普学会量子光学所 Hänsch团队亦对锂

离子的 1s→2s跃迁展开了实验工作, 相关的离子

冷却工作已经接近完成 [20]. Chen等 [33] 也为精密测

量锂离子 1s→2s跃迁开展了前期准备工作. 随着

技术的不断改进, 未来实现锂离子 1s→2s跃迁的

激发和测量值得期待. 

4   极紫外波段少电子原子精密谱理论

在少电子原子精密谱研究领域, 原子能级结构

的高精度理论计算与实验精确测量交叉融合, 相互

促进, 在多个重要研究方向, 如基本物理常数的精

确测定、量子电动力学理论的高精度检验、以及原

子核性质的深入探究等, 均发挥了举足轻重的作

用. 当前, 少电子原子精密谱研究的理论框架主要

基于束缚态 QED理论. 该理论利用微扰展开方法,

逐阶探究体系能级的高阶修正, 已在少电子原子跃

迁频率的理论预言中得到了广泛应用 [8,9]. 然而, 对

于跃迁频率位于极紫外波段的精密谱计算, 相关的

理论研究却相对稀缺. 接下来, 我们将详细回顾氢

原子、氦原子、氦离子以及锂离子位于深紫外到极

紫外波段跃迁的理论研究现状. 

4.1    氢原子和类氢氦离子 1s→2s 跃迁能谱
计算

氢原子是自然界最简单的物理体系, 其能级的

精确计算是检验其他理论方法正确性的基准. 类氢

的氦离子, 由于具有 Z = 2的核电荷, 能显著增强

能级的高阶 QED贡献, 是检验高阶 QED理论的

理想体系.  2002年 ,  Karshenboim和 Ivanov[48,49]

计算了类氢体系 1s和 2s态的超精细结构修正, 包

括自能修正、真空极化修正以及辐射修正等. 对于

氢和氘原子体系, 其理论计算精度比同期的实验测

量精度高两个数量级. 2009年, Herrmann等 [30] 计

算了氢原子和氦离子的兰姆位移, 研究了体系的高

阶 QED修正, 以及核尺寸和核极化效应引起的

1s→2s跃迁能移. 他们的理论计算精度分别达到

44 kHz和 348 kHz水平. 2011年, Jentschura等 [50]

计算了氢原子 1s→2s超精细结构跃迁的同位素位

移, 其精度高达 60 kHz. 2019年 , Yerokhin等 [51]

在非相对论量子电动力学 (NRQED)理论框架下,

全面计算了类氢体系的 QED修正、核反冲修正以

及核尺寸和核极化修正. 其中, 氢和氘原子 1s→

2s跃迁能级的计算精度达到 kHz水平, 而氦离子

1s→2s跃迁能级的计算精度为MHz水平. 2023年,

Drake[52] 等理论学家在 NRQED框架下, 对氢原子

体系的多阶修正进行了详细计算, 包括 mα4 阶、

mα5 阶、mα6 阶、mα7 阶等 13种修正 (见图 7).

图 8选择性地给出了氢原子 1s→2s跃迁频率

的部分理论与实验比较结果. 其中, 理论值基于
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图 7    H原子 1s→2s跃迁频率的各种修正计算 [52]

Fig. 7. Corrections  of  different  effects  to  the  1s→2s  transi-

tion of H atom [52].
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图 8    氢原子 1s→2s跃迁频率的比较, 蓝色代表的是实验

测量结果, 洋红色代表的是理论计算值

Fig. 8. Comparison  of  the  experimental  (blue)  and  calcu-

lated (magenta) results of the 1s→2s transition of H atom.
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Yerokhin等 [51]2019年的结果, 实验则来自 Parthey

等 [17] 于 2011年利用双光子光谱技术获得的测量结

果, 该测量精度达 4.2×10–15. 由图 8可见, 实验测

量的精度高出理论计算两个数量级, 这对现有理论

构成了挑战. 

4.2    氦原子和类氦锂离子 1s→2s 跃迁能谱
计算

相较于氢原子极紫外波段的研究, 针对氦原子

及类氦离子体系 1s→2s跃迁的研究起步较晚且相

对较少. 由于电子关联相互作用的存在, 这些体系

的高精度理论计算相对复杂, 因此相关理论计算同

样非常稀缺. 图 9给出了氦–4原子 1s→2s极紫

外波段下的跃迁能理论与实验的比较结果.  在

1998—2000年期间, Bergeson等 [19,54,55] 连续三年

改进双光子无多普勒光谱技术, 将其拓展到真空紫

外光谱区域, 并精确测量了 120 nm处氦原子的

1s→2s跃迁频率 ,  测量结果均为 4984872315(48)

MHz,  绝对频率的不确定度为 1×10–8.  2011年 ,

Kandula等 [35] 利用基于成对放大和非线性上变频

技术的极紫外波长频率梳, 成功激发了氦原子的特

定能级, 测量了相应的跃迁频率, 并得到了氦-4基态

的电离能. 结合 1991年 Lichten等 [56] 对 2s单重态

电离能的测量值, 可以获取氦-4原子 1s→2s跃迁

频率为 4984872171(6) MHz. 与 Bergeson等 [19,54,55]

的测量结果相比, 存在 144 MHz值的差异. 针对氦

原子 1s→2s跃迁能的最新理论研究是在 2017年,

Pachucki等 [52] 利用 NRQED方法对氦原子跃迁

进行了计算, 所得结果为 4984872135(36) MHz. 与

1998年的实验测量结果相比, 存在 180(36)exp(48)calc
MHz的偏差. 这些理论与实验之间, 以及不同实验

测量之间的差异需要进一步的实验测量和理论计

算来消除. 对于类氦的锂离子体系, 尚未见 1s→2s

极紫外波段的相关理论报道.

综上所述, 尽管针对氦原子及类氦离子体系

1s→2s跃迁的研究起步较晚且相对较少, 但随着高

精度光谱实验技术和先进理论计算方法的不断发

展, 氦原子及类氦离子体系 1s→2s极紫外波段精

密测量研究正在不断深入. 

5   其他相关真空/极紫外波段精密光谱
测量

 

5.1    钍–229 核钟跃迁测量

钍–229原子核的第一激发态能量比基态高出

仅约 8.4 eV, 这使得采用波长为 148 nm左右的真

空紫外激光对钍–229核进行激发有了可能性 [57–59].

该激发态寿命超过 1000 s, 是光钟的优良备选体

系, 因此科学家们提出了“核光钟”的概念, 即利用

激光精密调控核的量子态, 精确测量钍-229原子核

内部独特的低能量第一核激发跃迁频率, 并通过该

频率来定义新的时间标准 [60,61].

相比于原子体系中的电子跃迁, 钍-229核跃迁

的测量可以获得更准确的跃迁谱线中心频率, 系统

误差更小, 稳定性更高. 这是由于钍-229核跃迁是

发生在原子核内部的磁偶极跃迁, 其线宽窄, 约为

百微赫兹 (~100 μHz)[60,61]. 同时, 原子核空间体积

比原子小, 加之受到核外电子屏蔽作用, 核跃迁对

黑体辐射、外界电磁场等环境影响不敏感, 固有频

率的稳定性较高. 因此, 基于钍-229的核光钟, 特

别是基于钍离子体系的核光钟有潜力获得比现有

原子光钟更高的时间精度,  相对不确定度可达

10–20 , 有望作为新一代光钟, 成为时间与频率测量

的新标准 [60,61].

在钍–229钟跃迁激发光源方面, 早期的研究

专注于使用同步辐射光源进行激发 [53–54]. 这类光

源平均功率高, 但线宽并不能很好地操控. 因此,

经过十多年的探索, 均未实现钍-229钟跃迁的直接

激发. 为进一步提高钟跃迁激发光源的性能, 德国

和奥地利科学家合作, 利用四波混频机制研发了线
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图 9    氦-4原子 1s→2s跃迁频率的比较, 蓝色代表的是实

验测量值, 洋红色代表的是唯一的理论计算结果

Fig. 9. Comparison  of  the  experimental  (blue)  and  calcu-

lated (magenta) results of the 1s→2s transition of He atom.
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宽为 GHz量级的 VUV光源, 首次实现了钍-229

高浓度掺杂晶体从基态到第一激发态的激发, 并测

得其跃迁频率为 2020.409(7) THz, 将精度提高了

约 3个量级 [58]. 几乎同时, 美国加州大学洛杉矶分

校 (UCLA)利用类似方法, 也得到了 GHz量级精

度的核跃迁频率 [59].

极紫外光梳不仅可以提供极紫外波段的窄

线宽光源, 它还可以提供深紫外和真空紫外波段

的窄线宽光源. 利用线宽约 0.3 MHz 的 VUV 光

梳, Zhang 等 [26] 成功实现了钍-229核钟跃迁的激

发, 并测量到电场导致的核能级第一激发态的分

裂, 成功将钍-229核钟跃迁的精度推进至 kHz量

级, 如图 10所示. 

5.2    高价态离子体系的精密光谱测量

与原子或低价态离子相比, 高价态离子体积

小, 且受内层电子屏蔽作用, 其跃迁对黑体辐射、

外界电磁场等环境影响敏感程度低, 固有频率的稳

定性较高. 因此, 高价态离子体系受到精密测量领

域的广泛关注 [62]. 然而, 与原子或低价态离子相比,

高价态离子能级之间间隔相对较大, 不少重要的跃

迁需要真空紫外波段甚至极紫外波段的光源进行

激发.

基于高价态离子的精密谱测量, 不仅可以用

于 QED理论适用边界的探寻, 还在新型光钟研发

等方面有重要应用 [63]. 2007年, Epp等 [63] 提出利

用类锂的 Fe23+离子位于 48.6 eV (对应 25.5 nm)

跃迁, 来展开QED理论的验证. 2014年, Beiersdorfer

等 [64] 提出精密测量类锂 141Pr56+离子位于 91.2 nm

的跃迁和类铍 141Pr55+离子位于 85.7 nm的跃迁 ,

不仅可以用来开展 QED理论验证, 还可以用于核

磁化效应的研究. 2023年, Kromer等 [65] 提出了利

用类Nb的Pb41+离子的 31.2(8) eV (对应 39.74 nm)

跃迁, 来实现新型离子光钟, 其秒稳有潜力达到 10–19.

在国内, 相关的研究亦在同步展开, 如 Chen等 [66]

开展了基于 Ni12+离子的新型光钟相关研究. 

6   工作展望

伴随着短波长飞秒光梳技术的发展, 基于极紫

外光梳和拉姆齐光梳的少电子原子体系精密谱测

量研究已成为精密测量物理前沿. 无论是在国内还

是在欧美科技强国, 周密的实验计划正有序推进,

而理论精密计算也在同步发展. 理论与实验的协同

配合, 将推动基于少电子体系的精密测量物理前

沿研究-如核电荷半径的精密测定、里德伯常数的

精密测量、量子电动力学高阶项检验等的更深入

发展.

展望未来, 继续提升并优化光源的指标参数,

发展更加高效且精密的光谱测量方法, 从实验角度

实现对核结构、里德伯常数和量子电子动力高阶项

更严格的限定, 是该领域下一步发展的前沿热点.

已有报道中, 极紫外光梳系统的线宽约亚 MHz量

级 (0.3 MHz). 进一步压缩梳齿线宽, 提升测量精

度, 是重要突破方向 [26]. 同时, 进一步提高光源的

功率和功率稳定性, 由此提高实验测量的信噪比,

也是未来努力的方向之一 [42]. 此外, 由于对称性的

限制, 已见报道的极紫外窄线宽光源均为高次谐波
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图 10    利用真空紫外光梳直接测量钍的核能级跃迁 [26]

Fig. 10. Direct spectroscopic measurement of Th nuclear electric quadrupole structure [26].
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过程产生的奇次谐波. 这导致极紫外窄线宽光源的

频谱范围局限于驱动光梳波长的奇次谐波附近, 光

谱覆盖范围有限. 利用双色场、准直分子体系、固

体/液体等方案产生偶次谐波 [67], 拓展极紫外窄线

宽光源的频谱覆盖范围, 以适用于更多体系 (如 He

原子需要 120 nm的激发光源)的精密光谱测量是

未来重点突破的方向之一. 在精密光谱方法方面,

基于极紫外光梳的双光梳光谱仍处于研发过程中 [68].

同时, 基于极紫外光梳的傅里叶转换光谱尚未见报

道. 这两种光谱方法的实现, 有望提高极紫外波段

精密光谱的测量效率.

进一步发展和改进少电子原子体系的产生、冷

却和测量方案, 提升物理体系的操控能力和测量信

噪比, 通过更高精度的测量以实现对核结构、里德

伯常数和量子电动力学高阶项的更精确限定, 也将

是本领域关注的重点工作. 在现阶段, 多种少电子

原子体系的产生存在效率低、寿命短的困境. 例如,

受化学活性的影响, H原子易与环境发生反应而复

合, 导致 H原子束寿命短, 产率低. 如何高效产生

高浓度 H原子束、降低多普勒效应等对光谱测量

精度的影响仍需持续努力. 在离子囚禁和冷却方

面, 由于缺乏合适的极紫外窄线宽光源, 少电子体

系的冷却多采用协同冷却方案. 基于新研发的窄线

宽光源实现直接冷却, 亦是本领域致力于实现的目

标 [69]. 此外, 利用极紫外窄线宽光源测量少电子体

系存在极紫外光反射率低、光束与离子空间重合

(大小均为微米量级)难度大、离子重新加载耗时长

等技术挑战. 通过突破各项单元技术, 逐步实现高

效且更高精度的实验测量, 需要实验工作者投入更

多的努力.

在理论方面, 随着 XUV实验技术的迅猛发展

和人类对于测量精度的不断追求, 电子与电子之间

以及电子与原子核之间相互作随着极紫外精密光

谱实验技术的迅猛发展和测量精度的不断提升, 电

子与电子之间以及电子与原子核之间相互作用中

的高阶 QED修正对跃迁谱线产生的细微影响变

得日益显著. 因此, 理论上迫切需要发展更高精度

的理论方法, 准确计算这些微小但至关重要的效

应. 未来, 理论研究的重点之一将聚焦于少电子原

子极紫外波段跃迁的结构性质上. 目标之一是进一

步发展束缚态高阶 QED理论, 实现类氢离子中高

阶 QED修正的精密计算, 并将其拓展到氦原子和

类氦离子体系能级结构的高精度理论计算中. 同时

通过理论与实验的紧密协作, 推进对氢和类氢体系

以及氦原子和类氦离子的精密光谱研究, 利用它们

的同位素位移和超精细劈裂数据, 精确测定原子核

电荷半径和 Zemach半径, 以此拓宽 QED的检验

范围, 并为从原子层面探索核结构信息开辟新的途

径 [8, 9]. 此外, 在面向少体精密光谱的外场理论研

究方面, 完善并发展原子与外界电磁场非线性高阶

相互作用的完整理论十分重要. 深入研究少电子原

子在极紫外波段跃迁能级的外场效应, 探寻体系中

可能存在的魔幻波长和魔幻光强, 提出创新的理论

方案, 以有效抑制精密光谱测量过程中产生的非线

性光频移, 从而为未来极紫外波段的精密光谱实验

测量提供坚实的理论基础, 也将是下一步理论发展

的重要方向.
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SPECIAL TOPIC—Precision spectroscopy of few-electron atoms and molecules

Precision spectroscopic measurements of few-electron atomic
systems in extreme ultraviolet region*
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Abstract

Precision  spectroscopic  measurements  on  the  few-electron  atomic  systems  have  attracted  much  attention
because  they  shed  light  on  important  topics  such  as  the  “proton  radius  puzzle”  and  testing  quantum
electrodynamics (QED). However, many important transitions of few-electron atomic systems are located in the
vacuum/extreme ultraviolet region. Lack of a suitable narrow linewidth light source is one of the main reasons
that hinder the further improvement of the spectral resolution.
　　Recently, narrow linewidth extreme ultraviolet (XUV) light sources based on high harmonic processes in
rare  gases  have  opened  up  new  opportunities  for  precision  measurements  of  these  transitions.  The  recently
implemented  XUV comb has  a  shortest  wavelength  of  about  12  nm,  a  maximum power  of  milliwatts,  and  a
linewidth of about 0.3 MHz, making it an ideal tool for precision measurements in the XUV band. At the same
time, the Ramsey comb in the XUV band can achieve a spectral resolution of the kHz range, and may operate
throughout the entire XUV band.
　　With these useful tools, direct frequency spectroscopy and Ramsey comb spectroscopy in the XUV region
are developed, and precision spectroscopic measurements of few-electron atomic systems with these methods are
becoming a hot topic in cutting-edge science. In this paper, we provide an overview of the current status and
the  progress  of  relevant  researches,  both  experimentally  and  theoretically,  and  discuss  the  opportunities  for
relevant important transitions in the extreme ultraviolet band.

Keywords: few-electron  systems,  precision  spectroscopic  measurements,  extreme  ultraviolet  comb,  Ramsey
comb, quantum electrodynamics (QED)
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专题: 少电子原子分子精密谱

B-样条基组方法在少电子原子结构
精密计算中的应用*

张永慧    史庭云    唐丽艳†

(中国科学院精密测量科学与技术创新研究院, 武汉　430071)

(2024 年 12 月 15日收到; 2025 年 2 月 7日收到修改稿)

少电子原子的精密光谱在基本物理理论验证、精细结构常数精确测定以及原子核性质深入探索等领域

具有重要的应用价值. 随着精密测量物理学的快速发展, 人们对原子结构数据的需求已从最初的存在性确认,

转变为对高度准确性和精确性的持续追求. 为了满足精密光谱实验对高精度结构性质数据的迫切需求, 我们

自主发展了一系列基于 B-样条基组的高精度理论方法, 并将其成功应用于少电子原子的能级结构与外场响

应性质的理论研究中. 具体而言, 实现了氦原子和类氦离子能谱的高精度确定, 为相关实验研究提供理论支

撑; 实现了幻零波长的高精度理论预言, 为量子电动力学理论检验开辟了新方向; 提出了有效抑制光频移的

理论方案, 为氦原子高精度光谱实验的开展提供了重要支持. 展望未来, 基于 B-样条基组的高精度理论方法

有望在量子态操控、核结构性质精确测定、超冷分子形成以及新物理探索等前沿领域得到广泛应用, 从而推

动国内外精密测量物理领域的蓬勃发展.
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1   引　言

随着激光冷却与囚禁技术的显著进步, 以及光

学频率梳这一革命性工具的诞生, 人类对微观世界

的探索能力因测量精度的极大提升而实现了前所

未有的飞跃, 促使精密测量物理在 21世纪的物理

学领域中熠熠生辉, 成为一颗耀眼的明珠. 少电子

原子凭借其电子数目少、能级结构相对简单的独特

优势, 在理论上成为实现高精度计算的理想体系 [1–5].

同时, 得益于激光技术的蓬勃发展, 少电子原子在

实验层面也成为精密测量物理研究的核心对象. 近

年来, 围绕少电子原子精密谱的研究不仅在验证物

理定律、精确测定基本物理常数方面展现出无可估

量的价值, 更在探索超越标准模型的新物理领域发

挥着举足轻重的作用 [6–9]. 例如, 氢原子的能谱研究

一直是科学发现的摇篮, 不仅催生了原子量子理论

和狄拉克相对论量子力学的早期萌芽, 还极大地推

动了相对论量子电动力学 (QED)的发展 [10]. 时至

今日, 对氢原子、氦原子以及类氢、类氦等少电子

原子体系进行的精密光谱研究, 依然是挖掘新的基

础物理信息、拓宽科学认知边界的关键途径之一,

凸显了少电子原子结构精密计算在推动物理学进

步中的核心地位 [11–13].

在少体精密测量物理领域, 理论与实验相辅相

成, 共同推动着少电子原子分子精密谱研究的不断
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深入与广泛应用. 这一领域的进步高度依赖于高精

度理论计算与精密实验测量的紧密合作, 它们共同

为确定精细结构常数、里德堡常数、质子电子质量

比等关键物理参数提供了坚实的基石, 并严格验证

了 QED理论的正确性及其适用范围 [7,8,14,15]. 当前,

针对少电子原子结构的高精度理论计算, 主要采用

关联高斯基方法和 Hylleraas变分法 [16,17]. 关联高

斯基方法通过构建完备的基矢集来展开体系的波

函数, 能够解析地获得哈密顿矩阵元, 从而精确求

解体系的能量和波函数. 相比之下, Hylleraas方法

则通过引入电子间的关联坐标来严格求解薛定谔

方程, 直接获取体系的能量和波函数 [18–22]. 尽管这

两种方法均基于 Rayleigh-Ritz变分原理, 但由于

基函数的选择不同, 它们在处理具体问题时各具特

色. 为了进一步提升计算精度, 需要在高精度的非

相对论能量和波函数的基础上, 利用微扰理论方法

逐级考虑波函数和能量的高阶修正项, 包括相对论

修正和 QED修正等, 这些高阶修正项在实现理论

预测与实验数据在更高精度上的吻合方面发挥着

至关重要的作用, 同时也为精确提取核性质提供了

有力支撑 [5,14,23–27].

不同于上述的基组方法, B-样条 (即 basis

splines, B-splines)函数因其独特的优势在原子结

构计算领域备受瞩目. 这些优势包括 B-样条函数

的局域性、可调性、高阶连续性、正交性、近似完备

性以及数值稳定性等. B-样条的概念最初由

Schoenberg[28] 于 1946年提出 , 并在 1967年正式

被命名为“B-样条”[29]. 在 20世纪 60—70年代, B-

样条作为研究数学问题的有力工具风靡一时, 涌现

出了许多基于 B-样条的著名算法和公式 [30]. 然而,

B-样条真正被引入到原子物理领域的研究则要追

溯到 20世纪 80年代. 在此期间, 国际上的 Johnson,

Grant, Fischer, Bachau等 [31–35] 率先将 B-样条作

为波函数展开的基组, 应用于原子结构的计算中.

在国内, 中国科学院武汉物理与数学研究所的李白

文等 [36–39] 和吴礼金等 [40, 41] 率先将 B-样条应用到

里德堡原子的外场效应研究中, 开创了 B-样条在

国内原子物理领域应用的先河, 并发展了基于 B-

样条基组的相对论多体微扰程序, 进一步推动了相

对论原子结构理论的研究.

针对少电子原子结构的精密计算, 精密测量院

原子分子外场理论组自主研发了一系列基于 B-样

条函数的高精度理论方法, 并将其成功应用于少电

子原子结构与外场响应性质的计算中. 具体而言,

我们团队在类氢体系的研究中, 首次发展了精确求

解单电子原子 Dirac方程的 B-样条基组方法, 高

精度地获取了类氢体系的能级结构、多极极化率和

长程色散系数 [42–44]. 为了研究两电子原子结构性

质, 我们进一步发展了基于 B-样条函数的非相对

论组态相互作用方法 (NRCI)和相对论组态相互

作用方法 (RCI), 高精度计算了氦原子和锂离子低

能态的动力学偶极极化率 [45,46], 并实现了氦原子系

列魔幻波长和幻零波长的相对论理论预言 [47]. 随

后, 我们不断改进 RCI方法, 使其显式地包含有限

核质量修正和核反冲修正, 并同时考虑了这些修正

及 QED修正对魔幻波长和幻零波长的影响 [48,49],

实现了氦原子魔幻波长和幻零波长的高精度理论

预言. 此外, 还将 RCI方法推广应用于氦原子其他

跃迁下的魔幻波长计算, 并提出了有效抑制氦原

子 Stark频移的理论方案, 为高精度实验光谱测量

提供了理论支持 [50,51]. 在 RCI方法发展的同时, 还

首次提出了关联 B-样条方法, 并将其应用于低能

态氦原子的静电偶极极化率计算 [52–54] 和贝特对数

项计算 [55]. 接下来将详细介绍针对两电子原子结

构精密计算所发展的基于 B-样条函数的系列数值

理论方法. 

2   B-样条方法的发展

图 1综合展示了当前针对两电子原子体系所

发展的三种高精度理论方法: 基于 B-样条的非相

对论组态相互作用方法 (B-NRCI), 关联 B-样条方

法 (C-BSBFs)以及基于 B-样条的相对论组态相互

作用方法 (B-RCI). 三种方法均选择 B-样条函数

作为基函数. 因此, 本文首先概述 B-样条函数相较

于其他基函数所展现出的独特优势. 紧接着, 将逐

一介绍这三种基于 B-样条函数的理论方法. 

2.1    B-样条函数

在物理学领域, 采用有限基组方法求解薛定谔

方程的历史悠久, 其核心在于将复杂的微分方程求

解过程巧妙地转化为代数方程的本征值问题求解.

随着计算机技术的飞速发展, 在众多类型的基组

中, “B-样条”函数凭借其独特的优势, 在原子分子

物理中的应用日益广泛. 具体而言, B-样条函数展

现出两大显著特性: “局域性”与“完备性”. 所谓

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 74, No. 8 (2025)    083101

083101-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


“局域性”, 指的是每个 B-样条函数仅在有限区间

内非零, 这极大地简化了数值计算, 使得计算过程

更加高效. 而“完备性”则确保了通过 B-样条函数

的线性组合, 可以逼近任意函数, 这为高精度计算

提供了坚实的理论基础.

[0, R]B-样条函数是定义在有限区间  内的一组

分段多项式, 其递推定义式如下 [30]: 

B1
i (r) =

{
1 ti ⩽ r < ti+1,

0 otherwise;

Bk
i (r) =

r − ti
ti+k−1 − ti

Bk−1
i (r) +

ti+k − r

ti+k − ti+1
Bk−1

i+1 (r),

i = 1, 2, · · · , N, (1)

ti

Bk
i (r)

[ti, ti+k)

k − 1

式中, N 代表 B-样条的个数, 而 k 代表 B-样条的

阶数.   构成了 B-样条函数的结点序列, 这些结点

对于确定 B-样条函数的形态具有决定性作用 .

 特指第 i 个 k 阶的 B-样条, 其定义域局限于

结点区间  , 且在此区间内, 自变量 r 的最

高幂次为  . 因此, B-样条函数不仅具有高度

的灵活性, 还能够在保持数值稳定性的同时, 精确

地拟合原子分子的波函数.

在实际操作中, B-样条的结点形式呈现出多样

化, 主要包括线型结点序列、指数型结点序列、正

弦型结点序列以及线型-抛物型结点序列等 [35], 以

满足不同体系的计算需求. 特别地, 在处理原子核

附近的复杂波函数形式时, 指数型结点分布能够更

准确地描述该区域的电子波函数性质, 因此备受青

睐. 其具体的表达式如下: 

ti = rmin + (rmax − rmin)

exp
[
γ0

(
i− 1

n− 1

)]
− 1

exp (γ0)− 1
,

i = 1, 2, · · · , n, (2)

[rmin, rmax]

{ti} n− 1 γ0

k = 7

R = 1000

k = 7

式中, 结点所在的区间被定义为  , 该区间

被 n 个结点  划成  个子区间.   代表指数

型结点的关键参数. 为了更直观地展示在不同结点

分布下 B-样条函数的形态, 图 2和图 3分别展示

了均匀分布型结点和指数型结点的 B-样条函数图

像. 通过对比这两个图, 可以观察到以下现象: 在

均匀分布结点的样条函数图中, 左右两个端点的结

点重复度均与样条阶数相同, 即均为   重. 特

别地, 第一个样条在零点处的函数值精确地等于 1,

而最后一个样条在  端点处的函数值也为

1. 然而, 在指数型结点分布的样条函数图中, 尽管

左端点的结点重复度仍为  重, 但右端点的重

复度却低于样条阶数, 图中展示为三重结点. 这种

设计巧妙地满足了 s态的径向波函数在零点处有

值的特性, 同时也符合非相对论波函数在无穷远处

趋于零的边界条件. 此外, 由于零点附近的样条函

数分布相较于中间区域更为密集, 因此它能够更准

确地描述原子核附近的电子波函数特性. 在进行相

对论计算时, 若选择指数型的结点分布, 通常也会

将左右两个端点均设置为 k 重结点, 以确保计算的

准确性和可靠性.
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图 1    基于 B-样条函数的多种高精度理论方法框架图

Fig. 1. Framework diagram of various high-precision theoretical methods based on B-spline functions.
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f(x)

[−1, 1]

x =
b− a

2
t+

b+a

2
[−1, 1]

在求解体系的量子本征方程时, 当采用 B-样

条函数作为基组, 通常会遇到两类基本的积分问

题: 一类是两个 B-样条函数之间的积分, 另一类

是 B-样条函数与其导数之间的积分. 为了高效且

精确地解决这些多项式积分问题,  通常采用

Gaussian-Legendre积分方法 [34] 来进行数值计算.

该方法的核心在于精心设定高斯点和高斯系数,

确保当被积函数  为任意次的多项式时, 积分

结果都能达到较高的精度. 在实际应用中, 通常

采用区间  上的高斯点和高斯系数进行计

算. 对于其他积分区间, 可以通过简单的线性变换

 , 巧妙地将积分区间映射到 

内, 从而利用已知的高斯点和高斯系数进行计算.

在确定具体积分所需的高斯点个数时, 需综合考

虑 Gaussian-Legendre积分的代数精度以及 B-样

条函数的阶数. 对于非严格分段多项式函数的积

分, 只要该函数在积分区间内没有奇点, 就可以通

过适当增加高斯点的个数来提高积分的计算精度. 

2.2    基于 B-样条的非相对论组态相互作用
方法

组态相互作用方法 (configuration interaction,

CI)是计算原子结构与外场效应的有效方法之一.

其核心思想是通过构造具有确定角动量和宇称的

反对称组态波函数, 并利用这些波函数的线性组来

逼近体系的真实波函数. 在 CI方法中, 哈密顿矩

阵元基于这些组态波函数进行计算, 并通过变分原

理优化线性组合系数, 从而获得体系的能量和波函

数. 因为 CI方法对虚轨道空间没有任何限制, 所

以具有广泛的适用性, 从而能够有效处理少电子原

子和多电子原子的结构属性计算问题.

接下来以氦原子为例, 详细介绍基于 B-样条

函数的非相对论组态相互作用 (B-NRCI)方法, 也

称传统 B-样条方法. 考虑原子核质量后, 氦原子的

非相对论哈密顿量可以表示为 [47]
 

H = −
2∑

i=1

[
∇2

i

2µ
+

2

ri

]
+

1

r12
− 1

m0
∇1 · ∇2, (3)

me = 1 m0

µ = mem0/(me +m0)

ri

r12 = |r1 − r2| 1/r12

在原子单位制下, 电子质量   ,    代表原子

核质量.    表示电子的约化质

量,  它描述了电子相对于原子核运动时的有效

质量.    为第 i 个电子相对于原子核的位置坐标,

 表示两个电子之间的距离,   则

代表两电子间的库仑相互作用. (3)式中最后一项

代表质量极化项. 在无穷核质量情况下, 质量极化

项为零.

ψ(LS)

ϕij(LS)

对于具有确定总轨道角动量 L 和自旋角动量

S 的两电子体系, 其波函数  可以通过组态波

函数  进行线性展开, 具体形式如下:
 

ψ (LS) =
∑
ij

cijϕij (LS) , (4)

ϕij(LS)而组态波函数  是单电子波函数的线性

组合: 

ϕij(LS)= ηij
∑
mimj

∑
msi

msj

⟨ℓimi; ℓjmj |LM⟩

×
⟨
1/2msi ; 1/2msj |SMS

⟩
χ
(
r1, r2

)
, (5)

χ(r1, r2)其中,    代表两电子的 Slater波函数, 它是
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[0, 1000]图 2    在   区间内, 10个 7阶均匀分布型的 B-样条

函数
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Fig. 2. Ten  7th-order  uniformly  distributed  B-spline  func-

tions within the interval   .
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[0, 1000]图 3    在   区间内, 10个 7阶指数分布型的 B-样条

函数

[0, 1000]

Fig. 3. Ten  7th-order  exponentially  distributed  B-spline

functions within the interval   .
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ηij

通过将两电子各自的空间波函数按照特定的规则

组合得到.   为归一化系数, 其定义如下: 

ηij =


1, i ̸= j,

1√
2
, i = j,

(6)

ηij = ηji ⟨ℓimi; ℓjmj |
LM⟩ ⟨1/2msi ; 1/2msj |SMS⟩

mi mj msi msj

MS

⟨ℓimi; ℓjmj |LM⟩ = ⟨ℓjmj ; ℓimi|LM⟩

满足  .  Clebsch-Gordan系数  

 和  分别表示轨道-轨道

和自旋-自旋耦合. 方程 (5)中的求和部分表示对

磁量子数  ,    ,    ,    进行求和. 因此, 最

终的组态波函数是与这些磁量子数无关的, 只与

它们耦合后的总量子数 L, M, S,    相关. 此外,

由于 Clebsch-Gordan系数具有交换对称性 ,  即

 (这一性质同

样适用于自旋部分), 这一特性确保了组态波函数

在电子交换下满足如下的对称性条件: 

ϕji (LS) = (−1)
ℓi+ℓj+L+S

ϕij (LS) . (7)

Hψ(LS) = λψ(LS)

进一步地,  根据两电子体系的哈密顿方程

 , 应用变分原理对哈密顿矩阵

方程进行处理后可得到:
 

∂

∂cij
{⟨ψ(LS)|H|ψ(LS)⟩ − λ⟨ψ(LS)|ψ(LS)⟩} = 0,

(8)

将 (8)式进行化简, 可以得到如下的组态方程:
  ∑

kℓ

[
(εi + εj) δikδjl + Vijkl + (MP )ijkl

]
ckl = λcij ,

(9)

cij Vijkℓ

其中, 本征能量为 λ, 与之对应的本征波函数的系

数为  .    为两电子的库仑相互作用矩阵元,

其具体展开形式为 [47]
 

 

Vijkℓ = ηijηkl

∑
ν

(−1)
ℓj−ℓk+L+ν

 ℓi ℓj L

ℓℓ ℓk ν

Xν(ijkℓ) +
∑
ν

(−1)ℓj−ℓk+S+ν

 ℓi ℓj L

ℓk ℓℓ ν

Xν(ijℓk)

 ,
(10)

(MP )ijkℓ

式中, 括号里的第一项代表直接积分项, 第二项为交换积分项, 它们的具体积分形式可参考文献 [45]. 在方

程 (9)中,   为质量极化项的矩阵元, 其展开形式为 

(MP )ijkℓ = ηijηkl

(−1)ℓj−ℓk+L

 ℓi ℓj L

ℓℓ ℓk 1

XMP (ijkℓ) + (−1)ℓj−ℓk+S

 ℓi ℓj L

ℓk ℓℓ 1

XMP (ijℓk)

 .
(11)

当选用 B-样条函数来展开单电子波函数时,

两电子原子的组态波函数可以表述为两个 B-样条

函数的直积形式, 具体如下所示: 

ϕij (LS) = Bi(r1)Bj(r2)YLM
ℓ1ℓ2 (r̂1, r̂2)

+ (−1)ℓ1+ℓ2+L+SBj(r1)Bi(r2)YLM
ℓ2ℓ1 (r̂1, r̂2) , (12)

YLM
ℓ1ℓ2

(r̂1, r̂2)其中,   代表耦合的球谐函数.

ℓ1 ℓ2

ℓmax

ℓ1 ℓ2

ℓmax

在处理少电子原子体系中的强关联问题时, 传

统的基于 B-样条函数的 NRCI方法通常通过增加

组态的分波数目  和   来提升数值计算的精度.

具体操作时, 预先设定一个最大分波数  , 然后

将基函数的两个轨道角动量  和  从 0逐步增加

到  . 然而, 这种方法的效果存在局限性, 如表 1

所列: 即使分波数目增至 80, 氦原子基态能量的收

敛结果也仅能精确到 7—8位有效数字, 这对于简

单原子的精密计算而言远远不够. 此外, 随着分波

数目的增加, 组态数目会呈现指数级增长, 导致计

算量急剧上升, 对计算资源的需求大幅增加, 且难

以获得理想的线性计算效率的提升.
 

2.3    关联 B-样条基组方法

r12

为了在提高数值计算精度的同时, 兼顾计算时

间和计算量的需求, 我们自主发展了关联 B-样条

基组方法 (C-BSBFs). 该方法的核心创新在于, 在

基函数的构造中直接引入了电子-电子间的关联坐

标  , 其具体形式为 [52]
 

ϕij,c,ℓ1ℓ2(LS) = rc12Bi(r1)Bj(r2)YLM
ℓ1ℓ2 (r̂1, r̂2)

+ (−1)ℓ1+ℓ2+L+Src12Bj(r1)Bi(r2)YLM
ℓ2ℓ1 (r̂1, r̂2),

(13)

c = 0

c = 1

其中 c 的取值决定了是否包含关联项. 当  时,

它回归到传统的 B-样条基函数 (如方程 (12)所示);

而当  时, 上述基函数直接包含了电子间的关

联相互作用. 这意味着, C-BSBFs方法不仅充分保
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留了 B-样条函数的优异特性, 还有效地考虑了电

子间的关联效应. 因此, 在处理强关联的能态时,

该方法展现出了显著的优越性.

表 1对比了关联 B-样条方法和传统 B-样条

NRCI方法在氦原子基态非相对论能量计算上的

收敛性. 数据显示, C-BSBFs方法具有快速的收敛

性, 仅用 1个分波数即可达到传统 B-NRCI方法

使用 65个分波时的能量精度. 当 C-BSBFs方法使

用 4个分波时, 其计算结果与 Hylleraas方法的结

果有 10位相同数字. 相比之下, 传统 B-NRCI方

法即使使用 80个分波, 也仅能与 Hylleraas变分法

下的结果符合到 7位有效数字. 因此, 在电子间强

关联能级计算中, C-BSBFs方法能显著提升计算

效率和精度. 

2.4    基于 B-样条的相对论组态相互作用
方法

B-NRCI方法和 C-BSBFs方法都是从薛定谔

方程出发, 通过构建组态波函数来求解体系的本征

方程, 但两者所获得的能量和波函数均未包含相对

论修正. 为了全面考虑两电子原子中核与电子相互

作用的全阶相对论效应, 我们进一步发展了基于

B-样条函数的相对论组态相互作用 (B-RCI)方法.

在相对论框架下, 两电子体系的 Dirac-Cou-

lomb-Breit(DCB)哈密顿量表示为 [49]
 

HDCB=

2∑
i=1

[
cαi · pi+βmec

2 − 2

ri

]
+

1

r12
+HB, (14)

αi

pi HB

其中, c 代表光速,    和 β代表 4×4的狄拉克矩

阵,   为电子动量算符, 而  则是描述电子-电子

之间通过交换光子产生相互作用的 Breit算符. 在

只考虑单光子 (虚光子)交换、且没有高阶或动态

修正时, Breit 相互作用算符可写为 [49,57]
 

HB = − 1

2r12
[α1 ·α2 + (α1 · r̂12) (α2 · r̂12)] . (15)

2 3P

在计算少电子原子的结构性质时, 考虑 Breit

相互作用至关重要. 以类氦的 Li+离子为例, 只有

包含 Breit相互作用, 才能正确得到  态的精细

能级结构顺序.

MJ

ψ(JMJ)

ϕij(JMJ)

对于总角动量为 J、磁量子数为  的两电子

原子波函数  ,  可以表示为组态波函数

 的线性组合: 

ψ (JMJ) =
∑
ij

cijϕij (JMJ) , (16)

其中, 组态波函数的展开形式如下: 

ϕij (JMJ) = ηij
∑
mimj

⟨jimi; jjmj |JMJ⟩χ (r1, r2) ,

(17)

χ(r1, r2)式中  代表两电子的 Slater波函数, Clebsch-

Gordan系数则用于描述两电子角动量的 jj 耦合,

并在耦合过程中对磁量子数进行了求和. 因此, 组

态波函数的最终形式与单个电子的磁量子数无关.

此外, 由于 Clebsch-Gordan系数具有交换对称性,

因此所构建的组态波函数也自然满足相应的电子

交换关系: 

ϕji (JMJ) = (−1)
ji+jj+J+1

ϕij (JMJ) , (18)

进一步, 考虑到单电子态的总角动量量子数总是半

奇数的特性, 在构建相对论组态波函数时需要遵循

一条重要规则: 当体系总角动量 J 为奇数时, 用于

构建组态波函数的两个单电子态必须是不同的. 此

外, 在相对论框架下构建组态时, 需要特别注意的

是, 在求解单电子 Dirac方程的过程中, 会出现负

能态问题. 在电学性质的计算中, 由于负能态的影

响相对较小, 通常仅采用正能态来构造组态, 这种

计算方式被称为 no-pair计算. 然而, 在计算磁学

性质时, 负能态的贡献变得显著, 有时甚至能改变

 

ℓmax表 1    无穷核质量下, 氦原子基态非相对论能量 (原子单位)随最大分波数  增加的收敛性检验

ℓmax

Table 1.    Convergence test for the non-relativistic energy (in a.u.) of ground-state helium with infinite nuclear mass, as the

maximum partial wave    increases.

ℓmax B-NRCI Method [56] ℓmax C-BSBFs Method [52]

60 –2.903724240750 1 –2.9037242683

65 –2.903724262547 2 –2.90372437687

70 –2.903724278413 3 –2.90372437696

75 –2.903724290199 4 –2.903724376999

80 –2.903724299061

Ref. [13] –2.90372437703411960
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数值结果的符号 [58]. 因此, 为了准确描述负能态效

应, 必须将负能态直接纳入组态的构建中, 这种计

算方式则被称为 pair计算.

在成功构建组态波函数之后, 类似于 NRCI方

法, 利用变分原理对体系的哈密顿方程进行变分处

理后, 进而推导出如下的相对论组态方程: 

∑
kℓ

[(εi + εj)δikδjl + Vijkl] ckl = λcij , (19)

cij

Vijkl

其中, 本征能量为 λ, 与之对应的本征波函数系数

为  . 在相对论计算框架下, 两体相互作用矩阵元

 由库仑相互作用和 Breit相互作用两部分

组成 [47,57]:
 

 

Vijkℓ = ηijηkl

∑
ν

(−1)jj+jk+J+ν

 ji jj J

jℓ jk ν

Xν(ijkℓ) +
∑
ν

(−1)jj+jk+ν

 ji jj J

jk jℓ ν

Xν(ijℓk)

 .
(20)

若不考虑 Breit相互作用, 则 (20)式中直接积分部分的矩阵元可以具体表达为 

Xν(ijkℓ) = (−1)ν⟨κi∥Cν∥κk⟩⟨κj∥Cν∥κℓ⟩Rν(ijkℓ) ; (21)

Xν(ijkℓ) Xν(ijkℓ) +Mν(ijkℓ) +Nν(ijkℓ) Mν(ijkℓ) Nν(ijkℓ)若考虑Breit相互作用, 则只需把  替换为  , 其中  和 

的具体表达式分别为 

Mν (ijkℓ) = (−1)ν⟨κi∥C(ν)(r̂1)∥κk⟩⟨κj∥C(ν)(r̂2)∥κℓ⟩ ×
ν(ν + 1)

2ν + 1

[
1

2ν − 1

∫∫
dr1dr2

rν−1
<

rν>
Pik(r1)Pjℓ(r2)

+
1

2ν + 3

∫∫
dr1dr2

rν+1
<

rν+2
>

Qik(r1)Qjℓ(r2)−
1

2

∫ ∞

0

dr1
∫ r1

0

dr2
(
rν−1
<

rν>
− rν+1

<

rν+2
>

)
Qik(r1)Pjℓ(r2)

− 1

2

∫ ∞

0

dr1
∫ ∞

r1

dr2
(
rν−1
<

rν>
− rν+1

<

rν+2
>

)
Pik(r1)Qjℓ(r2)

]
,

(22)
 

Nν (ijkℓ) = (−1)ν+1
⟨
− κi

∥∥C(ν)(r̂1)
∥∥κk⟩⟨− κj

∥∥C(ν)(r̂1)
∥∥κℓ⟩

× (κi + κk) (κj + κℓ)

ν (ν + 1)

∫∫
dr1dr2

rν<
rν+1
>

Vik (r1)Vjℓ (r2) , (23)

(20)—(23)式中径向函数的具体展开形式可以参

见文献 [57].
 

3   B-样条方法的应用
 

3.1    辐射修正中 Bethe-logarithm 项的计算

2s1/2 2p1/2

2s1/2 2p1/2

1947年 ,  Lamb和 Retherford[59] 通过微波技

术揭示了一个重要现象: 氢原子  和  态并

非如 Dirac理论预言的那样完全简并, 而是存在

1057 MHz的能量差异. 这一现象被命名为兰姆位

移 (Lamb shift). 同年, Bethe基于量子化的辐射

场理论, 深入探究了电子与其自身辐射的虚光子之

间的相互作用所引起的电子自能修正, 并据此预测

出  和   态之间的能量差为 1040 MHz, 这

一预测与实验结果相符合, 从而成功解释了兰姆位

移. 兰姆移位的发现极大地推动了量子电动力学

(QED)理论的发展.

根据 QED理论, 原子能级的 QED修正领头

项包括电子自能、真空极化、反常磁矩以及 QED

效应对电子-电子相互作用的修正. 对于两电子原

子的能级而言, QED修正中领头项的具体表达式

为 [13,60]
 

∆EQED =
4

3
Zα3⟨δ (r1)

+ δ (r2)⟩
{[

ln (Zα)−2
+

19

30

]
− β (nLS)

}

+ α3

(
14

3
lnα+

164

15

)
⟨δ (r12)⟩ −

14

3
α3Q, (24)

其中 Q 项定义为
 

Q =

(
1

4π

)
lim
ϵ→0

⟨r−3
ij (ϵ) + 4π(γ + ln ϵ)δ(r12)⟩. (25)

在 (24)式和 (25)式中, α代表精细结构常数, Z 代
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⟨δ(ri)⟩
⟨δ(r12)⟩

r12 = 0

β(nLS)

表核电荷数,   表示电子在核位置处出现的几

率,   代表两个电子同时出现在同一位置的

几率, g 表示欧拉常数, ϵ是以   为球心的半

径,   为贝特对数项 (Bethe logarithm, BL).

随着精密测量物理领域实验精度的不断提升,

对理论计算的精度也提出了更高要求. 在计算少电

子原子的结构属性时, 除了必须考虑相对论修正之

外, 还需逐步考虑QED 修正. 其中, BL项作为QED

领头项中的重要组成部分, 往往成为 QED修正计

算中不确定性的主要来源. 这是由于 BL项的计算

涉及对中间态的几乎发散的无限求和, 而这些求和

的主要贡献来自极高的激发态. 因此, BL项的精

确计算是精密结构理论研究中的关键科学问题, 对

于解决少电子原子精密光谱实验与理论之间的差

异起着至关重要的作用.

值得注意的是, 尽管 BL项属于量子电动力学

的范畴, 但根据 Bethe的计算, 它本质上反映了电子

自能的非相对论部分 [59]. 由于 BL项是在非相对论

框架下定义的, 因此我们基于非相对论量子电动力

学对其进行计算. 在加速度规范下, BL项的定义

为 [61–63]
 

β (n0L0) =
B

C
, (26)

其中, 

B =
∑
n

∣∣∣∣∣⟨0|∑
i

Zri
r3i

|n⟩

∣∣∣∣∣
2

(En − E0)
−1 ln |En − E0| ,

(27)
 

C =



∑
n

∣∣∣∣∣⟨0|∑
i

Zri
r3i

|n⟩

∣∣∣∣∣
2

(En − E0)
−1
,

for S states,

2Z4/n30, otherwise.

(28)

n0 L0

|0⟩
E0 |n⟩

En ri

在 (26)—(28)式中,   和  分别代表初态的主量

子数和角动量量子数,   代表初态波函数, 对应的

能量为  ;   代表在偶极跃迁过程中所有被允许

的中间态, 这些中间态既包含束缚态也包含连续

态, 对应的能量为   .    表示第 i 个电子相对于

原子核的位置矢量.

长久以来, BL项的精确计算一直是少电子原

子精密光谱理论研究中的一大难题. 从上述表达式

可以看出, BL项的主要贡献来源于高能的单双激

发态. 然而, 标准的变分方法难以准确获取这些高

能激发态, 导致能量带来的误差通常远大于矩阵元

所带来的误差 [61,63,64]. 为了解决这一问题, 我们采

取了多种策略. 一方面, 致力于修正和优化各种基

函数, 确保这些函数能够同时高精度地模拟低能态

和高激发态. 另一方面, 利用偶极矩阵元在不同规

范下的等价性, 计算不同规范下的 BL项, 以进行

交叉验证. 特别地, 在速度-加速度混合规范的计算

中, BL项的计算甚至能够避免直接涉及能量项,

而仅依赖于波函数 [64]. 此外, 在实际的数值计算过

程中, 还可以利用Wigner-Eckart定理对磁量子数

进行求和, 以简化 BL项的表达式. 简化后的 BL

项在不同规范下的具体表达式可参考文献 [65].

目前, 氢原子基态、低激发态以及里德堡态的

BL计算已取得显著的进展, 相关研究成果见参考

文献 [66,67]. 然而, 对于氦原子及类氦离子体系的

研究, 早期的 BL变分计算主要是基于速度规范

下出发, 所得结果的有效数字仅有 2—3位 [68,69].

1961年, Schwartz[70] 提出了一种创新的 BL积分

表示方法, 该方法使得氦原子基态的 BL计算结果

为 2.9837(40). 2000年, Drake和 Goldman[63] 发展

了赝态求和法, 该方法显著提升了氦原子低激发

态 BL计算的精度 ,  达到 9位有效数字 .  随后 ,

Korobov[71–73] 对 Schwartz的积分表示法进行了改

进和优化, 得到了具有 11—14位精确数字的氦原

子基态以及高激发态的 BL值.

n = 210

γ0

γ0

t1

Emax

t1

2013年, B-样条基组被成功地应用于氢原子

的 BL计算中 [67], 并获得了高精度的数值结果. 该

方法充分利用 B-样条函数的近似完备性、局域性

以及结点连续可调性等优点, 能够在加速度规范

下, 同时高精度地计算出氢原子低能态和高激发态

的 BL 值. 具体来说, 在氢原子基态的计算中, 用

450个 B-样条将 BL计算精度提升到 24位有效数

字; 而对于主量子数高达   的高里德堡态,

得到的 BL结果也具有 10位有效数字. 表 2详细

列出了在调节指数结点参数  后, 第一个非零结

点位置、获得的最大中间态能量与 BL计算精度之

间的具体关系 [67]. 由表 2可以发现: 随着   增大,

第一个非零结点  的量级将变小, 中间态的最大能

量  的量级变大, 使得最终得到的 BL项的精度

变高. 除此之外还发现: 第一个非零结点  的量级

可以作为预测 BL项计算精度的一个近似指标.

为了进一步验证 B-样条函数在少电子原子

BL计算中的适用性, 结合 CI方法将 B-样条基组
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n 1,3S(n ⩽ 8)

n 1S(n ⩽ 10)

应用于氦原子 BL的计算中. 具体计算过程如下:

首先, 采用基于 B-样条函数的 NRCI方法, 在速度

规范、加速度规范以及速度-加速度混合规范下, 分

别计算了氦原子  态的 BL项. 不同规

范下所得的 BL结果均具有 6—8位有效数字 [65],

且结果相互一致, 这验证了 B-样条函数下 NRCI

方法的可靠性. 其次, 针对强关联的单重态, 利用

关联 B-样条基组方法 (C-BSBFs), 计算了氦原子

 一系列能态在加速度规范和混合规范

下的 BL值. 表 3选择性地给出了不同方法下氦原

子单重态 BL结果的对比. 从表中可以明显看出,

与 Korobov[73] 得到的高精度结果相比, 对于基态,

2 1S 3 1S

采用加速度规范下的关联样条基组方法计算得到

的 BL结果 [55], 精度相较于传统 B-NRCI方法 [65]

有了显著提升, 至少提高了 4个数量级. 同样地,

在加速度规范下, 对于  和  态的 BL结果, 关

联样条基组方法也展现出了更高的精度, 相较于传

统样条方法提高了 3个数量级. 此外, 使用关联样

条基矢进行计算时, 不同规范下的 BL结果之间的

符合程度也提高了 1—2位有效数字.

综合对比当前氢原子和氦原子的 BL计算结

果 (参见文献 [65,67]以及表 2和表 3), 可以得出

以下结论: 当 B-样条基组足够大时, 速度规范、加

速度规范和长度规范均能得到收敛性良好的计算

结果. 然而, 加速度规范的收敛速度相较于速度规

范更快, 而这两种规范的结果又都优于长度规范.

此外, 关联 B-样条方法相较于传统 B-样条方法,

展现出更快的收敛速度和更高的数值精度. 因此,

在少电子原子结构属性的 QED修正计算中, 采用

在加速度规范或混合规范下的关联 B-样条方法来

计算 BL项, 无疑是一个更为优越的策略.
 

 

β(1s) γ0

t1 Emax

N = 300

k = 15 R0 = 200

表 2     加速度规范下 ,  氢原子基态贝特对数项

 (原子单位)随指数结点参数  的变化. 其中,

 为第一个非零结点,    为中间态的最大能量

值. 在计算过程中, 样条个数   , 样条阶数

 , 盒子半径  个原子单位
β(1s)

γ0

t1

Emax

R0

Table 2.    Values of the Bethe logarithm     (in

a.u.)  for  the  ground-state  hydrogen  in  the  accelera-

tion  gauge,  evaluated  at  different  knot  sequences.

Where      denotes  the  parameter  of  exponential

knot sequences,     represents the first interior knot

point,  and      indicates  the  highest  energy.  All

calculations  are  carried  out  using  the  same  set  of

parameters: N = 300, k = 15, and   =200 a.u.

γ0 t1 Emax β(1s)

0.005 4.10×10–1 5.76×103 2.258

0.025 2.41×10–2 1.59×106 2.2890

0.035 4.59×10–3 4.32×107 2.29061

0.045 8.06×10–4 1.38×109 2.290915

0.065 2.17×10–5 1.83×1013 2.2909796

0.075 3.43×10–7 7.23×1015 2.29098109

0.085 5.32×10–7 2.96×1018 2.290981330

0.105 1.23×10–9 5.38×1020 2.2909813741

0.115 1.84×10–10 2.36×1022 2.29098137505

0.125 2.74×10–10 1.05×1023 2.29098137518

0.135 4.04×10–11 4.75×1023 2.2909813752020

0.145 5.94×10–12 2.16×1025 2.29098137520502

0.165 1.26×10–13 4.65×1028 2.290981375205541

0.175 1.83×10–14 2.17×1030 2.2909813752055506

0.185 2.65×10–15 1.03×1032 2.29098137520555206

0.195 3.82×10–16 4.86×1033 2.29098137520555227

0.205 5.49×10–17 2.32×1035 2.290981375205552296

0.225 1.13×10–18 5.35×1038 2.29098137520555230124

0.235 1.60×10–19 6.31×1039 2.2909813752055523013355

 

n 1S(n = 1—7)表 3    不同方法计算得到的氦原子 

态贝特对数的比较. 第二列和第三列的第一项数据

来自加速度规范, 而第二项数据来自速度-加速度混

合规范. 括号中的数字表示计算结果的不确定度

n 1S(n = 1− 7)

Table 3.    Comparison  of  Bethe  logarithms  for  the

  states of helium obtained from dif-

ferent  methods.  The  first  entries  in  the  second  and

third columns are from the acceleration gauge, while

the second entries are from the mixed velocity-acce-

leration  gauge.  The  Numbers  in  parentheses  repre-

sent the computational uncertainties.

State B-NRCI[65] C-BSBFs[55] Integration method[73]

1 1S 4.37034(2) 4.37016022(5) 4.3701602230703(3)

4.37014(2) 4.3701601(1)

2 1S 4.36643(1) 4.36641271(1) 4.366412726417(1)

4.366412(1) 4.3664127(1)

3 1S 4.369170(1) 4.36916480(6) 4.369164860824(2)

4.3691643(2) 4.3691648(1)

4 1S 4.369893(1) 4.36989065(5) 4.369890632356(3)

4.3698903(5) 4.3698906(1)

5 1S 4.370152(3) 4.3701520(1) 4.370151796310(4)

4.3701511(2) 4.3701519(1)

6 1S 4.37027(1) 4.370267(1) 4.370266974319(5)

4.370266(2) 4.370267(1)

7 1S 4.37033(1) 4.370326(1) 4.370325261772(5)

4.37033(1) 4.370326(1)
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3.2    极化率的计算

当原子处于线偏振的外电场或激光场中时, 其

能级会发生不同程度的移动, 即 Stark频移. 当外

电场是行波场时, 原子单个能级的 Stark频移可展

开为 

∆Estark = − 1

cε0
α1 (ω) I −

1

6c2ε20
γ (ω) I2, (29)

而当外电场是魔幻的晶格场时, 原子单个能级的

Stark频移则展开为 

∆Estark =
∂α1 (ω)

∂v
δ

(
1

2

√
ER

U
− 1

)
I

− 1

2

√
ER

U
αQM (ω) I

− 1

4

(
3

4

ER

U
−
√
ER

U
+ 1

)
γ (ω) I2, (30)

α1(ω) γ(ω)

αQM(ω)

ε0 ER

其中,   和  分别代表原子某个能级的动力

学电偶极极化率和超极化率,    代表动力学

电四极与磁偶极极化率之和, I 表示光强强度 ,

ω为激光场的频率,    是真空介电常数, 而   和

U 则分别代表原子的反冲能量和光阱的势阱深度.

由 (29)式和 (30)式可以看到, 极化率作为原

子的基本结构性质, 描述了原子因感受到外电场作

用而偏离正常电子云形状的程度, 也是定量分析体

系 Stark频移和黑体辐射频移的重要理论参数. 随

着精密测量物理的兴起, 人们对极化率计算精度的

要求越来越高. 这是因为高精度的原子极化率在外

场效应的准确评估、魔幻光晶格实验方案的设

计 [74,75]、高里德堡原子有效极化势的构建 [76,77]、

QED理论的检验 [6]、温度和压力标准的计量 [78,79],

以及宇称不守恒的检验 [80] 等方面有着广泛而重要

的应用.

|ngLgMg⟩对于量子态为  的初态, 其非相对论动

力学电偶极极化率可通过中间态求和方法表示 [81]: 

α1 (ω) = αS
1 (ω) +

3M2
g − Lg (Lg + 1)

Lg (2Lg − 1)
αT
1 (ω) , (31)

αS
1(ω) αT

1(ω)其中,   和  分别代表标量和张量极化率,

它们的具体展开形式为 [47,48]
 

αS
1 (ω) =

∑
n ̸=g

f
(1)
gn

(∆Egn)
2 − ω2

, (32)
 

 

αT
1 (ω) =

∑
n ̸=g

(−1)
Lg+Ln

√
30 (2Lg + 1)Lg (2Lg − 1)

(2Lg + 3) (Lg + 1)

 1 1 2

Lg Lg Ln

 f
(1)
gn

(∆Egn)
2 − ω2

, (33)

f
(1)
gn式中,   为电偶极振子强度, 其展开形式如下:

 

f (1)gn =
2 |⟨NgLg ∥T1∥NnLn⟩|2 ∆Egn

3 (2Lg + 1)
, (34)

△Egn = En − Eg |NgLg⟩
|NnLn⟩ T1

ω = 0

MJ

其中,   表示初态  与中间态

 的跃迁能量,    是电偶极跃迁算符. 当频

率  时, 对应的极化率称为静电极化率. 关于

其他多极极化率和超极化率的详细表达式, 可参考

文献 [22]. 此外, 对于相对论情况下极化率的普适

公式, 只需将非相对论下极化率公式中的量子数

L 和 M 分别替换为量子数 J 和  即可.

2 3S 3 3S

2 3P 3 3P

2 3S 2 3P

3 3S 3 3P

对于氦原子低能态的静电极化率, 首先采用

B-样条函数下的 NRCI方法, 求解两电子的薛定

谔方程. 然后通过中间态求和方法, 计算了在长

度、速度和加速度三种规范下, 氦原子   ,    ,

 和   的静电偶极极化率. 进一步, 利用长度

规范下的振子强度和跃迁能量, 计算了  和 

态到第二激发阈值, 以及  和  态到离化阈值

附近的动力学偶极极化率 [45]. 对比发现, 长度和速

度规范下的结果符合良好, 而加速度规范下的精度

相对较低 [45]. 与 Hylleraas方法下的结果相比, 长

度和速度规范下的静电极化率符合程度分别在 10–7

和 10–6 的水平.

2 3S → 3 3S 2 3S → 2 1P

2 3S1 3 3S1 2 1P1
3 3S1

2 1P1

其次, 针对氦原子  和  两

条禁戒跃迁谱线, 我们发现有限核质量效应和相对

论效应对谱线能量的影响相当显著. 因此, 采用 B-

样条函数下的 RCI方法, 求解显含有限核质量算

符的 DCB哈密顿方程, 得到了初态及中间态的能

量和波函数. 随后, 通过态求和方法计算了4He和3He

体系的  ,   和  的相对论静电偶极极化

率 [50,51]. 目前,   三重态的相对论静电偶极极化

率的相对误差优于 10–6, 而单重态   的静电极

化率相对误差在同等计算规模下仅为 10–4. 值得注

意的是, 在相对论极化率的计算中, 我们选择了长

度规范,  以有效抑制负能态对偶极跃迁算符的
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影响 [82,83].

为了进一步提高单重态极化率的计算精度, 将

关联 B-样条基组方法应用于氦原子非相对论极化

率的计算中 [54]. 同时, 采用微扰方法高精度计算极

化率的相对论和 QED修正. 在计算过程中, 为了

降低数值积分中奇异算符对波函数局域行为的要

求, 采用全局算符方法 [53,84]. 此外, 还采用四精度

计算以提升收敛精度, 并利用标准矩阵乘法的开源

程序包 GEMM来提高计算效率.

表 4展示了采用关联 B 样条基组方法计算得

到的氦原子单重态的静电偶极极化率. 通过比较可

以发现: 引入关联样条基矢后, 仅需 4个分波, 非

相对论计算结果便能收敛到 12位有效数字, 与指

数关联的 Slater基矢方法下的结果 [78] 相符合. 进

一步考虑相对论修正后, 我们的结果与文献 [78]中

的结果具有 11位相同的有效位数. 再考虑 QED

修正之后, 两者仍有 7位相同的有效位数. 此外,

表 5详细列出了氦原子激发态的极化率计算结果.

以往鲜有关于包含相对论和 QED修正的激发态

极化率的研究报道, 而当前计算主量子数 n 高达

7的结果, 相对精度已达到亚 ppm(1ppm = 10–6)

水平. 这种既能精确处理低能态又能有效计算高激

发态的能力, 再次证明了关联 B 样条基组方法的

高精度性和广泛的适用性. 

3.3    幻零波长的确定

λt

幻零波长 (tune-out wavelength), 指的是激光

频率调制到使原子某个特定能级的 ac Stark频移

为零时, 该激光频率所对应的波长. 这一概念的示

意图如图 4(a)所示. 幻零波长最初是由 Leblanc

和 Thywissen[85] 于 2007年研究单频率选择性囚禁

双组分碱金属原子体系时提出的. 在理论计算中,

当高阶 Stark效应的影响很小, 以致于可以忽略

时, 则可以根据体系的动力学偶极极化率为零来确

定幻零波长  , 

α1(λt) = 0 . (35)

 

表 4    氦-4原子基态静电偶极极化率 (原子单位)

的结果比较. “NR”表示非相对论极化率, “Rel.”表示

相对论极化率, “Total”表示考虑 QED修正后的最

终极化率. 括号中的数字表示计算结果的不确定度

α1(0)

Table 4.    Comparison  of  the  static  dipole  polariza-

bility      (in  a.u.)  for  the  ground  state  of  4He.

“NR”  denotes  the  non-relativistic  polarizability,

“Rel.”  represents  the  relativistic  polarizability,  and

“Total”  stands  for  the  final  polarizability  including

QED corrections.  The  numbers  in  parentheses  indi-

cate the computational uncertainties.

C-BSBFs [54] Ref. [78]

NR 1.383809986408(2) 1.383809986408(1)

Rel. 1.38372953306(7) 1.3837295330(1)

Total 1.38376080(24) 1.38376077(14)
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λt λm图 4    幻零波长   和魔幻波长   的示意图

λt

λm

Fig. 4. Schematic  diagram  of  tune-out  wavelength      and

magic wavelength   .

 

n 1S0(n = 2—7) n 3S1(n = 2—7)

n 3S1 n 3P0,1,2 n 3D1

表 5    关联 B-样条基组方法计算的氦-4原子  和  激发态的静电偶极极化率 (原子单位).

对于  态的张量极化率, 斜杠前的数值对应于  中间态的贡献, 斜杠后的数值对应于  中间态的贡献. 括

号中的数字为计算结果的不确定度

n 1S0(n = 2− 7) n 3S1(n = 2− 7) 4 n 3S1
n 3PJ

n 3D1

Table 5.    Static  dipole  polarizabilities  (in  a.u.)  calculated  using  the  correlated  B-spline  basis  sets  for  the  excited

  and     states of    He. For the tensor polarizability of the     states, the number be-

fore the slash corresponds to the contribution from the      intermediate states,  and the number after the slash corres-

ponds to the contribution from the    intermediate states. Numbers in parentheses represent computational uncertainties.

n α1(n 1S0) αS
1(n

3S1) αT
1(n

3S1)

2 800.52195(14) 315.728536(48) 0.002764488(2)/0.000726892(6)

3 16890.5275(28) 7940.5494(13) 0.09715509(3)/–0.005470(2)

4 135875.295(23) 68677.988(11) 0.9558(3)/–0.1189(2)

5 669694.55(11) 351945.328(60) 5.2676(2)/–0.7829(3)

6 2443625.15(40) 1315529.52(23) 20.654(3)/–3.291(2)

7 7269026.8(1.2) 3977532.95(69) 64.62(3)/–10.65(3)
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2 3S1图 5展示了根据氦原子  亚稳态的偶极极化率

为零所确定的 413 nm幻零波长的精确位置.
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图 5　氦原子亚稳态 413 nm幻零波长的位置

Fig. 5. The position of the 413 nm tune-out wavelength for

the metastable state of helium.
 

2 3S1

值得强调的是, 幻零波长的确定与原子完整的

能谱信息及一系列跃迁矩阵元密切相关. 因此, 幻

零波长的高精度测定能够直接反映出人们对于原

子结构性质的整体认知水平. 在幻零波长下, 原子

对外部电场强度的变化变得不敏感, 彷佛“隐形”于

电场之中, 这一特性使得实验上对幻零波长的测量

能够达到很高的精度. 近年来, 幻零波长的高精度

实验测量在多个领域展现出重要的应用, 包括原子

性质的精确确定、量子态的选择与操控、精密原子

干涉仪的设计以及干涉式陀螺仪的研发等. 例如,

Holmgren等 [86] 对 K原子幻零波长的测量精度达

到了 2 ppm, 而 Copenhaver等 [87] 则利用原子干

涉仪成功测定的 7Li原子 671 nm幻零波长, 精度

达到了 MHz水平. 这些高精度幻零波长实验测量

为检验原子结构理论方法, 精确确定原子的跃迁矩

阵元提供了新途径 [86]. 此外, 山西大学张靖教授的

研究团队 [88] 利用 Rb原子自旋内态的幻零波长实

现了超冷原子扭转双层光晶格. 2013年, Mitroy

和 Tang[6] 首次从理论上提出利用氦原子   亚

稳态的 413 nm幻零波长来检验原子 QED理论的

创新方案. 与传统的电子 g 因子测量, 以及少电子

原子的精密光谱测量等 QED理论检验方法相比,

幻零波长方案的提出为非能谱测量检验 QED理

论开辟了一条全新的途径.

自Mitory和 Tang提出利用氦原子 413 nm

幻零波长来检验 QED理论的提议以来, 理论与实

验开展紧密合作, 致力于实现 QED理论的高精度

检验. 图 6概述了幻零波长在理论与实验方面的研

2 3S1

究历程. 2015年, 澳大利亚国立大学 Baldwin实验

团队 [89] 首次测量了氦原子  态的 413 nm 幻零波

长, 测量结果为 413.0938(9 stat)(20 syst) nm. 这

一结果的精度相较于 2013年的理论预言值

413.02(9)  nm  [6] 提高了 50倍 ,  但两者之间存在

134 ppm的差异. 该差异的主要原因在于 2013年

的理论预言未考虑相对论修正和 QED效应. 因此,

2015—2016年, Zhang等 [45,47] 相继发展了基于 B-

样条函数的非相对论和相对论组态相互作用计算

方法, 完成了有限核质量和相对论效应的计算, 给

出的幻零波长从头计算结果为 413.0859(4) nm,

从而将理论计算与实验测量的差异从 134 ppm

减小到了 19 ppm. 进一步分析表明 , 这 19 ppm

的差异主要源于理论计算中尚未考虑的 QED修

正.  为此 ,  2017—2019年 ,  Zhang等 [49] 又将 B-样

条函数扩展应用到动力学极化率的 QED修正的

微扰计算中, 同时还发展了显含核反冲效应的 RCI

计算方法, 并评估了有限核尺寸效应对 413 nm幻

零波长的贡献. 详细的各项修正计算结果如图 7所

示, 最终得到的幻零波长结果为 413.09015(4) nm.

该结果的理论误差是 2015年实验误差的 1/50, 但

理论与实验之间仍然存在 1.8σ的标准差.
 
 

2013

2016
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2022

2015

0.01 ppm

0.1 ppm

1 ppm

2 ppm

200 ppm

精度的提升

首次提出理论新方案
   88, 052515 (2013)

助推实验实现首次测量
   115, 043004 (2015)  

促进理论新方法的发展
   98, 040501(R) (2018)

推动新的物理效应的研究
   99, 040502(R) (2019)

推动新一轮理论实验的合作研究
 376, 199 (2022)  

图 6　氦原子 413 nm幻零波长的研究历程

Fig. 6. Research  roadmap  of  the  413 nm  tune-out  wave-

length for the metastable state of helium.
 

2022年, 实验与理论合作完成了对幻零波长

的新一轮理论计算与实验测量 [15]. 在理论方面, 从

薛定谔方程出发, 利用微扰方法计算了磁化率对幻

零波长的贡献, 同时考虑了电四极跃迁、电偶极跃

迁高阶项以及偶极算符的相对论修正所带来的延

迟效应. 最终, 幻零波长的非相对论量子电动力学

(NRQED)理论计算值为 725736252(9) MHz, 其
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α4不确定度主要源于被忽略的  阶非辐射修正和高

阶 QED贡献. 与 2019年的理论值 [49] 相比, 新的

NRQED计算的结果误差降低了 10倍. 在实验方

面, 通过振荡频率测量法来测量氦原子 BEC凝聚

体所感受到的偶极势的变化, 进而确定了幻零波长

的实验结果为 725736700(40stat, 260syst) MHz. 与

2015年的实验结果相比 [89], 新的实验测量精度提

高了 20倍. 然而, 通过对比可以发现实验所得的

中心值与理论计算的中心值之间仍然存在 448 MHz

的差异.

为了在相对论框架中自洽地考虑 QED修正,

Lu等 [90] 近期开发了基于 B-样条函数的相对论组

态相互作用结合辐射势 (RCIRP)方法. 在此方法

中, 辐射势算子被直接加到 Dirac-Coulomb-Breit

哈密顿量中, 通过单次对角化哈密顿矩阵元, 即可

获取所有能量和波函数的 QED修正. 进一步, 考

虑当激光偏振方向与量子化轴平行或垂直的不

同情况时, 计算了氦原子 413 nm的幻零波长. 与

NRQED的结果相比 ,  RCIRP方法给出的 QED

修正与 NRQED计算结果之间的相对差异小于

2.5%, 详细的结果对比可参见表 6. 这一结果表明,

RCIRP方法在确定 QED修正方面的正确性和有

效性. 此外, 该方法具有极高的推广潜力, 有望被

广泛应用于其他类氦体系结构与外场响应性质的

QED修正计算中. 

3.4    魔幻波长的计算

λm

魔幻波长指的是激光频率调制到使原子跃迁

的上下能态 ac Stark频移相等时, 该激光频率所

对应的波长. 这一概念的示意图如图 4(b)所示. 魔

幻波长最初是在中性原子光晶格钟的研究中被提

出来的 [91,92]. 在理论上, 当高阶 Stark频移的影响

很小, 以致于可以忽略时, 可以根据上下能态的动力

学偶极极化率相等来确定体系的魔幻波长  
[48,51], 

αupper(λm) = αlower(λm), (36)

10−18

魔幻波长作为实验设计光晶格的重要参数, 能消除

领头项的 ac Stark频移, 因此高精度的魔幻波长

理论预言在量子态精密调控、少体精密光谱精度的

提升, 以及高精度光钟的发展中具有广泛的应用.

例如, 采用魔幻光晶格, 中性原子光钟光频移得到

了有效的抑制, 系统的不确定度已全面进入 

量级 [93–95].

 

10-9 10-8 10-7 10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 10-1 100

Finite nuclear size: 0.00000275

Relativistic nuclear recoil: -0.00002

3 QED from D2ln0: 0.00004(1)

4 QED: 0.000072115(1)

3 QED without D2ln0: 0.004147729(2)

RCI with nonrelativistic nuclear recoil: 413.08591(1)

Total: 413.09015(4)

图 7    氦原子亚稳态 413 nm幻零波长的各项修正计算 [49]

Fig. 7. Contributions  of  various  corrections  to  the  413 nm

tune-out wavelength for the metastable state of helium [49].

 

MJ = 0 MJ = ±1

MJ = ±1

表 6    在激光偏振与量子轴夹角不同的情形下, 氦原子 413 nm幻零波长 (纳米单位)的结果比对. 第三列代表偏振方向

与量子轴平行, 且初态磁量子数  时的情况; 第四列代表偏振方向与量子轴平行, 且初态磁量子数为  时

的情况; 第五列代表偏振方向与量子轴垂直, 且初态量子数  时的情况
2 3S1

MJ

MJ = 0

MJ = ±1

MJ = ±1

Table 6.    Comparison of the 413 nm tune-out wavelength (in nm) for the    state of 4He, with varying the initial mag-

netic  quantum number   values,  under  different  angles  between  laser  polarization  and the  quantization  axis.  The  third

column represents  the  case  where  the  polarization  direction  is  parallel  to  the  quantization  axis  and    .  The  fourth

column  represents  the  case  where  the  polarization  direction  is  parallel  to  the  quantization  axis  but  with    .

The  fifth  column  represents  the  case  where  the  polarization  direction  is  perpendicular  to  the  quantization  axis,  with

 .

Reference Method αS
1(ω)− 2αT

1(ω) αS
1(ω) + αT

1(ω) αS
1(ω)−

1
2
αT
1(ω)

Ref. [6] Hybrid model 413.02(9)

Ref. [89] Expt. 413.0938(9stat)(20syst)

Ref. [47] RCI 413.080 1(4) 413.085 9(4)

Ref. [49] RCI+NRQED 413.084 26(4) 413.090 15(4)

Ref. [15] Expt. 413.087 08(15)

Ref. [15] NRQED 413.087 179(6)

Ref. [90] RCIRP 413.084 28(5) 413.090 17(3) 413.087 23(3)
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2 3S → 2 1S 2 3S → 2 3P

2 3S1 →
2 1S0

2 1S → 12 1P

2 3S1 → 2 1S0

对于氦原子体系, 类似于氢原子中著名的质子半

径之谜, 目前利用氦原子  和 

两条跃迁谱线定出的 3He和 4He的核电荷半径之

间的差异达到了 4个标准偏差, 这一显著差异亟需

更高精度的实验测量加以解除. 为了提升  

 谱线的测量精度, 荷兰阿姆斯特丹自由大学

Vassen研究组 [96] 提出设计 319.8 nm的魔幻光阱

的方案, 旨在消除体系的主要误差来源中的 ac Stark

频移. 由于 319.8 nm魔幻波长紧邻  共

振线 (见图 8), 高精度理论预言和实验测定这一魔

幻波长是极具挑战性的难题. 2018年, Wu等 [48] 发

展了考虑有限核质量、QED修正、超精细效应的

相对论组态相互作用方法,  成功实现了氦原子

 双禁戒跃迁下系列魔幻波长的高精

度理论计算.  其中 4He的魔幻波长理论预言值

319.8153(6) nm在 2018年被 Vassen小组 [96] 的实

验测量所证实,  而 3He的魔幻波长理论预言值

319.8302(7) nm则在 2023年同样得到了该小组的

实验证实 [97], 见表 7. 这些高精度的魔幻波长理论

预言为魔幻光偶极阱的实验设计提供了重要的参

考依据, 并助力氦原子精密光谱测量的精度达到百

亿分之一的水平, 为未来进一步解开氦原子不同

同位素的核电荷半径方差之谜奠定了坚实的基础.
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2 3S1 → 2 1S0图 8　氦原子   跃迁下的魔幻波长, 其中绿色

圆圈所示的位置是 319.8 nm的魔幻波长

2 3S1 →
2 1S0

Fig. 8. The  magic  wavelengths  for  the  transition   

  of helium, where the position indicated by the green

circle corresponds to the 319.8 nm magic wavelength.
 

2 3S → 2 3P 2 3S → 3 3P 3 3S → 3 3P
2 3S1 → 2 1P1 2 3S1 → 3 3S1 2 3S1 → 2 1S0

2 3S → 3 3P

此外, 基于高精度的RCI方法, Zhang等 [45,50,51]

还定出了  ,    ,    ,

 ,   ,   等低能

跃迁下的一系列魔幻波长. 特别地, Zhang等 [45] 详

细分析了  跃迁下的 1066 nm魔幻波长

2 3S → 2 3P 3 3P → 6 3S

2 3S1 → 3 3S1

2 3S1 → 3 3S1

2 3S1 → 2 1P1

的分项贡献, 发现高精度实验测量 1066 nm的魔幻

波长可用来反推  与   跃迁矩

阵元的比值, 这为高里德堡态跃迁矩阵元的精确确

定提供了新途径. 对于   跃迁, Zhang

等 [50] 提出采用 1265 nm魔幻波长设计光偶极阱,

同时利用 934 nm魔幻波长作为双色双光子跃迁

的一束激发光, 以有效抑制  精密光谱

实验中的 ac Stark频移的理论新方案, 见图 9. 新

方案中的 Stark频移相比较于单光子实验中的

6.9 MHz, 降低了约 1/70[98]. 对于   禁

戒跃迁, Zhang等 [51] 发现 1335.55(2)nm的魔幻波

长对有限核质量、相对论修正以及 QED效应敏感,

其理论计算与实验测量相结合也有望用于原子结

构理论的检验.
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2 3S1 → 3 3S1图 9　4He原子   的双光子激发跃迁方案图

2 3S1 →
3 3S1

Fig. 9. The two-photon excitation scheme for  the   

  transition of 4He.
  

4   总结与展望

面向少电子原子精密光谱研究领域, 我们致力

于提升其结构属性的高精度计算能力. 为此, 自主

开发了一系列基于 B-样条函数的理论方法, 包括

非相对论组态相互作用方法、关联 B-样条方法以

及相对论组态相互作用方法等. 这些方法已成功应

 

2 3S → 2 1S表 7       氦 原 子   双 禁 戒 跃 迁 下

319.8 nm魔幻波长理论与实验的对比

2 3S → 2 1S

Table 7.    Comparison  of  the  319.8 nm  magic

wavelength  between  theory  and  experiment  for  the

doubly forbidden transition    of helium.

Isotopes Theory Experiment

4He 319.8153(6) nm [48] 319.81592(15)nm [96]

3He 319.8302(7) nm [48] 319.83080(15)nm [97]
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用于氦和类氦体系的结构与外场响应性质研究中,

不仅实现了 QED修正领头项中贝特对数项的高

精度计算, 还准确预言了氦原子的系列幻零波长和

魔幻波长. 特别是氦原子 413 nm的幻零波长, 其

理论与实验的多次合作为 QED理论的检验开辟

了新方向;  而氦原子不同同位素中的 319.8 nm

魔幻波长也已经得到实验的逐一证实, 助力氦原子

光谱测量精度达到了百亿分之一.

B-样条基组的独立性使得大规模的组态相互

作用计算成为可能. 在本文涉及的 RCI双精度计

算中, 最大基组规模达到了 15万, 远超传统关联

指数基组的计算能力. 相比之下, Hylleraas基组由

于存在线性相关性的限制, 难以实现如此大规模的

双精度计算. 而 B-样条基组由于每个样条函数是

分布在有限区间内的, 因此有效地避免了样条基组

间的线性相关性问题. 本文介绍的关联 B-样条基

组方法, 在计算精度和效率方面均取得了显著提

升: 在相同样条数目的情况下, 氦原子基态能量的

计算精度提高了 6个数量级, 同时基组规模减少到

原来的一半. 这些改进使我们首次成功实现了氦原

子低能态能级的相对论修正和 QED修正的精确

计算, 为两电子原子精密谱计算开辟了一条全新的

路径. 未来, 我们计划将这一方法拓展至氦原子里

德堡能级结构的精密计算中, 为里德堡原子的精密

光谱测量、量子态操控、量子逻辑门设计以及超冷

分子形成等前沿领域的研究提供理论支持. 此外,

经过并行优化的关联 B-样条基组方法, 可直接推

广至三电子原子和离子的精密谱计算中, 相关工作

目前正在积极推进当中.

本文还概述了利用关联 B-样条基组计算氦原

子低能态静态极化率 (包含相对论和 QED修

正)的研究, 为氦原子 dc Stark效应的精细刻画提

供了关键参数. 未来可进一步推广到 ac Stark效应

的研究, 高精度预言动力学极化率、幻零波长和魔

幻波长, 并与 RCI计算结果进行交叉验证. 极化率

计算的理论基础是二阶微扰论, 本文方法可直接推

广到氦原子与类氦轻离子的二阶相对论修正的计

算中. 结合已建立的贝特对数计算方法, 进一步发

展贝特对数的相对论修正计算, 为两电子原子精密

谱的高阶相对论和高阶 QED修正计算构建更高

效的理论框架.

少电子原子的精密测量物理不仅是现代物理

学的前沿阵地, 也是理论与实验紧密结合的典范.

随着测量精度要求的不断提升, 少电子原子结构的

计算精度也面临更高挑战. 当前, 理论与实验之间

的偏差逐渐显现, 例如, 氢原子中的质子半径之谜

和氦原子同位素核电荷半径方差偏差等问题, 均反

映出理论计算与实验测量之间的差距. 这些问题的

根源在于当前理论方法在高阶修正方面的不足, 无

论是 NRQED方法还是基于 B-样条的 RCI方法,

均面临着高阶 QED修正算子推导困难和高阶修

正项数值计算的挑战. 因此, 发展束缚态高阶理论,

深入探究 QED理论在低能束缚态下的非相对论

极限, 成为解决这些问题的关键.

随着深度学习技术在凝聚态物理、核物理、化

学物理及生物物理等领域的广泛应用, 其在解决复

杂物理问题中的潜力日益凸显. 针对少电子原子结

构计算中高阶算符推导的复杂性以及当前积分算

法面临的发散挑战, 未来可探索利用深度学习技术

推演高阶 QED算符, 并设计新型收敛算法, 以实

现少电子原子结构微小效应的高精度预测. 这一方

向有望成为智能时代物理学研究的重要发展趋势.

为满足少电子原子精密测量物理领域的迫切

需求, 未来我们将结合现有理论方法, 发展基于人

工智能的少电子原子结构精确计算新范式, 重点解

决 QED高阶修正缺失的难题. 这一研究不仅为建

立自主可控的高精度原子结构与外场性质理论数

据库奠定了理论基础, 还将推动少电子原子在精密

测量微弱场 (如电磁场、重力场)及微弱物理量 (如

温度、压力)中的应用, 同时为暗物质探测等前沿

领域提供全新的理论研究框架.
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SPECIAL TOPIC—Precision spectroscopy of few-electron atoms and molecules

Applications of B-spline method in precise calculation of
structure of few-electron atoms*
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Abstract

The precise spectra of few-electron atoms plays a pivotal role in advancing fundamental physics, including

the  verification of  quantum electrodynamics  (QED) theory,  the  determination of  the  fine-structure  constants,

and the exploration of nuclear properties. With the rapid development of precision measurement techniques, the

demand  for  atomic  structure  data  has  evolved  from  simply  confirming  existence  to  pursuing  unprecedented

accuracy.  To  meet  the  growing  needs  for  precision  spectroscopy  experiments,  we  develop  a  series  of  high-

precision theoretical methods based on B-spline basis sets, such as the non-relativistic configuration interaction

(B-NRCI) method, the correlated B-spline basis functions (C-BSBFs) method, and the relativistic configuration

interaction (B-RCI)  method.  These  methods  use  the  unique  properties  of B-spline  functions,  such as  locality,

completeness, and numerical stability, to accurately solve the Schrödinger and Dirac equations for few-electron

atoms.

　　Our methods yield significant results, particularly for helium and helium-like ions. Using these methods, we

obtain accurate energies, polarizabilities, tune-out wavelengths, and magic wavelengths. Specifically, we achieve

high-precision measurements of the energy spectra of helium, providing vital theoretical support for conducting

related  experimental  researches.  Additionally,  we  make  high-precision  theoretical  predictions  of  tune-out

wavelengths,  paving  the  way  for  new  tests  of  QED  theory.  Furthermore,  we  propose  effective  theoretical

schemes to suppress Stark shifts, thereby facilitating high-precision spectroscopy experiments of helium

　　The  B-spline-basis  methods  reviewed  in  this  paper  prove  exceptionally  effective  in  high-precision

calculations  for  few-electron  atoms.  These  methods  not  only  provide  crucial  theoretical  support  for  precision

spectroscopy  experiments  but  also  pave  the  new  way  for  testing  QED.  Their  ability  to  handle  large-scale

configuration  interactions  and  incorporate  relativistic  and  QED  corrections  makes  them  versatile  tools  for

advancing atomic physics research. In the future, the high-precision theoretical methods based on B-spline basis

sets are expected to be extended to cutting-edge fields, such as quantum state manipulation, determination of

nuclear structure properties, formation of ultracold molecules, and exploration of new physics, thus continuously

promoting the progress of precision measurement physics.
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