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专题：非线性物理

编者按　　非线性波是非线性物理中常见的现象. 研究非线性波有助于弄清物理系统在非线性作用下的运动变

化规律, 合理解释相关的自然现象. 由于非线性波不满足物理学中常用的线性叠加原理, 同时非线性波的控制方程

往往是非线性偏微分方程, 这导致对它的研究一直是数学和物理中重要而困难的课题. 近十年来, 由于观测技术的

进步, 玻色-爱因斯坦凝聚 (BEC)系统中孤立子和光纤系统中怪波的实验研究取得了重要进展, 极大地推动了不

同物理系统中非线性波及其相关问题的研究. 本专题邀请国内活跃在非线性物理研究第一线的专家撰文 15篇 (含

综述和研究论文), 内容包括从物理角度研究 BEC系统的拓扑性质和孤立子、铁磁纳米线的磁怪波和弹性管中怪

波、光学系统中的怪波和孤立子及其发生机制, 以及从数学角度 (可积系统)研究非局域系统的孤立子、离散物理

系统的多维相容和非线性波、Boussinesq系统 Lax对等性质等.

　　希望本专题能够尽可能反映基于可积系统的非线性波研究现状, 为青年学者选择科研方向、确定研究课题以

及从事相关领域研究的人员提供一点帮助, 促进我国在非线性波的物理应用和数学理论的发展.

　　　　　(客座编辑: 中国科学院物理研究所 刘伍明: 深圳大学高等研究院 贺劲松: 北京信息科技大学 王灯山)
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实现玻色-爱因斯坦凝聚的原子大多具备内部自旋自由度, 在光势阱下原子内部自旋被解冻, 从而使原

子可以凝聚到各个超精细量子态上, 形成旋量玻色-爱因斯坦凝聚体. 灵活的自旋自由度成为体系相关的动力

学变量, 可以使体系出现新奇的拓扑量子态, 如自旋畴壁、涡旋、磁单极子、斯格明子等. 本文综述了旋量玻

色-爱因斯坦凝聚的实验和理论研究, 旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中拓扑缺陷的种类, 以及两分量、三分量玻

色-爱因斯坦凝聚体中拓扑缺陷的研究进展.
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1   引　言

对于一个多粒子的玻色系统, 当体系的温度极

低, 且原子间的距离足够靠近时, 大量原子将会凝

聚在动量为零的最低能态上, 从而出现一种具有宏

观量子特性的简并态 , 即玻色 -爱因斯坦凝聚

(Bose-Einstein condensate, BEC)[1−5]. 当 BEC被

限制在磁势阱 (如四极阱 (Paul)[6], Ioffe-Pritvhard

阱 (IPT)[7], 时间轨道势阱 (time orbiting potential,

TOP)[8] 等)中时, 原子处于弱场束缚态, 内部自旋

自由度被冻结, 此时凝聚体性质可以通过标量形式

的序参量来描述 [9,10]. 当 BEC被限制在光势阱 [11,12]

中时, 内部自旋自由度被释放, 其磁化性质由自旋

相互作用决定, 这样的体系称为旋量 BEC[13−16].

实验方面, 1998年美国麻省理工学院 (MIT)

的 Stamper-Kurn研究组 [16] 在沿磁势阱的中心轴

射入红外线光束形成的光偶极阱中, 首次实现了金

属 23Na原子系统的 BEC, 通过这一突破性进展把

在磁势阱中冻结的自旋自由度解放出来, 在冷原子

物理领域中开辟了旋量 BEC研究的崭新领域. 实

验采用光势阱捕获和冷却钠原子 , 当温度达到

1—2 µK, 原子密度数约为 1 × 1014 cm–3 时, 转移

到磁势阱中经由射频诱导蒸发进一步冷却 , 在

F = 1, mF = –1的电子基态上产生含有 (5—10) × 106

个原子的凝聚体. 随着红外线激光束能量的提升,

在稳定的磁势阱中控制凝聚体进入光势阱, 然后关

闭磁势阱, 让凝聚体处于全光阱中. 图 1为光势阱

中 F = 1旋量 BEC所有精细态上钠原子的分布,

从图 1(b)可以清晰地看到凝聚体分布在三个超精

细态上, 金属钠原子的自旋自由度被充分释放.

2001年, Barrett等 [17] 在两束 CO2 激光束 (功

率为 12 W, 波长为 10.6 µm)交叉会聚形成的全光

阱中得到了 F = 1的 87Rb原子的旋量 BEC. 实验

中首先将低速的铷原子装载到磁光阱中, 接着逐步

降低光强, 关闭磁场, 然后把原子抽运到 F = 1,

mF = 1态, 最后打开 CO2 激光束, 使原子装载到

光势阱中. 整个过程中是通过在 2 s时间内逐步降

低光强, 即减少阱深来实现蒸发冷却的. 图 2为实

验得到的 Stern-Gerlach梯度磁场中自由膨胀

10 ms后的原子吸收图像, 从下到上分别是 F = 1,

mF = –1, 0, 1凝聚体的三个分量.

2003年 ,  Gustavson等 [18] 研究了 F  =  2的
23Na旋量BEC, 观察到了数秒寿命的精细态 (F = 2,

mF =  –2),  且原子密度数为每立方厘米 1014  .

Chang[19]、Schmaljohann[20]、Kuwamoto[21] 等观察

到了 F = 2的 87Rb旋量 BEC, 并研究了其动力学

性质. 2012年, Pasquiou等 [22] 也从实验上观察到

了 F = 3的 52Cr旋量 BEC, 并研究了其热力学性

质, 表明在极低磁场下, 当自旋自由度被热激活时,

凝聚体的临界温度会降低.

特别地, 在 2011年, 美国国家标准与技术研

究院的 Spielman[23] 研究组在 87Rb旋量 BEC中两

个内部自旋态之间通过双光子拉曼过程实现了等

效的自旋-轨道耦合, 这是人类历史上首次通过人

工合成磁场实现了 BEC的自旋-轨道耦合效应, 成

为近年来冷原子物理中的一个研究热点 [24−27].
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图  1      光 势 阱 中 F  =  1  23Na凝 聚 体 的 超 精 细 态 [16].

(a) 250 ms时光势阱中钠原子的吸收图像; (b) 340 ms时光

势阱中钠原子的吸收图像

Fig. 1. Optical  trapping  of  23Na  condensates  in  all  F  =

1 hyperfine  states:  shown  are  absorption  images  after

(a) 250 ms and (b) 340 ms of optical confinement. 

 

图  2      铷原子云在 Stern-Gerlach梯度磁场中自由膨胀

10 ms后的吸收图像 [17]. 从下到上分别是 F = 1, mF = (–1,

0, 1)凝聚体的三个分量

Fig. 2. Absorptive  image  of  Rb  atomic  cloud  after  10 ms

free  expansion  in  a  Stern-Gerlach  magnetic  field  gradient.

Three  distinct  components  are  observed  corresponding  to

F = 1, mF = (–1, 0, 1) spin projections from bottom to top,

respectively. 
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2012年, 中国科技大学潘建伟 [28] 研究组也实现了

BEC中的一维自旋-轨道耦合. 此外, 山西大学 [29]

和麻省理工 [30] 的研究组, 分别用 40K和 6Li实现了

费米冷原子气体中的自旋-轨道耦合. 量子气体中

自旋-轨道耦合的实现, 开辟了研究冷原子物理的

新方向, 如光与原子相互作用对旋量 BEC拓扑结

构的影响, 自旋涡旋阵列的产生, 以及各种新奇拓

扑缺陷的产生. 科研工作者不仅详细研究了自旋-

轨道耦合的 BEC的性质 [31−34], 还在实验上成功模

拟了 Zitterbewegung(狄拉克颤动)[35,36]、自旋霍尔

效应 [37] 等现象, 并提出了研究量子霍尔效应 [38]、

反常量子自旋霍尔效应 [39]、费米气体中的拓扑量

子相变 [40] 等物理问题的方案.

理论方面, 1998年 Ho[41] 和 Ohmi[42] 独立进行

了旋量 BEC的理论研究 . 他们推广了 Gross-

Pitaevskii方程, 在平均场理论下研究了自旋 F =

1的 BEC的基态结构和拓扑缺陷的性质 . 同年 ,

Law等 [43] 利用量子光学中的代数方法研究了其自

旋混合动力学行为. 接着, Koashi[44,45]、Ciobanu[46]

和 Semenoff[47] 等研究了 F = 2的旋量 BEC的基

态结构、自旋相关、磁效应、激发谱及相位等一系

列理论性质. Santos[48]、Diener[49]、Makela[50] 等对

F = 3的旋量 BEC也进行了理论研究. 2007年,

Yip[51] 研究了自旋 F ≤ 4的旋量 BEC的基态及

其对称性.

BEC作为一种新颖的物质形态, 是物理学前

沿的研究热点之一 , 特别是实验上实现了旋量

BEC、分子的 BEC、费米凝聚体、自旋-轨道耦合的

超冷原子气体以来, 又掀起了新一轮的研究热潮.

本文综述了旋量 BEC的实验和理论研究 , 旋量

BEC中产生的拓扑缺陷的种类, 如自旋畴壁、涡

旋、磁单极子、skymions、扭结, 并结合我们的工作

着重介绍了两分量和三分量旋量 BEC中拓扑缺陷

的研究进展. 

2   旋量玻色-爱因斯坦凝聚体
 

2.1    旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的哈密顿量
表示

自旋为 f的 BEC的序参量在旋转下有 2f + 1

个分量, 且这些分量是随着时间空间变化的, 携带

关于超流和磁性的信息, 能形成自旋流及质量流,

产生丰富的自旋结构 [52].

ψ̂m(r)考虑自旋 f的全同玻色子体系, 取  为相

应的场算符, 假设满足对易关系:
  [

ψ̂m (r) , ψ̂†
n (r

′)
]
= δnmδ (r − r′) , (1)

  [
ψ̂n (r) , ψ̂m (r′)

]
= 0, (2)

  [
ψ̂†
m (r) , ψ̂†

n (r)
]
= 0. (3)

考虑两个自旋为 f的玻色子的耦合作用, 其总

自旋 F为 0, 2, …, 2f, 耦合态对应的湮灭算符为
 

ÂFM (r, r′) =

f∑
m1,m2=−f

⟨F,M |f,m1; f,m2⟩

ψ̂m1
(r)ψm2

(r′) . (4)

哈密顿量具有标量性, 在旋转下保持不变, 进

一步得到相互作用哈密顿量:
 

V̂ F =
1

2

∫
dr
∫

dr′v(F ) (r − r′)

×
F∑

M=−F

Â†
FM (r, r′) ÂFM (r, r′) , (5)

v(F ) (r − r′)其中  表示相互作用势, 且
 

∑
F

F∑
M=−F

Â†
FM(r, r

′)ÂFM (r, r′)=: n̂(r)n̂(r′) :, (6)

 

n̂ (r) ≡
f∑

m=−f

ψ̂†
m (r) ψ̂m (r) , (7)

n̂ (r)

v(F )

其中   是粒子数密度算符, ::表示取正规序. 当

相互作用势的量级与原子平均间隔相比忽略不计

时, 可以将  近似表示为 d 函数的形式:
 

v(F ) = gFδ (r) , (8)
 

gF =
4πℏ2

m
aF, (9)

其中 gF 描述两个粒子间相互作用强度, aF 指 S波

散射长度. 由此哈密顿量可以表示为
 

V̂ F =
gF
2

∫
dr

F∑
M=−F

Â†
FM (r) ÂFM (r) , (10)

ÂFM (r)其中  如 (4)式所示
 

⟨0, 0|f,m1; f,m2⟩ = δm1+m2,0
(−1) f−m1

√
2f + 1

, (11)
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Â00 (r, r
′)=

1√
2f+1

f∑
−f

(−1)
f−m

ψ̂m (r) ψ̂−m (r′) .

(12)

对于自旋 f = 1时的相互作用哈密顿量, 此时

两个玻色子碰撞的总自旋 F只能是 0和 2, 相应的

相互作用哈密顿量可表示为 

V̂0 =
g0
2

∫
d3rÂ†

00 (r) Â00 (r) , (13)
 

V̂2 =
g2
2

∫
d3r

2∑
M=−2

Â†
2M (r) Â2M (r)

=
g2
2

∫
d3
[
: n̂2 (r) : −Â†

00 (r) Â00 (r)
]
, (14)

联合两式得到总的相互作用哈密顿量为 

V̂ =

∫
d3
[
g2
2

: n̂2 (r) : +
g0 − g2

2
Â†

00 (r) Â00 (r)

]
,

(15)

: F̂ (r) · F̂ (r) : +

3Â†
00 (r, r

′) Â00 (r, r
′)=: n̂ (r) n̂ (r′) :

将自旋 1情况的算符恒等式  

 代入上式, 得到:
 

V̂ =
1

2

∫
d3
[
c0 : n̂2 (r) : +c1 : F̂ 2 (r) :

]
, (16)

其中 

c0 =
g0 + 2g2

3
, (17)

 

c1 =
g2 − g0

3
, (18)

同样地, 可以得到 f = 2时的相互作用哈密

顿量: 

V̂ =
1

2

∫
d3
[
c0 : n̂2 (r) : +c1 : F̂ 2 (r) :

+ c2Â
†
00 (r) Â00 (r)

]
, (19)

其中 

c0 = (4g2 + 3g4)/7, (20)
 

c1 = (g4 − g2)/7, (21)
 

c2 = (7g0 − 10g2 + 3g4)/7, (22)

f = 3时的相互作用哈密顿量为 

V̂ =
1

2

∫
d3
[
c0 : n̂2 (r) : +c1 : F̂ 2 (r) :

+ c2Â
†
00 (r) Â00 (r)

+ c3

2∑
M=−2

Â†
2M (r) Â2M (r)

]
, (23)

其中
 

c0 = (9g4 + 2g6)/11, (24)
 

c1 = (g6 − g4)/11, (25)
 

c2 = (11g0 − 21g4 + 10g6)/11, (26)
 

c3 = (11g0 − 18g4 + 7g6)/11. (27)
 

2.2    旋量玻色-爱因斯坦凝聚体的拓扑荷

1/2

对于各种形式的拓扑缺陷主要通过计算拓扑

荷来判定. 线缺陷形式的涡旋可通过观察相位图中

的奇异点和缠绕数来识别, 对于点缺陷, 如磁单极

子, 可以通过计算拓扑荷来确定是整数磁单极子还

是分数磁单极子 [53]. 在两分量 BEC系统中, 原子

可以是两种不同的元素 [54], 也可以是同种元素的

两种同位素 [55], 或者是同种原子的不同超精细态 [56],

该体系可用贋自旋  系统来描述 [57,58].

S = Ψ †σΨ/|Ψ |2贋自旋  , 其分量形式为
  

Sx =
2 |ψ1| |ψ2|

|Ψ |2
cos (θ1 − θ2)

Sy = −2 |ψ1| |ψ2|
|Ψ |2

sin (θ1 − θ2)

Sz =
|ψ1|2 − |ψ2|2

|Ψ |2

, (28)

其中 y1, y2, q1, q2 分别为两个分量的波函数和相

位. 局部贋自旋的三个分量可表示为
  

Sx = sin θ cosφ

Sy = sin θ sinφ

Sz = cos θ

, (29)

其中 q 和 j 分别为极角和方位角. 比较两式可知

贋自旋的极角只与两分量的相对密度有关, 即贋自

旋的 Sz 分量由两组分的密度差决定, 而 Sx, Sy 分

量由相对密度和相对相位共同决定, 表明两分量

BEC不同的相对密度和相对相位会导致不同结构

的自旋纹理, 可以用拓扑荷密度 q(r)来描述其拓

扑结构的空间分布:
 

q (r) =
1

8π
εijS · ∂iS × ∂jS, (30)

对全空间积分得拓扑荷:
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Q (Sx, Sy, Sz) =

∫
1

8π
εijS · ∂iS × ∂jSdr

=
1

4π

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sx Sy Sz

∂Sx

∂x

∂Sy

∂x

∂Sz
∂x

∂Sx

∂y

∂Sy

∂y

∂Sz

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dr

= − 1

4π

∫
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Sx Sz Sy

∂Sx

∂x

∂Sz

∂x

∂Sy

∂x

∂Sx

∂y

∂Sz

∂y

∂Sy

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dr

= −Q (Sx, Sz, Sy) . (31)

|Q|

从 (31)式可以看出, 任意交换自旋密度矢量

的三个分量 Sx, Sy, Sz 中的两个分量, 或者任意改

变三个分量中其中一个分量的正负号, 将会出现不

同结构的自旋纹理, 但其拓扑荷密度 q(r)和拓扑

荷的绝对值  不会变化. 

3   拓扑缺陷的分类

拓扑缺陷的独特性是在弱微扰下能稳定存在,

在空间自由连续地变换而不改变其自身性质. 这种

稳定性由表征序参量流形的离散拓扑量子数保护.

拓扑缺陷的分类主要依靠同伦论, 描述不同的拓扑

缺陷会出现不同的序参量流形. 表 1总结了利用同

伦群对拓扑缺陷进行分类的结果. 旋量 BEC有丰

富的序参量流形, 因而可产生不同种类的拓扑缺

陷 , 如整数和分数涡旋 [59−64], 非阿贝尔涡旋 [65],

’ tHooft-Polyakov磁单极子[66], 狄拉克磁单极子[67−68],

skyrmions[69−71] 和扭结 [72]. 

3.1    自旋畴壁

π0 (R)

π0 (R) = 0 π0 (R) = 1

畴 壁 可 由 零 阶 同 伦 群   表 征 .  若

 说明体系是相连的, 若   , 说明

1/2

|Sz| ̸= 1

体系被分为两个非连续区域. 以两分量赝自旋 

的序参量来描述, 其赝自旋表示为 (28)式. 图 3表

示在赝自旋表象中自旋密度 Sx, Sy, Sz 的分布情况.

第一组分分布在势阱的左边, 标记为自旋朝上 Sz =

1(图中红色表示); 第二组分在强烈的排斥作用下

分布在第一组分的低密度区域, 即势阱的右边, 标

记为自旋朝下 Sz = –1(图中蓝色表示). 两个分量

的相分离导致在赝自旋表象中形成了两个自旋畴,

在两个自旋畴的界面上形成了自旋畴壁. 在这个区

域自旋既不朝上也不朝下 (即   ), 而是在

x方向上有了分量. 从左边自旋畴到右边自旋畴的

过程中, 畴壁上的自旋沿着 x方向翻转, 赝自旋在

x-y平面的投影均指向 x轴的正方向, 形成了如图

3(d)中的经典奈尔型畴壁 [73]. 

3.2    涡　旋

π1 (R)涡旋可由一阶同伦群  表征, 描述一个从

实空间回路到序参量流形的映射. 它属于线缺陷,

常见于超流和液晶位错中. 对于 S波超导体、液
4He以及旋量 BEC, 绕涡旋线的质量环流是量子

化的, 其涡旋由缠绕数 nw 表征:  ∮
C

vs · dl = nwκ, (32)

κ ≡ h/M

vs(= ℏ/M∇ϕ)
R = U (1)

π1 (U (1)) ∼= Z π1 (U (1))

积分沿着闭合路径 C进行 , 其中   ,

 为超流速度. 对于标量序参量, 其序

参量流形为   , 其基本群为整数加群 :

 .    的群元与缠绕数 nw 的值

是一一对应的 [74].

π1 (SO (3)) ∼= Z2 = {0, 1}
对于自旋 1的铁磁 BEC, 序参量流形为

SO(3), 其基本群为  , 可存

在Mermin-Ho涡旋, 对应序参量为: 

 ψ1

ψ0

ψ−1

 =
√
n


cos2

β

2
√
2eiϕ sin

β

2
cos

β

2

e2iϕsin2
β

2

 , (33)

ϕ

β = π/2

其中 b 是方位角,    表示极坐标下极角. Mermin-

Ho涡旋在中心处的方位角 b = 0, 在边界处对应

的方位角  . 因此, 空间内自旋方向在中心处

是垂直的, 边界处是水平的. 这种涡旋的缠绕数组

合为 (0, 1, 2), 每个组分的密度分布都是轴对称的,

势阱中心被 y1 组分占据, y0 组分被推到外部, y–1
组分被排挤到最边缘区域.

 

表 1    同伦群描述的拓扑缺陷结构
Table 1.    Topological defect structures described by

homotopy groups.

πn 缺陷 孤子

π0 磁畴壁 暗孤子

π1 涡旋 非奇异磁畴壁

π2 磁单极 二维skyrmions

π3 skyrmions, 扭结

π4 瞬子
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另一种涡旋结构为极核涡旋, 对应序参量为 

 ψ1

ψ0

ψ−1

 =
√
n


e−iϕcos2

β

2

1√
2
sinβ

eiϕsin2
β

2

 . (34)

这种涡旋的缠绕数满足组合 (1, 0, –1). 势阱

中心被 y0 组分占据, y1 和 y–1 组分被推到外部区

域 . 不同于 Mermin-Ho涡旋中心处的纵向磁化 ,

极核涡旋代表手征对称性的自发破缺.

对于涡旋而言, 相位的改变量是量子化的, 应

是 2π 的整数倍 [75]. 在两分量 BEC系统中, 通过光

学方法可以实现半量子化涡旋 (half-quantized

vortice), 描述两分量系统中, 组分一涡旋的相位改

变量是 2π, 组分二相位改变量为 0的情况. 相对于

整个系统, 每个组分的相位改变量为 π, 因此称之

为半量子化涡旋或 Alice涡旋 [76].  2017年 Liu C

F和 Liu W M[77] 利用变分方法, 得到了自旋-轨道

耦合和外磁场联合作用下自旋 1BEC中无核半量

子涡旋可能的稳定解. 计算表明, 各向同性自旋-轨

道耦合提供了稳定无核半量子涡旋和相应的奇异

半量子自旋纹理激发的局部能量最小. 各向同性自

旋-轨道耦合和垂直磁场的联合约束是获得这种激

发的关键因素, 研究还提供了半量子涡旋的稳定相

图和最可能的尺寸. 图 4为自旋 1BEC中半量子

涡旋近似解和相应的奇异自旋纹理 . 在自旋

2BEC的单轴向列相和四面体循环相中还存在非

阿贝尔涡旋, 其迷向群都是阿贝尔群 [78]. 非阿贝尔

涡旋的特点在于其涡旋的生成元是不能互换的, 因

此当两个涡旋碰撞时, 它们不能合并或者通过对

方, 而是形成一个 rung涡旋粘在一起. 

3.3    磁单极子

π2 (R)磁单极子可由二阶同伦群  表征, 描述从

实空间一个球到序参量流形的映射 , 为二维

skyrmion结构, 常见的两种二维 skyrmions构型

如图 5. 在铁磁 BEC系统中可以产生狄拉克磁单

极子, 其铁磁相的序参量为   ψ1

ψ0

ψ−1

 =
√
neiθU (α, β, γ)

 1

0

0



=
√
nei(θ−γ)


e−iαcos2

β

2
1√
2
sinβ

eiαsin2
β

2

 . (35)
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图 3    赝自旋密度 Sz, Sx, Sy 的空间分布 [73]　(a)−(c)表示旋转角频率为 0; (d)自旋纹理投影到 x-y平面内的矢量表示

Fig. 3. The pseudospin density distribution for (a) Sz, (b) Sx and (c) Sy for W = 0; (d) the vectorial representation of the spin tex-
ture projected onto the x-y plane. 
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这样的点缺陷在铁磁 BEC中三个自旋态的分

布分别为: 在 y1 分量表现为双量子数涡旋线, 在

y0 分量表现为单量子数涡旋线, 在 y–1 分量表现为

孤子态, 没有涡旋线.

自 1931年狄拉克磁单极子被首次提出以来,

便受到了广泛关注, 尽管到目前为止仍然没有探测

到真实的磁单极子, 科研工作者在不同领域也取得

了较大的进展, 例如固态物理中的自旋冰材料, 便

提供了一种人造磁单极子环境. 最具有突破性进展

的是研究者在铁磁 BEC中实验上实现了人造磁单

极子 [80,81]. 

3.4    三维 skyrimion

π3 (R)三维 skyrimion可由三阶同伦群   表征,

这是一个扩展到整个三维实空间的拓扑结构, 类似
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图 4    自旋 1 BEC中半量子涡旋的近似解和相应的奇异自旋纹理 [77]　(a)和 (b)对应   和   分量

的密度 ; (c)和 (d)是对应的相 ; (e)为半量子涡旋的分布 ; (f)|S|自旋密度 ; (g) |S|自旋密度分布 ; (h)自旋纹理 ; (i)拓扑荷密度

|F = 1,mF = 0⟩ |F = 1,mF = −1⟩

q (x, y)

Fig. 4. Approximate half-quantum vortex solution in the spin-1 BEC and the corresponding singular spin texture: (a) and (b) are

the densities of the    和    components, respectively; (c) and (d) are the corresponding phases; (e)

shows the profile of the half-quantum vortex; (f) spin density|S|; (g) the profile of the spin density|S|; (h) spin texture; (i) topologic-

al charge density   .
 

 

(a) (b)

图 5    两种常见的二维 skyrmions的矢量场构型 [79]　(a) 豪

猪型 skyrmion; (b) 螺旋型 skyrmion

Fig. 5. Two  common  vector  field  configurations  of  two-di-

mensional  skyrmions:  (a)  The  hedgehog  type  skyrmion;

(b) the spiral type skyrmion. 
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SO(3)

Ω

于粒子的拓扑孤子, 所有自旋有序排列, 在有限空

间下自旋会发生反转. 考虑一个铁磁系统, 对应的

序参量具有  对称性. 它是在位置 r处序参量

通过一个向量  表示, 向量的方向和梯度描述了自

旋的方向和旋转的角度. 给定条件 f(∞) = 0, 保证

序参量均匀且在无限远处等于 zFM = (1, 0, 0)T.

给定另一条件 f(0) = 2πn保证 skyrmion属于同伦

分类. 通过酋变换得到序参量表示:
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 , (36)

f̂ =
(
f̂x, f̂y, f̂z

)
r, θ, ϕ其中   ,  (  )是位置 r处的极

坐标.

Skyrmion在凝聚态的许多体系中发挥了作用,

例如液氦、量子霍尔体系、液晶以及螺旋铁磁系统,

目前在旋量 BEC中的 skyrimon已经成为研究热

点. 图 6是研究者在两分量 BEC中通过非阿贝尔

规范场诱导观察到的三维 skyrmions[82,83].
 

3.5    扭　结

π3 (R)

Rploar ∼=
(
S2
r × U(1)ϕ

)
/(Z2)r,ϕ

Z2

π3Rploar ∼= π3
(
S2
) ∼= Z

Q ∈ Z

扭结也可由三阶同伦群  表征, 表现为一

个闭合回路互相嵌套的结构, 描述从三维球空间

S 3 到 S2 的映射. 不同于其他拓扑缺陷, 如涡旋、磁

单极子和三维 skyrmion通过缠绕数来描述, 扭结

是通过连接数或 Hopf不变量来描述. Hopf映射是

从 S3 到 S2, 在 S2 中一个点的原像会形成一个无结

的回路 . 假设在 BEC系统中给定一个闭合路径

C1, 自旋矢量固定在一个给定的方向, 另一个回路

C2 沿着自旋不同的方向 . 如果两个回路 C1 和

C2 连接一次, 那么连接数就为 1. 连接数可正可负,

决定于两个回路的相对取向. 扭结自 Faddeev和

Niemi提出在三维经典场论中可以稳定孤子的形

式存在以来, 引起了物理学家极大的研究兴趣. 与

三维 skyrmion的情况一样, S3 域是通过设置一个

边界条件来给定的, 即在空间无穷大的各个方向

上, 序参量的值是相同的. 考虑自旋 1的极性相,

序参量流形为   , 这

里 U(1)和   对一维空间以上的同伦群无对称贡

献, 因此, 得到  . 对应的拓扑

荷, 也即 Hopf荷  
[84].

d̂

d̂

d̂

d̂

d̂

通过操纵外部磁场, 可以在自旋 1BEC中形

成扭结. 在外部磁场存在时, 线性塞曼效应引起  

的拉莫尔进动, 而二次塞曼效应  往往平行与磁场.

假设一个处于光势阱的 BEC, 其   = (0 0 1)T, 在

z方向施加均匀磁场, 然后突然关闭均匀磁场, 打

开四极场, 由于线性塞曼效应,   开始围绕磁场旋

转. 此时  作为时间的函数运动, 从而导致扭结的

形成. 图 7显示了四极场作用下球形光势阱中扭结

产生的动力学过程.
 

 






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0 0.1 0.10

=-p/2 +p/2(a)

(b) (c)

|↑| |↓|

∣∣Ψ↑ (r)
∣∣ ∣∣Ψ↓ (r)

∣∣
图  6    稳定的三维 skyrmions在 x-y和 z-x平面的空间分

布 [83]　(a)中的箭头和颜色分别表示贋自旋方向和 OP的

U(1)相分布 . 彩图 (b)和 (c)分别表示   和   的

振幅

∣∣Ψ↑ (r)
∣∣ ∣∣Ψ↓ (r)

∣∣

Fig. 6. The spatial profile of the stable 3D skyrmions in the

x-y and z-x planes: The arrows and their colors in (a) indic-

ate the pseudospin direction and the U(1) phase of the OP,

respectively; the  color  maps  of  (b)  and  (c)  give  the   amp-

litudes    and   , respectively.
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4   旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中的拓

扑缺陷研究
 

4.1    两分量旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中的
拓扑缺陷研究

对于两分量 BEC[86], 由于组分内相互作用与

组分间相互作用两者的竞争导致体系出现丰富而

有趣的拓扑结构, 如上文介绍的涡旋、skyrmion、

磁单极子和量子扭结等, 现已成为实验研究的理想

平台. 实验方面, 1999年 Matthews等 [87] 在两分

量BEC中产生了量子涡旋. 2001年Anderson等 [88]

采用两束正交的探测光观察到双组分的 BEC中暗

孤子受动力学不稳定的影响衰变为涡旋环 .

2016年 Hall等 [89] 演示了在旋量 BEC中扭结孤子

的实验创建和检测, 所观察到的扭结纹理对应于三

阶同伦群, 如图 8.

理论方面, 1999年 Williams和 Holland[90] 展

示了在 BEC中选择性地产生具有不同角动量超流

涡旋的方法, 包括求解具有强耦合原子态的双组分

凝聚体的时间相关运动方程. 2002年 Battye等 [91]

证实了在两分量 BEC中存在稳定的 skyrmion结

构. 同年 Martikainen等 [92] 理论研究了在两分量

BEC中产生磁单极子的方法, 并证明磁单极子的

产生并不局限于反铁磁自旋凝聚, 同时研究了这种

磁单极子的膨胀探测, 以及势阱中位移磁单极子的

动力学. 2004年 Kasamatsu和 Tsubota[93] 通过数

值积分耦合的 Gross-Pitaevskii方程, 研究了双组

分 BEC在轴对称势阱中由调制不稳定性引起的多

畴壁形成动力学. 2010年Wang等 [94] 在无外势的

自旋-轨道耦合两分量 BEC中发现了平面波相和

条纹相, 在考虑外势的情况下, 体系将出现新的量

子态 , 如分数涡旋和涡旋格子 [95] 以及 skyrmion

格子 [96].

接着, 人们研究了旋转势下自旋-轨道耦合两

分量 BEC的基态性质. 2011年 Xu和 Han[97] 在旋

转势下自旋-轨道耦合两分量 BEC体系中发现了

对称排列的涡旋列和中心伴有巨 skyrmion的三角

涡旋格子. 2011年 Zhou等 [98] 探讨了具有旋转和

自旋-轨道耦合两分量 BEC的基态性质, 发现了半

量子数涡旋格子结构 .  2012年 Liu等 [99] 总结了

skyrmions的类型, 并通过研究自旋-轨道耦合的两

分量 BEC的随机投影 Gross-Pitaevskii方程 , 发

现自旋-轨道耦合能够诱导系统产生具有两个 Sz 极

值的环形 -双曲状的 skyrmions. 图 9为总结的

skyrmions类型.

2014年 Wang等 [100] 研究了准二维旋转双分

量 BEC在改变自旋-轨道耦合和旋转频率强度的

情况下呈现出的各种丰富的基态结构, 表明各向异

性自旋-轨道耦合引起的不同基态相之间的转变明

显不同于各向同性的情况. Fetter[101] 用时间相关

的拉格朗日形式和变分函数研究了自旋-轨道耦合

 

0 1

d=(1, 0, 0)T^

d=(0, 0, -1)T^

(a) 0.5 TL (b) 1.1 TL (c) 2.2 TL (d) 3.3 TL

d̂ = (0, 0,−1)T d̂图 7    四极场作用下球形光势阱中扭结产生的动力学过程 [85]. 上一行表示   和    = (1, 0, 0)T 的图像快照 , 下一行

表示 x-y平面上 m = –1分量的密度截面

d̂ d̂

Fig. 7. Dynamics of the creation of knots in a spherical optical trap under a quadrupole magnetic field. Snapshots of the preimages

of    = (0, 0, –1)T and    = (1, 0, 0)T(top), and the cross sections of the density for the m = –1 components on the x–y plane (bot-

tom). 
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的 BEC中双组分涡旋的动力学. 2016年 Sakaguchi

和 Umeda[102] 通过数值模拟和变分方法, 研究了

Rashba型自旋-轨道耦合的双组分 BEC的 Gross-

Pitaevskii方程. 发现当不存在相互作用时, 多量

子涡旋态成为谐波势中的基态. 当引力相互作用较

强时, 多量子涡旋态在方位角方向呈现调制不稳定

性, 出现孤子态. 当排斥相互作用较强时, 形成中

心为多量子涡旋的涡旋晶格态, 且涡旋晶格态近似

于多量子涡旋态的线性组合.

2017年 Sakaguchi[103] 通过数值分析研究了双

组分 BEC中自旋-轨道耦合条纹和半涡旋物质波

孤子在组分间线性混合 (Rabi耦合)作用下, 以耦

合结构振荡和穿梭运动形式产生宏观量子效应的

可能性. 研究得到在一维系统中, 本征振荡表现为

条纹孤子在空间上的偶数分量和奇数分量之间的

翻转, 而在二维系统中则表现为半涡旋孤子的零涡

旋和涡旋分量之间的周期性跃迁. 同年, Wang等 [104]

研究了环形势阱中自旋-轨道耦合两分量 BEC的

旋涡态和自旋纹理, 系统地讨论了旋转、自旋-轨道

耦合和原子间相互作用对系统基态涡旋结构和自

旋纹理的影响. 特别是当旋转频率固定在临界值以

上时, 各向同性自旋-轨道耦合的增强使每个分量

中有一个可见的涡旋链, 在中心区域伴随着一个隐

藏的巨涡旋和一个 (或几个 )隐藏的涡旋链 .

Kato等 [105] 研究了具有 Rashba自旋-轨道耦合双

组分 BEC中涡旋-反涡旋对的动力学性质, 并且发

现旋涡-反涡旋对的速度远小于无自旋-轨道耦合的

速度且存在稳态, 而两个具有相同环流的涡旋相互

移动或联合会形成一个静止状态.

2018年 Shi等 [106] 研究了旋转非对称势阱中

具有 Dreselhaus自旋-轨道耦合 (DSOC)的两分

量 BEC中的拓扑缺陷和自旋纹理. 结果表明, 对

于不含自旋-轨道耦合的初始混合凝聚体, 旋转频

率的增强可导致系统的结构相变 . 在各向同性

DSOC存在的情况下, 该系统维持涡流对、Anderson-

Toulouse无核涡流、圆形涡旋片和组合涡旋结构.

特别地, 当旋转频率固定在径向势阱频率之上时,

强 DSOC导致了由多层可见涡旋链、隐藏涡旋链

和隐藏巨涡旋流组成的特殊拓扑结构 .  Li和

Liu[107] 利用 Gross-Pitaevskii方程研究了自旋-轨

道耦合作用和梯度磁场对旋转两分量 BEC基态的

影响. 研究结果表明, 在梯度磁场中, 随着自旋-轨

道耦合强度增大, 基态结构由 skyrmion格子逐渐

过渡为沿着对角线方向排列的 skyrmion列. 当自
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图 8    扭结孤子的结构及其产生方法 [89]　(a)和 (b)为扭结形成之前和形成过程中磁感应线的示意图, 绿色椭圆为对应的凝聚体;

(c)和 (d)显示扭结形成时 , 最初的 z方向的向列相矢量 (黑色箭头)沿着局部磁场 (青色线)的方向进动 , 以实现最终的结构 (彩

色箭头). 灰色虚线表示 dz = 0, 白线表示孤子核 (dz = –1), 深灰色线表示体积 V (dz = 1)的边界; (e)表示实空间中扭结孤子的构

型及其与 S2 中向列矢量   的关系

d̂

Fig. 8. Structure of the knot soliton and the method of its creation: Schematic magnetic field lines before (a) and during (b) the

knot formation, with respect to the condensate (green ellipse);  (c),  (d) as the knot is tied, the initially z-pointing nematic vector

(black arrows) precesses about the direction of the local magnetic field (cyan lines) to achieve the final configuration (coloured ar-

rows); the dashed grey line shows where dz = 0, the white line indicates the soliton core (dz = –1), and the dark grey line defines the

boundary of the volume V (dz= 1); (e) the knot soliton configuration in real space and its relation to the nematic vector     in S2

(inset). 
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旋-轨道耦合强度和旋转频率都小的情况, 磁场梯

度的增强可导致基态由平面波相转变为 half-

skyrmion; 当自旋-轨道耦合强度和旋转频率都大

的情况, 梯度磁场可诱导 hidden涡旋的产生. 图 10

为不同自旋-轨道耦合强度下梯度磁场中两分量
87RbBEC基态粒子数密度分布和相位分布. 

4.2    三分量旋量玻色-爱因斯坦凝聚体中的
拓扑缺陷研究

|1, 1⟩ |1, 0⟩ |1,−1⟩
对于自旋 F = 1的旋量三分量 BEC, 原子可

能占据的塞曼态有   ,    ,    三种, 体系

内会出现两种类型基态相——磁相和晶列相, 依赖

于自旋无关相互作用和自旋相关相互作用.

实验上 2001年 Raghavan等 [108] 通过静态直

流磁场在三分量旋量 BEC中产生了暗孤子和涡旋

结构. 2002年 Ogawa等 [109] 采用四极磁场将自旋

1BEC限制在 Ioffe-Pritchard势阱中, 发现在凝聚

体中产生了涡旋. 2006年 Itin等 [110] 研究了自旋

1BEC在一对载流线和偏置磁场控制的双磁阱中

产生涡旋的几种机制, 图 11为凝聚体快速分裂过

程中涡旋的动力学形成, 显示动态涡旋存在于凝聚

体的所有分量中, 在 y–1 分量中占 99%以上, 在

y0 分量中动态涡旋和拓扑涡旋共存 .  2014年 ,

Ray等 [80,81] 在自旋 1BEC中借助梯度磁场, 观察

到了狄拉克磁单极子, 图 12为狄拉克磁单极子的

实验产生过程, 显示了凝聚体中不同自旋组分中的

粒子密度随 BZ, f 的减小而减小.

理论上 2002年 Isoshima和 Machida[111] 在旋

转外势下, 采用推广的 Bogoliubov理论研究了自

旋 1BEC中各种轴对称涡旋的稳定结构 . 同年

Mizushima等 [112] 通过求解广义 Gross-Pitaevskii

方程研究了旋转条件下铁磁自旋 1BEC中的

Mermin-Ho和 Anderson-Toulouse无核涡旋 , 得

到在铁磁情况下 ,  Mermin-Ho涡旋是稳定的 .

2006年 Saito等 [113,114], 以及 2009年 Turner[115] 研

究了铁磁自旋 1BEC中的极核涡旋, 发现系统核

心由 mF = 0原子填充, 围绕涡旋有 mF = 1分量

的质量流, 以及 mF = –1分量的相等但自旋相反

的质量流, 这就产生了净自旋流, 但没有净质量流.

2007年Mottonen等 [116] 研究了非旋转条件下在三

维抛物势与 Ioffe-Pritchard场中的自旋 1铁磁态

旋量 BEC中无核涡旋的能量和动力学稳定性.

2008年 Ji等 [117] 研究了自旋 1钠原子 BEC

中半量子涡旋的动态生成. 模拟结果表明, 在外加
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图 9    Skyrmions的类型 (l = 0.5)[99]　(a)−(h)表示自旋矢量的模式 : (a)径向-向外 skyrmion, (b)径向-向内 skyrmion, (c)环形

skyrmion, (d)双曲 skyrmion, (e)双曲 -径向向外 skyrmion, (f)双曲 -径向向内 skyrmion, (g)环形 -双曲 skyrmion-I, (h)环形 -双曲

skyrmion-II

Fig. 9. Configuration  of  the  skyrmion  where l  =  0.5:  The  (a)−(h)  figures  indicate  the  mode  of  the  spin  vectors:  (a)  radial-out
skyrmion, (b) radial-in skyrmion, (c) circular skyrmion, (d) hyperbolic skyrmion, (e) hyperbolic-radial(out) skyrmion, (f) hyperbolic-

radial (in) skyrmion, (g) circular-hyperbolic skyrmion-I, and (h) circular-hyperbolic skyrmion-II[99]. 
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Fig. 10. Particle number densities (the first and second columns) and phase distributions (the third and fourth columns) of ground

state of the two-component BEC of 87Rb for the different spin-orbit coupling strengths: the parameters of     in (a)−(d) are 0, 0.2,

0.8, 2, respectively[107]. 
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Fig. 11. Dynamical formation of vortices: vortices are formed in all components, more than 99% of total population is in y–1 com-
ponent. In the y0 component, dynamical and topological vortices coexist[110]. 
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脉冲磁捕获势的情况下, 旋转光势阱中可以同时产

生独立的半量子涡旋和涡旋晶格, 同时还发现, 一

个明显的周期调制的自旋密度波空间结构总是嵌

入在方形半量子涡旋晶格中 .  2012年 Liu和

Liu[118] 研究了旋转和快速淬火的自旋 1BEC中由

自旋-轨道耦合引起的半 skyrmion激发, 给出了描

述半 skyrmion自旋矢量的三个表达式. 结果表明,

半 skyrmion激发依赖于自旋-轨道耦合和旋转的

结合, 当自旋-轨道耦合强度和旋转频率均大于某

些临界值时, 半 skyrmion由一个或几个圆包围中

心, 形成径向晶格, 即使在强铁磁 (或反铁磁)凝聚

体中也会发生 . 图 13为旋转频率对 23Na旋量

BEC自旋纹理的影响.

2013年 Liu等 [119] 利 用 阻 尼 映 射 Gross-

Pitaevkii方程, 研究了二维体系中自旋-轨道耦合

的 23Na自旋 1BEC中的涡旋斑图, 研究发现较弱

的自旋-轨道耦合可以完全破坏不考虑自旋-轨道耦

合情况下出现的周期性涡旋晶格; 在自旋-轨道耦

 



 



(a) ,

(b)

(c)

(d)

(e)

(f) |0>

|-1>
|1>

|=-1> |1> |0>

0 p~
0 p~

-
2
 m

G
-

3
 m

G
-

4
 m

G
-

5
 m

G
-

6
 m

G
-

5
0
 m

G

{|1⟩ , |0⟩ , |−1⟩}
图  12     狄拉克磁单极子的实验产生 [80]　 (a)−(f)每一行都包含单个凝聚体的图像 . 最左边的列显示了三种自旋状态
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Fig. 12. Experimental  creation  of  Dirac  monopoles.  Each  row  (a)−(f)  contains  images  of  an  individual  condensate.  The  leftmost

column  shows  colour  composite  images  of  the  column  densities  taken  along  the  horizontal  axis  for  the  three  spin  states

 ; The rightmost three columns show images taken along the vertical axis[80].
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合较强的情况下, 各自旋态的涡旋易形成涡旋组,

并绕凝聚体中心形成花瓣状涡旋斑图 .  2014年

Song等 [120] 利用精确对角化和平均场理论研究了

弱相互作用的自旋-轨道耦合自旋 1玻色气体在外

谐波势阱中的碎裂问题, 研究发现这种碎裂倾向源

于总角动量守恒, 且受自旋-轨道耦合强度和自旋

相关相互作用的影响. Lovegrove等 [121] 将铁磁态

无核涡旋通过相位植入法, 在极化态凝聚体中得到

了混合态下稳定的无核涡旋. 2015年 Zhao等 [122]

在自旋 1BEC中解析得到了两种不均匀的自旋畴

构型, 它们分别由正二次塞曼效应和负二次塞曼效

应所致. 分析表明, 二次塞曼效应可以诱导自旋畴

的动态相变, 其符号可以影响自旋模式的拓扑结

构. 2016年, Gautam和 Adhikari[123] 对零磁化强

度的自旋 1和自旋 2旋量 BEC中的分数涡旋进行

分类, 并利用精确的数值解和拉格朗日变分近似

研究了准二维旋量 BEC中涡旋的静力学和动力学

性质.

2017年 Liu等 [124] 通过虚实演化方法研究了

具有面内四极磁场自旋 1的旋量 BEC的基态结

构. 研究发现, 面内四极磁场和旋转双重作用可导

致中央 Mermin-Ho涡旋的产生; 随着磁场梯度增

强, Mermin-Ho涡旋周围环绕的涡旋趋向对称化

排布; 在四极磁场下, 密度相互作用和自旋交换相

互作用作为体系的调控参数, 可以控制 Mermin-

Ho涡旋周围的涡旋数目. Li等 [125] 研究了铁磁自

旋 1BEC中由自旋-轨道耦合引起具有极核旋涡的

狄拉克磁单极子, 随着自旋-轨道耦合强度的增加,

具有极核涡旋的狄拉克磁单极子可以转化为正方

形晶格. 在自旋-轨道耦合确定的情况下, 增大相互

作用强度可引起从具有极核涡旋的狄拉克磁单极

子向具有Mermin-Ho涡旋的循环相变. 图 14显示

了具有Mermin-Ho涡旋的磁单极子的形成. 

5   总结与展望

1998年 Ketterle研究组首次在自旋为 1的
23Na原子系统中实现了 BEC, 为冷原子物理开辟

了旋量 BEC的研究领域. 尤其是在超冷原子气体

中人造自旋-轨道耦合的实验实现, 为研究拓扑量
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Fig. 13. The effect  of  rotation frequency for  spinor BEC of  23Na with    ,    , kx = ky = kz = 1,

 , and a2 = 55 aB: (a) W = 0; (b) W = 0.2 w; (c) W = 0.5 w. The fourth column shows the corresponding spin textures
and the positions of the vortices[118]. 
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子态提供了一个理想的实验平台. 本文综述了旋

量 BEC的实验和理论研究, 旋量 BEC中产生的

拓扑缺陷的种类, 如自旋畴壁、涡旋、磁单极子、

skymion、扭结, 着重介绍了两分量和三分量旋量

BEC中拓扑缺陷的研究进展. 今后的工作可以推

广到具有高自旋 BEC体系, 以及不同自旋-轨道耦

合形式的玻色气体等, 如 Rashba自旋-轨道耦合和

旋转势作用下的铁磁自旋 2BEC中新奇的拓扑结

构研究. 此外, 在冷原子平台上研究具有长程相互

作用的拓扑缺陷也是未来的一个方向, 以及通过研

究自旋-轨道耦合旋量 BEC的动力学行为, 并从非

平衡过程中来观察一些拓扑结构, 如冯卡门涡街和

量子扭结, 也是非常有意义的工作.
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图 14    具有Mermin-Ho涡旋的磁单极子 [125]　(a)等值面的粒子数密度 ; (b)粒子数密度等深线段 (y ≤ 0), 节点线 (Dirac线)的

位置用红色箭头突出显示; (c) z=0平面上的位相分布. 单涡旋 (mF = 0)和双涡旋 (mF = –1)具有相同的环流, 由红圈突出显示

Fig. 14. The monopoles with the Mermin-Ho vortex: (a) Isosurface of particle densities; (b) segments of isosurface of particle densit-

ies (y ≤ 0). the position of the nodal line (Dirac string) is highlighted by the red arrow; (c) phase distributions in the z = 0 planes.

the single vortex (mF = 0) and double vortex (mF = –1) have the same circulations, as highlighted by the red circles[125]. 
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Abstract

Most  of  the  atoms  that  realize  Bose-Einstein  condensation  have  internal  spin  degree  of  freedom.  In  the

optical  potential  trap,  the  internal  spin  of  the  atom  is  thawed,  and  the  atom  can  be  condensed  into  each

hyperfine quantum state to form the spinor Bose-Einstein condensate. Flexible spin degrees of freedom become

dynamic variables related to the system, which can make the system appear novel topological quantum states,

such as spin domain wall, vortex, magnetic monopole, skymion, and so on. In this paper, the experimental and

theoretical study of spinor Bose-Einstein condensation, the types of topological defects in spinor Bose-Einstein

condensate,  and  the  research  progress  of  topological  defects  in  spinor  two-component  and  three-component

Bose-Einstein condensate are reviewed.

Keywords: spinor Bose - Einstein condensation, spin domain wall, vortex, magnetic monopole, skymion
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离散可积系统: 多维相容性*

张大军†
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对比已有完善而系统理论的微分方程领域 , 差分方程理论尚处于发展之中 . 近年来离散可积理论的进

展, 带来了差分方程理论的革命. 多维相容性是伴随离散可积系统研究出现的新的概念, 作为对离散可积性

的一种理解, 提供了构造离散可积系统的 Bäcklund变换、Lax对和精确解的工具. 本文旨在综述多维相容性

的概念及其在离散可积系统研究中的应用.

关键词：离散可积系统, 多维相容性

PACS：02.30.Ik, 05.45.Yv 　DOI: 10.7498/aps.69.20191647

 

1   引　言

离散系统泛指含有离散自变量的常差分、微分

差分、偏差分系统、以及变换和映射等. 由于缺少

导数、积分等局部化的数学工具, 对于非线性离散

系统的研究, 往往伴随着新的数学概念、理论和方

法的出现.

现代可积理论兴起于 20世纪 60年代中期孤

立子的命名 [1]、反散射变换方法的建立 [2] 和 Lax对

概念的提出 [3], 参见文献 [4]. 早期对离散可积系统

的探索主要是可积离散化, 早在 20世纪 70年代:

Case和 Kac[5] 对 Schrödinger谱问题的离散以及

Ablowitz和 Ladik[6−8] 对 Ablowitz-Kaup-Newell-

Segur(AKNS) 谱问题的离散 建立了基于差分的

反散射变换过程; Hirota[9−11] 对双线性方程的离

散利用双线性 Bäcklund变换与 Lax对的联系获

得了一系列离散可积系统. 进入 80年代后, 对离

散可积系统的研究逐渐向形成独立于连续系统的

研究方法, 系统进展有: 京都学派 Date等 [12−16] 和

 Ueno等 [17] 对 Sato理论的离散; 荷兰学者 Nijhoff

等 [18−22] 和 Quispel等 [23] 基于 Fokas和 Abolwitz[24]

的直接线性化格式以及 Levi和 Benguria[25] 的变

换与离散的同等性认识发展起来的构造和研究离

散可积系统的系统方法. 进入 90年代以后, 离散

可积系统的显著进展包括: 超离散可积系统的提出

及其连续极限的建立 [26,27], 基于奇点囿禁的奇点理

论与可积性的联系的发现 [28,29], 奇点囿禁在可积性

判别上的不充分性的发现 [30], 以及基于代数熵理

论对可积性的判别 [31]. 这些进展相继推动了超离

散可积系统、离散 Painlevé方程、可积性检验等方

面的发展.

进入新世纪后, 离散可积系统继续迎来新的发

展. Sakai[32] 基于有理曲面理论和 Blow-up分析对

离散 Painlevé方程的分类, 揭示了离散 Painlevé方

程丰富的代数几何结构 ,  Bobenko和 Suris[33]、

Adler等 [34] 和 Nijhoff等 [35,36] 学者对于“多维相

容性”的理解以及对若干离散可积系统的分类 ,

各种精确求解方法  在离散可积系统中相继实

现 [37−45], 等等, 一系列进展标志着对离散可积系统

的研究进入到一个新的阶段. 2009年在著名的英

国剑桥牛顿所 (The  Isaac  Newton  Institute  for
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Mathematical Sciences)举办的为期半年的离散可

积系统主题研讨活动, 是对当时离散可积系统蓬勃

发展的一个反映.

可积系统与数学和物理的众多分支都有联系,

已经渗透到数学物理的各个领域 [4]. 在数学方面,

离散可积系统的发展伴随着离散几何和离散复分

析的发展, 这与连续意义下可积系统丰富的几何背

景以及分析的工具在其研究中的重要作用是分不

开的. 对与离散可积系统相关的差分算子理论与复

分析方面的研究, 如势函数的渐近性、散射理论、

Riemann-Hilbert问题、解的长时间渐近分析、初

边值问题等等, 建议参考文献 [42,46]. 除了提及的

上述进展, 还有如离散几何、对称理论、Galois理

论、Lagrangian多形式理论等许多方面的重要进

展 . 值得指出的是 , 最近由 Hietarinta,  Joshi和

Nijhoff [47]完成的一部专著《Discrete Systems and

Integrability》已经出版. 读者可以参考了解其更

多内容. 国际上每两年一届的SIDE会议 (Symmetries

and Integrability of Difference Equations)是离散

可积系统及其相关问题的首要国际会议, 1994年

始于加拿大 Montreal, 至今已经成功举办 13届,

其中 SIDE-10于 2012年在我国宁波召开.

本文将在第二、三节重点介绍多维相容性的概

念及其应用. 希望通过具体的例子让更多读者了解

离散可积系统及其中的概念和方法.
 

2   多维相容性

离散可积系统从未独立于连续系统. 下面首先

来介绍两种引入离散变量的途径.
 

2.1    离散变量的引入

离散化是引入离散变量的方式之一. 从熟悉

的 AKNS谱问题开始:
 

Φx = MΦ, M =

(
η u
v −η

)
, Φ = (ϕ1, ϕ2)

T, (1)

u = u(x, t), v = v(x, t) η

M = M(η, U) U = (u, v)T

其中   ,    是谱参数 , 为了方

便, 记  ,   . 定义
 

Φn+j = Φ(x+ jϵ), (2)

(Φn+1 −Φn)/ϵ Φx然后利用差分  替代导数  , 得到
 

Φn+1 =

(
1 + ϵη ϵu

ϵv 1− ϵη

)
Φn,

Φn = (ϕ1,n, ϕ2,n)
T. (3)

Ablowitz-Ladik (AL)谱问题指 [7]
 

Φn+1 =

(
λ Qn

Rn 1/λ

)
Φn,

Φn = (ϕ1,n, ϕ2,n)
T. (4)

在 (2)式和 

(Qn, Rn) = ϵ(u, v), λ = eϵη (5)

Φn+1 = Φ(x+ ϵ) ϵ = 0 ϵ→ 0

λ η

之下, 对  在  展开, 并取  ,

则 AKNS谱问题 (1)式可以作为领头项从 AL谱

问题 (4)式中恢复出来, 同时谱参数从  -平面变到  -

平面.

[x0, x] ϵ

Φn Φ(x)

R Z

(2)式是我们所熟悉的数值 (差分)离散 : 如

图 1, 将区间   等分成 n 份, 步长为   . 在 x 点,

 与  仍然表示相同的数值, 但是自变量的空

间已经从实数域  变为整数域  . 差分离散是计算

连续极限的基础, 但是对于可积系统而言, 差分离

散 (也称为直接离散)不足以保持原有系统的可积

特征 . 关于由 AL谱问题 (4)式引出的半离散

AKNS系统, 读者可以参考文献 [48−51].

{Hn(x)}
递推关系可以很自然地视为离散的方程. 例

如 Hermite正交多项式  满足递推关系
 

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x).

第 I型 Bessel函数
 

Jα(x) =
(x
2

)α ∞∑
k=0

(−x2/4)k

k!Γ(α+ k + 1)

满足方程常微分方程
 

x2w′′ + xw′ + (x2 − α2)w = 0,

α其中 x 是自变量 ,    是参数 . 由此方程可以建立

Bessel函数的递推关系 (参考文献 [47]的第 37页)
 

x(wα+1 + wα−1)− 2αwα = 0,

α α此时 x 和   互换了角色, x 是参数,    成为自变量.

再如, Painlevé II方程
 

 

T

0 

[x0, x]图 1      上的数值离散

[x0, x]Fig. 1. Numerical discretisation on   .
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f ′′(t) = 2f3 + tf − α

的解满足递推关系 

fα+1(t) = −fα(t)−
α+

1

2

f ′
α(t)− f2α(t)−

t

2

,

f ′(t)这里  表示对 t 的导数.

在上面 Bessel函数和 Painlevé II方程的解的

例子中, 递推关系分别来自于两个微分方程的解之

间的变换, 可以视为通过变换建立起来的解之间的

叠加关系. 这是由连续系统到离散系统的常见过

程. 尤其, KdV方程的 Bäcklund变换的非线性叠

加公式提供了对 KdV方程的完美的离散化.

对于著名的 KdV方程, 

ut + 6uux + uxxx = 0, (6)

Wahlquist和 Estabrook[52] 在 1973年发现形如 

(w̃ + w)x = 2λ− 1

2
(w̃ − w)2, (7a)

 

(w̃−w)t =
1

2
[(w̃−w)3]x − 6λ(w̃−w)x − (w̃−w)xxx

(7b)

的非线性 Bäcklund变换 , 其中 w 满足势 KdV

方程 

wt + 3(wx)
2 + wxxx = 0, (8)

u = wx  满足 KdV方程 (6).

λ = λ1 λ = λ2

w̃ w1 w2

利用 Bäcklund变换 (7a)式可以建立 KdV方

程的解的非线性叠加公式. 首先在 (7a)式中, 从同

样的种子解 w 出发, 分别记由   和   引

出的  为  和  , 即 

(w1 + w)x = 2λ1 −
1

2
(w1 − w)2, (9a)

 

(w2 + w)x = 2λ2 −
1

2
(w2 − w)2. (9b)

w = w1, λ = λ2

w̃ = w12

接 下 来 ,  在 (7a)式 中 取   ,  记

 , 有 

(w12 + w1)x = 2λ2 −
1

2
(w12 − w1)

2; (10a)

w = w2, λ = λ1 w̃ = w21取  , 记  , 有 

(w21 + w2)x = 2λ1 −
1

2
(w21 − w2)

2. (10b)

上述过程可以描述为图 2.

w12 w21可以证明  和  能够相等 (参考文献 [49]).

进一步, 从 (9)式和 (10)式得到 

4(λ1 − λ2) = (w1 − w2)(w12 − w), (11)

称为 (势)KdV方程解的非线性叠加公式, 也称为

Bianchi等式①, 还称为离散的势 KdV方程 [47]. 作

为离散的方程时, (11)式通常写为 

(wn+1,m−wn,m+1)(wn,m−wn+1,m+1) = p−q, (12)

其中 p 和 q 分别是对应于 n–方向和 m–方向的方

向参数.

modified KdV(mKdV)方程 

ut = 6u2ux − uxxx (13)

和 sine-Gordon方程 

θxx − θtt = sin θ (14)

拥有形式相同的非线性叠加公式 (文献 [53,54]): 

tan
θ12 − θ

4
=
p+ q

p− q
tan

θ1 − θ2
4

, (15)

即 

p sin
θ12 − θ1 + θ2 − θ

4
= q sin

θ12 + θ1 − θ2 − θ

4
.

(16)

u = e iθ
2此方程经过变换  以后, 可以写为 

p(u12u2 − u1u) = q(u12u1 − u2u), (17)

此方程也称为离散势 mKdV方程. 有意思的是, 离

散的 sine-Gordon方程形如 

p sin
φ12 + φ− φ1 − φ2

4
= q sin

φ12 + φ+ φ1 + φ2

4
,

(18)

u = e
iφ
2

由 Hirota[11] 和 Orfanidis[55] 先后得到 , 与 (16)式

只有部分符号差别, 经过同样的变换  以后,

可以写为 [18]
 

p(u12u− u1u2) = q(uu1u2u12 − 1). (19)

2阶 AKNS方程组 

ut = uxx − 2u2v, vt = −vxx − 2v2u (20)

的 Bäcklund变换的非线性叠加公式形如 

(u1 − u2)(uv12 + 1) + (p− q)u = 0, (21a)
 

 

w1

w12=w21

1 2

12
w2

w

图 2    Bäcklund变换解的交换性质

Fig. 2. Permutation property of Bäcklund transformation. 

 
①Luigi Bianchi最早得到了 sine-Gordon方程解的非线性

叠加公式 (15)式, 并证明了形如图 2的解的交换性质 [56,57].
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(v1 − v2)(uv12 + 1)− (p− q)v12 = 0, (21b)

由 Konopelchenko[58] 于 1982年获得.

w1

w2

Bäcklund变换提供了引入离散变量的一种方

式. (9a)式中  可视为w 沿一个方向上的平移, (9b)式

中  可视为 w 沿另一个方向上的平移. 非线性叠

加公式 (11)式是这两个方向上平移相容性的结果.

同时, (9a)式作为一个独立方程, 也可视为一个微

分-差分方程.

Bäcklund变换应用于非线性模型 , Darboux

变换的目标对象则是在线性层面 (Lax对). 对于给

定的连续谱问题, 存在与之相应的连续等谱发展方

程族; 它的 Darboux变换可视为一个离散的谱问

题, 与原有连续谱问题之间的相容性引出的微分差

分方程 自然给出连续等谱发展方程族的解之间的

Bäcklund变换 . 这一漂亮的联系首先由 Levi和

Benguria[25,59] 发现, 对于研究和理解离散可积系统

具有重要意义 .  AKNS谱问题 (1)式存在如下

Darboux变换 [60]: 

Φ̃ = TΦ, T = T (γ,U , Ũ) =

(
2(η − γ) + uṽ u

ṽ 1

)
,

(22)

U = (u, v)T Φ̃

Φ̃x = M̃Φ

M̃ = M(η, Ũ)

(Φ̃)x = (Φ̃x)

式 中   . 作 为 Darboux变 换 ,    满 足

AKNS谱 问 题 (1)式 ,  即   ,

 , 这相当于要求 (1)式与 (22)式相

容, 即  , 由此有
 

Tx − M̃T + TM = 0, (23)

引出的方程 

ux = ũ− u− u2ṽ, vx = v − v
∼

+ u
∼
v2, (24)

可视为连续的等谱 AKNS方程族的 Bäcklund变

换. 作为离散的谱问题, (22)式引出一个新的半离

散 AKNS族 [61,62], 可视为微分-差分 Kadomtsev-

Petviashvili (KP)  方程族 Lax三重组的对称约

束的结果 [63]. 若考虑两个不同方向上的 Darboux

变换: 

Φ̃ = T (p/2,U , Ũ)Φ, Φ̂ = T (q/2,U , Û)Φ, (25)

Q(U , Ũ , Û ,
̂̃
U ; p, q) = 0

作为离散的 Lax对, 其相容性得到方程 (21), 且在

适当的连续极限下, (21)式引出 (20)式 (参考文

献 [43]). 显然, 由 Darboux变换作为 Lax对引出

的 4点方程   即为 4个解之

间的非线性叠加公式. 更多的关于 Darboux变换

作为离散谱问题的例子可见文献 [64].

当作为离散的方程时, 变换的符号意义可以理

解为 

u = un,m,

ũ = un+1,m,

û = un,m+1,̂̃u = un+1,m+1, (26)

变换引入的参数 p 和 q 分别表示 n–方向和 m–方

向上的链参数. 如图 3所示.

  






 



图 3    变换与平面网格

Fig. 3. Map and lattice.
  

2.2    多维相容性

对于离散可积系统的研究需要引入新的概念.

下面介绍离散可积系统的“多维相容性”的概念.

回到 (势 )KdV方程解的非线性叠加公式

(12)式, 这一叠加关系可以重复下去. 为了方便，

我们采用 (26)式中的符号, 将 (12)式写为 

(u− ̂̃u)(ũ− û) = p− q. (27)

u = un,m,l+1

这是一个定义在平面网格上的四方格方程. 我们引

入第三个方向 l, 该方向上的平移表示为  ,

方向参数为 r, 如图 4所示.

  

















图 4    相容立方体

Fig. 4. Consistent cube.
 

(˜ , p) (̂ , q)
( , r)

观察方程在  和  互换下保持不变, 要

求  与另外两个方向之间也存在对称性, 则有 

(u− ũ)(ũ− u) = p− r, (28a)
 

(u− û)(u− û) = r − q, (28b)

视 (27)式定义在图 4中立方体的底面, (28a)式和
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(28b)式则分别定义在左侧和后侧. 如何体现这种

维数扩充后的相容性? 首先, 由上述 3个方程有 

̂̃u =
p− q

û− ũ
+ u, (29a)

 

û =
r − q

û− u
+ u, (29b)

 

ũ =
p− r

u− ũ
+ u, (29c)

(29a) = (̃29b) =

(̂29c) (̂29c)

引入方向 l 以后的相容性体现在  

 . 将 (29a)式和 (29b)式代入到  算得
 

̂̃u =
(q − p)ũû+ (r − q)ûu+ (p− r)uũ

(q − r)ũ+ (p− q)u+ (r − p)û
.

(˜ , p) (̂ , q) ( , r)

(29a) (̃29b) ̂̃u此式右端在任意交换  ，  和  下都保

持不变, 说明从  和  也将得到同样的  .

方程 (27)的这种性质称~为该方程的 3维相

容性, 也称为立方体相容 (consistent-around-the-

cube (CAC)), 它体现了 (27)式自身的性质. 方程

(17)也具有同样的性质. 一般地, 对于一个定义在

平面四方格上的方程 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, (30)

将其嵌入到图 4中立方体的 6个面中, 得到 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, Q(û, ̂̃u, û, ̂̃u; p, r) = 0,

Q(u, û, u, û; q, r) = 0, Q(ũ, ̂̃u, ũ, ̂̃u; q, r) = 0. (31)̂̃u ũ û̂̃u如果从上式左侧的 3个方程中分别解出  ,   和  ,

代入到右侧的 3个方程后得到同样的   , 则称方

程 (30)具有 3维相容性.

(d+ 1)

(d+ 1)

对于离散系统而言, 上述多维相容性将提供一

系列的可积特征, 后文将进一步介绍. 对于一个 d-

维的离散方程, 如果嵌入到一个  -维链后, 所

有的 d-维子链都是相容的, 则称原 d-维离散方程

具有  -维相容性. 对于 2维离散方程, 这种多

维相容性即为 3维相容性, 或 CAC性质. 

2.3    ABS 方程

本世纪初, 多维相容性逐渐被系统地认识并作

为工具应用到离散系统的研究中 [65,35,36,33].  2003

年, Adler, Bobenko和 Suris (ABS)[34] 发表了他们

在多维相容性的基础上对四方格方程的分类, 他们

得到的方程列表被统称为 ABS方程.

ABS在假设方程 (30)具有 3维相容性的基础

上, 进一步要求 (30)式满足:

(i) 仿线性 (affine linear),

D4(ii) 在正方形对称群  下不变,

(iii) 四面体性质 (tetrahedron property).

在前两条要求下方程 (30)的一般形式可以设为 

k0uũû̂̃u+ k1(uũû+ uũ̂̃u+ uû̂̃u+ ũû̂̃u)
+ k2(ũû+ û̃u) + k3(uũ+ û̂̃u) + k4(uû+ ũ̂̃u)
+ k5(u+ ũ+ û+ ̂̃u) + k6 = 0, (32)

ki
̂̃u ̂̃u ũ

û ̂̃u ̂̃u ũ û

其中   都是待定系数; 四面体性质指   只与   ，  

和   有关, 而与 u 无关, 即 (  ,    ,    ,    )四个点

在立方体 (图 4)中构成一个四面体. ABS证明了

满足上面 3条要求的 3维相容方程 (30)只有 9个

(允许存在 Möbius变换), 并分别命名为 H1, H2,

H3(d), A1(d), A2, Q1(d), Q2, Q3(d), Q4: 

H1 : (u− ̂̃u)(ũ− û)− p+ q = 0, (33a)
 

H2 : (u− ̂̃u)(ũ− û)−(p−q)(u+ ũ+ û+ ̂̃u+p+q) = 0,
(33b)

 

H3(δ) : p(uũ+ û̂̃u)− q(uû+ ũ̂̃u) + δ(p2 − q2) = 0,
(33c)

 

A1(δ) : p(u+û)(ũ+̂̃u)−q(u+ũ)(û+̂̃u)−δ2pq(p−q)=0,
(33d)

 

A2 : p(1 − q2)(uũ+ û̂̃u)− q(1− p2)(uû+ ũ̂̃u)
− (p2 − q2)(1 + uũû̂̃u) = 0, (33e)

 

Q1(δ) : p(u − û)(ũ− ̂̃u)− q(u− ũ)(û− ̂̃u)
+ δ2pq(p− q) = 0, (33f)

 

Q2 : p(u− û)(ũ− ̂̃u)− q(u− ũ)(û− ̂̃u)
+ pq(p− q)(u+ ũ+ û+ ̂̃u− p2 + pq − q2) = 0,

(33g)
 

Q3(δ) : p(1− q2)(uû+ ũ̂̃u)− q(1− p2)(uũ+ û̂̃u)
− (p2−q2)

(
ũû+û̃u+ δ2(1−p2)(1−q2)

4pq

)
=0,

(33h)
 

Q4 : sn(p)(uũ+ û̂̃u)− sn(q)(uû+ ũ̂̃u)
− sn(p− q)(ũû+ û̃u)
+ sn(p)sn(q)sn(p− q)(1 + k2uũû̂̃u) = 0, (33i)

u→ in+mu

其中, H1即为离散势 KdV方程 (27), H3(d = 0)

为离散势 mKdV方程 (17) (  ), Q1(d =
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u→ (−1)n+mu

u→ u(−1)n+m

0)为离散的 Schwarzian KdV方程 , 也称为交比

(cross-ratio)方程, A1(d)在   下即为

Q1(d), A2在   下为 Q3(d = 0), Q4是

著名的 Krichever-Novikov方程的 Bäcklund变换

的非线性叠加公式, 原型中系数用Weierstrass椭

圆函数表示 [34,66], (33i)中 Jacobi椭圆函数的参数

化形式来自于 Hietarinta[67], 式中 k 为 Jacobi椭圆

函数的模 (modulus). 

2.4    离散 Boussinesq 型方程

3× 3

离散的势 Boussinesq方程是平面 9点方程 ,

定义在  格子上: 

P −Q

x11 − x20
− P −Q

x02 − x11

=(x00 − x21)(x10 − x01)

− (x01 − x22)(x21 − x12), (34)

P,Q n,m xij = xn+i,m+j式中  分别表示  的方向参数,   .

这类方程早期由 Nijhoff等 [68−70] 学者构造并研究.

借助于其他 (因)变量, (34)式可以改写为 (参考文

献 [65]) 

ỹ − xx̃+ z = 0, ŷ − xx̂+ z = 0, (35a)
 

y − x̂̃x+ ̂̃z − P −Q

x̃− x̂
= 0. (35b)

u = (x, y, z)T取向量  , 方程可以视为向量意义下的

四方格系统, 并具有 3维相容性.

2011年 ,  Hietarinta[71] 在 (35)式形式的基础

上, 寻找了可能的离散 Boussinesq型的 3维相容

系统, 代表方程为 (考虑到对称性和Möbius变换): 

[B− 2] : ỹ = xx̃− z, ŷ = xx̂− z, (36a)
 

y = x̂̃x− ̂̃z + b0(̂̃x− x) + b1 +
P −Q

x̃− x̂
, (36b)

 

[A− 2] : ỹ = zx̃− x, ŷ = zx̂− x, (37a)
 

y = x̂̃z − b0x+
Px̃−Qx̂

ẑ − z̃
, (37b)

 

[C− 3] : ỹ z = x̃− x, ŷ z = x̂− x, (38a)
 

̂̃z y = b0 x+ b1 + z
P ỹ ẑ −Q ŷ z̃

z̃ − ẑ
, (38b)

P,Q n,m bi

bi

式中  仍然分别表示  的方向参数,   都是任

意常数, 有的   可以通过适当的变换去掉. 显然,

[B-2]是 (35)式的推广 . 文献 [71]中还得到 [C-4]

方程, 现已证明与 [C-3]之间存在Möbius变换, 故不再

列出.
 

2.5    不同方程间的 3 维相容性

离散的 sine-Gordon方程 (19)不是 3维相容

的, 但是它与离散势 mKdV方程 (17)一起可以实

现立方体相容 [72]. 在符号 (26)式下, 两个方程分别

表示为
 

B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = p(û̃u− ũû)− q(uũû̂̃u− 1) = 0,
(39)

和
 

B2(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = p(û̂̃u− uũ)− q(ũ ̂̃u− uû) = 0.
(40)

u→ (−1)nu方程 (39)在变换  下成为 (40)式.

 
 

u

uu

u

u
u

uu

图 5    离散 sine-Gordon和势 mKdV方程的相容立方体

Fig. 5. The  consistent  cube  for  the  discrete  sine-Gordon

equation and potential mKdV equation.
 

将方程 (39)和方程 (40)以如下方式放置于立

方体的 6个面:
 

底 : B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

顶 : B1(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0,

左 : B1(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0,

右 : B1(û, ̂̃u, û, ̂̃u; p, r) = 0,

后 : B2(u, û, u, û; q, r) = 0,

前 : B2(ũ, ̂̃u, ũ, ̂̃u; q, r) = 0. (41)

u, ũ, û, u ̂̃u可以检验, 在给定初值  以后,   是唯一的.

这说明两个方程按照如此方式放置于立方体的

6个面时, 它们 (在一起)具有 3维相容性.

ABS方程和离散 Boussinesq型方程都是利用

同一方程构成相容立方体, 而上面这个例子说明允

许用 不同的方程构成相容立方体. 文献 [73]给出

了更多的例子. Adler等 [74] 和 Boll[75] 对这种情况

进行了讨论. 详细结果列于 Boll[76] 的博士学位论

文中.
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2.6    高维的多维相容方程

对于定义在 6面体上的 8点 3维 (标量)离散

方程, 如图 6(a), 目前已知的具有四维相容性 (见

图 7)的方程有 [34]

 
 

u

u uu u

u u

u u

u u
u u(a) (b)

图 6    定义 3维方程的 6面体以及 8面体

Fig. 6. Cube and octahedron for 3D equations.

 
 



























.




.




.



图 7    围绕超立方体的 4D相容性

Fig. 7. 4D consistency around the hyper cube.
  

û̃u− ũû+ ûũ− û̃u = 0, (42a)
 

(ũ− u)(û− ̂̃u)
(u− û)(̂̃u− ũ)

=
(u− ũ)(̂̃u− û)

(ũ− ̂̃u)(û− u)
. (42b)

对于定义在 8面体上的 6点 3维离散方程, 如

图 6(b), 要求这些方程具有 4维相容性, Adler等 [77]

于 2011年进行了分类. 满足条件的方程共有 5个: 

i) ̂̃uu− ûũ+ ũû = 0, (43a)
 

ii)
(̂̃u− û)(û− u)(ũ− ũ)

(̂̃u− ũ)(û− û)(ũ− u)
= 1, (43b)

 

iii) (̂̃u− û)û+ (û− ũ)u+ (ũ− ̂̃u)ũ = 0, (43c)
 

iv)
(̂̃u− û)

û
+

(û− ũ)

u
+

(ũ− ̂̃u)
ũ

= 0, (43d)
 

v)
(û− ũ)

u
= ̂̃u( 1

ũ
− 1

û

)
. (43e)

这些方程可以存在方向参数, 但是这些参数可

以通过适当的变换移除. 这些方程均已经出现于早

期的文献中. 如: (42a)式是离散的 BKP方程, 又

称 为 Miwa方 程 [78];  (42b)式 被 认 为 是 离 散

Schwarzian BKP, 首先从几何中得到 [79]; (43a)式

由 Hirota[80] 在 1981年给出 , 又称为离散广义

Toda方程; (43b)式, (43c)式和 (43d)式分别称为

离散 Schwarzian KP、离散势 KP和离散 modified

KP方程 , 最早由 Nijhoff等系统构造 (见文献

[20]中 (4)式和 (23)式和文献 [22]中 (4.16)式 );

(43e)式由 Date等于 1982年获得 (见文献 [13]

中 (N-1)方程). 

3   多维相容性的应用

“多维相容性”不仅作为一类离散系统的可积

性的理解, 还提供了研究手段, 可用于构造离散可

积系统的 Bäcklund变换、Lax对、精确解等等. 

3.1    Bäcklund 变换

Bäcklund变 换 始 于 对 伪 球 面 的 构 造 .

Bianchi[81] 首先证明了 Bäcklund给出的含任意参

数的变换 可以保持 sine-Gordon方程不变. 变换

不仅是引入离散变量的一个渠道, 也是联系离散与

连续的一座桥梁. 通常, auto-Bäcklund变换指同

一方程的解之间的变换, nonauto-Bäcklund变换

指不同方程的解之间的变换.

“多维相容性”提供了非常直观的构造 auto-

Bäcklund变换的方法. 对于任意具有 3维相容性

的方程 (30), 将其置于相容立方体的 6个面中, 如

图 8所示.
 
 















图 8    相容立方体

Fig. 8. The consistent cube.
 

底面和顶面的方程分别为 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0, (44a)
 

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0. (44b)

u当将  也视为方程 (44a)的解时, 相容立方体侧面
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的两个方程 

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, (45a)
 

Q(u, u, û, û; r, q) = 0. (45b)

自然地构成方程 (44a)的一个 Bäcklund变换. 对

于 H1方程 (33a)来说 , 多维相容性为它提供的

Bäcklund变换是 (28)式.

即使是对于两个方程合作构成相容立方体时,

上述思想依然有效 . 对于离散 sine-Gordon方程

(39)和离散势 mKdV方程 (40)而言, 它们合作构

成相容立方体 (见 (41)式). 此时, 左侧和后侧的两

个方程, 即 

p(uũ− ũu)− r(uũuũ− 1) = 0, (46a)
 

r(ûû− uu)− q(u û− uû) = 0, (46b)

构成离散 sine-Gordon方程 (39)的 Bäcklund变换.

不过这个变换没有对称性.

Q2(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) =

多维相容性也可以用于构造不同方程间的

nonauto-Bäcklund变换. 下面以 Q2和 Q1(d)为例

来 解 释 如 何 利 用 相 容 立 方 体 建 立 nonauto-

Bäcklund变换. 首先, 将 Q2方程 (33g)置于相容

立方体的 6个面. 然后在顶层方程 

0中引入关系 

u =
v

ϵ
+

δ2

4ϵ2
, (47)

ϵ2 ϵ→ 0对方程乘以  以后取极限  , 顶层方程变为 

p(v−v̂)(ṽ−̂̃v)−q(v−ṽ)(v̂−̂̃v)+δ2pq(p−q) = 0, (48)

即 Q1(d). 此时, 立方体的左侧和后侧的两个方程,

经过替换 (47)式以及取极限以后, 得到 

δ(u−ũ)(v−ṽ) = −p[δ2(u+ũ)−2vṽ]+p2δ(v+ṽ+pδ)],
(48a)

 

δ(u−û)(v−v̂) = −q[δ2(u+û)−2vv̂]+q2δ(v+v̂+qδ)],
(48b)

这就是Q2与Q1(d)之间的nonauto-Bäcklund变换.

2008年, Atkinson构造了 ABS方程之间一系

列 nonauto-Bäcklund变换 , 详细结果请参考文

献 [73]中表 3. 除了上述方法, Bäcklund变换可以

利用 Yang-Baxter映射以及 ABS方程的分解性质

来构造, 相关内容读者可以分别参考文献 [82]和

文献 [83]. 

3.2    Lax 对

众所周知, Bäcklund变换与 Lax对存在密切

联系, 对于多维相容系统来说, 这种联系更加直接.

下面以 H1方程 (33a)为例, 利用其 3维相容性引

出的 Bäcklund变换构造它的 Lax对.

将 H1的 Bäcklund变换 (28)式改写为 

ũ =
p− r

u− ũ
+ u, û =

r − q

û− u
+ u. (49)

u = g/f取  , 得到 

g̃

f̃
=
ug + (p− r − uũ)f

g − ũf
,

ĝ

f̂
=
ug + (q − r − uû)f

g − ûf
. (50)

Φ = (g, f)T引入  , 上式改写为 

Φ̃ = γ1MΦ, Φ̂ = γ2NΦ, (51a)
 

M =

(
u p− r − uũ
1 −ũ

)
, N =

(
u q − r − uû
1 −û

)
,

(51b)

γi

γ1 =
1√
|M |

, γ2 =
1√
|N |

γi

̂̃
Φ =

˜̂
Φ

式中   可视为 分式线性形式 (50)式写成矩阵形

式 (51)式后保留的原分子、分母的公因子, 一般取

为   , 对于 H1来说 ,    可

以取为任意常数. 相容性  引出
 

M̂N = ÑM , (52)

计算后可得 H1方程 (33a).

Φ = (ϕ1, ϕ2)
T

γ1 = γ2 = 1 Φ̃ = MΦ ϕ1

在 H1的 Lax对 (51)式中 , 取   ,

 , 从  中消去  , 得到  ˜̃
ϕ2 = (u− ˜̃u)ϕ̃2 − (p− r)ϕ2, (53)

此为 H1方程谱问题的标量形式. 由此出发 可以构

造 H1方程的无穷守恒律 [84].

Q(u, ũ, û, ̂̃u, p, q) = 0

上面以 H1为例给出了利用 Bäcklund变换构

造 Lax对的方法, 事实上, 所有的 ABS方程都具

有相同结构的 Lax对, 且存在一般形式. 具体地,

对于任一 ABS方程   , 其 Lax

对为 (参考文献 [85]) 

Φ̃ = γ1MΦ, Φ̂ = γ2NΦ, (54a)

其中 

M =

(
−∂ûQ −Q

∂̂̃u∂ûQ ∂̂̃uQ
)

û=̂̃u=0, q=r

,

N =

(
−∂ũQ −Q

∂̂̃u∂ũQ ∂̂̃uQ
)

ũ=̂̃u=0, p=r

, (54b)

γ1 =
√
|M |, γ2 =

√
|N |  . 显然, 将矩阵谱问题改
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写成标量形式后, 可以发现所有的 ABS方程都具

有类似于 (53)式的二阶离散谱问题.

(˜, p)
(̂, q)

通常, 对于由一个方程构成相容立方体时, 由

于方程的对称性, 其 Bäcklund变换具有对称性,

Lax对也具有对称性, 即在上式M中, 将   换

为   , 即得到 N. 在文献 [86]中搜集了更多的

利用 3维相容性构造 Lax对的例子. 对于由两个

方程构成相容立方体时, 例如 2.5节中的离散 sine-

Gordon方程和势 mKdV方程, 由它们的相容立方

体构造的离散 sine-Gordon方程的 Bäcklund变换

具有非对称性, 由此引出的离散 sine-Gordon方程

的 Lax对也是非对称的: 

Φ̃ =
−1√
uũ

(
−pũ r
ruũ −pu

)
Φ, (55a)

 

Φ̂ =
1√
uû

(
−ru quû
q −rû

)
Φ. (55b)

 

3.3    孤子解

下面以离散势 KdV (即 H1)方程 (33a)为例,

演示如何通过其 Bäcklund变换构造单孤子解

(1-soliton solution (1SS)). 首先需要一个种子解. 取 

a2 = −p, b2 = −q, (56)

不难发现 

u0 = an+ bm+ λ, (57)

γ是方程 (33a)的一个解, 其中  是任意常数.

方程 (33a)的 Bäcklund变换是 (28)式, 即 

(u− ũ)(ũ− u) = −a2 + k2, (58a)
 

(u− û)(u− û) = −k2 + b2. (58b)

r = −k2

u

相应于参数化 (56)式, 这里取  . 取 u 为 (57)

作为种子解, 设新解  形如 

u = u0 + v, (59)

u其中  是种子解 (57)沿 l 方向的一次平移: 

u0 = an+ bm+ k + λ, (60)

v 是待定函数. 将 (59)式和 (57)式代入 Bäcklund

变换 (58)式得到 

ṽ =
Ev

v + F
, v̂ =

Gv

v +H
, (61)

其中 

E = −(a+ k), F = −(a− k),

G = −(b+ k), H = −(b− k).

v = f/g Φ = (f, g)T引入  和  , 将 (61)改写为 

Φ̃ =

(
E 0
1 F

)
Φ, Φ̂ =

(
G 0
1 H

)
Φ. (62)

̂̃
Φ =

˜̂
Φ

γi

验算可见成立相容性  , 否则需要在上式的矩

阵前乘上平衡因子 (类似于 (51)式中的   ). 进一

步求解, 先后得到 

fn,m = Enf0,m, gn,m =
En − Fn

−2k
f0,m + Fng0,m,

以及 

fn,m = Gmfn,0, gn,m =
Gm −Hm

−2k
fn,0 +Hmgn,0.

从而有 

Φn,m =

 EnGm 0

EnGm − FnHm

−2k
FnHm

Φ0,0. (63)

取 

ρn,m=

(
E

F

)n(
G

H

)m

ρ0,0=

(
a+ k

a− k

)n(
b+ k

b− k

)m

ρ0,0,

(64)

ρ0,0其中  为常数, 从 (63)式可得 

vn,m =
v0,0ρn,m/ρ0,0

1 +
v0,0
2k

− v0,0
2k

ρn,m/ρ0,0
. (65)

ρ0,0重新定义常数  后, 有 

vn,m =
−2kρn,m
1 + ρn,m

. (66)

代入到 (59)式, 离散势 KdV方程 (33a)的 1-孤子

解为 

u1SS
n,m = u0+vn,m = an+bm+λ+

k(1− ρn,m)

1 + ρn,m
. (67)

依据上述过程, 若利用 Bäcklund 变换获得 2-

孤子解显然不容易. 但是 1-孤子解的结构往往可以

“暗示”一些 2-孤子解的结构信息, 有助于发现合适

的变换公式将离散方程双线性化, 并进一步获得

N-孤子解. 相关内容可以参考文献 [38, 87, 88]. 

3.4    0-孤子解与不动点方法

u = 0

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0

u

对于 (33)式中所列的 ABS方程,    一般

都不是解 , 而且也不易明显看出一些简单的解 .

“不动点方法”是在 Bäcklund 变换的基础上求解

0-孤子解的方法. 从上一节的求解过程来看, 对于

方程   的 Bäcklund变换 (3.1),

其中的参数 r 是孤子参数, 将作为离散谱在  中引
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u = u

出一个孤子. 现在, 如果孤子参数 r 在变换中“失

效”, 即  , 则有 

Q(u, ũ, u, ũ; p, r) = 0, (68a)
 

Q(u, u, û, û; r, q) = 0. (68b)

由此变换引出的原方程的解应当是最简单的, 可以

作为 0-孤子解.

对于 H1方程 (33a), 有 

(ũ− u)2 = r − p, (û− u)2 = r − q.

由此很容易得到 

u = an+ bm+ γ, a2 = r − p, b2 = r − q,

即 (57)式.

Q(u, ũ, û, ̂̃u; p, q) = 0 u→ T (u)

u = T (u)

如果方程  在变换 

下不变, 可在变换 (3.1)中取  , 从而有 

Q(u, ũ, T (u), T (ũ); p, r) = 0, (69a)
 

Q(u, T (u), û, T (û); r, q) = 0. (69b)

T (u) = u+ c对于 Q1(d)方程 (33f), 在   下不变, 对

于的 Bäcklund变换 (69)式有 

r(u− ũ)2 = p(c2 + δ2r(p− r)),

r(u− û)2 = q(c2 + δ2r(q − r)). (70)

(p, q) → (α, β)经过参数化  : 

p =
c2/r − δ2r

a2 − δ2
, q =

c2/r − δ2r

b2 − δ2
,

α := pa, β := qb, (71)

可得 Q1(d)的线性 0-孤子解: 

u0 = αn+ βm+ λ,

λ

T (u) = −u
其中   是任意常数. 此外, Q1(d)方程 (33f), 还在

 下不变. 此时的Bäcklund变换 (69)式给出 

4puũ+ r(u− ũ)2 = δ2pr(p− r),

4quû+ r(u− û)2 = δ2r(q − r). (72)

(p, q) → (α, β)经过参数化  : 

p =
1

2
r(1− cosh(α′)) = −1

4
r(1− α)2/α, (73)

 

q =
1

2
r(1− cosh(β′)) = −1

4
r(1− β)2/β, (74)

得到解 

u0 = Aαnβm +Bα−nβ−m, AB = δ2r2/16. (75)

上述所描述的过程称为“不动点方法”. 首先用

于构造 Q4方程的种子解 [89], 其后又系统地应用于

其他 ABS方程 0-孤子解的构造 [37,38]. 当然, 也可

以利用其他的方法构造 0-孤子解, 例如, 利用方程

间的 Bäcklund变换 (如 (48)式), 从一个方程的 0-

孤子解得到另一个方程的 0-孤子解. 

4   结　论

通过简单的描述和例子介绍了多维相容性的

概念及其在离散可积系统中的应用. 对于多维相容

性, 存在一定的几何背景, 换言之, 经典的初等几

何中的点线之间的关系蕴含着若干离散可积系统

的多维相容性 (如文献 [79,90]). 此外, 多维相容性

也可以从平面波因子的对称性来理解. Miwa映射

提供的离散的平面波因子 [78]
 

ψ =
∏
i

(1− pik)
ni

在各个方向上具有对称性; 考虑到不少离散可积系

统可以从平面波因子出发通过Cauchy矩阵方法 [37,45]

等途径来构造, 不难理解由此获得的离散可积系统

具有多方向上的相容性.

对比连续系统, 目前, 离散可积系统在代数结

构和工具、几何背景、离散的分析工具等方面都仍

待发展. 例如, 基于谱问题、零曲率方程和 Kac-

Moody代数的连续可积系统 理论并不适用于离散

系统, 许多连续意义下的几何体系仍未实现离散

化, 离散的复分析也尚未成熟.

对于离散可积系统的研究也是一个在不断认

识离散可积性、发展研究方法和工具、与新兴数学

工具结合 (如 Tropical几何、Cluster代数等)的过

程. 关于离散可积系统中值得关注的发展与研究方

向, 建议读者关注 SIDE会议的网站.

参考文献

 Zabusky N J, Kruskal M D 1965 Phys. Rev. Lett. 15 240[1]
 Gardner  C  S,  Greene  J  M,  Kruskal  M  D,  Miura  R  M 1967
Phys. Rev. Lett. 19 1095

[2]

 Lax P D 1968 Commun. Pure Appl. Math. 21 467[3]
 Deift P 2019 arXiv: 1902.10267[4]
 Case K M, Kac M 1973 J. Math. Phys. 14 594[5]
 Ablowitz M J, Ladik J F 1975 J. Math. Phys. 16 598[6]
 Ablowitz M J, Ladik J F 1976 J. Math. Phys. 17 1011[7]
 Ablowitz M J, Ladik J F 1976 Stud. Appl. Math. 55 213[8]
 Hirota R 1977 J. Phys. Soc. Jpn. 43 1424[9]
 Hirota R 1977 J. Phys. Soc. Jpn. 43 2074[10]
 Hirota R 1977 J. Phys. Soc. Jpn. 43 2079[11]
 Date E, Jimbo M, Miwa T 1982 J. Phys. Soc. Jpn. 51 4116[12]
 Date E, Jimbo M, Miwa T 1982 J. Phys. Soc. Jpn. 51 4125[13]
 Date E, Jimbo M, Miwa T 1983 J. Phys. Soc. Jpn. 52 388[14]

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010202

010202-10

https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.15.240
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1095
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1002/cpa.3160210503
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.1666364
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.522558
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1063/1.523009
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1002/sapm1976553213
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.1424
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2074
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.43.2079
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4116
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.51.4125
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.388
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 Date E, Jimbo M, Miwa T 1983 J. Phys. Soc. Jpn. 52 761[15]
 Date E, Jimbo M, Miwa T 1983 J. Phys. Soc. Jpn. 52 766[16]
 Ueno  K,  Takasaki  K  1984 In:  Okamoto  K  (ed)  Group
Representations  and  Systems  of  Differential  Equations
Advanced  Studies  in  Pure  Mathematics (Vol.  4)  (Tokyo:
Kinokuniya) pp1−95

[17]

 Nijhoff F W, Quispel G R W, Capel H W 1983 Phys. Lett. A
97 125

[18]

 Nijhoff F W, Quispel G R W, Capel H W 1983 Phys. Lett. A
98 83

[19]

 Nijhoff F W, Capel H W, Wiersma G L, Quispel G R W 1984
Phys. Lett. A 105 267

[20]

 Nijhoff F W 1985 Lett. Math. Phys. 9 235[21]
 Nijhoff  F W, Capel  H W, Wiersma G L 1985 In:  Martini  R
(ed)  Geometric  Aspects  of  the  Einstein  Equations  and
Integrable  Systems  (Scheveningen  1984)  Lecture  Notes  in
Phys (Vol. 239) (Berlin: Springer) pp263−302

[22]

 Quispel G R W, Nijhoff F W, Capel H W, van ver Linden J
1984 Physica A 125 344

[23]

 Fokas A S, Ablowitz M 1981 Phys. Rev. Lett. 47 1096[24]
 Levi  D,  Benguria  R  1980 Proc.  Natl.  Acad.  Sci.  U.S.A.  77
5025

[25]

 Takahashi D, Satsuma J 1990 J. Phys. Soc. Jpn. 59 3514[26]
 Tokihiro  T,  Takahashi  D,  Matsukidaira  J,  Satsuma  J  1996
Phys. Rev. Lett. 76 3247

[27]

 Grammaticos  B,  Ramani  A,  Papageorgiou  V  G  1991  Phys.
Rev. Lett. 67 1825

[28]

 Ramani  A,  Grammaticos  B,  Hietarinta  J  1991  Phys.  Rev.
Lett. 67 1829

[29]

 Hietarinta J, Viallet C 1998 Phys. Rev. Lett. 81 325[30]
 Bellon M P, Viallet C 1999 Commun. Math. Phys. 204 425[31]
 Sakai H 2001 Commun. Math. Phys. 220 165[32]
 Bobenko A I, Suris Yu B 2002 Int. Math. Res. Not. 2002 573[33]
 Adler  V E,  Bobenko  A I,  Suris  Yu B 2003 Commun.  Math.
Phys. 233 513

[34]

 Nijhoff F W, Walker A J 2001 Glasg. Math. J. 43A 109[35]
 Nijhoff F W 2002 Phys. Lett. A 297 49[36]
 Nijhoff F W, Atkinson J, Hietarinta J 2009 J. Phys. A: Math.
Theor. 42 404005

[37]

 Hietarinta  J,  Zhang  D  J  2008 J.  Phys.  A:  Math.  Theor.  42
404006

[38]

 Atkinson J, Nijhoff F W 2010 Commun. Math. Phys. 299 283[39]
 Nijhoff F W, Atkinson J 2010 Int. Math. Res. Not. 2010 3837[40]
 Butler S, Joshi N 2010 Inverse Prob. 26 115012[41]
 Butler S 2012 Nonlinearity 25 1613[42]
 Cao C W, Xu X X 2012 J. Phys. A: Math. Theor. 45 055213[43]
 Cao  C  W,  Zhang  G  Y  2012  J.  Phys.  A:  Math.  Theor.  45
095203

[44]

 Zhang D J, Zhao S L 2013 Stud. Appl. Math. 131 72[45]
 Bobenko A I, Its A 2016 Duke Math. J. 165 2607[46]
 Hietarinta J, Joshi N, Nijhoff F W 2016 (Cambridge: Camb.
Univ. Press)

[47]

 Zhang D J, Chen S T 2010 Stud. Appl. Math. 125 393[48]
 Zhang D J, Chen S T 2010 Stud. Appl. Math. 125 419[49]
 Fu W, Qiao Z J, Sun J W, Zhang D J 2013 arXiv: 1307.3671[50]
 Fu  W,  Qiao  Z  J,  Sun  J  W,  Zhang  D  J  2015  J.  Nonlinear.
Math. Phys. 22 321

[51]

 Wahlquist H D, Estabrook F B 1973 Phys. Rev. Lett. 31 1386[52]
 Lamb JR G L 1971 Rev. Mod. Phys. 43 99[53]
 Chen H H 1974 Phys. Rev. Lett. 33 925[54]
 Orfanidis S J 1978 Phys. Rev. D 18 3828[55]
 Bianchi L 1892 Rend. Lincei 5 2[56]
 Bianchi  L  1894 Lezioni  di  Geometria  Differenziale (3rd  Ed.)
(Pisa: Enrico Spoerri)

[57]

 Konopelchenko B G 1982 Phys. Lett. A 87 445[58]
 Levi D 1981 J. Phys. A: Math. Gen. 14 1083[59]
 Adler V E, Yamilov R I 1994 J. Phys. A: Math. Gen. 27 477[60]
 Merola I, Ragnisco O, Tu G Z 1994 Inverse Prob. 10 1315[61]
 Zhang H W, Tu G Z, Oevel W, Fuchssteiner B 1991 J. Math.
Phys. 32 1908

[62]

 Chen K, Deng X, Zhang D J 2017 J. Nonlinear. Math. Phys.
24(Suppl.1) 18

[63]

 Cao C W, Zhang G Y 2012 Chin. Phys. Lett. 29 050202[64]
 Walker A J 2001 Ph.D. Thesis (Leeds: University of Leeds)[65]
 Adler V E 1998 Int. Math. Res. Not. 1998 1[66]
 Hietarinta J 2005 J. Nonlinear. Math. Phys. 12 223[67]
 Nijhoff F W, Papageorgiou V G, Capel H W, Quispel G R W
1992 Inverse Prob. 8 597

[68]

 Nijhoff F W 1997 In: Fokas A S, Gel’fand I M (eds) Algebraic
Aspects  of  Integrable  Systems:  In  memory  of  Irene  Dorfman
(Boston: Birkhauser) pp237−260

[69]

 Nijhoff  F  W  1999 In:  Bobenko  A  I,  Seiler  R  (eds) Discrete
Integrable  Geometry  and  Physics  (Oxford:  Clarendon  Press)
pp209−234

[70]

 Hietarinta J 2011 J. Phys. A: Math. Theor. 44 165204[71]
 Hietarinta J, Zhang D J 2008 preprint[72]
 Atkinson J 2008 J. Phys. A: Math. Theor. 41 135202[73]
 Adler V E, Bobenko A I, Suris Yu B 2009 Funct. Anal. Appl.
43 3

[74]

 Boll R 2011 J. Nonlinear. Math. Phys. 18 337[75]
 Boll  R  2012  Ph.D  Dissertation (Berlin: Technischen
Universität Berlin)

[76]

 Adler  V  E,  Bobenko  A  I,  Suris  Yu  B  2012  Int.  Math.  Res.
Not. 2012 1822

[77]

 Miwa T 1982 Proc. Jpn. Acad. 58A 9[78]
 Konopelchenko B G, Schief W K 2002 Stud. Appl. Math. 109
89

[79]

 Hirota R 1981 J. Phys. Soc. Jpn. 50 3785[80]
 Bianchi L 1885 Ann. Matem. 13 177[81]
 Atkinson  J,  Nieszporski  M  2014  Int.  Math.  Res.  Not.  2014
4215

[82]

 Zhang D D, Zhang D J 2018 J. Nonlinear. Math. Phys. 25 34[83]
 Zhang  D  J,  Cheng  J  W,  Sun  Y  Y  2013  J.  Phys.  A:  Math.
Theor. 46 265202

[84]

 Xenitidis P 2011 J. Phys. A: Math. Theor. 44 435201[85]
 Bridgman T, Hereman W, Quispel G R W, van der Kamp P
H 2013 Found. Comput. Math. 13 517

[86]

 Hietarinta J, Zhang D J 2010 J. Math. Phys. 51 033505[87]
 Hietarinta J, Zhang D J 2011 SIGMA 7 061[88]
 Atkinson J, Hietarinta J, Nijhoff F W 2007 J. Phys. A: Math.
Theor. 40 F1

[89]

 Konopelchenko B G, Schief W K 2002 J. Phys. A: Math. Gen.
35 6125

[90]

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010202

010202-11

http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.761
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.52.766
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90192-5
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(83)90732-6
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(84)90994-0
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1007/BF00402836
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
http://dx.doi.org/10.1016/0378-4371(84)90059-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.47.1096
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1073/pnas.77.9.5025
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.59.3514
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.76.3247
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1825
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.67.1829
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.325
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200050652
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1007/s002200100446
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792802110075
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-002-0762-8
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(02)00287-6
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404005
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/42/40/404006
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00220-010-1076-x
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnq010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/26/11/115012
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/0951-7715/25/6/1613
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/5/055213
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/45/9/095203
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1111/sapm.12007
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-3620012
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00493.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1111/j.1467-9590.2010.00494.x
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2015.1056612
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.31.1386
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.43.99
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.33.925
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevD.18.3828
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1016/0375-9601(82)90754-X
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/14/5/028
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/27/2/030
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/10/6/009
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
http://dx.doi.org/10.1063/1.529205
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
https://doi.org/10.1080/14029251.2017.1418051
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/29/5/050202
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792898000014
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
https://doi.org/10.2991/jnmp.2005.12.s2.16
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/0266-5611/8/4/010
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/41/13/135202
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10688-009-0002-5
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1142/S1402925111001647
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnr083
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1111/1467-9590.00402
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1143/JPSJ.50.3785
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1007/BF02420799
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnt066
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1080/14029251.2018.1440741
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/46/26/265202
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1007/s10208-012-9133-9
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/40/1/F01
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://dx.doi.org/10.1088/0305-4470/35/29/313
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


SPECIAL TOPIC—Nonlinear physics

Discrete integrable systems: Multidimensional consistency*

Zhang Da -Jun †

(Department of Mathematics, Shanghai University, Shanghai 200444, China)

( Received 28 October 2019; revised manuscript received 14 November 2019 )

Abstract

In  contrast  to  the  well-established theory of  differential  equations,  the  theory of  difference  equations  has

not quite developed so far. The most recent advances in the theory of discrete integrable systems have brought

a true revolution to the study of difference equations. Multidimensional consistency is a new concept appearing

in  the  research  of  discrete  integrable  systems.  This  property,  as  an  explanation  to  a  type  of  discrete

integrability,  plays  an  important  role  in  constructing  the  Bäcklund  transformations,  Lax  pairs  and  exact

solutions  for  discrete  integrable  system.  In  the  present  paper,  the  multidimensional  consistency  and  its

applications in the research of discrete integrable systems are reviewed.

Keywords: discrete integrable systems, multidimensional consistency
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专题：非线性物理

Boussinesq 方程的 Lax 对、Bäcklund 变换、
对称群变换和 Riccati 展开相容性*

刘萍 1)†    徐恒睿 2)    杨建荣 3)

1) (电子科技大学中山学院电子信息学院, 中山　528402)

2) (电子科技大学物理学院, 成都　610054)

3) (上饶师范学院物理与电子信息学院, 上饶　334001)

(2019 年 9 月 2日收到; 2019 年 12 月 9日收到修改稿)

Boussinesq方程是流体力学等领域一个非常重要的方程. 本文推导了 Boussinesq方程的 Lax对. 借助于

截断 Painlevé展开 , 得到了 Boussinesq方程的自 Bäcklund变换 , 以及 Boussinesq方程和 Schwarzian形式的

Boussinesq方程之间的 Bäcklund变换. 探讨了 Boussinesq方程的非局域对称, 研究了 Boussinesq方程的单参

数群变换和单参数子群不变解 . 运用 Riccati展开法研究了 Boussinesq方程 , 证明 Boussinesq方程具有

Riccati展开相容性, 得到了 Boussinesq方程的孤立波-椭圆余弦波解.

关键词：Boussinesq方程, lax对, Bäcklund变换, Riccati展开

PACS：02.30.Ik, 02.30.Jr 　DOI: 10.7498/aps.69.20191316

 

1   引　言

一般来讲, Boussinesq方程可写为 

utt + αuxx + β(u2)xx + γuxxxx = 0, (1)

其中, 下角标 x 和 t 表示偏微分. Boussinesq方程

可以用于描绘浅水波、等离子体、非线性晶格等众

多物理现象 [1−5].

由于该方程应用广泛, 一些特殊形式的或者修

正的 Boussinesq方程被推导出来研究. 例如, “坏”

Boussinesq方程 (也叫不适定 Boussinesq方程)的

形式为 

utt − uxx − (u2)xx − uxxxx = 0. (2)

这个方程是在 1872年由 Boussinesq[1] 提出来用于

描绘浅水波问题的 .  Benny和 Luke[6] 发现这个

Boussinesq方程非线性弱散色现象的一般近似 .

“好”Boussinesq方程的形式为 

utt − uxx − (u2)xx + uxxxx = 0. (3)

这个方程是作为描绘弦的非线性振动模型提出来

的, 也可以用于描绘非线性介质材料中的电磁波 [7].

一种修正的 Boussinesq方程的形式为 

utt − uxx − (u2)xx − uxxtt = 0. (4)

这个方程也经常被称为“改进的”Boussinesq方程 [8],

它由流体力学推导而来, 也可以用于描绘波在磁场

中的传播, 并取代“坏”Boussinesq方程.

很多不同形式的 Boussinesq方程, 是方程 (1)

的特殊形式. 本文旨在研究 Boussinesq方程 (1)的

可积性、对称性和严格解. 在下文中, 如果没有特

殊说明, Boussinesq方程指的是方程 (1). 论文结

构如下: 在第 2节中, 从一个简化的 Boussinesq方

程的 Lax对 , 推导出 Boussinesq方程 (1)的一组

Lax对; 在第 3节, 对 Boussinesq方程 (1)进行截
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11775047, 11865013)和中山市科技计划项目 (批准号: 2017B1016)资助的课题.
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断 的 Painlevé展 开 ,  得 到 Boussinesq方 程 的

Bäcklund变换; 第 4节研究了 Boussinesq方程的

单参数群变换; 第 5节讨论了 Boussinesq方程的

全 点 李 对 称 性 相 似 解 ;  第 6节 应 用 CRE

(consistent Riccati expansion, CRE)方法证明了

Boussinesq方程的 CRE相容性. Boussinesq方程

孤立波-周期波在第 7节进行了讨论; 第 8节是本

文的结论和讨论.
 

2   Boussinesq方程的 Lax对

α = 0 β = 1 γ = 1/3当  ,  ,  时, 方程 (1)退化成
 

vττ + (v2)χχ +
1

3
vχχχχ = 0, (5)

{u, x, t}

{v, χ, τ}

为了将方程 (1)和方程 (5)的变量进行区分, 我们

将方程 (1)中的变量   对应地写成方程 (5)

中 的   .  Weiss[9] 通 过 研 究 方 程 (5)的

painlevé性质, 推出了方程 (5)的一组 Lax对, 其

形式如下
 

ψχχχ = −3

2
vψχ − 3

4
ψvχ − 3

4
ψ

∫
vτ dχ+ λψ, (6a)

 

ψτ = ψχχ + vψ. (6b)

方程 (1)和方程 (5)之间存在标度变换
 

u(x, t) =

(
3γ

β2

) 1
3

v (χ, τ)− α

2β
,

χ = ±β
( 1

6 )3(
2
3 )x

3γ
1
3

,

τ = ±3(
5
6 )β(

1
3 )t

3γ(
1
6 )

. (7)

结合方程 (5)的 Lax对 (6)式以及标度变换, 可以

得到方程 (1)的 Lax对.

定理 1 (Lax对定理)

Boussinesq方程 (1)具有如下形式 Lax对:
 

ϕxxx = −
√
3 γβϕ

12 γ2

∫
ut dx−

(2uβ + α)

4 γ
ϕx

− ϕβ

4 γ
ux ± ϕλ

√
β

3 γ
, (8a)

 

ϕt =
√
3 γϕxx +

√
3ϕ (2β u+ α)

6
√
γ

, (8b)

{x, t}这里的 l 代表谱函数, j 表示  的任意函数.
 

3   与 截 断 Painlevé展 开 相 关 联 的

Bäcklund变换

截断 Painlevé展开法, 是分析非线性系统最有

效的方法之一 [10−12]. 对 Boussinesq方程 (1), 可将

u 展开成 

u = u0 +
u1
f

+
u2
f2
, (9)

u0, u1, u2 {x, t}

f−6

这里的  和 f 都是  的函数, f 是奇异流

函数. 将 (9)式代入到方程 (1)中, 所得到的多项

式中, f 的所有不同阶次的系数都应该为零. 由 

的系数为零, 可得到 

u2 = −6 γ fx
2

β
. (10)

f−5由  的系数为零, 可得 

u1 =
6 γ fxx
β

. (11)

f−4由  的系数, 容易得到 

u0 =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
. (12)

f−3将 (10)式–(12)式代入到  的系数中, 得 

γ

(
fxxx
fx

− 3

2

fxx
2

fx
2

)
x

+

(
ft
fx

)
t

+
ft
fx

(
ft
fx

)
x

= 0,

(13)

方程 (13)在Möbious变换下, 保持形式不变, 因此

被称为 Schwarzian形式的 Boussinesq方程 [9].

f0 u0

u = u0

将 (9)式—(13)式代到方程 (1)中, 比较所得

方程中  的系数, 可发现  也是 Boussinesq方程

的一个解, 这表示   是 Boussinesq方程的一

个 自 Bäcklund变 换 .  而 且 ,  对 以 上 截 断

Painlevé展 开 进 行 总 结 ,  可 得 到 一 个 非 自

Bäcklund变换.

定理 2 (Bäcklund变换定理)

如果 f 是 Schwarzian形式的 Boussinesq方

程 (13)的解, 那么 

u = u0 =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
(14)

也是 Boussinesq方程 (1)的解.

定理 3 (Bäcklund变换定理)

如果 f 是 Schwarzian形式的 Boussinesq方

程 (13)的解, 那么 
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u =u0 +
u1
f

+
u2
f2

=
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx

− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
+

6 γ fxx
fβ

− 6 γ fx
2

βf2
(15)

也是 Boussinesq方程 (1)的解. 

4   单参数群变换

6 γ fxx
β

6 γ fxx
β

将   代入 Boussinesq方程 (1)的对称决

定性方程, 可发现  是 Boussinesq方程 (1)的

一个非局域对称. 为了将传统的点李对称和非局域

对 称 结 合 在 一 起 , 我 们 需 要 建 立 一 个 包 含

Boussinesq方程、Schwarzian形式的 Boussinesq

方程以及这两个方程的变换关系式的拓展系统, 其

形式如下: 

utt + αuxx + β(u2)xx + γuxxxx = 0, (16a)
 

γ

(
fxxx
fx

− 3

2

fxx
2

fx
2

)
x

+

(
ft
fx

)
t

+
ft
fx

(
ft
fx

)
x

= 0,

(16b)
 

u =
3

2

γ fxx
2

βfx
2 − 2 γ fxxx

βfx
− 1

2

ft
2

βfx
2 − α

2β
, (16c)

 

fx = g, (16d)
 

fxx = h. (16e)

σuBoussinesq方程的对称  也相应地拓展为满

{σu, σf , σg, σh}足下式的四分量对称  ,
 

σ=


σu

σf

σg

σh

=



6 γ fxx
β

−f2

−2ffx

−2fx
2 − 2ffxx


=



6 γ h

β

−f2

−2fg

−2g2 − 2fh


.

(17)

{σu, σf , σg, σh}

对方程 (16), 我们也可以研究它的全点李对

称. 基于这个目的, 四分量对称   应

该满足 Boussinesq方程的线性化的非线性系统.

按照点李对称的方法, 经过计算可得总的对称矢

量为
 

V = C1V1+C2V2+C3V3+C4V4+C5V5+C6V6 , (18)

各个对称矢量为:
 

V1 =
x

2
∂x + t∂t − u∂u − α

2β
∂u − g

2
∂g − h∂h,

V2 = ∂x, V3 = ∂t,

V4 = −h∂u +
βf2

6 γ
∂f +

g β f

3 γ
∂g +

β(f h+ g2)

3 γ
∂h,

V5 = −f∂f − g∂g − h∂h, V6 = −∂f . (19)

V1 V5 V2

V3 V4

V6

其中,   ,  表示标度变换,   表示空间平移不变

性,    代表时间平移不变性,    与非局域对称关

联, 而  则表示相平移不变性.

由对称矢量 (19)式, 可得到六个单参数不变子群:
 

 

gε(V1) : {x, t, u, f, g, h} −→
{
x e

ε
2 , t eε, e−ε u+

α

2β
(e−ε − 1), f, g e−

ε
2 , h e−ε

}
, (20a)

 

gε(V2) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x+ ε, t, u, f, g, h}, (20b)
 

gε(V3) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t+ ε, u, f, g, h}, (20c)
 

gε(V4) : {x, t, u, f, g, h} −→


x, t, u− 6 γ ε2 β g2

(ε β f − 6 γ)2
+

6 γ ε h

ε β f − 6 γ
,

6 γ f

6 γ − ε β f
,

36 g γ2

(ε β f − 6 γ)2
,

36 γ2 (−2 g2 ε β + f h ε β − 6h γ)

(ε β f − 6 γ)3

 , (20d)

 

gε(V5) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t, u, e(−ε)f, e(−ε)g, e(−ε)h}, (20e)
 

gε(V6) : {x, t, u, f, g, h} −→ {x, t, u, f − ε, g, h}. (20f)

从以上六个单参数不变子群, 可到到下列 Bäcklund变换定理.

定理 4 (单参数群变换)

{u(x, t), f(x, t), g(x, t), h(x, t)}如果   是拓展的 Boussinesq系统 (16)的一组解, 则下列函数也是拓展的

Boussinesq系统 (16)的一组解, 
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 u1 = e−ε u(xe− ε
2 , te−ε) +

α

2β
(e−ε − 1), f1 = f(xe− ε

2 , te−ε),

g1 = g(xe− ε
2 , te−ε) e− ε

2 , h1 = h(xe− ε
2 , te−ε) e−ε

 , (21a)

  {
u2 = u(x− ε, t), f2 = f(x− ε, t), g2 = g(x− ε, t), h2 = h(x− ε, t)

}
, (21b)

 

{u3 = u(x, t− ε), f3 = f(x, t− ε), g3 = g(x, t− ε), h3 = h(x, t− ε)}, (21c)
  

u4 = u(x, t)− 6 γ ε2 β g(x, t)2

(ε β f(x, t)− 6 γ)2
+

6 γ ε h(x, t)

ε β f(x, t)− 6 γ
, f4 =

6 γ f(x, t)

6 γ − ε β f(x, t)
,

g4 =
36γ2g(x, t)

(εβf(x, t)− 6γ)2
, h4 =

36γ2(εβf(x, t)h(x, t)− 2εβg(x, t)2 − 6γh(x, t))

(ε β f(x, t)− 6 γ)3

 , (21d)

 

{u5 = u(x, t), f5 = e(−ε)f(x, t), g5 = e(−ε) g(x, t), h5 = e(−ε)h(x, t)}, (21e)
 

{u6 = u(x, t), f6 = f(x, t)− ε, g6 = g(x, t), h6 = h(x, t)}. (21f)

 

5   全点李对称相似解

对称性理论是求解偏微分方程的一种有效系

统的方法 [13−19]. 从对称矢量 (19)式, 不仅可以得

到单参数不变子群和群不变解 , 而且可以得到

Boussinesq的相似解和约化方程. 将约化方程的严

格解和相似解相结合, 则可以得到所研究系统的严

格解. 可得到下列四组非平庸情况.

C1 ̸= 0, C4 ̸= 0情况 1   .

在种情这况, 群不变量可写为 

ξ =
C3 + C1 t

C1 (2C2 + C1 x)2
. (22)

相似解的形式为 

u =
U(ξ)

(2C2 + C1 x)2
− (4C2 + C1 x)αC1 x

2β(2C2 + C1 x)2

− 6 γ C4H(ξ) e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2 δ

× tanh
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]

+
6β γ C4

2G(ξ)2 e(−2F (ξ)C1)

δ2 (2C2 + C1 x)2

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
, (23a)

 

f=
3 γ C5

C4 β
− δ

C4 β
tanh

[
δ ln(2C2+C1 x)+δF (ξ)C1

3 γ C1

]
,

(23b)
 

g =
G(ξ) e(−F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
, (23c)

 

h =
H(ξ) e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2

× sech
[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]2
+

2β C4G(ξ)
2 e(−2F (ξ)C1)

(2C2 + C1 x)2 δ

×
sinh

[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]
cosh

[
δ ln(2C2 + C1 x) + δF (ξ)C1

3 γ C1

]3 , (23d)
δ =

√
6 γ β C4 C6 + 9 γ2 C5

2 {U(ξ),

F (ξ) G(ξ),H(ξ)}
其中   , 约化函数  

 ,   需要满足相应的约化方程. 这种

情况的约化方程非常长, 这里省略不写.

C1 ̸= 0, C4 = 0情况 2   .

{σu, σf , σg, σh} C4 C4

C4 = 0

  包含   , 而   是与非局域对

称相关联的, 那么如果令  , 则相似解会变得

更加简化. 这样, 相似解为: 

u = −4xαC1 C2 + x2 αC1
2 − 2U(ξ)β

2β (2C2 + C1 x)2
, (24a)

 

f = (2C2 + C1 x)

(
− 2C5

C1

)
F (ξ)− C6

C5
, (24b)

 

g = (2C2 + C1 x)

(
−1− 2C5

C1

)
G(ξ) , (24c)
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h = (2C2 + C1 x)

(
−2− 2C5

C1

)
H(ξ) . (24d)

与情况一相比, 时间和空间的对称性都没有改变,

因此这种情况的群不变量与情况一相同, 仍为
 

ξ =
C3 + C1 t

C1 (2C2 + C1 x)2
. (25)

将 (24b)式代入 (16d)式和 (16e)式, 则变量 f 和

g 变成:
 

g = −2 (2C2+C1 x)
(−1− 2C5

C1
) (C1Fξ ξ +C5F ), (26)

 

h =2 (2C2 + C1 x)
(−2− 2C5

C1
)(2C1

2Fξξξ
2 + 3C1

2Fξ ξ

+ C1C5F + 4C1FξC5ξ + 2C5
2F ), (27)

将 (24b)式代到 (16c)式, 可以得到用和 F 表

示的 u 的表达式, 将 (24b)代入到 (16b)式, 可以

得到 F 满足的约束方程. 由于这两个式子都很长,

此处省略不写.

C1 = 0, C2 ̸= 0, C4 ̸= 0情况 3   .

C1 C1 = 0

(18)式和 (19)式说明空间 x 和时间 t 的对称

受到  的影响. 当  时, 群不变量 x 将比情况

一和情况二的群不变量简单. 此时, 群不变量变为
 

ξ =
C2t− C3x

C2
, (28)

相似解为:
 

u = U(ξ) +
3 γ C4e

δ F (ξ)
3C2 γH(ξ)

δ
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

] − 24β γ C4
2G(ξ)2

δ2
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

]2 ,
(29a)

 

f = − δ

β C4
tanh

[
δ (x+ F (ξ))

6 γ C2

]
+

3 γ C5

β C4
, (29b)

 

g = − 2G(ξ)

cosh
[
δ (x+ F (ξ))

3C2 γ

]
+ 1

, (29c)

 

h =
e

δ (2F (ξ)+x)
3C2 γ H(ξ)[

e
δ (x+F (ξ))

3C2 γ + 1
]2 − 16β C4G(ξ)

2 e
δ (x+F (ξ))

3C2 γ

δ
[
e

δ (x+F (ξ))
3C2 γ + 1

]3 .

(29d)

F (ξ)其中  满足
 

27C2
2 C3

5γ2Fξξ
3 + 4FξξC3

4 C2δ
2 Fξ

3

+(−6C3
3C2

2δ2Fξξ + 9C3
5 Fξξξξ C2

2 γ2)Fξ
2

+{[2C2
3 (2 δ2 C3

2 − 9 γ C2
4)

−36C2
2 C3

5 γ2 Fξξξ]Fξξ − 18C2
3 C3

4 Fξξξξ γ
2}Fξ

−C3
5Fξξ δ

2 Fξ
4

+

[
36γ2C3

4C2
3Fξξξ +

C2
4 (9 γC2

4 − δ2C3
2)

C3

]
×Fξξ + 9γ2C2

4FξξξξC3
3 = 0. (30)

将 (29b)式代到 (16c)式, 可得到关于 Boussinesq

方程的下列 Bäcklund变换.

定理 5 (Bäcklund 变换定理).

如果 F 满足 (30)式 , 则 Boussinesq方程的

解为
 

u =− 1

6

(C2 − Fξ C3)
2 δ2

β γ C2
4 tanh

[
δ (x+ F )

6C2 γ

]2

+
δ C3

2 Fξξ

C2
3 β

tanh
[
δ (x+ F )

6C2 γ

]

− 1

18γβC2
4(C2 − Fξ C3)2

{3C2
2 (3 γ C2

4

+ 3C2
2 αγ C3

2 − 4 δ2 C3
2)Fξ

2

+ [36Fξξξ C3
4 C2

2 γ2 − 2C2
3 C3 (9C2

2 αγ

− 4 δ2)]Fξ − 27γ2Fξξ
2 C3

4 C2
2

− 2δ2Fξ
4C3

4 − 36FξξξC3
3C2

3 γ2

+ C2
4 (9αγC2

2 − 2δ2) + 8 δ2 C2 Fξ
3 C3

3}.
(31)

C1 = 0, C2 ̸= 0, C4 = 0情况 4   .

这种情况下, 拓展系统 (16)的相似解为:
 

u = U(ξ), (32a)
 

f = e
(
−C5 x

C2

)
F (ξ)− C6

C5
, (32b)

 

g = G(ξ) e
(
−C5 x

C2

)
, (32c)

 

h = H(ξ) e
(
−C5 x

C2

)
, (32d)

这里, 群不变量 x 为
 

ξ =
C2t− C3x

C2
. (33)

F (ξ)将 (32b)式代入到 (16b)式, 可得到  满足的约

束方程. 将 (32b)式代入到 (16c)式, 则得到下列
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定理.

定理 6 (Bäcklund变换定理).

F (ξ)如果   满足 (32b)式 , 则 Boussinesq方程

的解可以写为 

u =− 1

2

1

(FξC3 + FC5)2C2
2β

{
[4 γFξξξ C3

4

+ 2C3C5F (2C5
2 γ + αC2

2)]Fξ − 3 γ Fξξ
2 C3

4

+ C2
2(αC3

2 + C2
2)Fξ

2 + 6 γ FFξξ C3
2C5

2

+4 γ FξξξC3
3FC5 + C5

2F 2(C5
2 γ + αC2

2)
}
.

(34)
 

6   Boussinesq方程的 CRE相容性

本 节 将 通 过 CRE  (consistent  Riccati

expansion, CRE)方法来讨论 Boussinesq方程的

严格解 [20]. Riccati方程的形式为 

Rw = a0 + a1R(w) + a2R(w)
2, (35)

a0 a1 a2这里的   ,    和   是任意常数. Riccati方程的严

格解可写为 

R(w) = −
√
θ

2 a2
tanh

(√
θ w

2

)
+

a1
2 a2

, (36)

其中, 

θ ≡ a1
2 − 4a0 a2. (37)

对于一个偏微分系统 

P (x, t, v) = 0, P = {P1, P2, ..., Pm},

x = {x1, x2, ..., xn}, v = {v1, v2, ..., vm}, (38)

我们可假设它可以展开为 

vi =

Ji∑
j=0

vi,jR
j(w), (39)

R(w)

Ri(w)

这里的   是 Riccati方程的严格解. 将 (39)式

代入到 (38)式, 并令  的系数为零, 可得:
 

Pj,i(x, t, vl,k, w) = 0. (40)

如果系统 (40)是自洽的 , 则展开式 (39)式是

“CRE”, 且非线性系统 (38)是“CRE”相容系统 [20].

为了得到孤立波 -周期波碰撞解 , 可应用

CRE方法 . CRE方法可被用于证明一个系统是

CRE相容系统, 并可用于寻求非线性系统的碰撞

波解. 对 Boussinesq方程, u 可展开成截断展开的

形式: 

u = u3 + u4R(w) + u5R(w)
2
, (41)

u3, u4, u5 R(w)这里,    和 w 都是 x 和 t 的函数,    是

Riccati方程的一个解.

R(w)

将 (35)式和 (41)式代入到方程 (1)中, 并令

 所有阶次的系数为零, 可得
 

u3 =− γ (a1
2 + 8 a2 a0)wx

2

2β
− α+ 6 γ wxx a1

2β

− 2 γ wxxx

wx β
− wt

2 − 3 γ wxx
2

2β wx
2

, (42a)
 

u4 = −6 a2 γ (wx
2 a1 + wxx)

β
, (42b)

 

u5 = −6 γ wx
2 a2

2

β
, (42c)

这里 w 满足
 

wt
2wxx − γ(4a2a0−a12)wxxwx

4−(γwxxxx+wtt)wx
2

+ 4γwxwxxwxxx − 3γwxx
3 = 0. (43)

通过 CRE和 CRE相容性的定义, Boussinesq方

程显然是一个 CRE相容系统. 基于以上讨论, 可

得到如下定理:

定理 7 (CRE相容性定理)

Boussinesq方程是一个 CRE相容系统. 如果

w 是相容性条件 (43)式的一个解, 则下列形式的

u 也是 Boussinesq方程的一个解.
 

u =u3 + u4R(w) + u5R(w)
2

=− γ (a1
2 + 8 a2 a0)wx

2

2β
− α+ 6 γ wxx a1

2β

− 2 γ wxxx

wx β
− wt

2 − 3 γ wxx
2

2β wx
2

− 6 a2 γ (wx
2 a1 + wxx)

β
R(w)

− 6 γ wx
2 a2

2

β
R(w)2, (44)

R(w)这里的  和 q 分别满足 (36)式和 (37)式.
 

7   孤立波-周期波碰撞解

从 Boussinesq方程的 CRE性质, 可进一步研

究Boussinesq方程的严格解. 将 (36)式代入到 (44)式

中可得
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u =− 3

2

wx
2 γ θ

β
tanh

(
w
√
θ

2

)2

+
3 γ wxx

√
θ

β
tanh

(
w
√
θ

2

)
− α

2β

− γ (4 a2 a0 − a1
2)wx

2

β
− 2 γ wxxx

wx β

− 1

2

wt
2 − 3 γ wxx

2

β wx
2

. (45)

从 (45)式可看到 , 如果我们想知道 u 的具体形

式, 那么需要先知道 w 的表达式. 如果 w 具有如下

形式: 

w = k1 x+ ω1 t+ a3Eπ(sn(k2 x+ ω2 t, m), n, m),
(46)

k1, k2, ω1, ω2, a3, n Eπ

sn(k2 x+ ω2 t, m)

这里   和 m 是常数,    是第三类

不完全椭圆积分. 将 (46)式代入到 (43)式中, 并

令   的所有不同阶次的系数为零,

可发现参数应该满足: 

  

a0 =
na1

2 a3
2 − 4m2 + 4m2 n− 4n2 + 4n

4 a32 a2 n
,

γ =
3 [k1

2 a4 n
2 − k1 a4

2 (1 +m2)n+m2 a4
3] k1 ω2

2 na3
2

k2
2 [k1

2 (k1 + 3 a4)n2 − 2 k1 a4 (k1 + a4) (1 +m2)n+m2 (a4 + 3 k1) a42]2
,

ω1 = −ω2k1[k1
2(3a4 − k1)n

2 − 2k1a4(2a4 − k1)(1 +m2)n+m2(5a4 − 3k1)a4
2]

k2[k1
2 (k1 + 3a4)n2 − 2k1a4(k1 + a4)(1 +m2)n+m2(a4 + 3 k1) a42]

,

(47)

或  

ω1 = −1

2

ω2 k1
k2

,

γ = − 3

16

ω2
2 a3

2 (3 a4 − 2 k1 n)

k2
2 a4 (k1 n− a4)2

,

m = ±
√

(2 k1 n− 3 a4) a4 k1 n (k1 n− 2 a4)

a4 (3 a4 − 2 k1 n)
,

a0 =
1

4

a1
2

a2
− (n− 1) (k1

2 n+ 2 k1 na3 k2 − k1
2 − 4 k1 a3 k2 − 3 a3

2 k2
2)

a2 (2 k1 n− 3 a4) a32 a4
,

(48)

a4 = k1 + a3 k2这里  .

将 (46)式代入到 (45)式中, 得: 

u =
3

2

(a4 − k1 nS
2)2γθT 2

(nS2 − 1)2β
+

6γa3k2
2nSCD

√
θ T

(nS2 − 1)2β
− [a5S

8 + a6S
6 + a7S

4 + a8S
2 + a9]

2[(k1nS2 − a4)2(nS2 − 1)2β]
, (49)

其中 

T ≡ tanh
{
1

2

√
θ [k1 x+ ω1 t+ a3Eπ(sn(k2 x+ ω2 t, m), n, m)]

}
,

S ≡ sn(k2 x+ ω2 t, m), C ≡ cn(k2 x+ ω2 t, m), D ≡ dn(k2 x+ ω2 t, m),

a5 = − n3(2nγθk1
4 − αk1

2n− ω1
2n+ 8γa3k2

3k1m
2),

a6 =2n3[8γa3k2
3k1(m

2 + 1) + 4γa4θk1
3 − αk1

2 − αk1a4 − 2ω1
2 − ω1a3ω2]− 4n2m2a3γk2

3(a4 + 3k1),

a7 =24nγa3k2
3(a4m

2 − n2k1) + n2(ω2
2a3

2 − 4 γ a3
2k2

4 − 12γk1
2a4

2a1
2

+ 6ω1
2 + 48γa2k1

2a4
2a0 + 6ω1a3ω2 − 4γa3

2k2
4m2 + 6αk1a4 + αa3

2k2
2),

a8 =4γn2a3k2
3(k1 + 3a4) + 8nγk1a4

3θ − 16nγa3k2
3a4(m

2 + 1)

− 2n(a3
2ω2

2 + αk1a4 + 2ω1
2 + 3ω1a3ω2 + a4

2α),

a9 =a4
2α+ (a3ω2 + ω1)

2 + 8a3γk2
3na4 − 2γa4

4θ, (50)
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上式中的参数满足 (47)式或 (48)式.

ω2 = 1, α = −0.8, β = 1}

ω2 = 1, α = −0.8, β = 1}

图 1和图展示了满足约束关系 (47)的解

(49)式 . 图 1中的自由参数选为{n = 0.2, m =

0.5,  a1  =  1,  a3  =  1,  k1  =  1,  k2  =  1,

 , 图 2中的自由参数选为

{n = 0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1,    . 图 1和图 2展示了亮

孤子和周期波的碰撞行为 . 图 3展示了图 1和

图 2中 u 的密度函数, 图 3(a)对应图 1, 图 3(b)对

应图 2. 两种情况的周期波和孤立波的方向是一致

的, 而碰撞处的形状则不相同.

ω2 = 1, α = −400, β = 80}

α = −14, β = 6}

图 4和图 5展示了满足参数限制 (48)式的碰

撞波解 (49)式, 里边的周期波在扭结孤立波上运

动, 而不是在常数背景上运动. 图 4中的自由参数

选为 {n = 0.4, a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2.2, k1 = 1,

k2  =   –0.22,    ,  其 中

(48)式中的 m 选“+”; 图 5中的自由参数选为{n

= 0.6, a1 = 2, a2 = 1, a3 = 4, k1 = 1, k2 = –0.12,

w2 = 0.1,  , 其中 (48)式中的 m 选

“–” . 图 6展示了图 4和图 5中 u 的密度函数 ,

图 6(a)对应图 4, 图 6(b)对应图 5. 图 6清楚地展

示了扭结孤立波和周期波的碰撞.
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图 1    满足 (47)式的碰撞波解 (49)式. 自由参数为{n = 0.2,

m = 0.5, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 = 1, w2 = 1, a = –0.8,
b = 1}

Fig. 1. The solution (49) with Formula (47). The free para-

meters are {n = 0.2, m = 0.5, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1, w2 = 1, a = –0.8, b = 1}. 
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图  2    满足 (47)式的碰撞波解 (49)式 . 自由参数为  {n =

0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 = 1, w2 = 1, a =
–0.8, b = 1}

Fig. 2. The solution (49) with Formula (47). The free para-

meters are {n = 0.2, m = 0.9, a1 = 1, a3 = 1, k1 = 1, k2 =

1, w2 = 1, a = –0.8, b = 1}. 
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(a) (b)

图 3    u 的密度函数图. 图 (a)的参数与图 1相同, 图 (b)的参数与图 2相同

Fig. 3. The density of u. The parameters of the Fig. (a) are the same as those of Figure 1 and the parameters of the Fig. (b) are the

same as those of Figure 2. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010203

010203-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


8   总结和讨论

本文推导了 Boussinesq方程的 Lax对, 说明

Boussinesq方 程 是 Lax可 积 模 型 . 运 用 截 断

Painlevé展开法研究了 Boussinesq方程 , 得到了

Boussinesq方 程 的 自 Bäcklund变 换 ,  以 及

Boussinesq方 程 和 Schwarzian形 式 的

Boussinesq方程之间的非自 Bäcklund变换. 研究

了 Boussinesq方程的全点李对称, 得到了单参数

群变换和单参数子群不变解. 运用 CRE方法研究

了 Boussinesq方程, 证明了 Boussinesq方程是一

个 CRE相容模型, 得到了 Boussinesq方程的孤立

波-椭圆余弦波碰撞解. Boussinesq方程广泛地应

用于描绘流体动力学、电磁学、等离子体、非线性

晶格等物理现象. 它作为一个著名的孤立子方程,

各种各样的激发模式, 以及它在各种物理情景中的

应用, 值得不断深入研究.

感谢楼森岳教授和任博博士的宝贵讨论.
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Abstract

The Boussinesq equation is a very important equation in fluid mechanics and some other disciplines. A Lax

pair of the Boussinesq equation is proposed. With the help of the truncated Painlevé expansion, auto-Bäcklund

transformation of the Boussinesq equation and Bäcklund transformation between the Boussinesq equation and

the  Schwarzian  Boussinesq  equation  are  demonstrated.  Nonlocal  symmetries  of  the  Boussinesq  equation  are

discussed. One-parameter subgroup invariant solutions and one-parameter group transformations are obtained.

The  consistent  Riccati  expansion  solvability  of  the  Boussinesq  equation  is  proved  and  some  interaction

structures between soliton-cnoidal waves are obtained by consistent Riccati expansion.
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专题：非线性物理

一个可积的逆空时非局部 Sasa-Satsuma 方程*

宋彩芹 1)    朱佐农 2)†

1) (上海理工大学理学院, 上海　200093)

2) (上海交通大学数学科学学院, 上海　200240)

(2019 年 12 月 14日收到; 2019 年 12 月 21日收到修改稿)

本文给出了一个可积的逆空时 (逆空间-逆时间)非局部 Sasa-Satsuma方程. 建立了这个方程的Darboux变换,

并且构造了这个逆空时非局部方程在零背景条件下的孤子解.

关键词：可积的逆空时非局部 Sasa-Satsuma方程, 达布变换, 孤子解

PACS：02.30.Ik, 04.20.Jb, 04.30.Nk, 05.45.Yv 　DOI: 10.7498/aps.69.20191887

 

1   一个可积的逆空时非局部 Sasa-
Satsuma方程

耦合的 Sasa-Satsuma系统
 

iQT +
QXX

2
+Q2R

+ i
[
QXXX + 9QRQX + 3Q2RX

]
= 0,

iRT − RXX

2
−QR2

+ i
[
RXXX + 9QRRX + 3R2QX

]
= 0, (1)

R(X,T ) = ±Q∗(X,T )

是一个非线性可积系统 . 这个系统在约化条件

 下转化为经典的Sasa-Satsuma

方程 [1−14],
 

iQT +
1

2
QXX ± |Q|2Q

+ i
[
QXXX ± 9|Q|2QX ± 3|Q|2Q∗

X)
]
= 0, (2)

这是一个可积的高阶非线性薛定谔方程. 这个方程

可以用来描述光纤中飞秒脉冲的传播 [2,3].

最近, Ablowitz和 Musslimani[15] 给出了一个逆空

间的可积非局部 NLS方程,
 

iqt(x, t) + qxx(x, t)± 2q2(x, t)q∗(−x, t) = 0. (3)

这个逆空间的可积非局部 NLS方程引起了人们对

这类非局部可积非线性系统的极大研究兴趣. 若干

逆空间、逆时间或逆空时非局部可积方程被提出并

被研究 [15−24]. 作者在文献 [20]中研究了一个逆空

时可积非局部 Sasa-Satsuma方程:
 

ut+uxxx±(9uuxu
∗(−x,−t)+3u2(u∗(−x,−t))x) = 0.

(4)

R(X,T ) = Q(−X,−T )
我们注意到这样一个事实: 对于系统 (1), 如果做

约化  , 则可得到如下逆空时

非局部 Sasa-Satsuma方程:
 

iQT +
QXX

2
+Q2Q(−X,−T )

+ i
[
QXXX + 9QQ(−X,−T )QX

+ 3Q2 ∂Q(−X,−T )
∂X

]
= 0. (5)

在变换
 

u(x, t) = Q(X,T ) exp
{
−i
6
(X − T

18
)

}
,

t = T, x = X − T

12
(6)

 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11671255, 11801367)资助的课题.
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下, 逆空时非局部 Sasa-Sasuma方程 (5)转化为如

下形式: 

ut+uxxx+9uu(−x,−t)ux+3u2
∂u(−x,−t)

∂x
= 0. (7)

显然, 方程 (7)也可以看作为一个逆空时非局部

mKdV型方程. 本文的主要目的是建立逆空时非

局部 Sasa-Sasuma方程 (7)的 Darboux变换 , 并

给出这个方程的孤子解. 

2   逆空时非局部Sasa-Satsuma方程(7)
的 Darboux变换

我们注意到方程 (7)可以从系统 

ut + uxxx + 9uvux + 3u2vx = 0,

vt + vxxx + 9uvvx + 3v2ux = 0, (8)

v = u(−x,−t)通过约化   而得到 .  Sasa-Satsuma系

统 (8)和耦合系统 (1)是等价的. 事实上, 在变换 

u(x, t) = Q(X,T )exp
{
−i
6

(
X − T

18

)}
,

v(x, t) = R(X,T )exp
{

i
6

(
X − T

18

)}
,

t = T, x = X − T

12

v = u

v = u∗

下 , 这两个系统可以相互转化 . 对于耦合 Sasa-

Satsuma系统 (8)在不同的约束条件下可以化为

不同的方程: 当   时, 系统 (8)化为 mKdV方

程; 当  时, 系统 (8)化为一个复的 mKdV型

方程即经典的 Sasa-Satsuma方程. Sasa-Satsuma

方程 (8)是 Lax可积的. 事实上, 系统 (8)可由如

下的线性谱问题 

Φx = UΦ, U = iλσ3 + P , Φt = V Φ,

V = 4iλ3σ3 + 4λ2P + 2iλ(P 2 + Px)σ3

+ PxP − PP x − Pxx + 2P 3
(9)

Ut − Vx +UV − V U = 0的 可 积 性 条 件   得 到 ,

其中 

P =

 0 0 u
0 0 v
−v −u 0

 , σ3 = diag(1, 1,−1).

(10)

Φ(x, t;λj)

λ = λj Θj = Φ′(x, t;λj)M

我们用   来表示线性谱问题 (9)在谱参数

 下的特征向量函数. 令   ,

那么可以直接验证 

Θj = (ϕ2(x, t, λj), ϕ1(x, t, λj), ϕ3(x, t, λj))

是线性谱问题 (9)的伴随问题 

Θx = −ΘU , Θt = −ΘV (11)

λ = −λj ′在谱参数   下的特征函数, 这里上标   表示

矩阵的转置, 矩阵M是 

M =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 . (12)

Φ(x, t;λj) ϕl(x, t;λj) Φj ϕj,l将   和   分别简记为   和   . 类

似于文献 [20], 我们可以获得 Sasa-Satsuma方程

(7)的 Darboux变 换 .  首 先 给 出 (8)式 的 双

Darboux变换. 作如下特征函数的变换: 

Φ[1] = TΦ = Φ− η1Ω(η1,η1)
−1Ω(η1,Φ), (13)

η1 = (Φ1,Φ2)其中  , 

Ω(η1,η1) =


Θ1Φ1

−2λ1

Θ1Φ2

−λ1 − λ2

Θ2Φ1

−λ2 − λ1

Θ2Φ2

−2λ2

 ,

Ω(η1,Φ) =


Θ1Φ

−λ1 − λ

Θ2Φ

−λ2 − λ

 .

则联系于耦合的 Sasa-Satsuma系统 (8)的线性谱

问题 (9)变换为 

Φ[1]x = U [1]Φ[1], Φx = V [1]Φ[1], (14)

其中 

U [1] = iλσ3 + P [1],

V [1] = 4iλ3σ3 + 4λ2P [1] + 2iλ(P [1]2 + P [1]x)σ3

+ P [1]xP [1]− P [1]P [1]x − P [1]xx + 2P [1]3.
(15)

P [1]

P [1] u[1], v[1]

u, v

我们期望矩阵   与矩阵 P有完全相同的结构.

可以验证如果矩阵   中的   与矩阵 P中

的  有如下关系: 

u[1] = u− 2iS13, v[1] = v − 2iS23, (16)

S = η1Ω(η1,η1)
−1η′

1M P [1]

v = u∗

λ2=−λ∗1
Φ2 =

(
ϕ∗2(x, t;λ1), ϕ

∗
1(x, t;λ1), ϕ

∗
3(x, t;λ1)

)′

其中   , 则矩阵   与矩阵

P有完全相同的结构 , 即方程 (8)的双 Darboux

变换被获得. 值得指出的是如果取约化  , 耦

合 Sasa-Satsuma方程 (8)约化为经典的 Sasa-

Satsuma方程. 我们在变换 (13)式中取  及特

征函数   ,
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v[1] = u[1]∗那么变换后 (16)式的势函数满足   , 其

表 达 式 与 文 献 [5,7,8]中 得 到 的 经 典 Sasa-

Satsuma方程的势函数变换关系相同.

v = u(−x,−t)

S23 = S13(−x,−t) P [1] v[1]

u[1](−x,−t) u[1]

u[1]

如果令矩阵 P中的  并选取适当

的参数使得   , 那么   中的  

就等于  . 从而  与 u 的关系实质上就

是 逆 空 时 非 局 部 Sasa-Satsuma方 程 (7)的

Bäcklund变换 .    是这个逆空时非局部 Sasa-

Satsuma方程的解.

进一步 , 可以给出耦合 Sasa-Satsuma系统

(8)的 n 次双 Darboux变换. 令
 

Φ[n] = Φ−RW−1Ω, (17)

R = (η1,η2, · · · ,ηn)其中  并且
 

W =


Ω(η1,η1) Ω(η1,η2) · · · Ω(η1,ηn)

Ω(η2,η1) Ω(η2,η2) · · · Ω(η2,ηn)

...
...

. . .
...

Ω(ηn,η1) Ω(ηn,η2) · · · Ω(ηn,ηn)

 ,

Ω =


Ω(η1,Φ)

Ω(η2,Φ)

...

Ω(ηn,Φ)

 ,
(18)

ηk = (Φ2k−1,Φ2k)其中  ,
 

Ω(ηk,ηl) =


Θ2k−1Φ2l−1

−λ2k−1 − λ2l−1

Θ2k−1Φ2l

−λ2k−1 − λ2l

Θ2kΦ2l−1

−λ2k − λ2l−1

Θ2kΦ2l

−λ2k − λ2l

 ,

Ω(ηk,Φ) =


Θ2k−1Φ

−λ2k−1 − λ

Θ2kΦ

−λ2k − λ

 .

u[n] v[n] P [n]变换后位势函数   和   可以由矩阵   与矩

阵 P之间的关系
 

P [n] = P + i[RW−1R′M ,σ3] (19)

a, b 2n给出. 设  是一个  阶行向量, 那么根据等式关系
 

aW−1b′ =

∣∣∣∣ W b′

−a 0

∣∣∣∣
|W |

,

可以得到
 

u[n] = u− 2i

∣∣∣∣ W r′3
−r1 0

∣∣∣∣
|W |

,

v[n] = v − 2i

∣∣∣∣ W r′3
−r2 0

∣∣∣∣
|W |

, (20)

rl = (ϕ1,l, ϕ2,l, · · · , ϕ2n−1,l, ϕ2n,l), l = 1, 2, 3

v = u∗

v = u∗ λ2j = −λ∗2j−1 Φ2j =(
ϕ∗2(x, t;λ2j−1), ϕ

∗
1(x, t;λ2j−1), ϕ

∗
3(x, t;λ2j−1)

)′

其 中   .

需要指出, 文献 [5]给出了 Sasa-Satsuma方程 (即

方程 (8)中取   )的 Darboux变换, 但没有给

出 高 阶 Darboux变 换 .  这 里 给 出 了 Sasa-

Satsuma系统 (8)的高阶双 Darboux变换. 在约

化   下 , 取   及特征函数  

 ,  即

可获得 Sasa-Satsuma方程的高阶 Darboux变换. 

3   逆空时非局部Sasa-Satsuma方程(7)
的解

u = reκ(x−(κ2+6r2)t)

u = 0

λ = λj

借助于 Darboux变换, 我们将构造方程 (7)的

解. 方程 (7)有指数形式的解   ,

其中 r 和 k 是任意的实数. 特别地,    是一个

解. 解对应的线性谱问题得到在谱参数  时的

特征函数为 

ϕj1 = αjeθj , ϕj2 = βjeθj , ϕj3 = e−θj ,

θj = iλj(x+ 4λ2j t).

u[1] v[1]用 Darboux变换, 获得  和  如下: 

u[1] = 4i(λ1 + λ2)
g1
h
, v[1] = 4i(λ1 + λ2)

g2
h
, (21)

其中 

h = − 2λ1λ2
(
1− 2α1β1e4θ1 − 2α2β2e4θ2

+ 4(α2β1 + α1β2)e2(θ1+θ2)

+ 2e4(θ1+θ2)(α2
2β

2
1 + α2

1β
2
2)
)

+ (1 + 2α1β1e4θ1)(1 + 2α2β2e4θ2)(λ21 + λ22),

g1 =(α1λ1e2θ1 − α2λ2e2θ2)(λ1 − λ2)

+ 2(β1α2λ1 − β2α1λ2)(α2λ1e2θ2

− α1λ2e2θ1)e2(θ1+θ2),

g2 =(β1λ1e2θ1 − β2λ2e2θ2)(λ1 − λ2)

+ 2(β1α2λ1 − β2α1λ2)(β2λ1e2θ2

− β1λ2e2θ1)e2(θ1+θ2). (22)

显然, 要得到逆空时非局部方程 (7)的解, 需要选
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v[1] = u[1](−x,−t)择适当的参数, 使得  . 经过分析,

我们发现在如下几种参数情况下:

α1 = α2 = β1 = β2 =

√
2

2
(1)   ;

α1 = −α2 = β1 = −β2 =

√
2

2
(2)   ;

α1 = β1 = 1, α2 = β2 = 0, λ1 =
1−

√
2

1 +
√
2
λ2(3)   ;

α1 = α2 = −β1 = −β2 =

√
2

2
(4)   ;

α1 = −α2 = −β1 = β2 =

√
2

2
(5)  

v[1] = u[1](−x,−t)

u(x, t) = u(−x,−t)
u(x, t) = −u(−x,−t)

u(x, t)

有   . 从而逆空时非局部方程

(7)的 解 被 构 造 .  对 于 情 形 (1)—(3),   有

 ,  而 对 于 情 形 (4) —(5)有

 . 我 们 给 出 了 对 应 于 情 形

(1)—(3)的解  的图, 如图 1所示.

值得指出, 经典的 Sasa-Satsuma方程有一个

显著的特征, 即存在双峰孤波解. 对于逆空时非局

部可积方程 (4), 我们也给出了类似的双峰孤波解.

但对于本文研究的逆空时非局部可积方程 (7), 并

没有发现这样的双峰孤波解的存在. 从这个意义上

说, 逆空时非局部可积方程 (4)和方程 (7)确有不

同的性质. 逆空时非局部可积方程 (7)值得进一步

研究.
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Fig. 1. Soliton  solutions  of  integrable  reverse  space-time

nonlocal Sasa-Satsuma equation (7): (a) a1 = a2 = b1 = b2 =

 ;  (b) a1 = –a2 = b1 = –b2 =   

 ;  (c)  a1  =  b1  =  1,  a2  =  b2  =  0
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Abstract

In this paper, we introduce an integrable reverse space-time nonlocal Sasa-Satsuma equation. The Darboux

transformation and soliton solutions for this nonlocal integrable equation are constructed.
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专题：非线性物理

高阶 Ablowitz-Ladik 方程的局域波解
及稳定性分析*

闻小永†    王昊天

(北京信息科技大学理学院, 北京　100192)

(2019 年 8 月 17日收到; 2019 年 11 月 25日收到修改稿)

(M,N −M)本文构造了一类高阶 Ablowitz-Ladik方程的广义   -波 Darboux变换 , 借助符号计算从不同

背景出发研究了该模型丰富的局域波解, 并利用数值模拟研究了这些解的动力学稳定性.

关键词：高阶 Ablowitz-Ladik方程, 广义 (M, N-M)-波 Darboux变换, 局域波, 怪波

PACS：02.30.Ik, 02.30.Jr, 05.45.Yv, 04.60.Nc 　DOI: 10.7498/aps.69.20191235

 

1   引　言

1955年, Fermi, Pasta和 Ulam领导的科学家

小组用数值方法计算了用非线性弹簧联结的 64个

质点组成的谐振子的振动, 其目的是从数值实验上

验证统计力学中的能量均分定理, 这在后来被人们

称为著名的 FPU实验 [1]. 1967年, Toda[2]考虑晶

体的非线性振动, 提出了著名的 Toda晶格方程近

似模拟这种情况, 并得到了该模型的孤子解, 从而

使 FPU试验问题得到合理的解释和正确解答 [1].

Toda晶格方程作为一类可积的半离散的非线性微

分差分方程可以描述一些物理学中的非线性波的

传播现象, 该方程的提出引起了人们对可积的离散

孤子方程研究的热潮. 可积系统中的非线性微分差

分方程 (又称离散的孤子方程)是一类重要的半离

散的非线性偏微分方程, 近年来国际上对这类模型

的研究有着极大的兴趣, 这些方程与元胞自动机、

DNA的研究、辛算法有密切的关系, 在电学、光

学、磁性流体、超导、生物和等离子体中有着广泛

的应用, 有十分广阔的应用前景, 目前离散问题的

研究是国际上研究热点之一 [3]. 日本科学家

Hirota[4] 指出连续的孤子方程可以被离散化, 并且

不远的将来将会是差分方程的时代, 这里所说的差

分方程就是离散的孤子方程.

近年来, 孤子方程的局域波解受到了数学家和

物理学家的广泛关注, 按传播特性, 局域波主要包

括孤子、呼吸子、怪波等 [5−18], 广泛存在于非线性

光学、玻色斯坦凝聚、等离子物理等各种非线性物

理系统 [5−16]. 孤子又称孤立波, 是一种在传播过程

中形状、幅度和速度都维持不变的脉冲状行波, 并

且孤子与其他同类孤子相遇后, 能维持其幅度、形

状和速度不变 [5,6]. 呼吸子是一种特殊的局域周期

振荡孤子, 按传播方向有空间周期的 Akhmediev

呼吸子和时间周期的 Kuznetsov-Ma呼吸子 [5,6],

从光学和流体力学到玻色-爱因斯坦凝聚体和等离

子体等各种物理情况下都能广泛地观察到呼吸子

的传播现象, 关于呼吸子碰撞特性的研究最近取得

一系列有趣的结果, 包括棋盘干涉时空结构 [7], 具

有不同传播特征的 super-regular呼吸子作用现

象 [8−11] 等. 怪波最初是用来描述海洋中出现的大

振幅波, 突然出现然后又很快消失得无影无踪, 怪
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波也被称为畸形波, 是一种短时间内存在的大振幅

的局域波动 [5,6,14−18]. 怪波发生物理机理的研究是

怪波研究的重点, 调制不稳定性通常被认为是呼吸

子和怪波发生的主要机制, 并且一些文献认为它可

能是形成怪波和呼吸子的必要条件 [10,11]. 目前不同

类型的局域波作用解是国际上研究的热点问题, 然

而大部分问题和方法仅限于连续的孤子方程的局

域波及其作用 [5−24]. 例如文献 [5,6]研究了高维非

线性模型的局域波作用解包括呼吸子和怪波以及

Lump解之间的相互作用解; 文献 [14]研究了非线

性光纤中呼吸子和怪波的相互作用现象. 这些局域

波作用对于理解新的物理现象具有重要的理论意

义. 然而对于离散孤子方程的局域波的研究, 由于

研究的困难性, 据我们所知, 研究还不充分, 不系

统 [25,26], 因此本文将研究离散的非线性微分差分方

程丰富的局域波解. 作为例子, 研究下面的非线性

微分差分方程 

rn,t = i(1− σ|rn|2)[σr∗n(r2n−1 + r2n+1)

+ σrn(rn−1r
∗
n+1 + r∗n−1rn+1)

− rn−2(1− σ|rn−1|2)

− rn+2(1− σ|rn+1|2) + 2(rn−1 + rn+1)], (1)

rn = r(n, t), rn,t = drn/dt ∗
σ = ±1

irn,t =
rn−1 + rn+1 − 2rn − σ|rn|2(rn−1 + rn+1)

(M,N −M)

其中   , 星号   表示共轭 ,

i是虚数单位,    , 这里加号和减号分别表示

聚焦和散焦情况. 方程 (1)可以通过 AKNS方法

得到 [3], 这里为节省篇幅不给出具体推导过程. 由

于方程 (1)和 Ablowitz-Ladik方程 [3,27] (即  

 )属于同一

个梯队, 是这个梯队的第二个方程, 我们称方程 (1)

为高阶的 Ablowitz-Ladik方程 . 正如五阶 KdV

方程可以像 KdV方程能描述浅水波的运动一样 [3],

我们有理由相信方程 (1)也可能像它对应的低阶

Ablowitz-Ladik方程一样可以描述光纤中光孤子

的传播, 因此研究方程 (1)具有重要的理论和物理

意义. 虽然对离散的 Ablowitz-Ladik方程的局域

波已经有了一定的研究结果, 特别是应用双线性方

法得到了它的怪波 [28−30], 然而对于离散的孤子方

程 (1)还没有系统的方法进行研究, 特别是仍然没

有通过我们提出的广义  波 Darboux变

换进行系统的研究 . 因此本文将应用广义 (M,

N–M)波 Darboux变换从研究方程 (1)的精确解

出发, 寻找其新奇的局域波结构, 特别是不同类型

的局域波相互作用的新奇局域波结构.

(M,N −M)

(M,N −M)

本文的主要结构安排如下: 第二节构造出方

程 (1)的 Lax对和广义  波 Darboux变

换; 第三节将应用广义  -波 Darboux变

换给出方程 (1)不同类型的局域波解, 并通过数值

模拟研究其传播稳定性; 最后是本文的结论.
 

2   Lax对和广义(M, N–M)-波Darboux
变换

由 AKNS方法 [3], 可以构造方程 (1)的 Lax对

如下
 

Eφn = Unφn, φn,t = Vnφn, (2)

这里
 

Un =

(
λ2 λrn

σλr∗n 1

)
, Vn =

(
V11 V12

V21 V22

)
,

其中
 

V11 = − i
2
λ4 + i(1 + σrnr

∗
n−1)λ

2

+ σirn+1r
∗
n−1(1− σ|rn|2)

+ iσrnr∗n−2(1− σ|rn−1|2)− ir2nr
∗2
n−1

− i
2λ4

+
i(1 + σrn−1r

∗
n)

λ2
,

V12 = i(σ|rn|2r∗n+1 + σr2nr
∗
n−1 − rn+1 + 2rn)λ

− irnλ3 +
irn−1

λ3

+
i(rn−2−σr2n−1r

∗
n−σrn−1r

∗
n−1rn−2−2rn−1)

λ
,

V21 = i(−σr∗n−2 + r∗2n−1rn + |rn−1|2r∗n−2

+ 2σr∗n−1)λ− σir∗n−1λ
3 +

iσr∗n
λ3

+
i(σr∗n+1 − r∗2n rn−1 − |rn|2r∗n+1 − 2σr∗n)

λ
,

V22 =
i
2
λ4 − i(1 + σrnr

∗
n−1)λ

2

− iσrn−1r
∗
n+1(1− σ|rn|2)

− iσrn−2r
∗
n(1− σ|rn−1|2) + ir∗2n r

2
n−1

+
i

2λ4
− i(1 + σrn−1r

∗
n)

λ2
,

φn = (ϕn, ψn)
T

Un,t = Vn+1Un − UnVn

这里   表示 Lax对 (2)式的解 , T表

示转置 . 借助符号计算 Maple, 容易验证方程

(2)的相容性条件   等价于方
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(M,N −M)

程 (1). 接下来基于 Lax对 (2)式, 构造方程 (1)的

广义   - 波 Darboux变换, 然后通过它

构造方程 (1)的局域波解. 为此考虑下面的规范

变换 

φ̃n = Tnφn, (3)

Tn 2× 2

φ̃n

其中是  是  的矩阵, 根据 Darboux变换的知

识,   必须满足 

φ̃n+1 = Ũnφ̃n, φ̃n,t = Ṽnφ̃n, (4)

Ũn, Ṽn Un,V n Un,

V n rn r̃n

Tn Ũn Ṽn Un Vn

这里   和   有相同的形式 , 是将  

 的  替换为  得到的. 由 (3)式和 (4)式, 可知

 ,   ,   ,   ,   必须满足 

Ũn = Tn+1UnTn
−1,

Ṽn = (Tn,t + TnVn)Tn
−1, (5)

为此, 我们构造一个特殊的 Darboux阵如下 

Tn=


λ2N+

N∑
j=1

a(2j−2)
n λ2j−2

N∑
j=1

b(2j−1)
n λ2j−1

−σ
N∑
j=1

b(2N−2j+1)∗
n λ2j−1 1+

N∑
j=1

a(2N−2j)∗
n λ2j

 ,

(6)

a
(k)
n , b

(k)
n n, t

λk(k = 1, 2, ..., N) a
(k)
n , b

(k)
n

这里 N 是正整数,   是  的未知函数. 当选

择 N 个合适的   ,    可以通

过解下面的方程组得到: 



T (0)
n (λi)φ

(0)
n (λi) = 0,

T (0)
n (λi)φ

(1)
n (λi) + T (1)

n (λi)φ
(0)
n (λi) = 0,

· · · ,
mi∑
j=0

T (j)
n (λi)φ

(mi−j)
n (λi) = 0,

(7)

N =M +

M∑
i=1

mi 1 ⩽M ⩽ N这里   , 其中   是正整数.

φ(λk) = (ϕ(λk), ψ(λk))
T, (k = 1, 2, ...,M)

rn

(M,N −M)

通过上面的分析并根据文献 [7−10]中的步骤,

若   是 Lax

对的 M 个解, 且  是方程 (1)的种子解, 则可以得

到关于方程 (1)如下的广义  -波Darboux

变换定理:

r̃n rn定理 1　当方程 (1)的新解   和旧解   的变

换如下
 

r̃n = b
(1)
n+1 + rna

(0)
n+1, (8)

Ũn, Ṽn Un,Vn

a
(0)
n = ∆a

(0)
n /∆ϵ

N

b
(1)
n = ∆b

(1)
n /∆ϵ

N ,

则由 (4)式确定的矩阵   和   具有相同

的 形 式 .  这 里 在 (8)式 中   ,

 

∆ϵ
N = det([∆(1),∆(2), ..., ∆(n)]T ),

∆(i) = (∆
(i)
j,s)2(mi+1)×2N ,

其中
 

 

∆
(i)
j,s =



∑j−1

k=0
Ck

2N−2sλi
(2N−2s−k)ϕ

(j−1−k)
i , 1 ⩽ j ⩽ mi + 1, 1 ⩽ s ⩽ N,∑j−1

k=0
Ck

4N−2s+1λi
(4N−2s+1−k)ψ

(j−1−k)
i , 1 ⩽ j ⩽ mi + 1, N + 1 ⩽ s ⩽ 2N,

∑j−(N+1)

k=0
Ck

2N−2sλi
2N−2s−k∗

ψ
(j−1−k)∗
i , mi + 2 ⩽ j ⩽ 2(mi + 1), 1 ⩽ s ⩽ N,

−σ
∑j−(N+1)

k=0
Ck

4N−2s+1λi
2s−1+k∗

ϕ
(j−N−1−k)∗
i , mi + 2 ⩽ j ⩽ 2(mi + 1), N + 1 ⩽ s ⩽ 2N,

∆a
(0)
n ∆b

(1)
n (g(1), g(2), · · · , g(n)) ∆ϵ

N

2N ∆a
(0)
n ∆b

(1)
n

n+ 1 ∆a
(0)
n+1 ∆b

(1)
n+1

g(i) = (g
(i)
j )2(mi+1)×1 1 ⩽ j ⩽ (mi + 1)

g
(i)
j = −

∑j−1

k=0
Ck

2Nλi
2N−kϕ

(j−1−k)
i mi + 2 ⩽

j ⩽ 2(mi + 1) g
(i)
j = −ψ(j−N−1)∗

i

  和  由向量  替换  中

第 N 列和   列得到, 将   和   中的 n 替换

为   可 以 得 到   和   ,  这 里

 , 这里当   时 ,

 ,  当  

 时,   .

(rn, φn) → (r̃n, φ̃n)

(M,N −M)

这里需要说明的是: 对于定理 1, (3)式和 (8)

式 (即   )称为方程 (1)的广义

 -波 Darboux变换, 这里 M 表示使用

N −M

(i = 1, 2, · · · ,M)

M = 1,m1 = N − 1 (1, N − 1)

M = 2,m2 = N − 2

(2, N − 2)

谱参数的个数,    表示 Darboux阵中使用泰

勒展开式最高阶导数的和 . 当 M = N, mi =０

 , 通常的 N-波 Darboux变换就是

定理 1的特殊情况, 可以从零种子解 (平面波种子

解)求得方程 (1)的多孤子解 (多呼吸子解); 当

 , 定理 1就约化为  -波

Darboux变换, 可以从平面波种子解求得方程 (1)

的怪波解; 当  , 定理 1就约化为

 -波 Darboux变换, 可以从平面波种子解

求得方程 (1)的怪波与呼吸子的混合作用解; 当
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N − 1M 取 3到  之间的整数时, 可以得到更丰富的

局域波作用解. 

3   方程 (1)的局域波解及其动力学稳
定性

(M,N −M)

在 这 一 节 将 讨 论 如 何 应 用 定 理 1中 的

 -波 Darboux变换得到方程 (1)丰富的

局域波解. 下面考虑两类种子解情形下的 Lax对

的解.

rn = 0

φn = (ϕn, ψn)
T = (λ2neξ, e−ξ)T

ξ =

(
− iλ4

2
+ iλ2 − i

2λ4
+

i
λ2

)
t

情形 1　把种子解  代入 (2)式中得到 Lax

对 的 解 为   , 这 里

 .

rn = cei(c
2+1)(−6c2+2)t情形 2　把种子解   代入

(2)中得到 Lax对的解为 

 

φn =

(
ϕn

ψn

)
=

 C1τ
n
+eρ+t+δ(ε) + C2τ

n
−eρ−t−δ(ε)

e2i(c
2+1)(3c2−1)t

c

[
C1(−λ2 + τn+)τ

n
+eρ+τ+δ(ε) + C2(−λ2 + τn−)τ

n
−eρ−t−δ(ε)

]
 ,

其中 

τ± =
λ2

2
+

1

2
± 1

2

√
λ4 − 4λ4c2 − 2λ2 + 1,

ρ± = − i(c2 + 1)(6c2 − 2)λ4 ± i(λ2 − 1)(2λ2c2 + λ4 + 1)
√
λ4 − 4λ2c2 − 2λ2 + 1

2λ4
,

δ(ε) =
√
−4λ2c2 + λ4 − 2λ2 + 1

N∑
ω=0

(eω + idω)ε2k,

eω, dω

λ = −c+
√
1 + c2 + ε2, C1=−C2 = 1/ε, c = 3/4

ε = 0 φ(ε2) =
∞∑

ω=0

φ(ω)ε(2k) = φ(0) +φ(1)ε2 +φ(2)ε4 + ...

φ(i)(i ⩾ 1) φ(0) = (ϕ(0), ψ(0))T

ϕ(0) =

√
15

80

(
5

8

)n

(64in− 645t)e−
275i
256 t ψ(0) =

√
15

240

(
5

8

)n

(192in+ 320i− 1935t)e
275i
256 t

这里   是任意的实常数. 为了得到怪波解, 需

要 对 情 形 2的 解 进 行 泰 勒 展 开 ,  为 此 令

 , 在

 处对情形 2的解进行泰勒展开 , 有  

 , 这里略

去  的展开式, 仅列出  ,

这里  ,  

 . 下面将讨

论三种特殊情况的 Darboux变换得到不同的局域

波解. 

3.1    应用 N-波 Darboux 变换得到多孤子
和多呼吸子解

M = N (M,N −M)

N = 1

r̃n = b
(1)
n+1

根据定理 1, 当   , 广义   -波

Darboux变换可以约化为通常的 N-波 Darboux变

换, 当   , 使用情形 1中 Lax对的解, 一孤子

解  可以整理为
 

r̃n = −λ1(|λ1|
4 − 1)eη1−η∗

1

2λ∗21 |λ1|
sech(η1+η∗1+ln |λ1|), (9)

η1 = n lnλ1 +
(
− iλ41

2
+ iλ21 −

i
2λ41

+
i
λ21

)
t这里   . 关

∣∣∣∣ (|λ1|4 − 1)

2|λ1|2

∣∣∣∣ 2 ln |λ1|
1

2 ln |λ1|

于一孤子解 (9)式, 我们能计算出一些重要物理量:

振 幅 为   , 波 数 为   , 波 宽 为

 , 速度为
 

i
(
−λ

4
1

2
+λ21−

1

2λ41
+

1

λ21
+
λ∗41
2

−λ∗21 +
1

2λ∗41
− 1

λ∗21

)
2 ln |λ1|

,

(|λ1|4 − 1)2

4|λ1|6| ln |λ1||
ln |λ1|

λ1 = −1 + 2i

2%

2%

能 量 为   , 初 相 为   . 当 参 数

 时, 图 1(a1)显示了一孤子解 (9)式的

钟型亮孤子结构; 下面进一步通过向前差分格式 [31]

研究一孤子解 (9)式的动力学传播稳定性, 图 1(b1)

显示了一孤子精确解 (9)式作为初值时的数值演

化, 从图像上看, 数值解几乎重现了精确解, 这也说

明 (9)式的精确解和数值算法的正确性; 图 1(c1)

显示了加入了   小噪声时一孤子解的数值演化,

可以看出小噪声在较短的时间内对一孤子的稳定

传播影响很小. 这里需要说明的是, 在下面的图像

中左边第 1列表示精确解, 中间第 2列表示没有加

入噪声的数值解, 右边第 3列表示加入  小噪声

的数值解.

N = 2当   , 由定理 1中 (8)式, 我们能够得到

二孤子解, 这里为节省篇幅, 不列出具体表达式,
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2%

通过渐近分析, 可以知道二孤子之间的碰撞是弹性

作用. 图 1(a2)显示了二孤子的弹性作用结构, 两

孤子在碰撞前后 , 形状振幅速度没有发生改变 .

图 1(b2)显示了二孤子没有加入噪声时的数值演

化, 图 1(c2)显示了二孤子加入   小噪声时的数

值演化. 类似于一孤子, 在较短的时间内小噪声对

二孤子的碰撞作用影响很小.

C1 = −C2 = c = 1, δ(ε) = 0 N = 1, 2

下面利用 N-波 Darboux变换和情形 2时的

Lax对的解研究方程 (1)的呼吸子解. 这里取参数

 . 当   , 由 (8)式

可以得到一呼吸子和二呼吸子解. 图 2(a1)–图 2(c1)

2%

和图 (a2)–图 2(c2)分别显示了一和二呼吸子的精

确解、数值解以及加  小噪声的数值解. 在较短的

时间内, 一、二呼吸子都有较好的数值稳定性, 随

着时间的增加, 不论是否有噪声, 数值演化都显示

出较大的振动, 表现出不稳定.
 

3.2    应用 (1, N–1)-波 Darboux 变换得到
怪波解

M = 1

(1, N − 1)

根据定理 1, 当   时, 我们仅使用一个谱

参数 , 利用   -波 Darboux变换和情形 2

时 Lax对的解结合泰勒展开式可以得到方程 (1)
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图  1    (a1)−(c1)取参数   时的一孤子解 ; (a2)−(c2)取参数   时的二孤子解 . 左列 : 精确解 ;

中列: 数值解; 右列: 加   小噪声的数值解. 圈中的数字 1和 2分别表示参数   和   对应的孤子

λ1 = −1 + 2i
λ1 = 3 + i, λ2 = 1 + 2i

2%

Fig. 1. (a1)−(c1)  One-soliton  solution  with  parameter    ;  (a2)−(c2)  two-soliton  solution  with  parameters

 . Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise; Right column: Numeric-

al solutions with    small noise. 
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图 2    (a1)−(c1)取参数   时的一呼吸子解; (a2)−(c2)取参数   时的二呼吸子解. 左列: 精确解; 中列: 数
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Fig. 2. (a1)−(c1) One-breather solution with parameter   ; (a2)−(c2) two-breather solution with parameters   .

Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise; Right column: Numerical solutions with    small

noise. 
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C1 = −C2 = 1/ε c = 3/4

N = 1, 2

的怪波解. 这里取参数   ,    ,

当  , 由 (8)式可以得到一阶和二阶怪波解.

N = 1 (1, 0)

r̃n = b
(1)
n+1 + rna

(0)
n+1

当  时, 由  -波 Darboux变换可以得

到一阶怪波解  , 通过整理为
 

 

r̃n =
3715200it+ 110592n2 + 11232675t2 + 294912n− 61440

16384(3n+ 4)2 + 14976900t2 + 65536
e−

275i
128 t, (10)

2%

该解是非奇性的, 并且在时间和空间上都是局域

的. 图 3(a1)—图 3(c1)显示了一阶怪波 (10)式的

精确解、数值解以及加  小噪声的数值解. 在较短

的时间内, 一阶怪波解具有较好的数值稳定性.

N = 2 (1, 1)

2%

由定理 1中 (8)式 , 当   时 , 由   -波

Darboux变换可以得到二阶怪波解, 这里为节省

篇幅, 不列出具体表达式. 图 3(a2)—图 3(c2)和

图 (a3)—图 3(c3)分别显示了具有强作用和弱作用

的二阶怪波解的精确解、数值解以及加  小噪声

的数值解. 在较短的时间内, 二阶怪波具有较好的

数值稳定性. 随着时间的增加, 不论是否有噪声,

数值演化都表现出较强的振动和不稳定. 

3.3    应用 (2, N–2)-波 Darboux 变换得到
怪波与呼吸子的混合作用解

M = 2

(2, N − 2)

根据定理 1, 当   时, 我们将使用两个谱

参数 , 利用   -波 Darboux变换和情形 2

时 Lax对的解结合泰勒展开式, 可以得到方程 (1)

N = 2

C1 = −C2 = 1, c = 3/4, δ(ε) = 0 (2, 0)

2%

的怪波与呼吸子的混合作用解. 由 (8)式, 当 

时, 需要说明的是, 对于两个谱参数, 一个谱参数

使用情形 2时 Lax对的解结合泰勒展开式, 参数

选取与 3.2小节中求怪波的参数相同, 对另一个谱

参数仍使用情形 2时 Lax对的解但不使用泰勒展

开, 参数   . 由   -

波 Darboux变换可以得到一阶怪波和一呼吸子的

混合作用解, 这里不列出具体表达式. 如果在泰勒

展开式中对变量 n 做一定的平移变换, 就可以控

制怪波的位置 . 图 4(a1)—图 4(c1)和图 4(a2)—

图 4(c2)分别显示了一阶怪波和一呼吸子的强作

用和弱作用情况下的精确解、数值解以及加  小

噪声的数值解. 两行图的区别是弱作用时, 对怪波

沿 n 轴正半轴平移了 10个单位, 实现了怪波和呼

吸子的分离. 数值模拟显示了这些混合解的正确

性, 在较短时间内, 不论是否有噪声, 混合作用解

均具有较好的数值稳定性.
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图  3      (a1) —(c1)一 阶 怪 波 解 ;  (a2) —(c2)取 参 数   时 具 有 强 作 用 的 二 阶 怪 波 解 ;  (a3) —(c3)取 参 数

 时具有弱作用的二阶怪波解. 左列: 精确解; 中列: 数值解; 右列: 加   小噪声的数值解
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2%

Fig. 3. (a1)−(c1) First-order rogue wave solution; (a2)−(c2) strong interaction second-order rogue wave solution with   ;

(a3)−(c3) weak interaction second-order rogue wave solution with   . Left column: Exact solutions; Middle column:

Numerical solutions without noise; Right column: Numerical solutions with    small noise. 
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4   结　论

(M,N −M)

3 ⩽M ⩽
N − 1 (M,N −M)

(M,N −M)

本文构造了高阶 Ablowitz-Ladik方程的广义

 -波 Darboux变换, 借助符号计算和数

值计算, 通过不同特殊情形的 Darboux变换, 得到

了该模型多孤子解、多呼吸子解、高阶怪波解以及

怪波与呼吸子的相互作用解, 并且应用数值模拟研

究了它们的稳定性 . 需要说明的是当  

 , 利用广义   -波 Darboux变换 ,

也可以得到更丰富的局域波作用结构, 本文不做讨

论. 本文给出的广义  -波 Darboux变换

方法为研究 Lax可积模型丰富的局域波提供了很

好的解决思路, 得到的结果更为全面, 比通常的

Darboux变换更具有普遍性, 关于方程 (1)的局域

波结构的研究丰富了非线性微分差分方程的已知

结果, 将为实际应用提供可靠的理论支持, 希望本

文得到的结果为解释实际的物理现象提供理论

依据.

感谢北京信息科技大学理学院孤子与可积系统讨论班

成员的讨论.
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图 4    (a1)—(c1)一呼吸子和一阶怪波的混合强作用; (a2)—(c2)一呼吸子和一阶怪波的混合弱作用. 左列: 精确解; 中列: 数

值解; 右列: 加   小噪声的数值解. 圈中的数字 1表示呼吸子, 数字 2表示怪波

2%

Fig. 4. (a1)−(c1)  Mixed  strong  interaction  between  one-breather  and  first-order  rogue  wave;  (a2)−(c2)  mixed  weak  interaction

between one-breather and first-order rogue wave. Left column: Exact solutions; Middle column: Numerical solutions without noise;

Right column: Numerical solutions with    small noise. 
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Abstract

(M,N −M)

M = N (M,N −M)

M = 1 (M,N −M)

(1, N − 1)

M = 2 (M,N −M)

(2, N − 2)

It is an important research topic to study diverse local wave interaction phenomena in nonlinear evolution

equations, especially for the semi-discrete nonlinear lattice equations, there is little work on their diverse local

wave interaction solutions due to the complexity and difficulty of research. In this paper, a semi-discrete higher-

order  Ablowitz-Ladik  equation  is  investigated  via  the  generalized    -fold  Darboux  transformation.

With  the  aid  of  symbolic  computation,  diverse  types  of  localized  wave  solutions  are  obtained  starting  from

constant and plane wave seed background. Particularly, for the case   , the generalized   -fold

Darboux transformation may reduce to the N-fold Darboux transformation which can be used to derive multi-

soliton  solutions  from  constant  seed  background  and  breather  solutions  from  plane  wave  seed  background,

respectively.  For  the  case    ,  the  generalized    -fold  Darboux  transformation  reduce  to  the

generalized    -fold  one  which  can  be  used  to  obtain  rogue  wave  solutions  from  plane  wave  seed

background.  For  the  case    ,  the  generalized    -fold  Darboux  transformation  reduce  to  the

generalized    -fold one which can be used to give mixed interaction solutions of one-breather and first-

order rogue wave from plane wave seed background. To study the propagation characteristics of such localized

waves, the numerical simulations are used to explore the dynamical stability of such obtained solutions. Results

obtained  in  the  present  work  may  be  used  to  explain  related  physical  phenomena  in  nonlinear  optics  and

relevant fields.

Keywords: higher-order  Ablowitz-Ladik  equation,  generalized  (M,  N-M)-fold  Darboux  transformation,

localized wave, rogue wave

PACS: 02.30.Ik, 02.30.Jr, 05.45.Yv, 04.60.Nc                          DOI: 10.7498/aps.69.20191235

 

*  Project  supported  by  the  National  Natural  Science  Foundation  of  China  (Grant  No.  61471406)  and  Qin  Xin  Talents

Cultivation Program of Beijing Information Science and Technology University, China (Grant No. QXTCP-B201704).

†  Corresponding author. E-mail:  xiaoyongwen@163.com 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010205

010205-8

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.95.042201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.95.042201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.95.042201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.95.042201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.95.042201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2017.11.001
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1088/0256-307X/35/9/090201
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1063/1.4972111
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.82.026602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.83.056602
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1088/1751-8113/47/25/255201
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.1016/j.physd.2012.08.006
http://dx.doi.org/10.7498/aps.69.20191235
mailto:xiaoyongwen@163.com
mailto:xiaoyongwen@163.com
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


三体相互作用下准一维玻色-爱因斯坦 凝聚体中的带隙孤子及其稳定性

唐娜  杨雪滢  宋琳  张娟  李晓霖  周志坤  石玉仁  

Gap solitons and their stabilities in a quasi one-dimensional Bose-Einstein condensate under three-body
interaction

Tang Na      Yang Xue-Ying      Song Lin      Zhang Juan      Li Xiao-Lin      Zhou Zhi-Kun      Shi Yu-Ren

引用信息 Citation: Acta Physica Sinica, 69, 010301 (2020)    DOI: 10.7498/aps.69.20191278

在线阅读 View online: https://doi.org/10.7498/aps.69.20191278

当期内容 View table of contents: http://wulixb.iphy.ac.cn

您可能感兴趣的其他文章

Articles you may be interested in

梯度磁场中自旋-轨道耦合旋转两分量玻色-爱因斯坦凝聚体的基态研究

Ground state of spin-orbit coupled rotating two-component Bose-Einstein condensate in gradient magnetic field

物理学报. 2018, 67(11): 110302   https://doi.org/10.7498/aps.67.20180539

具有面内四极磁场的旋转玻色-爱因斯坦凝聚体的基态结构研究

Ground state of a rotating Bose-Einstein condensate with in-plane quadrupole field

物理学报. 2017, 66(13): 130305   https://doi.org/10.7498/aps.66.130305

线性塞曼劈裂对自旋-轨道耦合玻色-爱因斯坦凝聚体中亮孤子动力学的影响

Effects of linear Zeeman splitting on the dynamics of bright solitons in spin-orbit coupled Bose-Einstein condensates

物理学报. 2019, 68(8): 080301   https://doi.org/10.7498/aps.68.20182013

光腔中两组分玻色-爱因斯坦凝聚体的受激辐射特性和量子相变

Stimulated radiation characteristics and quantum phase transition for two-component Bose-Einstein condensate in optical cavity

物理学报. 2018, 67(18): 183701   https://doi.org/10.7498/aps.67.20180971

自旋-轨道耦合作用下玻色-爱因斯坦凝聚在量子相变附近的朗道临界速度

Landau critical velocity of spin-orbit-coupled Bose-Einstein condensate across quantum phase transition

物理学报. 2017, 66(22): 220301   https://doi.org/10.7498/aps.66.220301

碟形玻色-爱因斯坦凝聚体中(0, 0, 2)剪刀模的朗道阻尼和频移

Landau damping and frequency-shift of (0, 0, 2) scissors mode in a disc-shaped Bose-Einstein condensate

物理学报. 2019, 68(23): 230304   https://doi.org/10.7498/aps.68.20190661

http://wlxb.xml-journal.net
https://doi.org/10.7498/aps.69.20191278
http://wulixb.iphy.ac.cn
https://doi.org/10.7498/aps.67.20180539
https://doi.org/10.7498/aps.66.130305
https://doi.org/10.7498/aps.68.20182013
https://doi.org/10.7498/aps.67.20180971
https://doi.org/10.7498/aps.66.220301
https://doi.org/10.7498/aps.68.20190661


 

专题：非线性物理

三体相互作用下准一维玻色-爱因斯坦
凝聚体中的带隙孤子及其稳定性*

唐娜 1)2)    杨雪滢 1)2)    宋琳 1)2)    张娟 1)2)3)    李晓霖 1)2)

周志坤 1)2)    石玉仁 1)2)†

1) (西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州　730070)

2) (甘肃省原子分子物理与功能材料重点实验室, 兰州　730070)

3) (兰州工业学院基础学科部, 兰州　730050)

(2019 年 8 月 23日收到; 2019 年 10 月 12日收到修改稿)

具有三体相互作用的玻色-爱因斯坦凝聚体 (Bose-Einstein Condensate, BEC)束缚于雅可比椭圆周期势

中, 在平均场近似下可用 3—5次 Gross-Pitaevskii方程 (GPE)描述. 首先利用多重尺度法对该系统进行了理

论分析, 将 GPE化为一定态非线性薛定谔方程 (Nonlinear Schrödinger Equation, NLSE), 并给出了一类带隙

孤子的解析表达式. 然后采用牛顿共轭梯度法数值得到了该系统中存在的两类带隙孤子, 发现孤子的振幅随

着三体相互作用的增强而减小, 这与多重尺度法分析所得结论一致. 最后用时间劈裂傅里叶谱方法对 GPE

进行长时间动力学演化以考察孤子的稳定性, 发现系统中既存在稳定的带隙孤子, 也存在不稳定的带隙孤子,

且外势的模数会对孤子的结构和稳定性产生明显影响.

关键词：玻色-爱因斯坦凝聚, 带隙孤子, 三体相互作用, 稳定性
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1   引　言

87Rb 23Na

玻色-爱因斯坦凝聚 (Bose-Einstein condensate,

BEC)现象是在宏观尺度上能观察到的最显著的

多体量子现象之一, 最早是由 Bose和 Einstein在

1924年提出, 即理想的玻色子在非常低的温度下,

大部分粒子会突然跌落到最低能级上, 处于这种新

状态的物质被称为 BEC[1,2]. 随着在  和  等

一系列碱金属原子气体实验中实现了 BEC, 对于

具有弱相互作用的原子气体中的 BEC物质波孤子

现象引起了研究者的注意 [3]. 孤子也是自然界中普

遍存在的一种非线性现象, 广泛存在于水波、粒子

物理、等离子体、分子生物学及纤维等各种非线性

介质中 [4,5]. 作为一种非线性波, 孤子因其独特的传

播性质及潜在的应用价值, 成为非线性科学研究领

域的重要研究课题之一. 随着 BEC和简并费米气

体的实验实现, 研究表明超冷原子气体中也存在物

质波孤子现象. 实验中已经相继发现物质波亮孤

子、暗孤子及涡旋孤子等非线性现象 [6–9].

一般在低浓度 BEC中, 原子间相互作用距离

尺度远小于原子间距离, 这时只需考虑两体相互作

用 ,  s-波散射很重要 [10,11]. 但浓度较高时 , 例如

BEC在原子芯片和原子波导表面的发展将会涉及

到强压缩和密度的提高, 则需考虑三体相互作用的

影响 [12–16]. 近年来在铯原子超冷气体实验中已发
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现三体相互作用现象 [17]. 三体作用对于玻色凝聚

气体的稳定性有着重要作用. 例如, 它可以明显改

变凝聚体的稳定区域, 即使强度很小也可使得凝聚

原子数量增加. 另一方面, 三体作用除了使凝聚体

密度分布发生变化外, 也会改变集体振荡激发的光

谱, 因为这时系统的可压缩性受到三体相互作用对

基态能量贡献的影响 [18]. 考虑三体相互作用对于

研究 BEC在光晶格中呼吸子的性质也有重要意

义 [19]. 在平均场近似下, 超低温下稀薄 BEC的动

力学行为可用 Gross-Pitaevskii方程 (GPE)描述,

它可从海森堡方程导出 [20,21]. GPE是一非线性方

程, 一般情况下很难得到其精确解析解, 不过在特

殊情形下却能由许多方法给出它的精确孤子解, 例

如 Darboux变换法 [22]、 Backlund变换 [23], Hirota

直接法 [24]、Painleve展开方法 [25,26] 和变分法 [27] 等.

具有周期调制的系统中会出现一系列新的效

应, 特别是线性能带谱的带隙中会存在一种结构丰

富的孤子, 称为带隙孤子 [28,29]. 该类孤子可存在于

不同类型的非线性系统中, 包括低维光子晶体、光

子层状结构 [30,31] 和光晶格势中的 BEC[32–34] 等. 本

文考虑具有三体相互作用的准一维 BEC束缚于雅

可比椭圆周期势中 (实验中该势可由两束不同频率

的激光叠加来近似), 在平均场近似下系统的动力

学可由 3—5次 GPE描述. 利用多重尺度法对系

统的带隙孤子进行了理论分析, 将 3—5次 GPE

化 为 一 定 态 非 线 性 薛 定 谔 方 程 (nonlinear

Schrödinger equation, NLSE), 并给出了一类带隙

孤子的解析表达式. 然后采用牛顿共轭梯度法数值

得到了该系统中存在的带隙孤子, 包括两类基本带

隙孤子 (on-site孤子和 off-site孤子)与亚基本带

隙孤子 (sub-fundamental gap soliton). 最后, 用时

间劈裂傅里叶谱方法对 GPE进行长时间动力学演

化以考察孤子的稳定性, 发现 on-site孤子始终稳

定, 同相偶极孤子和异相偶极孤子既有稳定的也有

不稳定的. 外势的模数对孤子的结构和稳定性会产

生明显影响. 

2   三体相互作用 BEC中的带隙孤子
 

2.1    理论模型

具有三体相互作用的 BEC束缚于外势中, 在

平均场近似下系统的动力学行为可用如下 GPE

描述 [35]
 

iℏ
∂Ψ(r, t)

∂t
= − ℏ2

2m
∇2Ψ(r, t) + V (r)Ψ(r, t)

+ g|Ψ(r, t)|2Ψ(r, t)

+ η|Ψ(r, t)|4Ψ(r, t), (1)

Ψ = Ψ(r, t) r =

(x, y, z) g = 4πℏ2as/m
as as > 0

as < 0

V (r)

N=

∫
| Ψ(r, t) |2 d3r

V (r) =
1

2
m(ω2

x + ω2
y + ω2

z) ωx

ωy ωz ωx ≈ ωy

ωz ≫ ωx

ωy, ωz ≫ ωx

其中   是系统的序参量 (波函数 ),   

 是位矢,    表征原子间相互作

用强度, m 是原子质量.   是 s波散射长度 ( 

表示原子间相互排斥,    表示原子间相互吸

引), 可由 Feshbach共振调节 [36]. h 表征三体相互

作 用 强 度 ,    表 示 外 势 ,  总 粒 子 数

 . 实验中, BEC通常束缚于一

谐振子势阱     内, 其中   ,

 ,   分别表示 x, y, z 方向的频率. 当  且

 时, BEC在 z 方向被“冻结”于基态, 这时

系统可用准二维 GPE描述 ; 当   时 ,

BEC在 y, z 方向均被“冻结”, 将在 x 方向呈雪茄

状分布, 系统的动力学行为可用准一维GPE描述 [37].

x̃ = x/a0 t̃ = ωxt

Ψ(r, t) = Ψ̃(x, t)

(
m2ωyωz

π2ℏ2

)1/4

e−m(ωyy
2 +ωzz

2)/2ℏ ,

g̃ =
n0

√
ωzωyg

2πℏa30ωx
=

2asn0
√
ωzωy

a0ωx
η̃ =

n20ωzωy

3π2a30ℏω3
x

η

a0 =
√
ℏ/(mωx)

考虑 BEC被囚禁于光晶格势下的准一维情

形 , 并做如下无量纲化处理 :    ,    ,

 ,    ,

 , 便得 

i
∂Ψ

∂t
= −1

2

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ + g|Ψ |2Ψ + η|Ψ |4Ψ, (2)

n0

N = n0

∫
|Ψ(x, t)|2dx

其中   为无量纲化时粒子数密度的特征量, 此时

总粒子数为  . 为方便起见, 这

里已省略变量上面的“~”.

V (x) = V0sn2(x, q) sn(x, q)
0 ⩽ q ⩽ 1

q = 0 V (x) = V0 sin2 x

q = 1 V (x) = V0 tanh2 x V (x)

取外势   , 其中   为雅

可比椭圆正弦函数 , q 是其模数 (  ). 当

 时,   , 文献 [38]中考虑的外势

即为此情形, 所以该势可看作是对相关文献的推

广. 当   时,    , 此时   并非

周期势, 故后面不考虑此情形. 若考虑该势的实验

实现, 可用下面公式 [39]
 

sn(x, q) =
2π

qK(q)

∞∑
n=0

αn+1/2

1− α2n+1
sin

(2n+ 1)πx
2K(q)

, (3)

α = exp
{
− π[K(

√
1− q2)/K(q)]

}
K(q) =∫ π

2

0

dθ√
1− q2 sin2 θ

V (x)

其 中   ,   

 是第一类完全椭圆积分.   可

近似为 
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V (x) ≈ 2V0π2α
q2K2(q)(1− α)2

[
1− cos

πx
K(q)

+
2α

1+α+α2

(
cos

πx
K(q)

−cos
2πx
K(q)

)]
, (4)

q < 0.9

从中可以看出, 该势在实验中可用两束不同频率的

激光来近似实现. 当   时, 其近似程度可达

99%.

寻找方程 (2)下列形式的定态解 

Ψ(x, t) = ψ(x)e−iµt, (5)

ψ(x)其中  为实函数, µ为化学势. 代入方程 (2)后得 

−1

2
ψxx + V (x)ψ − µψ + gψ3 + ηψ5 = 0. (6)

若波函数振幅为无穷小, 则可忽略非线性项, 得 

−1

2
ψxx + V (x)ψ − µψ = 0. (7)

方程 (7)为一广义马丢 (Mathieu)方程, 它的有界

解被称为布洛赫模 (Bloch Modes), 对应的化学势

µ构成了布洛赫带 (Bloch Bands). 一般情况下, 它

的有界解可写为 

ψ = p(x) = eikxp̃(x;µ). (8)

µ = µ(k)

将 (8)式代入方程 (7)后, 通过求解所得本征问题

便可得色散关系  , 从而得到系统的能带结

构. 这一点在文献 [29]中有详细讨论, 此处不再赘

述. 在 Bands中, 线性波可以传播; 在 Gaps中, 虽

然线性波无法传播, 但可存在具有局域结构的非线

性波, 即带隙孤子 (gap soliton). 

2.2    带隙孤子的多重尺度法分析

k = k0 µ0 = µ(k0) k − k0 µ− µ0

X0 = x X1 = εx

若波函数振幅不是无穷小, 则方程 (6)中非线

性项不能忽略 . 考虑化学势µ从 Band的边界

 ,    处进入带隙 , 且   ,   

均为小量的情形, 可用多重尺度法对其进行理论分

析. 引入多重尺度   ,    , 将化学势与

波函数展开为 

µ = µ0 + µ2ε
2 + · · · , (9)

 

ψ(x) = εψ0(X0, X1) + ε2ψ1(X0, X1)

+ ε3ψ2(X0, X1) + · · · , (10)

ε = k − k0

η = η̂ε−2 = O(ε−2)

其中   是一小量 . 将此展开式代入方程

(6), 并假设  . 按 e 的同次幂项合

并后得 

ε1 : L0ψ0 = 0, (11)
 

ε2 : L0ψ1 =
∂2ψ0

∂X0∂X1
, (12)

 

ε3 : L0ψ2 =
1

2

∂2ψ0

∂X2
1

+
∂2ψ1

∂X0∂X1
+ µ2ψ0 − gψ3

0 − η̂ψ5
0 ,

(13)

L0 = −1

2

∂2

∂X2
0

+ V (X0)− µ0其中  .

方程 (11)与 (7)形式相同, 故具有下列形式

的解 

ψ0(X0, X1) = B(X1)p(X0),

B(X1) p(X0)

f1(x) f2(x)

其中   表示慢变包络 (调制波),    为快变

载波, 显然该解满足 Fredholm条件 [40], 这里函数

 与  的内积定义为
 

⟨f1, f2⟩ =
∫ 4K(q)

0

f1(x)f
∗
2 (x)dx,

“*”表示复共轭. 方程 (12)的解可写为 

ψ1(X0, X1) =
dB
dX1

H(X0),

L0H = p′(X0)则有   , 此时 Fredholm条件也自动

成立.

ψ0 ψ1将  和  代入方程 (13)得 

L0ψ2 =
d2B
dX2

1

[
H ′(X0) +

1

2
p(X0)

]
− gB3p3(X0)

− η̂B5p5(X0) + µ2Bp(X0),
(14)

再次应用 Fredholm条件, 得 

−D∂2B

∂X2
1

− µ2B + gα1B
3 + η̂α2B

5 = 0, (15)

α1 =

∫ 4K(q)

0

p4(x)dx∫ 4K(q)

0

p2(x)dx
α2 =

∫ 4K(q)

0

p6(x)dx∫ 4K(q)

0

p2(x)dx

D =
⟨p/2 +H ′, p⟩

⟨p, p⟩
=

1

2

d2µ
dk2

|k=k0

其 中   ,   

均为正数 ,    
[38]. 方

程 (15)为一定态 NLSE, 它有局域型孤立波解 

B(X1) =
±sech(βX1)√
δ + γsech2(βX1)

, (16)

β =

√
−2µ2

D
δ =

√
3g2α2

1 + 16η̂α2µ2

2
√
3|µ2|

γ =

gα1 − 2δµ2

4µ2
η̂ = 0

其 中   ,    ,   

 . 当  时, 方程 (15)退化为3次NLSE;

相应地, 解 (16)也退化为 3次 NLSE的孤立波解.

X1 = 0 B(X1)在  处  取得极值, 故调制波的振幅
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A ∼ 1√
δ + γ

=

√
4µ2

gα1 + 2µ2δ

g, η

µ2

sgn(µ2) = −sgn(D) sgn(x)

δ+

γ > 0 η̂µ2 > −3g2α2
1

16α2

D > 0, µ2 < 0

g, η < 0

µ2 > 0, D < 0 g, η > 0

 . 由此可知在其他参

数给定时, 随着非线性相互作用   的增大, 带隙

孤子的振幅会单调递减, 后面的数值结果也证实了

该结论. 另外, 为保证 b 为实数, 则  与 D 须异号,

即   , 这里   为符号函数. 该

式表示此时的µ必位于带隙内, 即孤子确为带隙孤

子 . 为保证解不存在奇性 , 须 d 为正实数且  

 , 则有  . 举例来说, 如果要研究

半无界带隙内的孤子, 则此时  , 若取

 则两个条件必同时满足 (充分非必要); 但

若研究第一带隙内接近第一 Band的孤子 , 则

 , 取   则两个条件必同时满足

(充分非必要). 以上分析对于数值研究带隙孤子有

一定的指导意义. 

2.3    牛顿共轭梯度法寻找带隙孤子

牛顿共轭梯度法 (Newton-Conjugate-Gradient,

NCG)[41] 是一种高效的数值方法, 可用来求解非线

性演化方程的孤立波解. 该方法的主要思路是用牛

顿迭代法结合共轭梯度法求解所得线性方程, 其收

敛速度比共轭梯度法和牛顿法等其他现有的迭代

法要快, 而且容易编程实现. 文献 [42]也提出了牛

顿法与共轭梯度法的组合方法, 并证明该方法的全

局收敛性. NCG法是解决无约束最小优化问题的

方法之一 [43]. 文献 [44]中运用该方法讨论了路径

约束动力学演化过程的优化问题. NCG法在一些

物理模型上得到了广泛应用, 例如具有周期外势或

无周期外势的二维非线性薛定谔方程, Kortewegde

Vries (KdV)方程和五阶 Kadomtsev Petviashvili

(KP)方程的求解等 [41]. 它可用来寻找各种物理系

统 (如非线性光学, BEC和水波等)中的孤立波,

而且既能寻找基态也能求解激发态, 可以作为处理

这类问题的首选方法.

x ∈ (−∞,+∞)

ψ = 0

下面采用 NCG寻找方程 (6)的带隙孤子. 计

算时, 需要将无穷区间   截断为有限

区间. 通常可取外势的足够多个周期作为计算的空

间范围 , 然后对该区间进行离散化后便可应用

NCG求解. 计算表明, 所得结果对迭代初值有一

定的依赖性 (但并不十分敏感). 若迭代初值选择不

当, 则迭代过程会发散或者收敛于平凡解   .

计算时, 取以下多个高斯波包的叠加 

ψ(x) =

N∑
j=1

Aje−(x−xj)
2/Wj (17)

Aj , xj ,Wj

N
Aj , xj ,Wj ,N

作为迭代初始条件, 这里   分别表示开始

迭代时第 j 个波包的振幅、中心位置和宽度,   表

示总波包数. 通过选择合适的   , 便可

得到所需带隙孤子. 若欲寻找结构更为复杂的带隙

孤子, 可尝试选用其他形式的迭代初值.

q = 0.1

N = 1,

x1 = 0,

q = 0.1

q = 0.99

q = 0.1

q = 0.99

A = max |Ψ |

图 1显示了  和 0.99时不同参数条件下

的单峰带隙孤子 , 迭代时取    A1  =  0.6,

 W1 = K(q) . 该孤子的峰值位于外势的最

低点处 , 一般称其为 on-site  soliton. 图 1(a)和

图 1(b)为  时吸引相互作用下半无界带隙中

的带隙孤子, 图 1(c)和图 1(d)为  时排斥作

用下第一带隙中的带隙孤子. 从图 1可以看出, 当

三体相互作用强度不变而两体相互作用变强时, 带

隙孤子的振幅明显降低; 也可看出, 当两体相互作

用强度不变而三体相互作用变强时, 带隙孤子的振

幅也会变小. 这与前面理论分析结论一致.  

时孤子的结构较为复杂, 但  时孤子为钟形,

故外势模数对孤子结构有一定影响. 为进一步研究

孤子振幅随相互作用强度的变化, 定义 

为孤子振幅. 图 2(a)和图 2(b)分别显示了在吸引

相互作用下半无界带隙内和排斥相互作用下第一

带隙内单峰孤子振幅随相互作用强度的变化. 可以

看出, 随着两体相互作用强度|g|和三体相互作用强

度|h|的增大, 孤子的振幅确在单调递减.

Ethree =
1

3
η

∫
|ψ(x)|6dx Etwo =

1

2
g

∫
|ψ(x)|4dx

图 3显示了不同参数情形下图 1中 on-site

孤子三体和两体相互作用能量的比值 , 其中

 ,    . 可

以看出, 当 h 固定时, |g|越大, 比值越小, 表明二体

相互作用越占优; 但当 g 固定时, 随着|h|的增大,

比值也在增大, 表明三体相互作用逐渐增强. 图 3(a)

中两种能量已处于可比拟的范围; 图 3(b)中 h 足

够大时, 三体相互作用能量已超过两体相互作用能

量. 这种情况下, 三体相互作用更不可忽略.

N = 2

图 1中所示的带隙孤子是结构最为简单的一

类基本孤子. 除此之外, 也存在另一类如图 4所示

的双峰孤子. 这类孤子具有两个波峰, 两波峰间的

中心位置在外势的最高点处, 一般称其为 off-site

soliton. 图 4(a)和图 (b)所示两波峰具有相同的相

位, 称为同相偶极孤子 (迭代时取  , A1 = A2 =

0.6,  x1  =  0,  x2  =   –2K(q), W1  = W2  = K(q));
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N = 2

图 4(c)和图 4(d)所示孤子则被称为异相偶极孤

子 (迭代时取  , A1 = 0.6, A2 = –0.6, x1 = 0,

x2 = –2K(q), W1 = W2 = K(q)). 该类孤子的振幅

也随着|g|和|h|的增大而减小. 从波形结构上来看,
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V0 = 4 q = 0.1 q = 0.99 V (x)图 1    3−5次 GPE的单峰带隙孤子 (  )　(a), (b)   ; (c), (d)   . 阴影部分表示外势   低处
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Fig. 1. Profiles of singl-hump gap solitons of the cubic-quintic GPE (  ): (a), (b)     = 0.1; (c), (d)     = 0.99. Shaded regions

represent lattice sites, i.e., regions of low potential values   .
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-5 -4-6 -3 -2 -1



0.25

0.05

0.10

0.15

0.20

0


th

re
e
/


tw
o

(a)

0 20 40 1008060



4

1

2

3

0


th

re
e
/


tw
o

(b)

=-2
=-3
=-4
=-5
=-6

=2
=4
=5
=8
=10

0=4, =0.1, m=1 0=4, =0.1, m=3

图 3    on-site孤子三体相互作用能量和两体相互作用能量的比

Fig. 3. The ratio of three-body energy to two-body energy for on-site solitons with different interaction strength. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010301

010301-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


off-site孤子似乎可以看作是两个单峰 on-site孤子

的组合; 但从动力学稳定性来看, on-site孤子始终

稳定而同相偶极孤子始终不稳定, 故同相偶极孤子

也被视为另一类基本孤子. 异相偶极孤子的稳定性

则较为复杂, 一般依赖于系统的参数. 

3   带隙孤子的稳定性

孤子的稳定性无论在理论上还是在实验上都

是一个重要的问题, 下面将用非线性动力学演化的

方法来研究前面所得带隙孤子的稳定性. 在初始时

刻, 给波函数一小扰动. 若经过足够长时间演化后

孤子的振幅和波形没有发生明显变化, 则可认为该

孤子动力学稳定; 否则认为它动力学不稳定. 数值

计算时, 所用方法为时间劈裂傅里叶谱方法 [45]. 该

方法具有效率高、精度高、计算过程中粒子数守恒,

而且程序容易实现等优点.

对初始波函数做下面类型的扰动 

Ψ(x, 0) = ψ(x)eiβx, (18)

ψ(x) β ≪ 1

β = 0.01

其中  是前面所得定态带隙孤子,   是扰动

参数, 计算时取  .

图 5为不同参数情形下不同类型带隙孤子动

V0 = 4

µ = 1

η = −1

µ = 0.5

η = −1

µ = 2

η = 1

q = 0.99

力学演化的等值线图 (  ). 可以看出, 不同类

型孤子的稳定性有所不同. 图 5(a)为   , q =

0.1, g = –1,     (对应图 1(a)中情形)时 on-

site孤子的动力学演化. 可以看出, 经过一段时间

演化后波形和振幅都没有发生明显变化, 故它是动

力学稳定的. 数值研究中, 通过对各种参数情形进

行计算, 结果均表明无论在第一带隙还是半无界带

隙中, on-site孤子始终稳定. 图 5(b)为  , q =

0.1, g = –1,     (对应图 4(a)中同相偶极孤

子)的动力学演化. 很明显孤子演变成振荡状态,

即能量在两个相邻光晶格之间周期性地转移. 初始

时刻孤子空间结构的对称性随时间演化时被破坏,

所以这是一种振荡型不稳定. 大量计算表明, 这种

同相偶极孤子总是动力学不稳定的. 即使 q 较大

时, 尽管两波峰相距较远, 它仍然表现出不稳定

(但不稳定性变弱). 所以这种类型的孤子不宜视为

两个 on-site孤子的组合. 图 5(c)为  , q = 0.5,

g = 1,   时第一带隙内异相偶极孤子 (带隙孤

子结构与图 4(c)和图 4(d)中类似)的动力学演

化. 可以看出, 此时的孤子仍具有振荡不稳定性.

图 5(d)为   (其他参数与图 5(c)中相同)时

异相偶极孤子的动力学演化. 可以看出, 此时的带
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V0 = 4 q = 0.1; q = 0.99 V (x)图 4    3−5次 GPE的同相偶极孤子和异相偶极孤子 (  )　(a), (b)    (c), (d)   . 阴影部分表示外势   低处
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Fig. 4. Profiles of double-hump gap solitons of the cubic-quintic GPE (  ) (a), (b)    = 0.1; (c), (d)    = 0.99. Shaded regions

represent lattice sites, i.e., regions of low potential values   .
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qc q ⩾ qc

q < qc

qc ≈ 0.968 V0

qc

g = −1 η = −1 V0 = 4

µ = 0.55 qc ≈ 0.956 µ = 0.65

qc ≈ 0.754

隙孤子是动力学稳定的. 这一结果表明外势的模数

会影响带隙孤子的稳定性; 同时也意味着其他参数

固定时, 存在临界值  . 当  时, 异相偶极孤子

稳定; 而当   时, 异相偶极孤子不稳定. 对于

图 5(c)和图 5(d)参数情形,   . 在 g, h,  

等参数不变的情况下, 临界值   随µ值而变. 例如

对于   ,    ,    时的异相偶极孤子,

当   时   ;  而 当   时 ,

 .

η = −2,

值得说明的是, 前面仅讨论了两类基本结构的

带隙孤子, 即 on-site孤子与 off-site孤子. 实际上,

方程 (6)存在无穷多结构各异的带隙孤子, 如三

峰、四峰等结构更为复杂的孤子. 很多结构复杂的

带隙孤子, 可视为这两类基本带隙孤子的组合. 这

类孤子的特点是它们的峰值总位于外势的最低点

处. 数值结果表明, 方程 (6)也存在另外一类带隙

孤子, 它们的峰值并不位于外势的最低点处. 文献中

将该类孤子称为亚基本带隙孤子 (sub-fundamental

gap soliton)[46]. 图 6(a)和图 6(c)显示了 q = 0.1,

g = –1,    V0 = 4不同µ值时的亚基本带隙

孤子, 它有着和前面两种类型的孤子明显不同的结

构特征. 这类孤子在空间上呈奇对称分布, 它的中

µ = 2.9

µ = 3 µc

µ < µc µ > µc

µc ≈ 2.992

ψ(x) = A1e−x2/W1 sin(k1x)

心位置位于外势的最低点处, 波峰则介于外势最高

点与最低点之间. 图 6(b)和图 6(d)为该类带隙孤

子的动力学演化, 可以看出,   时孤子不稳定

而  时孤子稳定. 该结果意味着存在临界值  ,

当  时孤子不稳定而  时孤子稳定. 数值

结果表明在该组参数下 ,    . 这里取

 作为迭代初始条件 , 计

算时取 A1 = 1, W1 = 4K(q), k1 = 1.

η = 0

η = −0.2

N = 2

三体相互作用强度对于带隙孤子的稳定性也

有一定影响. 图 7显示了 V0 = 2, µ = 1.25, q = 0.1,
g = 1而不同 h 时第一带隙中同相偶极孤子的动力

学演化. 图 7(a)中  , 可以看出, 经过一段时间

演化后带隙孤子呈现出动力学不稳定; 图 7(b)中

 , 可以看出此时的带隙孤子是动力学稳定

的. 表明三体相互作用强度对于带隙孤子的稳定性

确实有着一定影响, 它可以改变带隙孤子的稳定性

区域, 该结论与文献 [18]中结论一致. 注意这里的

同相偶极孤子与图 3中有所不同, 它属于文献 [29]

中提到的 (1, 1)结构 , 并非从 Band中分岔出来

(迭代时取   , A1 = A2 = 0.6, x1 = 0, x2 =

–2K(q), W1 = W2 = K(q) ). 
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图 5    不同类型带隙孤子的动力学演化　(a) on-site孤子; (b) 同相偶极孤子; (c), (d) 异相偶极孤子

|Ψ(x, t)|Fig. 5. Contour plots of     for perturbed gap solitons: (a) On-site soliton; (b) in-phase dipole soliton; (c), (d) out-phase di-

pole soliton. 
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4   结　论

本文研究了准一维情形下束缚于雅可比椭圆

函数周期势中具有三体相互作用 BEC系统中的带

隙孤子及其稳定性. 在平均场近似下, 系统的动力

学行为可由 3—5次 GPE描述. 首先利用多重尺

度法对系统的带隙孤子进行了理论分析 , 将

3—5次 GPE化为一定态 NLSE, 并给出了一类带

隙孤子的解析表达式. 然后采用 NCG法数值得到

了该系统中存在的带隙孤子, 包括两类基本带隙孤

子 (on-site孤子和 off-site孤子)与亚基本带隙孤

子 (sub-fundamental gap soliton). 数值结果与理

论分析均表明, 三体相互作用强度的增大将会导致

带隙孤子的振幅减小. 最后, 用时间劈裂傅里叶谱

方法对 GPE进行长时间动力学演化以考察孤子的

稳定性, 发现 on-site孤子始终稳定, 同相偶极孤子

和异相偶极孤子既有稳定的也有不稳定的. 三体相

互作用强度对于带隙孤子的稳定性也有一定影响.

外势的模数对孤子的结构和稳定性会产生明显影

响, 故实验中可通过调整外势的模数来改变带隙孤

子的稳定性.

 

-20 -10 0 10 20

200

150

100

50

0

x

t

0.80

0.40

0

(b)
m=2.9
q=0.1

g=-1
=-2

-20 -10 0 10 20

200

150

100

50

0

x

t

0.60

0.30

0

(d)
m=3.0
q=0.1

g=-1
=-2

-15 -10 -5 0 5 10 15

4

2

3

1

0

-1

x



(a)

m=2.9, q=0.1
g=-1, =-2, V0=4

-15 -10 -5 0 5 10 15

4

2

3

1

0

-1

x



(c)

m=3.0, q=0.1
g=-1, =-2, V0=4

图 6    (a), (c) 第一带隙中的亚基本带隙孤子 (红色). 蓝线表示外势; (b), (d) 亚基本带隙孤子的动力学演化

|Ψ(x, t)|
Fig. 6. (a), (c) Profiles of sub-fundamental gap solitons (red lines) lie in the first bandgap. The solid blue lines denote the external

potential; (b), (d) contour plots of    for perturbed gap solitons.
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|Ψ(x, t)| η = 0 η = −0.2Fig. 7. Contour plots of    for in-phase dipole solitons lie in the first bandgap with (a)    and (b)   .
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Abstract
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We  study  the  gap  solitons  and  their  stability  properties  in  a  Bose-Einstein  condensation  (BEC)  under

three-body  interaction  loaded  in  a  Jacobian  elliptic  sine  potential,  which  can  be  described  by  a  cubic-quintic

Gross-Pitaevskii  equation  (GPE)  in  the  mean-field  approximation.  Firstly,  the  GPE  is  transformed  into  a

stationary cubic-quintic nonlinear Schrödinger equation (NLSE) by the multi-scale method. A class of analytical

solution of the NLSE is presented to describe the gap solitons. It is shown analytically that the amplitude of the

gap soliton decreases as the two-body or three-body interaction strength increases. Secondly, many kinds of gap

solitons,  including  the  fundamental  soliton  and the  sub-fundamental  soliton,  are  obtained  numerically  by  the

Newton-Conjugate-Gradient (NCG) method. There are two families of fundamental solitons: one is the on-site

soliton and the other is the off-site soliton. All of them are bifurcated from the Bloch band. Both in-phase and

out-phase  dipole  solitons  for  off-site  solitons  do  exist  in  such  a  nonlinear  system.  The  numerical  results  also

indicate that the amplitude of the gap soliton decreases as the nonlinear interaction strength increases, which

accords well with the analytical prediction. Finally, long-time dynamical evolution for the GPE is performed by

the time-splitting Fourier spectrum method to investigate the dynamical stability of gap solitons.  It is  shown

that the on-site solitons are always dynamically stable, while the off-site solitons are always unstable. However,

both stable and unstable in-phase or out-phase dipole solitons, which are not bifurcated from the Bloch band,

indeed exist. For a type of out-phase soliton, there is a critical value    when the chemical potential µ is fixed.
The solitons are linearly stable as    , while they are linearly unstable for    . Therefore, the modulus q

plays an important role in the stability of gap solitons. One can change the dynamical behavior of gap solitons

by  adjusting  the  modulus  of  external  potential  in  experiment.  We  also  find  that  there  exists  a  kind  of  gap

soliton,  in  which  the  soliton  is  dynamically  unstable  if  only  the  two-body  interaction  is  considered,  but  it

becomes  stable  when  the  three-body  interaction  is  taken  into  account.  This  indicates  that  the  three-body

interaction has influence on the stability of gap solitons.

Keywords: Bose-Einstein condensate, gap soliton, three-body interactions, stability
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专题：非线性物理

玻色-爱因斯坦凝聚中的环状暗孤子动力学*
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(2019 年 9 月 18日收到; 2019 年 10 月 29日收到修改稿)

环状暗孤子最早是在非线性光学系统中理论预言并实验实现的一种二维孤子类型. 跟通常的二维孤子

(如条纹孤子)相比, 环状暗孤子具有更好的稳定性和更加丰富的动力学行为. 玻色-爱因斯坦凝聚由于其高度

可调控性为研究环状暗孤子提供了一个全新的平台. 本文结合玻色-爱因斯坦凝聚和孤子研究的现状, 综述玻

色-爱因斯坦凝聚中环状暗孤子的解析解、稳定性调控及其衰变动力学等方面的研究进展. 首先介绍了一套

变换方法将均匀系统中非线性系数不随时间变化的环状暗孤子解析解推广到谐振子外势下非线性系数随时

间变化的环状暗孤子解析解; 然后讨论在形变扰动下环状暗孤子的稳定性相图, 并介绍了如何利用周期调制

的非线性来增强环状暗孤子的稳定性; 此外, 还重点讨论了环状暗孤子衰变导致的涡旋极子动力学以及斑图

形成.

关键词：玻色-爱因斯坦凝聚, 环状暗孤子, 涡旋极子, 斑图

PACS：03.75.Lm, 03.75.Kk, 67.85.De, 67.25.dk 　DOI: 10.7498/aps.69.20191424

 

1   引　言

孤子是一种存在于非线性系统中的奇异拓扑

激发 . 孤子的概念最早是在 1965年由 Zabusky

和 Kruskal[1] 在研究 Korteweg-de Vries方程时提

出的. 稳定的孤子在传播过程中可以保持形状、幅

度和速度不变. 孤子广泛存在于经典和量子流体、

非线性光学、等离子体等各种非线性系统中 [2,3],

引起了不同领域科学家的广泛关注 [4−10]. 自从

1995年超冷原子玻色-爱因斯坦凝聚 (BEC)在实

验上实现 [11−14] 以来, BEC中的孤子性质及其动力

学成为冷原子物理领域的重要课题. 跟其他非线性

系统 (如经典流体等)相比, BEC具有高度可操控

性, 可以通过光场、磁场、电场跟冷原子耦合来改

变BEC的几何结构、维度、外势以及相互作用等[15−21],

从而为孤子的理论和实验提供了优越的平台, 并为

孤子研究注入了新的活力 [2,22−25].

BEC中的孤子通常可以分为亮孤子和暗孤子.

所谓亮孤子是指在 BEC背景上激发的稳定的局域

密度凸起结构, 而暗孤子是指在 BEC背景上激发

的稳定的局域密度凹陷结构. BEC中是否存在稳

定的亮孤子或者暗孤子一般取决于原子之间的相

互作用. 对于吸引相互作用的系统一般存在亮孤

子, 而对于排斥相互作用的系统一般存在暗孤子.

早在 BEC实验实现以前, 科学家已经从理论上预

言了该系统中可能存在稳定的孤子 [26].  1999年

Denschlag等 [27] 和 Sanpera等 [28] 利用相位刻印技

术 (phase  imprinting  technique)在超冷 23Na和
87Rb原子的 BEC中观察到暗孤子, 标志着孤子这

一非线性现象在 BEC系统中的首次实验实现. 两

个研究组分别用了不同的原子种类 , 即 23Na和
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87Rb. 由于这两种原子之间的相互作用都是排斥相

互作用, 因而亮孤子一般是不稳定的. 但当排斥相

互作用和孤子的相位梯度达到某种平衡时, 系统中

允许存在稳定的暗孤子. 随着 Feshbach共振技术

在超冷原子 BEC中的广泛应用 [19,29,30],  2002年

Strecker等 [31] 和 Khaykovich等 [32] 科学家利用

Feshbach共振技术调节原子间的相互作用从排斥

到吸引, 首次在 7Li原子 BEC系统中实验观察到

亮孤子. 之后 Cornish等 [33] 同样利用 Feshbach共

振技术, 在超冷85Rb原子BEC系统中实验观察到亮

孤子.

π 100%

在 BEC系统中, 一般认为一维孤子是可以稳

定存在的, 而二维及以上系统的孤子却很难稳定.

随着一维孤子在 BEC中的实验实现 [27,28,31,32],

BEC中高维孤子的产生、稳定性及其衰变动力学

成为当前科学家关注的热点和难点问题 [34]. 以暗

孤子为例, 在 BEC中产生物质波暗孤子需要具备

如下几个特点: 首先在原子背景上具有局部的密度

最小值, 而且在局部密度最小值处波函数的相位有

一个突变, 与此同时局域密度最小值的幅度和形状

不发生改变 [28,35]. 研究发现暗孤子两侧的相位对暗

孤子的速度和深度起了决定性作用 [36]. 特别地, 当

暗孤子两侧的相位差为  时, 暗孤子的深度为  ,

即孤子中心处没有粒子, 我们称之为全暗孤子或黑

孤子. 此时孤子的速度为零. 暗孤子的这一特点以

及 BEC中原子分布的不均匀性 , 使得在二维

BEC系统中, 条纹暗孤子很不稳定, 极易受到横向

扰动的影响, 表现出蛇形 (snake)不稳定性 [37,38],

最终衰变为涡旋对 [39].  Dutton等 [40] 利用慢光技

术 (slow light technique)在 BEC中引入密度缺

陷, 在密度缺陷的衰变过程中产生了条纹暗孤子.

他们进一步观察到条纹暗孤子的蛇形不稳定性, 以

及从条纹暗孤子衰变成涡旋的动力学过程. 在三

维 BEC系统中, Anderson等 [41] 发现条纹暗孤子

更加不稳定, 会很快衰变成各种涡旋环结构.

Qmax

L < 2π/Qmax

随着对暗孤子性质理解的不断深入 [42], 人们

逐渐认识到在二维非线性均匀系统中, 条纹暗孤子

的不稳定性区域是由最大扰动波数  表征的 [43].

当条纹暗孤子的长度   时, 条纹暗孤子

的不稳定性会被抑制 [44]. 此时直的条纹暗孤子会

发生弯曲, 进而闭合成可以长时间稳定存在的环状

暗孤子. 环状暗孤子最早是在非线性光学系统中理

论预言 [45,46] 和实验实现的 [47,48]. 在非线性光学系

统中, 环状暗孤子可以用于全光控制、光学开关以

及块体介质中光学信息传输通道的多路复用与分

解 [47]. 由于环状暗孤子比一般的孤子如条纹暗孤

子、块状 (lump)暗孤子等具有更好的稳定性和更

丰富的动力学性质, 因而引起了冷原子物理学家的

关注 [24,44,49−51]. Theocharis等 [44] 最早在 BEC中引

入了环暗孤子的概念, 并讨论了 BEC中环状暗孤

子的解析解、稳定性以及动力学性质. 他们发现由

于环状暗孤子特殊的对称性质, 使得即使在谐振子

外势下, 密度不均匀的 BEC系统中, 环状暗孤子

在某些条件下仍然可以较长时间稳定存在. 环状暗

孤子可用于产生量子湍流, 进而理解量子湍流的统

计性质及其内在的物理机理 [52−54]. 利用环状暗孤

子衰变可以产生各种类型的涡旋结构和斑图, 从而

为深入研究涡旋动力学和斑图动力学等各类非线

性现象提供新的技术手段和思路. 在负质量流体 [55]、

人造规范系统 [21,56]、SU(3)自旋轨道耦合 [57]等特殊

量子体系中研究环状暗孤子的性质, 还有望发现新

的量子流体动力学规律, 为设计各种新的拓扑功能

材料提供理论依据. 因此, 在量子流体系统中研究

环状暗孤子的基本性质和动力学行为具有非常重

要的意义.

本文旨在结合 BEC和孤子研究的现状, 综述

BEC中环状暗孤子的解析解、稳定性操控及其衰

变动力学等方面的相关研究进展. 第二部分针对

BEC原子一般束缚在谐振子势阱中, 从而使得系

统具有密度分布不均匀这一完全不同于非线性光

学均匀系统的特点, 首先介绍了一种处理谐振子束

缚系统中精确环状暗孤子解的变换方法, 然后将该

方法推广到原子间相互作用随时间变化的系统. 这

一工作进一步建立了非均匀的 BEC系统跟均匀的

非线性光学系统之间的密切联系, 为孤子问题的解

析分析开辟了新的道路 . 第三部分致力于讨论

BEC系统中环状暗孤子的稳定性. 鉴于先前研究

中仅讨论了横向扰动对环状暗孤子的影响, 考虑到

实际的实验情况, 重点讨论了环状暗孤子形状的微

小形变对环状暗孤子稳定性的影响. 通过数值模拟

计算, 得到了环状暗孤子关于椭圆偏心率和深度的

稳定性相图. 结果表明较浅的孤子可以以较大的偏

心率稳定存在. 我们还将亮孤子研究中广泛应用

的 Feshbach共振技术, 引入到环状暗孤子的稳定

性操控. 理论预言利用 Feshbach共振技术周期性

调节 BEC原子间的相互作用, 可以在同等条件下
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极大地延长环状暗孤子的寿命. 环暗孤子除了可以

在一定程度上克服条纹暗孤子遭遇的蛇形不稳定

性之外, 还在其不稳定区域表现出丰富的衰变动力

学. 第四部分将讨论 BEC系统中环状暗孤子衰变

为涡旋对以及涡旋在谐振子束缚的 BEC系统中的

运动规律, 还将说明利用环状暗孤子衰变引起的自

发对称性破缺, 通过周期性调节原子间的相互作用

可以在 BEC产生各种斑图结构. 最后对 BEC中

环状暗孤子的相关研究进行了简单的总结和展望. 

2   相互作用可调的 BEC中环状暗孤
子的解析解

一般来说, BEC系统中的相互作用是不随时

间和空间变化的. 但随着 Feshbach共振技术的发

展, 科学家已经可以对 BEC系统中的相互作用强

度甚至正负进行调节. 目前为止, 科学家已经相继

发现了磁Feshbach共振[29,30]、光Feshbach共振[58,59]、

束缚诱导的共振 [60,61] 以及轨道 Feshbach共振 [62,63]

等. 这些类型的 Feshbach共振技术为调节 BEC

中的相互作用提供了有力工具. 利用 Feshbach共

振相关技术, 科学家已经理论预言和实验实现了各

种随时间 [31,64−66] 和空间 [67,68] 变化的原子间相互作

用. 因而, 在 BEC系统中研究相互作用随时间变

化的孤子解具有重要的现实意义.

二维谐振子外势中相互作用随时间变化的 BEC

的运动规律可由如下非线性薛定谔方程描述 [51]
 

i
∂ψ

∂t
= −1

2
∇2ψ +

1

2
Ω2r2ψ + g(t)|ψ|2ψ. (1)

Ω = 0

跟一般的非线性光学系统相比, 求解 BEC中环状

暗孤子解的一个困难是谐振子外势的存在. 当没有

谐振子外势即  时, 根据环状暗孤子的对称性,

系统可以表示为如下形式: 

i
∂Q(R, T )

∂t
+

1

2

(
∂2Q(R, T )

∂R2
+

1

R

∂Q(R, T )

∂R

)
− C|Q(R, T )|2Q(R, T ) = 0. (2)

Ω ̸= 0

利用微扰方法在小振幅近似下, 方程 (2)可以变换

到著名的 CKdV方程 [45,46]. 利用 CKdV方程的解

析解 [69−74], 可以间接得出方程 (2)的环状暗孤子解

析解. 当存在谐振子外势即   时, Theocharis

等 [44] 讨论了相互作用为常数时, 系统可能存在的

环状暗孤子解.

下面介绍一套变换方法来求解相互作用随时

间变化的 BEC系统的环状暗孤子解析解 [51]. 首先,

将方程 (1)做如下变换: 

ψ(r, t) = Q(R(r, t), T (t))eiα(r,t)+β(t). (3)

R(r, t) T (t) α(r, t) β(t)假设  ,  ,  和  为实函数, 并且满足
 

R(r, t) = λ(t)r, (4)
 

T (t) =

∫
λ2(t′)dt′ + C0, (5)

 

β(t) =
1

2
ln
λ2(t)

C
, (6)

 

α(r, t) = − 1

2λ(t)

dλ(t)
dt

r2, (7)

C0其中  为常数. 该变换成立的条件是 

1

λ(t)

d2λ(t)
dt2

− 2

λ2(t)

(
dλ(t)
dt

)2

−Ω2 = 0. (8)

在该变换下方程 (2)的所有解析解都可以转化为

方程 (1)的解析解. 这就在非线性光学均匀系统和

非均匀 BEC系统之间建立了一个桥梁. 利用这一

变换关系, 在其中一个系统中得到的相关结果, 都

可以在另一个系统中找到对应, 从而为研究非线性

光学和 BEC动力学提供新的思路.

该变换方法还可以推广到更为一般形式的非

线性薛定谔方程 [51]
 

i
∂u(r, t)

∂t
+D(t)

(
∂2u(r, t)

∂r2
+

1

r

∂u(r, t)

∂r

)
+ g(t)|u(r, t)|2u(r, t) + 1

2
Ω2(t)r2u(r, t) = 0, (9)

g(t) ∝ D(t)

D(t)

其中需满足   . 对于 BEC系统来说, 因

为   为常数, 所以此时相互作用也必须为常数.

因而方程 (9)转化为谐振子外势束缚强度随时间

变化的情形 

i
∂u(r, t)

∂t
+

(
∂2u(r, t)

∂r2
+

1

r

∂u(r, t)

∂r

)
+ g|u(r, t)|2u(r, t) + 1

2
Ω2(t)r2u(r, t) = 0. (10)

利用方程 (10), 可以求解谐振子束缚强度随时间变

化的 BEC系统的环状暗孤子解析解.

需要特别强调的是, 该解析方法只是在小振幅

近似下才能成立. 所以对应于 BEC系统, 就要求

得到的环状暗孤子深度不能太深. 对于深的环状暗

孤子, 目前尚无有效的解析处理方法, 需要借助数

值模拟计算, 直接求解原始的非线性薛定谔方程 (1). 
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3   BEC中环状暗孤子的稳定性
 

3.1    环状暗孤子在形变扰动下的稳定性
相图

环状暗孤子的稳定性首先受到横向扰动的影

响, 表现出蛇形不稳定. Theocharis等 [44] 率先研究

了横向扰动对 BEC中环状暗孤子稳定性的影响,

指出浅的环状暗孤子可以不受蛇形不稳定影响而

长时间稳定存在, 而深的环状暗孤子将遭受蛇形不

稳定而衰变成环状分布的涡旋阵列. 考虑到真实的

实验情况, 除了横向扰动之外, 环状暗孤子还有可

能受到包括径向扰动在内的更为复杂形式的外部

扰动. 下面重点讨论形变扰动对环状暗孤子稳定性

的影响.

环状暗孤子在形变扰动下的稳定性可以通过

数值求解非线性薛定谔方程 (1)来进行分析 [51]. 首

先选择如下形式的环状暗孤子解 

ψ(x, y, 0) = (1−Ω2r2/4)

× [cosϕ(0) tanhZ(r1) + i sinϕ(0)], (11)

Z(r1)=(r1−R0) cosϕ(0) r1=
√
(1−e2c )x2+y2

ec cosϕ(0)

R0

g(t) = 1 Ω = 0.028

R0 = 28.9

ec

emax

cosϕ(0) > 0.67

其中  ,   ,

 表示环状暗孤子发生形变的偏心率,    刻

画了环状暗孤子的初始深度,    为发生形变之前

环状暗孤子的初始半径, 对应于发生椭圆形变后短

半轴的长度 . 特别地 , 固定   ,  ,

 , 通过调节环状暗孤子的深度和形变程

度观察环状暗孤子的稳定性. 数值模拟计算结果表

明环状暗孤子的稳定性明显受到形变扰动的影响.

对于相同深度的浅的环状暗孤子, 当偏心率  超过

某一临界值  时, 环状暗孤子会由稳定而变得不

稳定, 进而衰变成涡旋对 (后面将详细讨论环状暗

孤子的衰变动力学). 图 1给出了环状暗孤子关于

深度和最大偏心率的稳定性相图. 从图中可以看

出, 当环状暗孤子很浅时, 环状暗孤子即使在很大

的偏心率下也可以稳定存在; 当环状暗孤子较深

时, 很小的偏心率就会导致环状暗孤子失稳. 特别

地, 当深度  时, 即使在零形变下环状

暗孤子也变得不稳定. 

3.2    基于 Feshbach 共振的环状暗孤子稳
定性操控

Feshbach共振技术在 BEC孤子研究中扮演

了重要的角色. 实验上利用 Feshbach技术不但可

以产生孤子 [31−33], 而且还可以用来调控孤子的稳

定性 [75]. 最近, 利用 Feshbach共振随时间周期性

改变原子间的相互作用引起了理论和实验学家的

极大兴趣 [65,76−80]. Saito和 Ueda[78] 以及 Abdullaev

等 [79] 发现利用 Feshbach共振调节原子间相互作

用在吸引和排斥之间的快速振荡, 可以在二维空间

维持稳定的物质波亮孤子. Liang等 [80] 进一步研究

了在周期调控的原子间相互作用下, 物质波亮孤子

跟背景之间的原子数目交换规律. 本节将从理论上

讨论如何利用 Feshbach共振技术增强环状暗孤子

的稳定性.

假设随时间周期性振荡的相互作用具有如下

形式 

g(t) = 1− sinωt. (12)

0− 2

cosϕ(0) =

Ω

方程 (12)表明原子间的排斥相互作用强度在 

之间周期性振荡. 计算结果表明 [51] 在某一振荡频

率附近, 环状暗孤子的稳定性明显增强. 即使对于

较深的暗孤子, 在相互作用处于该振荡频率下, 仍

然可以具有很长的寿命. 以环状暗孤子深度 

0.76为例, 通过上一节的讨论, 我们知道环状暗孤

子在此深度下是极不稳定的. 通过数值模拟计算,

得到了环暗孤子寿命随相互作用振荡频率的变化

情况, 如表 1所列. 可以发现, 当相互作用振荡频

率在谐振子固有频率  附近时, 环暗孤子的寿命急

剧增长; 当相互作用的振荡频率远离该固有频率

时, 环状暗孤子的寿命迅速减小. 这说明环状暗孤

子寿命的增长是由于相互作用的振荡频率跟谐振

子的振荡频率发生共振引起的.

 

0.50 0.54 0.58 0.62

0.14
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
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x

cos (0)

图 1    形变扰动下环状暗孤子的稳定性相图 [51]

Fig. 1. Stability  phase  diagram of  ring  dark  solitons  under

deformation perturbation. 
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cosϕ(0) = 0.6

ec = 0.4

g = 1

10 ms Ω g = 1

g = 1− sinΩt
50 ms

我们还发现当相互作用振荡频率处于该谐振

子振荡频率时, 较浅的环状暗孤子即使发生了很大

的形变, 仍然可以长时间稳定存在. 例如, 计算了

环状暗孤子深度为  , 形变引起的偏心

率  时环状暗孤子的寿命. 计算结果表明, 当

相互作用为常数即  时, 环状暗孤子的寿命小

于   . 而当相互作用以频率   在   附近振

荡, 即  时, 环状暗孤子的寿命可以长

达  . 

4   环状暗孤子衰变动力学

当环状暗孤子处于不稳定区域时, 通常会在遭

遇蛇形不稳定下发生衰变 [39,44], 导致各种类型和数

目的涡旋极子或者不同样式的斑图. 从而建立了

BEC中孤子和涡旋以及斑图 [81] 等非线性现象之

间的密切联系. 研究 BEC中环状暗孤子衰变引起

的各种涡旋动力学和斑图形成有助于理解量子湍

流 [52,82,83] 和各类相关非线性现象的物理机理. 

4.1    环状暗孤子衰变与涡旋动力学
 

4.1.1    单分量 BEC中的环状暗孤子衰变与

涡旋动力学

Theocharis等 [44] 最早研究了单分量 BEC中

环状暗孤子的衰变动力学. 他们发现较深的环状暗

孤子在横向扰动下将衰变为由涡旋-反涡旋对构成

的环形分布的涡旋链. 越深的环状暗孤子将衰变出

更多的涡旋. 涡旋-反涡旋对的数目满足某种规律,

即总是 4的倍数, 并且长时间演化后部分涡旋湮

灭, 最后只剩下 4个涡旋-反涡旋对可以长时间稳

定存在. 与此同时, 环暗孤子在 BEC中衰变产生

的涡旋团簇不是固定不动的, 而是以某种规律做周

期性运动. 运动的形式依赖于涡旋的个数和系统的

对称性质.

cosϕ(0) = 0.6

g = 1 Ω = 0.028

ec = 0.4

0.6

1/4

1/8

接下来重点讨论在形变扰动下, 环状暗孤子的

衰变动力学. 同样选择环状暗孤子解 (11)式作为

初始态代入方程 (1)进行演化. 特别地, 假设环状

暗孤子的深度为  , 相互作用强度和谐

振子束缚频率固定在   ,  , 发生形变

的偏心率为  . 前边的结果已经表明当不发

生形变时, 深度为  的环状暗孤子是相对稳定的,

因而接下来观察到的孤子衰变主要是由形变引起

的. 数值模拟计算指出 [51], 在环状暗孤子发生形变

时的衰变行为跟不发生形变时的衰变行为具有明

显的不同. 在椭圆形变影响下, 环状暗孤子衰变产

生的涡旋-反涡旋对的数目不再是 4的倍数 , 或

2的偶数倍, 而是 2的奇数倍, 如图 2所示. 这可以

从椭圆形变扰动打破了系统的旋转对称性来理解.

涡旋个数的不同引起了不同的涡旋运动规律. 对于

图 2所示的两个涡旋对的情况, 可以看到每个涡旋

分别在  圆周的扇形轨迹上做周期性运动. 而对

于四个涡旋对的情况, 每个涡旋分别在  圆周的

扇形轨迹上做周期性运动 [44].

Rmin

Rmin

环状暗孤子在形变扰动下的详细衰变动力学

过程为 [51]: 首先环状暗孤子沿着径向收缩到一个

最小半径  , 然后在蛇形不稳定性作用下迅速衰

变为两个暗块孤子; 这两个暗块孤子随后沿着相反

的方向远离 BEC中心移动, 并随着背景原子数密

度的减小而劈裂为两个涡旋极子, 涡旋极子继续向

前运动; 当涡旋极子到达凝聚体边界时, 正负涡旋

分开并以相反的方向沿着凝聚体边界做近似圆周

运动; 当旋转 90°角后, 来自不同涡旋极子的涡旋

相遇 , 并重新组合成新的涡旋极子 , 然后朝着

BEC中心运动. 随着背景原子数密度的增大, 涡旋

极子中的涡旋间距逐渐减小, 重新融合成暗块孤

子, 并试图恢复原来的环状暗孤子状态; 当到达

 附近时, 两个暗块速度降为 0, 然后按照原来

的路径返回, 并周期性地沿着四个扇形边界做往复

运动. 值得注意的是, 在返回途中由于运动方向相

反, 暗块分裂成的涡旋极子中的两个涡旋的旋转方

向也同时发生了反转. 此外, 环状暗孤子衰变形成

的两个涡旋极子的运动跟涡旋四极子在 BEC中的

运动规律有些类似 [84]. 

 

表 1    环状暗孤子寿命随相互作用振荡频率的

变化 [51]

Table 1.    Life of the ring dark soliton as a function

of the interaction oscillation frequency.

ω Ω相互作用振荡频率  / 环状暗孤子寿命t/ms

< 0.5 < 15 

0.6 17

0.8 43

1.0 45

1.5 16

> 1.7 < 15 

g(t) = 1− sinωt
cosϕ(0) = 0.76

注1: 原子间相互作用  , 环状暗孤子深度
 .
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4.1.2    两分量 BEC中的环状暗孤子衰变与

涡旋动力学

当 BEC中的原子处于两个超精细能级时, 系

统是由两个非线性薛定谔方程耦合的方程组来描

述的, 一般具有如下形式:
 

i
∂ψ1

∂t
=

(
−1

2
∇2 +

1

2
Ω2r2 + g11|ψ1|2 + g12|ψ2|2

)
ψ1,

(13)
 

i
∂ψ2

∂t
=

(
−1

2
∇2 +

1

2
Ω2r2 + g21|ψ1|2 + g22|ψ2|2

)
ψ2.

(14)

在两分量系统中, 孤子的运动表现为两种模式, 类

似于非线性光学中处于不同模式的矢量孤子 [2]. 由

于不同分量原子之间的相互碰撞, 使得处于不同分

量的孤子可以相互耦合, 表现为更为丰富的非线性

动力学性质 [85].

假设处于两个不同分量的环状暗孤子在初始

时刻具有如下形式
 

ψ1(x, y, 0) =(
1−Ω2r2

4

)
[cosϕ1(0) tanhZ1(r1)+i sinϕ1(0)], (15)

 

ψ2(x, y, 0) =(
1−Ω2r2

4

)
[cosϕ2(0) tanhZ2(r1)+i sinϕ2(0)]. (16)

Zi(r1)=(r1−Ri0) cosϕi(0) r1=
√
(1−e2c )x2+y2

ec = 0.4 Ω = 0.028

g11 = g12 = g21 = g21 = 1

R10 = 27.9

R20 = 28.9

cosϕ1(0) = cosϕ2(0) = 0.6

其中  ,   .

类似于前边单分量的情况, 固定环状暗孤子偏心率

 , 谐振子束缚频率   , 相互作用强

度  . 假设两个环状暗孤子

具 有 不 同 的 初 始 半 径 , 分 别 为   和

 . 与此同时, 假设两个分量的环状暗孤

子处于相同的背景深度. 当两分量的环状暗孤子具

有相同的深度   时, 数值

模拟计算结果表明, 两分量 BEC的环暗孤子衰变

动力学跟前边提到的单分量 BEC的环状暗孤子衰

变动力学非常相似 [86].

cosϕ1(0) =

cosϕ2(0) = 0.75

当将初始环状暗孤子的深度增大为 

 时, 系统表现出完全不同的环状暗

孤子衰变动力学 [86], 如图 3和图 4所示. 首先, 由

于深度的增加, 环状暗孤子衰变生成了更多数目的

涡旋极子. 由图 3(b)可以看到共产生了 6对涡旋

极子, 这跟前边单分量系统中提到的椭圆形变下,

环状暗孤子衰变成涡旋极子的个数总是 2的奇数

倍的结论一致. 这些涡旋极子产生后, 分为两组

 

70

0

-70
-70 0 70

70

0

-70
-70 0 70

70

0

-70
-70 0 70

70

0

-70
-70 0 70

(a) (b)

(c) (d)

图 2    单分量 BEC中形变扰动下环状暗孤子的衰变行为 [51]

Fig. 2. Decay of the ring dark soliton under deformation perturbation in a single-component BEC. 
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Rmin

(每组三对)分别沿着相反的方向朝 BEC边界上运

动; 在运动的同时同一组的涡旋极子之间逐渐散

开, 形成一种三角结构, 如图 3(c)所示; 之后靠近

边缘的两对涡旋极子分别贡献一个涡旋而重组成

一个新的涡旋极子; 新组的涡旋极子沿着 BEC中

心运动, 当到达最小半径  处后原路返回, 并在

到达 BEC边界后很快湮灭. 剩下的 4对涡旋极子

可以在 BEC中保持非常的寿命, 并以某种规律做

周期性运动, 如图 4所示.

1/8

1/4

当没有形变扰动时, 尽管开始的环状暗孤子衰

变可能产生很多的涡旋极子 (4的整数倍), 但最终

只剩 4对涡旋极子可以长时间稳定存在 [44]. 当存

在形变扰动时, 环状暗孤子衰变最终生成的 4对涡

旋极子, 表现出跟没有形变扰动时完全不同的运动

规律. 当没有形变扰动时, 四对涡旋极子的运动是

同步的, 四组涡旋极子会在同一时刻发生重组, 并

且每个涡旋都沿着  的扇形边界做周期性往复运

动 [44]. 当存在形变扰动时, 四对涡旋极子分为运动

不同步的两组, 当其中一组发生重组时, 另外一组

尚未发生重组, 两组涡旋极子中的涡旋以相同的规

律分别沿着   圆的扇形边界做周期性往复运动,

如图 4所示.

cosϕ1(0) = 0.6 cosϕ2(0) =

cosϕ1(0) = cosϕ2(0) = 0.6

当两分量 BEC中的环状暗孤子具有不相等的

初始深度时, 例如假设  ,  

0.75, 根据经验我们期待较深的环状暗孤子将衰变

出更多数目的涡旋. 事实上, 在环状暗孤子发生衰

变的初期确实观察到了两个组分中环状暗孤子不

同的衰变行为, 如图 5(b)所示. 但由于两个组分之

间的耦合作用, 较深的环状暗孤子衰变成涡旋的数

目被抑制 , 最终导致衰变产生的涡旋数目跟

 时相同, 如图 5(c)所示.

由于初始衰变行为的不同, 本来两个分量的涡旋运

动应该是不同步的, 但数值模拟结果显示, 两个分

量的涡旋会在产生后很短的时间内趋于同步, 如

图 5(c)—图 5(g)所示, 这可以理解为两分量之间

原子相互碰撞耦合的结果.

两分量 BEC中环状暗孤子衰变成涡旋后的动

力学行为跟单分量情况相比还有一个明显的不同

是涡旋在沿着扇形轨迹运动的同时, 还伴随着进动

现象 [86,87]. 这是由于来自两个分量的涡旋一般是不

相互重合的, 一个分量的涡旋核总是被另一个分量

的原子填充, 形成所谓的半量子化涡旋 [20,88]. 由于

在同一位置附近, 来自两个分量的涡旋具有相同的

旋转方向, 在分量间原子的碰撞耦合作用下, 它们

 

 

(a)

y

x

|1|2

|2|2

(b) (c) (d) (e) (g)(f)

t=40 t=80 t=150 t=280 t=370 t=420 t=580
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0.4

0.2

0

图 3    两分量 BEC中相同深度环状暗孤子的衰变行为 [86]

Fig. 3. Decay of the ring dark solitons with the same depth in two-component BECs. 
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图 4    四组涡旋极子在两分量 BEC中的动力学演化 [86]

Fig. 4. Evolution of four vortex dipoles in two-component BECs. 
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将绕着两个涡旋的中间位置 (即质心处)沿涡旋自

转的同一方向作进动. 

4.2    环状暗孤子衰变与斑图形成

斑图 (pattern)是指空间上具有某种规律性的

非均匀分布. 在自然界中, 虽然不同系统所显示的

斑图结构无论从时空尺度还是从形成机制等方面

都各不相同, 但他们在形态上都有一定的相似性.

斑图动力学就是研究自然界中千变万化的斑图结

构的生长与形成、竞争与选择、渐变与突变等的共

性规律. 斑图动力学作为非线性科学的一个重要研

究方向 [81], 目前已经深入到非常广泛的研究领域,

例如光学 [89]、流体力学 [90]、等离子体物理 [91] 以及

材料科学 [92] 等. BEC作为一种非线性多体系统,

为研究斑图动力学提供了高度可控的优越平台 [93].

可以借助环状暗孤子衰变引起的自发对称性

破缺, 通过周期性调控系统的非线性强度, 来实现

各种有规律的斑图结构. 考虑两分量的 BEC, 并假

设可以通过 Feshbach共振等技术周期性调控原子

间的相互作用. 特别地, 固定组分内部的相互作用

强度, 而周期性地改变组分之间的相互作用强度.

1− sinωt
ec = 0

Ω = 0.028

ω = Ω

cosϕ1(0) = cosϕ2(0) = 1 R10 = 27.9

R20 = 28.9

此时, 非线性薛定谔方程组 (13)式和 (14)式中的

非线性系数可表示为 g11 = g22 = 1, g12 = g21 =

 . 考虑方程 (15)式和 (16)式描述的环状

暗孤子 , 并假设偏心率   . 当谐振子频率

 , 相互作用的周期调制频率跟谐振子发

生共振 , 即   , 初始时刻环状暗孤子深度

   ,  半 径 为   和

 时 , 环状暗孤子的衰变行为如图 6和

图 7所示 [94].

最初环状暗孤子沿着径向做周期性振荡, 并诱

导了大量较浅的环状暗孤子 . 随着时间的演化 ,

BEC边缘的环状暗孤子首先遭受蛇形不稳定, 衰

变为八角形结构, 如图 6(d)所示. 这种环状暗孤子

的不稳定性逐渐从 BEC边缘进入到 BEC内部,

最终在整个 BEC中形成了随时间不断变化的斑图

结构, 如图 6(e)、图 6(f)和图 7所示.

g212 <

g212 > g11g22

在两分量 BEC中, 两分量的原子是相分离还

是相混合一般由原子间相互作用强度决定 [95−98].

对于不随时间变化的原子间相互作用 , 当  

g11g22 时, 系统表现为相混合, 此时两分量中的原

子密度分布在空间上是相互重叠的; 当 
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图 5    两分量 BEC中不同深度环状暗孤子的衰变行为 [86]

Fig. 5. Decay of the ring dark solitons with different depths in two-component BECs. 
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图 6    周期调制相互作用系统中环状暗孤子衰变引起的斑图形成 [94]

Fig. 6. Pattern formation induced by the decay of ring dark solitons in a system with periodically modulated interactions. 
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g12

g212 > g11g22 g212 < g11g22

时, 系统表现为相分离, 此时两分量中的原子密度

分布在空间上是相互填充的. 当前考虑的系统相互

作用  是在 0—2之间随时间周期性变化的, 既不

满足   又不满足   . 数值模拟

结果表明: 在该条件下系统倾向于相分离, 两个

分量的原子相互在对方的低密度区域填充 , 如

图 6(d)—图 6(f)和图 7所示.

需要特别强调的是, 斑图的形成跟系统的对称

性破缺有密切联系. 图 6和图 7中斑图的形成依赖

于环状暗孤子的自发旋转对称性破缺. 但是单纯依

靠环状暗孤子的自发破缺只能得到有限数目的涡

旋极子, 并不能得到斑图结构. 周期调制的非线性

在斑图形成过程中同样扮演了重要角色. 此外, 由

于 BEC具有多参数、高度可控的特点, 利用环状

暗孤子的自发对称性破缺性质, 结合对 BEC其他

相关参数的调控, 模拟量子体系中各种样式的斑图

形成是一个非常有益的工作. 

5   总结与展望

环状暗孤子作为一种非线性激发跟涡旋、斑图

等非线性现象具有密切的联系, 环状暗孤子衰变过

程中导致的各类涡旋极子动力学以及斑图形成等

正在引起非线性科学研究的广泛关注. 玻色-爱因

斯坦凝聚作为一种高度可调控的非线性系统, 为研

究环状暗孤子及其相关动力学提供了优越平台. 最

近, 超冷原子玻色-爱因斯坦凝聚领域取得了一些

新的理论和实验进展, 其中包括人造规范势 [56]、自

旋轨道耦合 [99]、量子液体 [100] 等. 这些进展也正在

促进孤子研究的突破 [101], 例如理论上已经预言自

旋轨道耦合可以用于稳定高维孤子 [102,103]. 人造规

范势尤其是非阿贝尔规范势在超冷原子气体中的

实验实现 [21], 为研究和发现新的量子流体动力学

开辟了道路. 在不同规范势作用下, 环状暗孤子可

能表现出各种新奇的动力学行为. 与此同时, 通过

设计合适的规范势来增强环状暗孤子的稳定性也

是一个非常有益的工作. 本文讨论了环状暗孤子衰

变导致的涡旋及其运动规律, 最近的研究表明自旋

轨道耦合也可以在超冷原子系统中诱导出各种丰

富的涡旋结构 [57,93,104−109]. 因而在自旋轨道耦合作

用下, 环状暗孤子的衰变行为将发生明显变化, 可

能产生新的涡旋结构和非传统的涡旋运动规律. 量

子液体跟量子气体相比, 一个明显的不同是原子数

密度发生了急剧增大 [100]. 急剧增大的原子数密度

可能对环状暗孤子的稳定性以及衰变动力学产生

重要影响. 在这些全新的非线性量子多体系统中、

借助新的实验技术研究环状暗孤子的运动规律、稳

定性以及相关的衰变动力学将是一个重要的研究

课题.
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Abstract

Soliton  is  an  exotic  topological  excitation,  and  it  widely  exists  in  various  nonlinear  systems,  such  as

nonlinear  optics,  Bose-Einstein  condensates,  classical  and  quantum fluids,  plasma,  magnetic  materials,  etc.  A

stable  soliton  can  propagate  with  constant  amplitude  and  velocity,  and  maintain  its  shape.  Two-dimensional

and three-dimensional solitons are usually hard to stabilize, and how to realize stable two-dimensional or three-

dimensional  solitons  has  aroused  the  great  interest  of  the  researchers.  Ring  dark  soliton  is  a  kind  of  two-

dimensional  soliton,  which  was  first  theoretically  predicted  and  experimentally  realized  in  nonlinear  optical

systems.  Compared  with  the  usual  two-dimensional  solitons,  ring  dark  solitons  have  good  stability  and  rich

dynamical  behaviors.  Owing  to  their  highly  controllable  capability,  Bose-Einstein  condensates  provide  a  new

platform  for  studying  the  ring  dark  solitons.  Based  on  the  recent  progress  in  Bose-Einstein  condensates  and

solitons,  this  paper reviews the research on the analytic solutions,  stability,  as well  as the decay dynamics of

ring  dark  solitons  in  Bose-Einstein  condensates.  A  transform  method  is  introduced,  which  generalizes  the

analytic  solutions  of  ring  dark  solitons  from  a  homogeneous  system  with  time-independent  nonlinearity  to  a

harmonically trapped inhomogeneous system with time-dependent nonlinearity. The stability phase diagram of

the ring dark soliton under deformation perturbations is discussed by numerically solving the Gross-Pitaevskii

equations  in  the  mean-field  theory.  A method of  enhancing  the  stability  of  ring  dark  solitons  by  periodically

modulating the nonlinear coefficients is introduced. It is also shown that the periodically modulated nonlinear

coefficient  can  be  experimentally  realized  by  the  Feshbach  resonance  technology.  In  addition,  we  discuss  the

dynamics of the decay of ring dark solitons. It is found that the ring dark soliton can decay into various vortex

clusters composed of vortices and antivortices. This opens a new avenue to the investigation of vortex dynamics

and  quantum  turbulence.  It  is  also  found  that  the  ring  dark  solitons  combined  with  periodic  modulated

nonlinearity  can  give  rise  to  the  pattern  formation,  which  is  an  interesting  nonlinear  phenomenon  widely

explored in all  the fields of nature. Finally, some possible research subjects about ring dark solitons in future

research are also discussed.

Keywords: Bose-Einstein condensation, ring dark soliton, vortex dipole, pattern formation
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专题：非线性物理

基本非线性波与调制不稳定性的精确对应*

段亮 1)2)    刘冲 1)2)    赵立臣 1)2)    杨战营 1)2)†

1) (西北大学物理学院, 西安　710127)

2) (陕西省理论物理前沿重点实验室, 西安　710069)

(2019 年 9 月 12日收到; 2019 年 10 月 31日收到修改稿)

非线性波作为非线性动力学研究中的重要课题之一, 普遍存在于各种复杂物理系统中. 理解非线性波的

产生机制、确定它们的激发条件对于非线性波的实验实现、动力学特征的探测和应用是至关重要的. 本文简

要综述了近年来非线性波的实验和理论研究进展, 回顾了非线性波的产生机制. 基于非线性可积模型中的严

格解和线性稳定分析结果, 系统讨论了如何建立基本非线性波与调制不稳定性的精确对应关系. 详细介绍了

近来发现的扰动能量和相对相位在确定非线性波激发条件中的重要作用, 并提议了一组能够确定非线性波

激发条件的完备参数. 基于完备的激发参数, 给出了多种基本非线性波的激发条件和相图. 这些结果有望用

于实现多种局域波的可控激发, 并可以推广到更多非线性系统中的激发相图研究.

关键词：非线性波, 调制不稳定性, 产生机制, 激发条件

PACS：05.45.–a, 42.65.Tg, 47.20.Ky, 47.35.Fg 　DOI: 10.7498/aps.69.20191385

 

1   引　言

非线性波是出现在非线性系统中的一类典型

的激发结构 [1,2], 它们广泛存在于许多物理系统中,

如水流体 [3−5]、非线性光学 [6−21]、等离子体 [22,23]、原

子束 [24,25]、玻色- 爱因斯坦凝聚体 [26−38]、毛细管 [39]、

铁磁链 [40−44]、金融系统 [45−47]、超材料 [48,49]、光力

学 [50]、PT对称系统 [51,52] 等. 并且, 这些非线性波

在很多领域都具有潜在的应用价值, 例如孤子干涉

仪 [53−56]、超连续谱的产生 [57]、光频梳的产生 [58]、介

观贝尔态的制备 [59]、高功率脉冲的制备 [60,61]、利用

孤子的抖动效应测量量子阱本征值 [62] 等. 目前, 非

线性波动力学的研究已经成为非线性物理科学中

的一个重要的课题.

对于 1+1维的可积系统而言, 目前已经发现

的非线性波主要有四类, 分别是孤子、怪波、呼吸

子和周期波. 孤子是一种在演化过程中保持形状不

变的稳定局域化结构, 除了最早由 Russell发现的

亮孤子之外, 后来人们也得到了许多不同结构孤子

激发, 包括暗孤子 [63−65]、反暗孤子 [66,67]、W形孤

子 [68−71] 和多峰孤子 [72,73]. 此外也发现了一些呈周

期分布并稳定演化的非线性波 , 包括周期波和

W形孤子链 [72−74]. 除了稳定演化的结构之外还有

几类振幅随着演化变化的非线性波包括怪波 [75]、

Akhmediev呼吸子 [76]、Kuznetsov-Ma呼吸子 [77,78]

和 Tajiri-Watanabe呼吸子 [79](也被称为一般呼吸

子 [80,81] 或动态呼吸子 [82]). 最近的研究表明呼吸子

碰撞也表现出诸多有趣的性质 , 例如 super-

regular呼吸子 [83−89]、呼吸子分子 [90]、类棋盘干涉

班图 [91] 等. 近期, 怪波的激发结构和产生机制也被

广泛讨论 [92−108], 常见的怪波激发结构有眼状、反

眼状、四花瓣、以及扭曲的双峰怪波等. 不同结构

的怪波之间还可以通过调节背景频率或矢量场之

间的相对振幅实现相互转换 [98]. 调制不稳定性可
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以用来定性理解怪波、呼吸子激发的产生, 近期人

们进一步提议了一些更具体的激发机制来解释怪

波的产生机制, 如调制不稳定区的共振激发 [109] 或

基带调制不稳定性 [110]. 这些更具体的激发机制理

解可以用来基于线性稳定性分析初步判断非线性

系统中是否存在怪波激发. 高阶效应对怪波激发的

影响也被广泛讨论 [111−115]. 人们还进一步提议了基

于呼吸子的碰撞可以激发高阶怪波 [116−118].

这些非线性波中亮孤子和暗孤子已经有了大

量的实验和理论研究并且已经有了广泛的应用. 然

而怪波、呼吸子、平面波背景上的孤子和周期波等

平面波背景上的非线性波从上个世纪 70年代开始

就陆续被给出. 但是这些非线性波长期以来一直没

有被实验上精确地观测到, 相应的激发条件也不清

楚. 直到近年来, Kibler等 [11,14] 和 Dudley等 [12] 分

析了非线性薛定谔方程的 Akhmediev呼吸子解、

怪波解和 Kuznetsov-Ma呼吸子解, 发现这几种非

线性波的激发由扰动频率和扰动强度决定, 并给出

了它们的激发条件. 根据理论分析给出的激发条

件, 他们通过输入满足相应条件的初态在实验上分

别实现了这几种非线性波的激发. 实验结果与这几

种非线性波解析解所描述的结构符合得非常好. 目

前平面波背景上的基本非线性波除了几种呼吸子

和怪波, 其他非线性波例如反暗孤子、W形孤子、

多峰孤子、周期波和W孤子链等都没有被实验实

现, 并且决定它们激发的物理参数以及相应激发条

件仍然不清楚. 怪波和呼吸子的相关实验结果说明

非线性方程的解析解描述了非线性系统中一类基

本的动力学过程. 通过分析不同的非线性波解可以

得到决定不同非线性激发的参数和相应激发条件,

从而用满足相应条件的非理想简单形式的初态分

布进行演化, 就可以得到对应的非线性波结构. 非

线性波的实验实现对非线性波现象的深入理解、非

线性波动力学性质的探测和应用是非常重要的. 除

了通过分析非线性波解析解得到非线性波的激发

调制之外, 还可以分析非线性波的产生机制, 即分

析不同非线性波的产生原因, 理解了非线性波的产

生机制后自然就可以知道决定非线性波激发的参

数以及相应的激发条件. 因此本文主要介绍关于基

本非线性波的产生机制及其与调制不稳定性的对

应关系的相关研究, 并重点讨论能够确定非线性波

激发条件的完备物理参数并给出基本非线性波的

激发条件及相图. 这些结果将在很大程度上促进对

多种非线性波的实验观测. 

2   非线性波的产生机制及其在背景
频率和扰动频率空间的相图

目前普遍认为平面波背景上的非线性波的激

发依赖于系统的调制不稳定性 [12,76]. 调制不稳定性

反应的是连续波背景上的扰动随着演化的增长特

征 [119]. 在非线性光学中, 调制不稳定性在时域上表

现的是弱扰动的增长与放大, 在频域中调制不稳定

性演化的初始阶段反应的是频谱旁带的产生并经

历指数形式的增长, 能量从泵浦转移到旁带, 而随

后呈现出泵浦和多个旁带之间的循环能量交换等

复杂行为 [120,121]. 最近的研究也已经证实调制不稳

定性可以用来理解连续波背景上的非线性波的动

力 学 , 如 Peregrine怪 波 、 Akhmediev呼 吸 子 、

Kuznetsov-Ma呼吸子甚至是高阶怪波的动力学特

征. 分析系统的调制不稳定性特征通常采用线性稳

定性分析的方法. 下面以非线性薛定谔方程为例简

单介绍线性稳定性分析的主要步骤. 首先标准非线

性薛定谔方程形式如下 

iψz +
1

2
ψtt + |ψ|2ψ = 0, (1)

|ψ|2

ψ0(t, z) =

aeiθ(t,z) θ(t, z) = kz + ωt ω

k = a2 − 1/2ω2

p(t, z)

ψ(t, z) = [a+ p(t, z)]eiθ(t,z)

p(t, z)

p(t, z) p(t, z) = f+ei(Kz+Ωt)+

f−e−i(Kz+Ωt) Ω

ψ(t, z)

eiθ(t,z)

p(t, z)eiθ = p(t, z)ei(kz+ωt)

k ±K ω ±Ω

Ω f+ f−

f+ f−

p(t, z)

Ω K = −ωΩ ± |Ω|
√
Ω2 − 4a2

|Ω| ⩾ 2a

|Ω| < 2a p(t, z)

参数 z 和 t 分别表示归一化的距离和时间,    表

示光强. 方程 (1)存在如下的平面波解  

 , 其中   , 这里 a 和   分别表

示平面波的振幅和频率,    是平面波

的波数. 考虑对平面波解增加一个小扰动   ,

即   . 将该式代入非线性

薛定谔方程 (1), 略去关于  的高次项, 并取扰动

 的最低阶傅里叶模式,  

 . 这里 K 和  分别表示扰动的波数和

频率, 值得注意的是扰动后的波函数  中因子

 已经提取出来 , 实际的扰动形式应该是

 , 因此实际的扰动波数和

扰动频率分别是  和  , 为了方便我们仍

然将 K 和  称为扰动波数和扰动频率.   和  是

傅里叶模式的振幅, 并且  和  远小于背景振幅

a. 经过简单计算可以得到扰动   的波数 K 和

频率  之间的色散关系:   .

从色散关系可以看出, 对于  , 波数 K 都是

实数 , 此时平面波在微扰下是稳定的 . 而 K 在

 时变为复数, 此时扰动   随着演化指
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−2a < Ω <数增长, 也就是说平面波在扰动频率  

2a 时是不稳定的. 波数 K 的虚部决定了增长的快

慢, 因此可以定义调制不稳定性的增益为 

G = |Im(K)| = |Ω|
√
4a2 −Ω2. (2)

√
Ω2 − 4a2 Ω = 0

√
Ω2 − 4a2

|Ω| = 0

Ω = 0

Ω = 0

ψ(t, z) = [a+ ϵp̃(z)]eiθ(t,z) ϵ

ϵ≪ 1 p̃(z)

ϵ

p̃ = 1 + 2ia2z

值得注意的是, 在色散关系中, 波数 K 的虚部

来自于根式   , 当扰动频率   时, 根

式  仍然是个虚数, 只是在根式前的系数

 导致波数 K 的虚部为零. 此时 K 的虚部并

不能真实反应系统的调制不稳定性特征.   时,

调制不稳定特征需要单独求解. 对于   , 其扰

动可以写为 [122]:    . 这里  

为实常数并且  . 由于扰动频率为零, 因此 

不含有变量 t. 将该扰动形式代入到非线性薛定谔

方程 (1)中, 并略去  的二次及二次以上项, 然后求

解方程可以得到  . 此时调制不稳定性

增益可以定义为 

G = |Im(p̃)| = 2a. (3)

另外需要注意的是, 分析系统调制不稳定性的

方法—线性稳定性分析中为了能够将扰动满足

的方程线性化要求扰动的振幅远小于平面波背景

的振幅, 因此该方法不适用于大振幅扰动的演化特

征分析. 对于小扰动, 初始扰动振幅较小, 随着演

化呈现指数形式的增长. 当扰动振幅和背景振幅大

小相当的时候, 扰动将进入非线性演化阶段, 此时

线性稳定性分析方法不再适用. 系统非线性将对扰

动演化起到主导作用使得扰动不能持续增长. 虽然

线性稳定性分析方法只能反应弱扰动的增长特征,

但是其很好地反应系统中连续波背景上扰动演化

的稳定性特征, 可以很好地揭示怪波和呼吸子的动

力学行为.

Ω

ω Ω a1

Ω = 0

最近 Baronio等 [100] 基于两组分耦合非线性薛

定谔方程讨论了怪波激发与调制不稳定性之间的

对应关系. 通过标准的线性稳定性分析方法, 得到

系统调制不稳定增益分布如图 1所示. 图中彩色区

域对应于调制不稳定区, 白色区域是调制不稳定性

增益为零的区域, 即调制稳定区. 图 1(a)和图 1(b)

分别是调制不稳定性在扰动频率   和相对背景频

率   空间以及扰动频率   和背景振幅   空间的分

布图. Baronio等 [100] 将调制不稳定区域分为基频

带调制不稳定区和通频带调制不稳定区, 其中基频

带调制不稳定区定义为从扰动频率   处开始

的调制不稳定区 (图 1(a)和图 1(b)中黑色虚线以

Ω

Ω = 0

Ω = 0

下的彩色区域), 而通频带定义为起始于非零扰动

频率处的调制不稳定区域 (图 1(a)和图 1(b)中黑

色虚线以上的彩色区域). 通过分析耦合非线性薛

定谔方程的怪波解的激发特征, 发现调制不稳定性

只是怪波激发的必要不充分条件. 也就是说, 有调

制不稳定性不一定能够激发怪波, 而有怪波激发系

统一定有调制不稳定性. 进一步他们证实怪波激发

的充要条件是系统调制不稳定性有基频带, 并且怪

波激发在基频带中扰动频率  趋于零的位置. 随后

该小组将相关的结果推广到 Fokas-Lenells系统和

长短波共振系统都证实了同样的结论 [110,111,112]. 这

些结果是关于怪波激发与调制不稳定性关系研究

的一个重要突破, 然而这些结果中仍然存在一些问

题没有被解决, 例如: 1)他们仅仅给出了怪波激发

与基频带调制不稳定性的关系, 而怪波产生的根本

原因没有给出解释; 2)他们得到的基带调制不稳

定区中零频扰动的增益为零, 而相关研究结果展示

怪波激发在基带调制不稳定区扰动频率趋于零的

位置, 这个结果似乎与调制不稳定性增益特征相矛

盾; 3)如果一个系统中仅仅在扰动频率  处有

调制不稳定性, 而在  的两侧区域都是调制稳

定区时, 则不能定义基频带, 那么此时是否能够激
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Baseband MI

(Ω,ω)

(Ω, a1)

图  1    自散焦的两组分耦合非线性薛定谔系统的调制不

稳定增益的分布　(a)调制不稳定增益在   平面的分

布, 绿色点状曲线表示调制不稳定区的边界; (b)调制不稳

定性在   平面的分布

(Ω,ω)

(Ω, a1)

Fig. 1. Modulation instability  distributions  of  the   defocus-

ing  two  component  coupled  nonlinear  Schrödinger  system:

(a) Modulation instability distribution in the     plane,

green dot  curves  are  the  boundary  of  the  modulation   in-

stability  regime;  (b)  modulation  instability  distribution  in

the    plane.
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发怪波, 也是不能回答的; 4)这些工作中都只分析

了怪波与调制不稳定性的关系, 而呼吸子等其他非

线性波与调制不稳定性的对应关系仍然不清楚.

ψ = ψ0 + ψp

ψ0 ψp

ψ(t, z) = [a+ p(t, z)]eiθ(t,z)

a eiθ p eiθ

p eiθ

最近, 我们通过系统分析标准非线性薛定谔系

统中调制不稳定性的分布与平面波背景上的基本

非线性波 (Peregrine怪波、Akhmediev呼吸子和

Kuznetsov-Ma呼吸子)的对应关系, 建立了基本

非线性激发与调制不稳定性增益分布之间的定量

对应关系 [109]. 特别地, 证实了怪波来自于平面波背

景上调制不稳定区的共振扰动 [109]. 非线性薛定谔

方程平面波背景上各种类型的非线性波解已经被

广泛研究. 所有的这些平面波上的解都可以写为平

面波和扰动部分线性叠加的形式, 即  .

 和  分别为平面波解和描述扰动演化动力学的

部分. 做线性稳定性分析时, 平面波背景上加上扰

动之后的形式   也是一个

平面波  和扰动  的线性叠加. 调制不稳定性

反应的就是扰动  演化的稳定性特征. 因此可以

通过调制不稳定性来理解平面波背景上非线性波

的动力学特征.

0 < |Ω| < 2a Ω = 0

Ω

ω

ω

Ω

(a,Ω) (ω,Ω)

在 (3)式和 (2)式中分别给出了扰动频率

 和  (共振扰动)时调制不稳定性

增益 G 的表达式. 从 G 的表达式可以看出, 标准

非线性薛定谔系统的调制不稳定性依赖于平面波

背景振幅 a 和扰动频率  . 由于非线性薛定谔系统

满足伽利略协变性, 因此其增益不依赖于背景频率

 . 但是在其他的非线性系统中例如Hirota系统[71,123]、

Sasa-Satsuma系统[74,124]、四阶非线性薛定谔系统[125]

和五阶非线性薛定谔系统 [126] 等广义非线性薛定谔

系统中, 由于伽利略协变性被破坏, 其调制不稳定

性也依赖于背景频率   . 文献 [109]是在背景振幅

a 和扰动频率   参数空间讨论非线性波与调制不

稳定性对应关系的. 然而考虑到非线性薛定谔方

程 (1)是无量纲化的模型, 其背景振幅 a 只是一个

相对值, a 的大小并不具有实际意义, 并且为了和

在其他模型中讨论非线性波与调制不稳定的形式

一致, 这里分别在   空间和   空间讨论了

两者的对应关系.

ω Ω

a = 1

Ω ω = 0

图 2(a1)和图 2(b1)中分别给出调制不稳定性

增益 G 在背景频率  和扰动频率  参数平面的分

布 (背景振幅取   )以及在背景振幅 a 和扰动

频率  参数平面的分布 (背景频率取  ). 从图

(ω,Ω)

−2a < Ω < 2a 1

ω (a,Ω)

−2a < Ω < 2a

a = 0

Ω = 0

中可以看出在  平面, 调制不稳定性增益分布

为带状结构, 其范围为  (图中 a 取  ),

由于满足伽利略协变性因此调制不稳定性增益在

不同背景频率  处的分布都相同. 而在  平面,

调制不稳定性增益分布区域为两个对称的三角区

域, 三角区域的范围仍然为  , 在背景

振幅   处 , 任意扰动频率都是稳定的 . 图中

 处的红色虚线为共振线.

ω Ω

ω

ω

Ω

从上面讨论我们知道, 与系统调制不稳定性有

关的三个参数分别是背景频率  、扰动频率  和背

景振幅 a. 因此要建立非线性波激发与调制不稳定

性之间的关系, 需要分析不同类型非线性波解的这

三个参数的范围. 背景频率  和背景振幅 a 在解中

都有直接体现. 对于呼吸子和怪波等非线性波, 其

扰动部分的频谱都不是单频谱, 其扰动频率定义为

扰动部分在频谱中强度最大值处所对应的频率 [109].

然后根据不同非线性波解的背景频率  、扰动频率

 和背景振幅 a 的范围即可建立其与调制不稳定

性增益的对应关系.

Ω = 0 a = 0

Tt = 2π/|Ω|

Ω ±2a

±2a

0

非线性薛定谔方程中怪波、Akhmediev呼吸

子和 Kuznetsov-Ma呼吸子在调制不稳定增益平

面分布的相图见图 2. 从图中可以看出, Kuznetsov-Ma

呼吸子激发在调制不稳定增益分布平面的共振线

上 (  )  以外的区域. Akhmediev呼吸子

位于共振线两侧的调制不稳定区. 另外, Akhmediev

呼吸子在分布方向 t 的周期   , 也就是

说 Akhmediev呼吸子的周期由初始的扰动频率决

定, 并且演化过程中扰动频率保持不变. 最近在一

些数值和实验工作中通过在平面波背景上加周期

扰动的方法得到了 Akhmediev呼吸子的激发, 并

且 Akhmediev呼吸子的周期就等于初始扰动信号

的周期 [12], 这些结果说明我们对非线性波扰动频

率的分析方法是合理的. 对于不同扰动频率, 调制

不稳定性增益不同, 因此对于同样的初始扰动振

幅, 不同频率的周期扰动激发出 Akhmediev呼吸

子的位置不同 [12,127]. 并且我们注意到, 当扰动频率

 趋于调制不稳定区的边界  时, Akhmediev呼

吸子的振幅趋于背景振幅. 随着扰动频率从  趋

于   时, Akhmediev呼吸子的最大振幅逐渐增大,

当扰动频率等于零时, Akhmediev呼吸子将转变

为 Peregrine怪波 [11], 此时振幅达到最大, 为背景

振幅的三倍. 也就是说最大峰值和增益出现在共振

线上. 因此, 怪波是一种共振激发模式 [109].
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虽然线性稳定性分析方法本身具有一定局限

性, 使得它并不能完全预测平面波背景上所有非线

性激发类型的动力学特征. 但是其对于 Peregrine

怪波和 Akhmediev呼吸子动力学预测是非常准确

的, 而且线性稳定性方法相比于求解方程解析解来

说是非常简单的, 因此通过线性稳定性分析方法可

以很方便地预测不同系统中是否可以激发 Peregrine

怪波和 Akhmediev呼吸子并可以给出对应的激发

条件. 此外, 线性稳定性分析方法也不依赖于方程

的可积性, 因此在可积系统中建立呼吸子和怪波激

发与调制不稳定性之间的对应关系也可以用来预

测不可积系统中 Peregrine怪波和 Akhmediev

呼吸子激发, 这对 Peregrine怪波和 Akhmediev呼

吸子激发机制和在各个物理系统中实验实现、可控

激发和潜在应用是非常重要的.

目前研究发现基本怪波除了 Peregrine怪波一

峰两谷的眼状结构外, 还存在两峰一谷的反眼状结

构以及具有两峰两谷的四花瓣结构 [70,97,99,102]. 上面

讨论中已经证实了怪波来自于调制不稳定区的共

振扰动, 这就意味着这三种怪波结构都激发在共振

线上, 那么是什么参数决定了怪波结构的不同呢？

之前研究已经证实反眼状怪波和四花瓣怪波都只

存在于耦合非线性系统中 [70,97,99,102], 因此为了回答

这个问题, Ling等 [103] 基于自聚焦任意 N 组分耦

合非线性薛定谔系统分析了怪波时空结构的产生

机制. N 组分耦合非线性薛定谔方程如下: 
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图 2    标准非线性薛定谔系统的调制不稳定增益分布和基本非线性波激发的相图　(a1)和 (b1)分别为调制不稳定增益在  

平面和   平面的分布. “MI”和“MS”分别表示调制不稳定性和调制稳定性, 红色虚线是共振线; (a2)和 (b2)分别为基本非线

性波在 (a1)和 (b1)中调制不稳定增益分布平面的相图 . “AB” ,“RW”和“KM”分别为 Akhmediev呼吸子、怪波和 Kuznetsov-

Ma呼吸子

(ω,Ω) (a,Ω)

Fig. 2. Modulation instability distributions and phase diagrams of fundamental nonlinear waves in standard nonlinear Schrödinger

system: (a1) and (b1) are the distributions of the modulation instability gain in the    plane and the   , respectively. “MI”

and “MS” denote modulation instability and modulation stability, respectively. the red dotted line is the resonance line; (a2) and

(b2) are the phase diagrams of fundamental nonlinear waves on the modulation instability gain distribution planes correspond to

(a1) and (b1), respectively. "AB", "RW" and "KM" denote Akhmediev breather, rogue wave and Kuznetsov-Ma breather, respect-

ively. 
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iΨz +
1

2
Ψtt + ΨΨ †Ψ = 0, (4)

Ψ = (ψ1, ψ2, ..., ψN )T †

N = 1

N > 1

其中   , T和   分别表示矩阵的

转置和厄米共轭. 这个模型可以用来描述多模非线

性光纤中光脉冲的传输 [128]、多组分玻色-爱因斯坦

凝聚体的演化 [104,129,130] 以及其他非线性耦合系统.

在  时, 这个模型将约化为标准非线性薛定谔

方程 (1), 此时只存在眼状 Peregrine怪波 . 在

 的耦合系统中, 眼状、反眼状和四花瓣三种

结构的怪波都可以存在, 并且不同结构之间可以相

互转换. 最近 N 组分耦合非线性薛定谔系统中基

本怪波解的一般求解方法已经被给出, 通过这个方

法可以构造出不同结构基本怪波共存甚至是高阶

怪波共存的解 [106].

ψ0j = ajeiθj

θj=kjz + ωit kj=
∑N

j=1
a2j − 1/2ω2

j j = 1, 2, · · ·,

aj ωj

ψj = ajeiθj [1 + pj(t, z)] pj(t, z)

pj = fj+ei(Kz+Ωt)+

fj−ei(Kz+Ωt) fj+ fj− Ω

Ω

Ω = 0

1 +

N∑
j=1

a2j
(K + ωj)2

= 0

为了理解基本怪波时空结构的产生机制, 首先

分析 N 组分耦合非线性薛定谔系统 (4)的调制不

稳定性特征. 该方程的平面波解如下   ,

其中  ,   ,  

N.   和  是分别是第 j 组分平面波背景的振幅和

频 率 . 在 平 面 波 背 景 上 加 上 扰 动 后 形 式 为

 , 这里   表示第 j 个组

分 的 小 扰 动 ,  其 形 式 为  

 (  和   远小于 1), K 和   分别为

扰动波数和频率. 利用线性稳定性分析方法, 可以

很容易得到 K 和   之间的色散关系. 前面已经证

实, 怪波来自于共振扰动即   . 通过分析共振

扰动的调制不稳定, 可以得到对于共振扰动的色散

关系为   . 然后通过分析方程

(4)得到一般形式的基本怪波解在不同参数下的结

构特征. 通过与线性稳定性分析的结果对比发现基

本怪波的结构由如下的判别式决定 

∆ =
(KR + ωi)

2

K2
I

, (5)

KR KI

∆ ⩽ 13 13 < ∆ < 3

∆ ⩽ 3

KI = 0

∆

这里   和   分别为扰动波数 K 的实部和虚部.

当   时 , 基本怪波为眼状结构 ;   

时, 基本怪波为四花瓣结构; 而  时, 基本怪波

为反眼状结构. 扰动波数 K 的实部和虚部分别表

示扰动的传播常数和调制不稳定性增益. 显然, 如

果  , 则共振线上调制不稳定性增益为零, 此

时将不会有怪波激发, 这个结果与怪波共振调制不

稳定性机制的研究结果是一致的 [109]. 通过判别式

 可以很方便地判断任意 N 组分非线性薛定谔系

统中不同参数条件下的怪波激发结构 [103].

通过线性稳定性分析和解析解, 已经建立了呼

吸子和怪波激发与调制不稳定性的对应关系, 并且

解释了怪波时空结构的产生机制 [109]. 怪波和呼吸

子都是背景上弱扰动调制不稳定放大的结果, 它们

都激发在调制不稳定区. 而在一个物理系统不仅有

调制不稳定区也存在着调制稳定的区域. 调制稳定

区意味着在这些参数区域的弱扰动随着演化并不

会被放大而是稳定传播, 这说明在调制稳定区应该

存在稳定演化的孤子或周期波. 那么在调制稳定区

域是否一定有稳定演化的孤子或周期波激发呢？

我们分析了用来描述飞秒量级光脉冲传输的具有

高阶效应的 Sasa-Satsuma系统, 发现其调制不稳

定带中存在一小块调制稳定区域 (见图 3(a)), 并在

这个调制稳定区域的共振线上得到了有理形式

W形孤子激发, 这个W形孤子在弱噪声下仍然可

以保持稳定演化. 特别地, 这个孤子的频谱对应于

超连续光谱 [70]. 随后在共振线上调制不稳定区与

调制稳定区的临界点 (见图 3(a)中共振线上紫色

圆点)处得到了一个小信号产生两个W形孤子的

独特动力学 [74,131]. 在初始阶段一个小信号被调制

不稳定放大, 随着演化峰值逐渐增大, 达到最大峰

值后劈裂为两个稳定的W形孤子, 在W形孤子演

化过程中呈现出调制稳定的特征. 这个动力学过程

显著区别于怪波的不稳定特征和W形孤子的稳定

特征, 同时包含了调制不稳定特征和调制稳定性特

征. 由于临界点处于调制不稳定区和调制稳定区的

交界位置, 其既不属于调制不稳定区又不属于调制

稳定区, 但是又同时包含调制不稳定特征和调制稳

定特征, 因此可以出现从弱信号放大然后劈裂出

W形孤子的独特动力学行为. 随后在标准非线性

薛定谔系统和耦合非线性薛定谔系统中通过对系

统的色散和非线性进行调制, 使得随着演化调制不

稳定性增益逐渐减小并过渡到调制稳定区, 也得到

了弱信号放大后产生的孤子结构 [132,133]. 但是两者

从弱信号产生稳定孤子的本质是不同的.

进一步, 我们在 Sasa-Satsuma系统中也得到

了反暗孤子、周期波、W形孤子链等非线性激发,

并建立了这些非线性激发与调制不稳定性之间的

对应关系 [74], 其对应的相图展示在图 3(b). 从图中

可以看出, 怪波仍然来自于调制不稳定区的共振扰

动, Kuznetsov-Ma呼吸子和 Akhmediev呼吸子也

都激发在调制不稳定区, Kuznetsov-Ma也激发在

共振线上, 而 Akhmediev呼吸子激发在共振线两

侧的调制不稳定区 (见图 3中红色虚线和橙色虚线
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Ω = ±4ω2 − 1

ω

Ω = ±2a

Ω = ±2ω

ω Ω

之间的区域). 这些结果与标准非线性薛定谔系统

中这几种非线性波在调制不稳定增益分布平面的

激发位置是类似的. 然而, 与标准非线性薛定谔系

统不同的是, 在 Sasa-Satsuma系统中其调制不稳

定带中存在一个调制稳定区, 这也带来了一些新的

非线性激发. 调制不稳定区与调制稳定区的边界为

 . W形孤子和反暗孤子激发在共振

线上的调制稳定区 (图 3(b)中两个黄颜色临界点

之间的红色虚线). W形孤子链存在于共振线和调

制不稳定带边界 (  )之间的区域, 见图 3(b)

中水平灰色虚线标记的调制稳定区. 周期波位于直

线  (见图中灰色实线)之间的调制稳定区,

见图中竖直的灰色虚线标记区域. 从图中可以看

出W形孤子、反暗孤子、W形孤子链和周期波都

位于调制稳定区, 它们的动力学也证实它们的演化

是稳定的. 显然线性稳定性分析也可以用来预测平

面波背景上稳定演化的孤子和周期波激发. 需要特

别注意的是, 与标准非线性薛定谔系统类似, Sasa-

Satsuma系统中 Kuznetsov-Ma呼吸子和怪波也

激发在同样的位置. 此外W形孤子和反暗孤子也

存在于相同区域, 周期波与W形孤子链的激发区

域有部分重合. 这些结果说明决定系统调制不稳定

特征的两个参数背景频率   和扰动频率   并不能

完全决定非线性波的激发.

在另一种描述飞秒光脉冲传输模型—

Hirota模型中 [123], 我们也分析了其调制不稳定性,

发现在调制不稳定带中存在一条调制稳定线 (见

图 4(a)). 并且发现当怪波从不稳定区趋于调制稳

定线时, 怪波逐渐被拉长, 其演化方向局域性逐渐

降低, 当达到稳定线位置时, 怪波完全转换为有理

W形孤子. 并且怪波的局域性与调制不稳定增益

G 的倒数成正比 [71]. 这个结果进一步加深了人们

对调制不稳定性与非线性激发关系的理解, 随后怪

波与孤子之间的态转化在其他系统中也被广泛讨

论 [134−136]. 随后, 我们也在 Hirota系统中发现了对

称和不对称形式多峰孤子激发和反暗孤子、周期波

等非线性激发, 并且给出了 Akhmediev呼吸子和

周期波, Kuznetsov-Ma呼吸子和反暗孤子与非有

理 W形孤子之间的转换关系 , 也系统给出了

Hirota系统中非线性波激发在调制不稳定性增益

平面的相图 [73](见图 4(b)). 与标准非线性薛定谔系

统 [109] 和 Sasa-Satsuma系 统 [74] 类 似 , 怪 波 和

Kuznetsov-Ma呼吸子激发在共振线上的不稳定

区, Akhmediev呼吸子存在于共振线两侧调制不

稳定区, 有理W形孤子、非有理W形孤子和反暗

孤子都激发在共振线上的调制稳定区, 周期波位于
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图 3    Sasa-Satsuma系统的调制不稳定增益分布和基本非线性波激发的相图　(a) Sasa-Satsuma系统中调制不稳定增益在背景

频率   和扰动频率   平面的分布. “MI”和“MS”分别表示调制不稳定和调制稳定, 黄颜色圆点为共振线上临界点; (b)非线性波

在调制不稳定增益分布平面的相图 . “AB”, “RW” 和“KM” 分别为 Akhmediev呼吸子、怪波和 Kuznetsov-Ma呼吸子 ; “WS”,

“WST”, “AD”和 Periodic wave分别表示W形孤子、W形孤子链、反暗孤子和周期波

ω Ω

Fig. 3. Modulation instability distributions and phase diagrams of fundamental nonlinear waves in Sasa-Satsuma system: (a) Distri-

butions of the modulation instability gain in the background frequency    and perturbation frequency   plane. “MI” and “MS” de-

note  modulation  instability  and  modulation  stability,  respectively.  The  yellow  dots  are  the  critical  points  on  the  resonance  line;

(b)  phase  diagrams  of  nonlinear  waves  in  the  modulation  instability  gain  distribution  planes.  “AB” ,  “RW” and “KM” denote

Akhmediev breather, rogue wave and Kuznetsov-Ma breather, respectively; “WS”, “WST” and “AD” denote the W-shaped soliton,

W-shaped soliton train and anti-dark soliton, respectively. 
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(ω,Ω)

ω Ω

共振线两侧调制稳定线上. 特别地, 多峰孤子存在

于图中橙色“X”形区域, 这个区域既有调制不稳定

区又有调制稳定区, 该结果与线性稳定性分析预测

结果是矛盾的, 这是由线性稳定性分析自身局限性

导致的. 此外, 我们注意到在 Hirota系统中非线性

激发在   空间的相图中 , 怪波和 Kuznetsov-

Ma呼吸子存在于同一位置, 有理W形孤子、非有

理W形孤子和反暗孤子激发在同一区域, 多峰孤

子和 Akhmediev呼吸子的激发区域有部分重合.

这些结果进一步证实了线性稳定性分析的局限性,

也说明了仅仅通过背景频率   和扰动频率   两个

参数并不能完全确定非线性波的激发条件. 因此仍

然需要引入新的物理参数来区分在背景频率和扰

动频率空间共存的非线性波激发. 

3   扰动能量在确定非线性波激发中
的作用

在描述超短光脉冲在光纤中传输时, 需要考虑

一些高阶效应的影响. 例如在描述飞秒脉冲在光纤

中传输模型中需要考虑三阶色散、自陡峭和延迟非

线性效应等三阶效应 (Sasa-Satsuma系统 [124] 和

Hirota系统 [123]). 最近一些实验和理论研究显示描

述小于飞秒量级光脉冲在光纤中传输需要考虑一

些四阶效应 [137]. 此外, 四阶效应在各向异性海森堡

铁磁自旋链系统中也起到了重要作用 [40,41,138]. 考

虑一个同时具有三阶和四阶效应的非线性薛定谔

模型 [139−146]
 

iψz +
1

2
ψtt + |ψ|2ψ + iβH[ψ(t, z)] + γP [ψ(t, z)] = 0,

(6)

H[ψ(t, z)] = ψttt + 6|ψ|2ψt

P [ψ(t, z)] = ψtttt + 8|ψ|2ψtt + 6|ψ|4ψ + 4|ψt|2ψ+

6ψ2
tψ

∗ + 2ψ2ψ∗
tt

|ψ|2 β = γ = 0

γ = 0

这里三阶项   , 四阶项

 . 参数 z 和 t 分别表示归一化的距

离和时间,   表示光强. 当  时, 方程 (6)

约化为标准非线性薛定谔方程, 它可以用来描述皮

秒脉冲在光纤中传输动力学 . 当   时 , 方程

(6)变为描述光纤中飞秒脉冲传输的 Hirota方程.

通过线性稳定性分析方法可以得到四阶非线

性薛定谔系统的调制不稳定性增益为 

 

G = |Im(K)| =

∣∣∣∣∣∣Im
Ω

√
(Ω2 − 4a2)

[
1

2
− 3βω + γ(6a2 − 6ω2 −Ω2)

]2∣∣∣∣∣∣ . (7)

共振扰动的调制不稳定性增益为 
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图 4    Hirota系统中的调制不稳定增益分布和基本非线性波激发的相图　(a) Hirota系统中调制不稳定增益在背景频率   和扰

动频率   平面的分布 . “MI”和“MS”分别表示调制不稳定和调制稳定 ; (b)非线性波在调制不稳定增益分布平面的相图 . “AB”,

“RW” 和“KM” 分别为 Akhmediev呼吸子、怪波和 Kuznetsov-Ma呼吸子; “WS”, “AD”, “PW”和“MPS”分别表示W形孤子、反

暗孤子、周期波和多峰孤子

ω Ω

Fig. 4. Modulation instability distributions and phase diagrams of fundamental nonlinear waves in Hirota system; (a) Distributions

of  the modulation instability gain in the background frequency     and perturbation frequency   plane. “MI” and “MS” denote

modulation instability and modulation stability, respectively; (b) phase diagrams of nonlinear waves in the modulation instability

gain distribution planes. “AB”, “RW” and “KM” denote Akhmediev breather, rogue wave and Kuznetsov-Ma breather, respect-

ively; “WS”, “AD”, “PW” and “MPS” denote the W-shaped soliton, anti-dark soliton, periodic wave and multi-peak soliton, re-

spectively. 
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G0 = |Im(p̃)| = 24a2

∣∣∣∣∣γ
[
α−

(
ω +

β

4γ

)2
]∣∣∣∣∣ , (8)

ω这里 a 和  分别表示平面波解的振幅和频率. 调制

不稳定增益的分布展示在图 5(a). 显然四阶非线性

薛定谔系统中调制不稳定性增益的分布特征与标

准非线性薛定谔系统、Hirota系统和 Sasa-Satsuma

中分布都是不同的. 在标准非线性薛定谔系统中调

制不稳定带中不存在调制稳定区, Hirota系统中调

制不稳定带内包含了一条调制稳定线 , 在 Sasa-

Satsuma系统中, 调制不稳定带中有一个调制稳定

区域, 而在四阶非线性薛定谔系统中, 在调制不稳

定带中存在一个调制稳定环 [71,73,74,109]. 通常不同的

调制不稳定增益分布会带来不同的非线性激发结

构, 因此自然可以期望在四阶非线性系统中能够得

到与标准非线性薛定谔系统、Hirota系统和 Sasa-

Satsuma系统中不同的激发特征.

通过 Darboux变换方法可以求得方程 (6)平

面波背景上的非线性波解, 其中包括 Kuznetsov-

Ma呼吸子、非有理W形孤子、反暗孤子、Akhmediev

呼吸子、W形孤子链、周期波、怪波和有理W形孤

子八种基本非线性波. 进一步通过分析各个非线

性波背景频率和扰动频率的关系, 我们建立了其与

调制不稳定性的对应关系 [125], 这几种非线性波在

调制不稳定性增益分布平面的相图见图 5(b)和

图 5(c). 从图中可以看出, 与标准非线性薛定谔系

统、Hirota系统和 Sasa-Satsuma系统类似, 怪波

仍然存在于共振线上的调制不稳定区, 有理W形
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图 5    四阶非线性薛定谔系统调制不稳定增益分布和基本非线性波激发的相图　(a) 调制不稳定增益在背景频率   和扰动频率

 平面的分布, “MI”和“MS” 分别表示调制不稳定性和调制稳定性; (b),(c) 基本非线性波在背景频率   和扰动频率   平面的相

图, “AB”, “RW”, “KM”、“PW”, “WST”, “WS  ”, “   ” 和“AD”分别为 Akhmediev呼吸子、怪波、Kuznetsov-Ma呼吸子、周

期波、W形孤子链、有理的W形孤子、非有理的W形孤子和反暗孤子

ω

Ω

ω Ω r WSnr

Fig. 5. Modulation  instability  distributions  and  phase  diagrams  of  fundamental  nonlinear  waves  in  fourth-order  nonlinear

Schrödinger system: (a) Distributions of the modulation instability gain in the background frequency    and perturbation frequency

  plane. “MI” and “MS” denote modulation instability and modulation stability, respectively; (b), (c) phase diagrams of nonlinear

waves in the background frequency    and perturbation frequency    plane. “AB”, “RW”, “KM”, “PW”, “WST”, “WS  ”, “WS  ”

and “AD” denote Akhmediev breather,  rogue wave,  Kuznetsov-Ma breather,  periodic  wave,  W-shaped soliton train,  rational  W-

shaped soliton, nonrational W-shaped soliton and anti-dark soliton, respectively. 
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0 < |Ω| <
√
3a

√
3a ⩽

|Ω| < 2a

γ = 0

孤子存在于共振线上的调制稳定区, Akhmediev

呼吸子位于共振线两侧的调制不稳定区, W形孤

子链和周期波激发在共振线两侧调制稳定环上, 并

且它们的扰动频率分别满足  和 

  (见图 5(b)中环形区域的紫色虚线部分和

绿色实线部分). 值得注意的是, 在四阶非线性薛定

谔系统中 Kuznetsov-Ma呼吸子可以存在于共振

线上所有区域, 非有理W形孤子和反暗孤子存在

于共振线上两个调制稳定点之外的调制不稳定区.

这个结果与线性稳定性分析的预测相违背. 需要注

意的是, 这两种孤子可以存在于调制稳定点两侧的

调制不稳定区而不能存在于两个调制稳定点之间

的不稳定区域. 特别地, 当四阶非线性薛定谔系统

(6)中四阶效应为零, 即  时, 四阶非线性薛定

谔系统变为 Hirota系统, 此时这两种孤子都存在

于调制稳定区, 显然四阶效应对这两种孤子存在于

调制稳定区起到了重要作用. 并且已经证实存在于

调制不稳定区的反暗孤子和非有理W形孤子演化

是稳定的.

ε

为了进一步理解调制不稳定区反暗孤子和

非有理 W形孤子的激发特征, 引入有效扰动能

量  
[125], 其定义为 

ε =

∫ ∞

−∞
(|ψ|2 − a2)dt, (9)

a eiθ

ε > 0

ε = 0

ε < 0

G0

ε2s

这里有效扰动能量反应的是平面波背景加上扰动

后能量相比于未加扰动时平面波背景   能量多

出的部分. 有效扰动能量  则说明加上扰动后

有额外能量输入;   则说明扰动并不带来额外

能量, 此时扰动演化过程中的能量完全由平面波背

景转化而来;   则意味着扰动时从背景提取出

了一部分能量, 例如平面波背景上的暗孤子就可以

看作是从平面波背景上除去了一部分能量. 为了方

便, 下面讨论中将有效扰动能量简称为扰动能量.

通过分析发现, 调制不稳定增益   和孤子扰动能

量平方  满足
 

G

ε2s
= a2|γ|. (10)

γ

这意味着反暗孤子和非有理W形孤子可以在调制

不稳定区激发确实是扰动能量和调制不稳定增益

平衡的结果. 并且两者平衡依赖于背景振幅 a 和四

阶效应系数  . 这也进一步解释了在低于四阶效应

的非线性薛定谔系统, 例如标准非线性薛定谔系统

和包含三阶效应的非线性薛定谔系统中为什么没

有发现反暗孤子和非有理W形孤子存在于调制不

稳定区的情况.

(
ω +

β

4γ

)2

− ε2km
24

̸= α(
ω +

β

4γ

)2

− ε2s
24

= α

除了反暗孤子和非有理W形孤子存在于调制

不稳定区这个与线性稳定性分析预测相违背的情

况外, 还存在另外一种与线性稳定性分析预测不一

致的情况, 即不稳定的 Kuznetsov-Ma呼吸子可以

在共振线上调制稳定点激发 (见图 5(c)). 这个结果

在标准非线性薛定谔系统和具有三阶效应的非线

性薛定谔系统中并没有发现, 因此这个现象也可能

是由四阶效应引起的. Kuznetsov-Ma呼吸子扰动

能量不等于零. 我们注意到 Kuznetsov-Ma呼吸子

扰动能量值与反暗孤子和非有理W形孤子的扰动

能量的表达式相同, 但是 Kuznetsov-Ma呼吸子需

要满足条件   . 而反暗孤子和

非有理W形孤子激发条件为  .

上一节分析已经证明反暗孤子和非有理W形孤子

激发条件意味着扰动能量和调制不稳定增益的平

衡, 因此 Kuznetsov-Ma呼吸子激发是扰动能量和

调制不稳定增益没有达到平衡的结果. 最近, 我们

进一步分析了 Kuznetsov-Ma呼吸子的产生机制,

发现 Kuznetsov-Ma呼吸子是孤子和平面波之间

的干涉和调制不稳定性共同作用的结果 [147].

特别地, 通过计算发现在四阶非线性薛定谔系

统 中 , 除 了 反 暗 孤 子 、 非 有 理 W形 孤 子 和

Kuznetsov-Ma呼吸子, 其他非线性波 (怪波、有理

W形孤子、Akhmediev呼吸子、周期波和W形孤

子链)扰动能量都为零. 另外, 尽管这些非线性波

中有理W形孤子、周期波和W形孤子链都可以具

有很大的扰动振幅, 但是这些扰动能量为零的非线

性激发特征都与线性稳定性分析预期一致. 例如怪

波和 Akhmediev呼吸子位于调制不稳定区, 有理

W形孤子、周期波和W形孤子链激发在调制稳定

区, 并且这些结论在其他系统中 (非线性薛定谔系

统、Hirota系统和 Sasa-Satsuma系统等)依然成

立. 这些结果显示线性稳定性分析不仅能够适用于

弱扰动演化动力学特征分析, 也适用于扰动能量为

零的强扰动演化特征预测, 只是对具有非零扰动能

量强扰动的演化特征预测失效. 这个结果扩大了线

性稳定性分析方法可能的适用范围, 因此对于分析

很大一类平面波背景上零扰动能量扰动的演化特
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征都有很大帮助.

通过引入扰动能量, 四阶非线性系统中在背景

频率和扰动频率空间共存的许多非线性波都可以

被区分 . 例如在共振线上调制稳定点处共存的

Kuznetsov-Ma呼 吸 子 和 有 理 W形 孤 子 中 ,

Kuznetsov-Ma呼吸子具有非零扰动能量, 而有理

W形孤子扰动能量为零; 在共振线上调制不稳定

区共存的四种非线性波: 怪波、Kuznetsov-Ma呼

吸子、反暗孤子和非有理W形孤子中, 怪波扰动

能量为零, Kuznetsov-Ma呼吸子、反暗孤子和非

有理的W形孤子的扰动能量非零, 并且反暗孤子

和非有理的W形孤子的扰动能量满足条件 

ε = ±2

√√√√6

[(
ω +

β

4γ

)2

− α

]
,

而 Kuznetsov-Ma呼吸子扰动能量满足条件 

ε ̸= ±2

√√√√6

[(
ω +

β

4γ

)2

− α

]
,

显然扰动能量可以用来区分怪波、Kuznetsov-

Ma呼吸子和反暗孤子与非有理W形孤子. 然而

由于反暗孤子和非有理W形孤子扰动能量相等,

这两种非线性波在背景频率、扰动频率和扰动能量

参数空间仍然共存. 此外, 通过扰动能量, 在标准

非线性薛定谔系统、Hirota系统和 Sasa-Satsuma

系统中共存的许多非线性波也可以被区分. 然而,

与四阶非线性薛定谔系统类似, 在 Hirota系统和

Sasa-Satsuma系统中共存的反暗孤子和非有理

W形孤子通过扰动能量仍然不能区分 ; 并且在

Sasa-Satsuma系统中出现共存的周期波和 W形

孤子链也不能通过扰动能量区分, 因为这两者扰动

能量都为零. 显然, 引入扰动能量后, 原来在背景

频率和扰动频率共存在的许多非线性波都可以被

区分, 但是仍然有个别非线性波在背景频率、扰动

频率和扰动能量三个参数的空间共存. 因此还需寻

找其他物理参数来区分反暗孤子和非有理W形孤

子以及周期波和W形孤子链. 

4   相对相位在确定非线性波激发中
的作用

为了寻找能够区分反暗孤子和非有理W形孤

子以及周期波和 W形孤子链的物理参数 , 通过

ϕ

Darboux变换方法重新构造了四阶非线性薛定谔

方程平面波背景上的解析解 (见文献 [148]附录).

引入自由参数   后, 反暗孤子或非有理W形孤子

解析表达式可以写为 

ψs =
[
1 + ψp±eiφ±

]
eiθ, (11)

其中 

ψp±=
εs

√
ε2s cos2(ϕ) + 16b2 sin2(ϕ)

8|b| cosh(β0)∓ 8a cos(ϕ)
,

β0=
1

2
εs (t−vsz) ,

vs = ω + β

(
6 +

ε2s
4

− 3ω2

)
+ γω(24 + ε2s − 4ω2),

|b| > a εs

ψ+ ψ− φ+ φ− b > 0

b < 0 |b| > 0 ψp±

φ±

aeiθ φ±

ψp±eiφ±eiθ

ω εs

φ±

|ψs|2

φ ∈
[
−π
2
+ 2nπ,

π
2
+ 2nπ

]
φ± ∈

[
π
2
+ 2nπ,

3π
2

+ 2nπ
]

参数 b 为实常数并且满足  ,   为孤子扰动能

量. 这里   和   以及   和   分别对应于  

和  两种情形, 由于  , 这里  是一个正

的实函数. 因此参数  是一个相位因子, 它表示扰

动部分和平面波背景之间的相对相位. 显然孤子

解 (11)式是平面波背景  和相对相位为  的扰

动信号  的叠加. 孤子解 (11)式特征依赖

于背景振幅 a、背景频率   、扰动能量   和相对相

位   . 因此为了分析不同相对相位值时孤子解

(11)式所对应的孤子类型, 只需分析孤子强度分布

 极值点个数即可. 经过计算发现, 当相对相位

 时, 解 (11)式为反暗孤子;

当 相 对 相 位   时 ,  解

(11)式对应于非有理W形孤子.

引入相对相位后, 非有理W形孤子和反暗孤

子的激发可以被区分. 接下来讨论相对相位对周期

波和W形孤子链激发条件的影响. 周期波和W形

孤子链表达式可以写为 

ψwp =
[
a+ ψp−wpeiφwp

]
eiθ, (12)

其中, 

ψp−wp=
|Ω|
√
Ω2+4a2 sinh2 d

2a cosh d− 2b cos γ0
,

φwp = arctan×
[
2b

Ω
tanh d

]
+ π+ 2nπ,

γ0 = Ω(t− vwpz) Ω = ±2
√
a2 − b2

∈ (−2a, 0) ∪ (0, 2a) (|b| < a), vwp = ω + β(6a2 −Ω2

−3ω2) + 4γω(6a2 −Ω2 − ω2)

n = 0,±1,

这里   , 扰动频率  

      

 表示周期波和 W形

孤子链的速度 , d 为任意实常数 . 这里  
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±2, · · · ψp−wp φwp

Ω ∈ (−2a, 0) ∪ (0, 2a)

φwp ∈
(π
2
+ 2nπ,

3π
2

+ 2nπ
) √

3a

| secφ|
⩽ |Ω| < 2a

| secφ|

0 < |Ω| <
√
3a

| secφ|

d = 0 φwp = π

 ,   是正的实函数, 因此  表示扰动和

平面波背景之间的相对相位. 由于周期波和W形

孤子链的扰动频率   , 而 d 是

一个任意实常数, 因此相对相位  

 . 当  时, 解 (12)式

对应于周期波, 当   时, 解 (12)式

为W形孤子链. 周期波峰和谷的位置以及W形孤

子链峰的位置都只依赖于扰动频率, 但是它们的峰

值和谷值都由扰动频率和相对相位共同决定 ;

W形孤子链谷的位置由扰动频率和相对相位共同

确定, 但是其谷值只依赖于相对相位而与扰动频率

无关. 以前的一些研究中 [72,73,125], 周期波和W形

孤子链并没有引入与相对相位有关的参数 d, 即

 , 也就是相对相位   , 这仅仅只是我们

得到的解 (12)式中一个特殊情形. 因此以前研究

中得到的W形孤子链谷值都为零. 通过引入相对

相位周期波和W形孤子链的激发条件可以被完全

澄清, 相对相位也可以区分 Sasa-Satsuma系统中

共存的周期波和W形孤子链 [74].

Ω

π

另外 , 当扰动频率   趋于零时 , 周期波和

W形孤子链周期趋于无穷大, 此时解 (12)式转化

为有理W形孤子, 有理W形孤子峰值和谷值都依

赖于相对相位. 之前一些工作中得到的有理W形

孤子峰值都是背景振幅的三倍 , 而谷值恒等于

零 [71,72,73,125], 事实上这都是有理W形孤子相对相

位为  时的特殊情形. 此外, 有理W形孤子与相对

相位的依赖关系与周期波和W形孤子链扰动频率

趋于零时的结果一致. 显然这三种激发在调制稳定

区的非线性波激发特征依赖于扰动频率和相对

相位.

这些结果显示，除了背景频率、扰动频率和扰

动能量外, 相对相位在非线性波激发中也起着至关

重要的作用. 而对于随着演化振幅变化的几种非线

性波, 例如 Kuznetsov-Ma呼吸子、Akhmediev呼

吸子和怪波, 由于其在演化过程中相对相位随着演

化距离在不断变化, 因此初始相对相位值并不会影

响它们的激发特征 . 而对于反暗孤子、非有理

W形孤子、周期波、W形孤子链和有理W形孤子

等几种稳定传输的非线性波, 在演化过程中它们的

相对相位不随演化距离变化, 其在任意位置的相对

相位都等于初始相对相位, 因此相对相位会改变它

们的激发结构.

通过引入相对相位, 在四阶非线性薛定谔系统

背景频率、扰动频率和扰动能量三个参数空间中共

存的反暗孤子和非有理W形孤子的激发条件可以

被区分. 此时在标准非线性薛定谔系统、Hirota系

统、Sasa-Satsuma系统和四阶非线性薛定谔系统

中平面波背景上常见的非线性波 (Kuznetsov-Ma

呼吸子、Akhmediev呼吸子、怪波、反暗孤子、非有

理W形孤子、有理W形孤子、周期波和W形孤

子链)在背景频率、扰动频率、扰动能量和相对相

位四个参数空间中可以被完全区分开, 不再有共存

情况. 也就是说背景频率、扰动频率、扰动能量和

相对相位这四个参数是一组能够确定平面波背景

上基本非线性波激发类型的完备参数. 

5   基本非线性波的激发条件和相图

从前两节的讨论可以看到, 背景频率、扰动频

率、扰动能量和相对相位四个参数可以用来确定平

面波背景上基本非线性波的激发条件. 然而这四个

参数对平面波背景上的 Tajiri-Watanabe呼吸子

和多峰孤子激发条件的影响仍未被讨论. 为了能够

完整地给出平面波背景上基本非线性波的激发条

件, 需要分析这四个物理参数对 Tajiri-Watanabe

呼吸子和多峰孤子激发条件的影响. 通过前几节的

分析方法可以很容易给出 Tajiri-Watanabe呼吸

子和多峰孤子与背景频率、扰动频率、扰动能量和

相对相位这四个参数之间的依赖关系. 通过分析我

们发现在这四个参数空间 Tajiri-Watanabe呼吸

子和多峰孤子和平面波背景上其他所有非线性波

都不存在共存情况. 因此背景频率、扰动频率、扰

动能量和相对相位是一组能够决定平面波背景上

基本非线性波激发的完备参数, 基于这组参数我们

给出平面波背景上基本非线性波 (Tajiri-Watanabe

呼吸子、多峰孤子、Kuznetsov-Ma呼吸子、反暗孤

子、非有理 W形孤子、怪波、有理 W形孤子、

Akhmediev呼吸子、周期波和W形孤子链)的激

发条件，如表 1所列. 从表中可以看到, 一组确定

的参数值可以完全决定一种非线性波激发. 因此,

平面波背景加上满足不同条件的初态就可以确定

不同的非线性波激发结构. 文献 通过满足不同条

件的非理想初态的数值模拟已经证实满足不同激

发条件的非理想初态可以演化出对应的非线性波
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结构. 这进一步证实了背景频率、扰动频率、扰动

能量和相对相位这组参数确实可以确定平面波背

景上基本非线性波的激发特征.

γ = 0

β = γ = 0

为了清晰地看出这些基本非线性波与这四个

物理参数之间的关系, 以及这些非线性波之间的转

换关系, 我们进一步给出基本非线性激发在这四个

参数空间的相图. 决定非线性波激发条件的参数有

四个, 但是四维参数空间的相图并不能直接呈现出

来, 而我们注意到相对相位只影响平面波背景上反

暗孤子和非有理W形孤子以及周期波和W形孤

子链的激发条件, 并且相对相位对这几个非线性波

激发条件的影响是由波包和平面波的叠加特征本

身决定的, 不依赖于物理系统. 因此我们基于背景

频率、扰动频率和扰动能量三个参数给出基本非线

性波激发的相图, 然后再单独给出反暗孤子和非有

理W形孤子以及周期波和W形孤子链在相对相

位空间的相图. 这样就可以给出平面波背景上基本

非线性波激发的整体相图. 因为四阶非线性薛定

谔系统 (6), 在   时约化为 Hirota系统 , 在

 时约化为标准非线性薛定谔系统. 因此

在图 6(a)—图 6(c)中分别给出四阶非线性薛定谔

系统、Hirota系统和非线性薛定谔系统中平面波背

景上基本非线性波在背景频率、扰动频率和扰动能

量空间的相图. 在图 6(d)和图 6(e)中分别给出了

反暗孤子和非有理的W孤子以及周期波和W形

孤子链在相对相位空间的相图.

非线性波激发的相图清晰反映了各个非线性

波激发是所对应的参数区域以及各个非线性波之

间的关系. 从相图中可以看到孤子和周期波结构是

相应呼吸子和怪波在特定条件的结果. 随着扰动能

量和扰动频率的变化, 不同的呼吸子和怪波之间可

以相互转换, 孤子和周期波结构之间也可以相互转

换, 特别地, 这个转换关系具有普适应. 图 7(a)和

图 7(b)中, 分别给出了呼吸子和怪波之间以及孤

子和周期波结构之间的转换关系. 这些转换关系清

晰地展示了不同基本非线性波之间的区别与联系. 

6   总结与讨论

本文分析了平面波背景上基本非线性波的产

生机制, 提议了一种建立基本非线性波与调制不稳

定性对应关系的方法. 基于简单的对应关系建立方

表 1    基本非线性波的激发条件
Table 1.    Excitation conditions of fundamental nonlinear waves.

激发条件
非线性波类型

Ω ω ε φ 

0
ω2 − α ̸= 0 

0 φ ∈
(
π
2
,
3π
2

)
+ 2nπ 

怪波

ω2 − α = 0 α ⩾ 0  ,  有理W形孤子

0

ω2 −
ε2

24
− α ̸= 0 ε > 0  ,  

φ ∈ R Kuznetsov-Ma呼吸子

ω2 −
ε2

24
− α = 0 ε > 0  ,  φ ∈

( π
2
,

3π
2

]
+ 2nπ 

非有理W形孤子

ω2 −
ε2

24
− α = 0 ε > 0  ,  

φ ∈
(
−
π
2
,

π
2

]
+ 2nπ 

反暗孤子

ω2 +
Ω2

6
− α ̸= 0, Ω ∈ (0, 2) 

0

φ ∈
(
π
2
,
3π
2

)
+ 2nπ 

Akhmediev呼吸子

ω2 +
Ω2

6
− α = 0 0 < |Ω| <

√
3

| secφ| 
W形孤子链

ω2 +
Ω2

6
− α = 0 

√
3

| secφ|
< |Ω| <

2

| secφ| 
周期波

1 + 2β
(
±
√
∆− 3ω

)
+ 2γ∇ ̸= 0 

φ ∈ R 

Tajiri-Watanabe呼吸子

1 + 2β
(
±
√
∆− 3ω

)
+ 2γ∇ = 0 

多峰孤子

ω Ω ε φ α =
β2

16γ2
+

1

12γ
+ a2

∆ =

[√(ε2 − 4Ω2 + 16a2)2 + 16ε2Ω2 − (ε2 − 4Ω2 + 16a2)

8

]1/2
∇ = −2∆± 8ω

√
∆− 6ω2 + 6a2 +

1

4
ε2 −Ω2

注1:   ,   ,   和  分别为背景频率、扰动频率、扰动能量和相对相位. 参数  ,

 ,   .
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图 6    不同系统中平面波背景上基本非线性波在背景频率   , 扰动频率   , 扰动能量   和相对相位   空间的相图　(a) 四阶非线

性薛定谔系统 , 参数取   ,   ,   ; (b) Hirota系统 , 参数取   ,   ,   ; (c)非线性薛定谔系统 ,

参数取   ,   ,   ; (d)反暗孤子和非有理W形孤子依赖于相对相位的相图; (e)周期波, W形孤子链和有理W形

孤子在   平面的相图. 图中“TW”, “KM”, “AB”, “RW”, “MPS”, “AD”, “WS  ”, “PW”, “WST”和“WS  ”分别表示 Tajiri-

Watanabe呼吸子、Kuznetsov-Ma呼吸子、Akhmediev呼吸子、怪波、多峰孤子、反暗孤子、非有理W形孤子、周期波、W形孤子

链和有理W形孤子

ω Ω ε

φ β = 1/12 γ = −1/36

a = 1 β = 1/12 γ = 0 a = 1 β = γ = 0

a = 1

(φ,Ω)

nr r

Fig. 6. Phase diagrams of nonlinear waves in the background frequency    , perturbation frequency    , perturbation energy     and

relative phase    space for different systems: (a) Fourth-order nonlinear Schrödinger system. Parameters are   ,   ,

 ; (b) hirota system. Parameters are   ,   ,   ; (c) nonlinear Schrödinger system. Parameters are   ,

 ; (d) phase diagram of anti-dark soliton and nonrational W-shaped soliton in relative phase space; (e) phase diagram of peri-

odic wave, W-shaped soliton train and rational W-shaped soliton in the    plane. “TW”, “KM”, “AB”, “RW”, “MPS”, “AD”,

“WS  ”, “PW”, “WST” and “WS  ” denote Tajiri-Watanabe breather, Kuznetsov-Ma breather, Akhmediev breather, rogue wave,

multi-peak soliton, anti-dark soliton, nonrational W-shaped soliton, periodic wave, W-shaped soliton train and rational W-shaped

soliton. 
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图 7    不同非线性波的转换关系　(a) 呼吸子和怪波之间的转换关系； (b) 孤子和周期波之间的转换关系 . 图中“TW”, “KM”,

“AB”, “RW”分别为 Tajiri-Watanabe呼吸子、Kuznetsov-Ma呼吸子、Akhmediev呼吸子和怪波, “MPS”, “AD”, “WS  ”, “PW”,

“WST”和“WS  ” 分别表示多峰孤子、反暗孤子、非有理W形孤子、周期波、W形孤子链和有理W形孤子

nr

r

Fig. 7. Conversion relationship of different nonlinear waves: (a) Conversion relationship between breathers and rogue wave; (b) con-

version relationship between the solitons and periodic waves. “TW”, “KM”, “AB”, “RW”, “MPS”, “AD”, “WS  ”, “PW”, “WST”

and “WS  ” denote Tajiri-Watanabe breather, Kuznetsov-Ma breather, Akhmediev breather, rogue wave, multi-peak soliton, anti-

dark soliton, nonrational W-shaped soliton, periodic wave, W-shaped soliton train and rational W-shaped soliton. 
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法, 给出了常见的几个系统中基本非线性波在背景

频率和扰动频率空间的相图. 此外, 揭示了扰动能

量和相对相位在确定非线性波激发中的重要作用.

特别地, 我们发现平面波背景上基本非线性波的激

发完全由背景频率、扰动频率、扰动能量和相对相

位四个参数决定. 根据非线性波的激发条件, 实验

上可以通过很简单形式的初态得到对应的非线性

波结构. 实验上只要构造出基本符合激发条件的初

态 (可以偏离严格解的初态), 就可以激发出相关的

局域波动力学. 这些结果为非线性波的实验实现、

可控激发和应用提供了坚实的理论基础. 当然, 这

些结果在实际应用中仍然面临着一些问题. 例如用

简单初态在演化时, 虽然基本的激发结构还是可以

被观测到的. 但是由于其与解析初态有一定偏差,

在调制不稳定区中这些偏差随着演化会被放大, 从

而形成一些非线性振荡结构. 这些结构会影响非线

性波本身形态, 甚至形成更为复杂的动力学行为.

目前系统讨论了平面波背景上基本激发元的激发

条件和机制, 而高阶激发的机制还需要进一步探

究 . 这些结果还有望推广到离散系统 [149,150]、

1+2维流体系统 [151]、Davey-Stewartson系统 [152,153]、

非局域光学系统 [154,155] 等. 另外, 非线性波的激发

条件都是在可积系统中给出的. 对于不可积系统,

还需要进行更深入的理论分析和实验探索. 高维情

形下的激发动力学 [156−166] 最近成为学界的研究热

点之一. 我们近期将努力探究高维情形下激发元的

激发条件和激发机制.
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Abstract

Nonlinear  waves  are  ubiquitous  in  various  physical  systems,  and  they  have  become  one  of  the  research

hotspots in nonlinear physics. For the experimental realization, observation and application of nonlinear waves,

it is very important to understand the generation mechanism, and determine the essential excitation conditions

of  various  nonlinear  waves.  In  this  paper,  we  first  briefly  review  the  experimental  and  theoretical  research

progress  of  nonlinear  waves  in  recent  years.  Based on the  exact  nonlinear  wave  solutions  and linear  stability

analysis  results,  we  systemically  discuss  how  to  establish  the  quantitative  relations  between  fundamental

nonlinear waves and modulation instability. These relations would deepen our understanding on the mechanism

of  nonlinear  waves.  To  solve  the  excitation  conditions  degenerations  problem  for  some  nonlinear  waves,  we

further introduce the perturbation energy and relative phase to determine the excitation conditions of nonlinear

waves.  Finally,  we  present  a  set  of  complete  parameters  that  can  determine  the  excitation  conditions  of

nonlinear  waves,  and give  the  excitation  conditions  and phase  diagrams of  the  fundamental  nonlinear  waves.

These results can be used to realize controllable excitation of nonlinear waves, and could be extended to many

other nonlinear systems.

Keywords: nonlinear waves, modulation instability, generation mechanism, excitation conditions
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专题：非线性物理

四阶色散非线性薛定谔方程的明暗孤立波
和怪波的形成机制*

李敏 1)†    王博婷 1)    许韬 2)‡    水涓涓 1)

1) (华北电力大学数理学院, 北京　102206)

2) (中国石油大学 (北京)理学院, 北京　102249)

(2019 年 9 月 12日收到; 2019 年 11 月 4日收到修改稿)

本文研究了四阶色散非线性薛定谔方程的明暗孤立波和怪波的形成机制, 该模型既可以模拟高速光纤

传输系统中超短脉冲的非线性传输和相互作用, 又可以描述具有八极与偶极相互作用的一维海森堡铁磁链

的非线性自旋激发现象. 本文首先通过对四阶色散非线性薛定谔方程的相平面分析, 发现由其约化得到的二

维平面自治系统具有同宿轨道和异宿轨道, 并在相应条件下求得了方程的明孤立波解和暗孤立波解, 从而揭

示了同异宿轨道和孤立波解的对应关系; 其次, 基于非零背景平面上的精确一阶呼吸子解, 给出了呼吸子的

群速度和相速度的显式表达式, 进而分析得出呼吸子的速度存在跳跃现象. 最后, 为了验证在跳跃点处呼吸

子可以转化为怪波, 将呼吸子解在速度跳跃条件下取极限获得了一阶怪波解, 从而证实怪波的产生与呼吸子

速度的不连续性有关.

关键词：同异宿轨道, 孤立波, 怪波, 速度不连续性

PACS：05.45.Yv, 02.30.Ik 　DOI: 10.7498/aps.69.20191384

 

1   引　言

孤子、呼吸子和怪波是自然界中三种典型的非

线性波现象, 由于在非线性光学、玻色-爱因斯坦凝

聚、大气物理以及等离子体等领域中的潜在应用而

受到密切关注 [1−20]. 其中, 孤子在群速度色散和非

线性效应均衡作用下可以保持不变的波形和速度

稳定地传播, 从而在长距离、大容量和高速率光纤

通信系统中有着重要应用 [9]. 呼吸子的产生源于小

扰动引起的平面波调制不稳定性 [9]. 研究发现, 经

典的非线性薛定谔方程 (NLSE)具有两类呼吸子

解 :  Kuznetsov-Ma呼 吸 子 (简 称 KMB)[10] 和

Akhmediev呼吸子 (简称 AB)[11]. 另外, 怪波在数

学上可以通过 NLSE的有理解 (即 KMB或 AB呼

吸子解的一种退化情形 [10,11])进行描述, 同时也可

以作为在周期边界条件下不稳定 Stokes波的一种

同宿轨行为 [12,13]. 怪波最早被用来描述在海洋中发

现的来无影去无踪的大振幅畸形波 [14,15], 近年来也

在非线性光学和水槽实验中被观察到 [16,17]. 通常情

况下, 学者们认为只有非线性可以解释由能量的大

量聚集而形成的高于周围波平均高度的单个水峰

现象 [18,19], 并且认为调制不稳定性是怪波产生的初

始过程 [20].

近几年, 人们在实验和理论上开展了大量关于

怪波形成机制的研究. 例如, 文献 [21]在一个大的

定向波池实验中讨论了平面波的调制不稳定性, 该

研究为有限水深条件下怪波的产生给出了一定解
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释; 文献 [22]通过光学实验研究了在连续波泵浦区

域超连续统的时间特性, 从而指出怪波可由孤子之

间的相互碰撞产生; 文献 [23]借助数值模拟发现拉

曼效应和三阶色散可以激发怪波的形成; 文献 [24,25]

在理论上指出由速度跳跃可以使得呼吸子演化为

怪波, 并且非线性偏微分方程的行波解与对应的常

微分方程的轨道存在对应关系, 即, 常微分方程中

的同宿轨道和异宿轨道分别与非线性波方程中的

孤立波和冲击波相对应, 而对于非线性薛定谔型方

程, 其约化后的常微分系统的同宿轨道和异宿轨道

则分别对应钟型的明孤立波解、冲击波解或倒钟型

的暗孤立波解 [26,27].

本文将从结构不连续性角度研究如下四阶色

散非线性薛定谔方程 [28−30] 的孤立波解和怪波解形

式机制: 

iqt + α1qxx + α2q|q|2

+ ε2(α3qxxxx + α4|q|2qxx + α5q
2qxx

∗

+ α6qx
2q∗ + α7q|qx|2 + α8|q|4q) = 0, (1)

q(x, t)

ε2

j = 1, 2, · · · , 8

其中   代表波的慢变包络振幅, x 和 t 是归一

化的空间和时间变量,   是一个表示高阶线性和非

线性强度的无量纲小参数, aj (  )为

实参数. 方程 (1)主要来源于光纤光学和磁力学:

在光学中可以模拟高速光纤传输系统中超短脉冲

的非线性传播及相互作用 [31], 在磁力学中亦可描

述具有八极与偶极相互作用的一维海森堡铁磁链

的非线性自旋激发现象 [32]. 特别地, 当参数取值为

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6,

a7 = 4, a8 = 6时, 该方程是一个可积模型, 具有

Lax对和无穷多守恒律 [33]. 文献 [34]借助双线性方

法获得了方程 (1)的双线性形式及 N 孤子解, 并通

过渐近分析揭示了孤子的弹性碰撞现象. 文献 [30]

利用达布变换方法构造了呼吸子解和高阶怪波解

的精确表达式.

本文将首先利用相平面分析方法研究方程 (1)

经约化后得到的常微分方程的动力学性质, 分别给

出同宿轨道和异宿轨道对应的参数条件, 并在相应

条件下求得了方程 (1)的明孤立波解和暗孤立波

解, 揭示了同异宿轨道与孤立波解之间的对应关系;

其次, 基于文献 [30]获得的呼吸子解表达式, 分析

了呼吸子的群速度和相速度随参数的变化关系, 进

而确定速度发生跳跃的参数条件; 为了验证在速度

跳跃的参数条件下呼吸子可以转化成怪波, 在该条

件下对呼吸子解取极限得到一阶怪波解, 从而揭示

怪波形成与速度跳跃之间的关联.
 

2   方程 (1)的二维相平面分析及明暗
孤立波解的产生条件

为了分析方程 (1)对应常微分方程的平衡点

及相轨迹, 对方程 (1)做如下行波解约化:
 

q(x, t) = ϕ(ξ)eih(x,t),

ξ = a(x− ct),

h = Kx−Ωt, (2)

Ω ϕ(ξ) ξ

ϕ

其中 a, c, K 和  都是实数,   是  的实函数. 将

其代入方程 (1)中, 得到关于  的常微分方程:
 

i[−a(c− 2Kα1 + 4K3ε2α3)ϕ
′

+ 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
2ϕ′ + 4a3Kε2α3ϕ

′′′]

+ ε2α8ϕ
5 + [α2 −K2ε2(α4 + α5 + α6 − α7)]ϕ

3

+ (Ω −K2α1 +K4ε2α3 + a2ε2α6ϕ
′2

+ a2ε2α7ϕ
′2)ϕ+ a2ε2(α4 + α5)ϕ

2ϕ′′

+ a2[α1ϕ
′′ + ε2α3(−6K2ϕ′′ + a2ϕ′′′′)] = 0. (3)

进一步, 分离方程 (3)的实部和虚部, 得到
 

− a(c− 2Kα1 + 4K3ε2α3)ϕ
′ + 2aKε2

× (α4 − α5 + α6)ϕ
2ϕ′ + 4a3Kε2α3ϕ

′′′ = 0, (4)
 

ε2α8ϕ
5 + [α2 −K2ε2(α4 + α5 + α6 − α7)]ϕ

3

+ (Ω −K2α1 +K4ε2α3 + a2ε2α6ϕ
′2

+ a2ε2α7ϕ
′2)ϕ+ a2ε2(α4 + α5)ϕ

2ϕ′′

+ a2[α1ϕ
′′ + ε2α3(−6K2ϕ′′ + a2ϕ′′′′)] = 0. (5)

ξ将 (4)式关于  积分一次并取积分常数为零, 可得
 

12a3Kε2α3ϕ
′′ − a(3c− 6Kα1 + 12K3ε2α3)ϕ

+ 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
3 = 0. (6)

ξ ϕ′′′′而对 (4)式关于  求一阶导, 得到  如下:
 

ϕ′′′′ =
1

4a2Kε2α3
(−4Kε2α4ϕϕ

′2 + 4Kε2α5ϕϕ
′2

− 4Kε2α6ϕϕ
′2 + cϕ′′ − 2Kα1ϕ

′′

+ 4K3ε2α3ϕ
′′ − 2Kε2α4ϕ

2ϕ′′

+ 2Kε2α5ϕ
2ϕ′′ − 2Kε2α6ϕ

2ϕ′′). (7)

ϕ′′ ϕ′′′

ϕ′′′′

结合 (6)式和 (7)式消掉方程 (5)中的   ,    和

 , 有
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−ϕ′2 + c2 + 4K2[4ε2(−cK +Ω)α3 − (α1 − 4K2ε2α3)
2]

16a2K2ε4α3(α4 − α5 − α7)

+
c(α4 + 5α5 − 2α6) + 2Kα1(−2α4 − 4α5 + α6) + 4Kα3[3α2 +K2ε2(α4 − α5 − 2α6 + 3α7)]

12a2Kε2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ2

+
(−α4 − 3α5 + α6)(α4 − α5 + α6) + 12α3α8

12a2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ4 = 0. (8)

2ϕ′另一方面, 将方程 (6)两边同乘以  , 得 

12a3Kε2α3ϕ
′′ϕ′ − a(3c− 6Kα1 + 12K3ε2α3)ϕϕ

′ + 2aKε2(α4 − α5 + α6)ϕ
3ϕ′ = 0. (9)

ξ同时, 对方程 (8)关于  求一阶导数, 有 

c(α4 + 5α5 − 2α6) + 2Kα1(−2α4 − 4α5 + α6) + 4Kα3[3α2 +K2ε2(α4 − α5 − 2α6 + 3α7)]

6a2Kε2α3(α4 − α5 − α7)
ϕϕ′

−2ϕ′ϕ′′ +
(−α4 − 3α5 + α6)(α4 − α5 + α6) + 12α3α8

3a2α3(α4 − α5 − α7)
ϕ3ϕ′ = 0. (10)

由于方程 (9)和方程 (10)含有相同项, 两者需相容, 则参数满足以下条件: 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
, (11)

 

4α2
5 + α2

6 + α4(−4α5 + α6 − α7)− α6α7

+ α5(−5α6 + α7) + 12α3α8 = 0. (12)

因此, 在条件 (11)式和 (12)式下, 方程 (9)和

方程 (10)可同时化为如下常微分方程: 

ϕ′′ + β1ϕ+ β2ϕ
3 = 0, (13)

其中 

β1 = −
4K2ε2α3 − 2α1 +

c
K

4a2ε2α3
,

β2 =
α4 − α5 + α6

6a2α3
. (14)

X ≡ ϕ Y = ϕξ

为了借助平面动力系统分岔理论讨论二阶常

微分方程 (13)的二维平衡点类型及相轨迹, 在变

换   和   下, 方程 (13)可等价于如下二

维平面动力系统: 

X ′ = Y, (15a)
 

Y ′ = −β1X − β2X
3. (15b)

该系统是一个哈密尔顿系统, 具有如下哈密尔顿

函数: 

H(X,Y ) =
1

2
Y 2 +

β1
2
X2 +

β2
4
X4 = h∗. (16)

为了判断系统 (15)的平衡点的类型, 我们得出其

相应的雅克比矩阵为 

J =

(
0 1

−β1 − 3β2X
2 0

)
, (17)

λ1,2 = ±
√

−β1 − 3β2X2该雅克比矩阵的特征值为  .

根据特征值与平衡点的对应关系, 我们对系

统 (15)的平衡点类型及解的稳定性分析如下:

β1/β2 ⩾ 0

±
√
−β1

β1 > 0 β1 < 0

1) 当   时, 系统只有一个平衡点 (0,

0)并且在该点处 J的特征值为   . 如果

 , 则 (0, 0)点是中心点; 如果   , 则 (0,

0)点是不稳定鞍点.

β1/β2 < 0

S0(0, 0) S1(
√
−β1/β2, 0) S2(−

√
−β1/β2, 0)

±
√
−β1 ±

√
2β1

±
√
2β1 β1 < 0 S0 S1

S2 S1 S2 S0

β1 > 0 S0 S1 S2

2) 当   时 , 系 统 有 三 个 平 衡 点 :

 ,    和   . 对

应这些平衡点, J 的特征值分别为  ,  

和  . 若  , 则  是不稳定鞍点, 而  和

 是中心点, 此时存在围绕中心点  和  绕至 

的同宿轨道. 若  , 那么  是中心点,   和 

是不稳定的鞍点, 此时系统存在异宿轨道.

β1/β2 < 0

β1 =

β2 = 1/18

β1 = 1 β2 = −5/9

为了演示系统 (15)存在的同宿轨道和异宿轨

道, 选取特定参数画出系统 (15)在条件 

下的相位图, 如图 1所示. 当取定    –1/10 和

 , 图 1(a)显示有一个鞍点和两个中心点,

随着时间的变化从鞍点出发的轨道最终会返回形

成同宿轨道. 而当   和   时, 图 1(b)

显示有一个中心点和两个鞍点, 并形成从一个鞍点

到另一个鞍点的异宿轨道.

β1/β2 < 0 β1 < 0

β1/β2 < 0 β1 > 0

进一步, 根据相位轨道与非线性偏微分方程的

解之间的对应关系 [26,27], 可以得出如下结论: 如果

 且   , 则方程 (1)具有明孤立波解;

而当   且   时, 方程 (1)有冲击波解
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β1/β2 < 0 β1 < 0 6K2ε2α3 − 3α1+

6K2ε2α3 − 3α1+

β1/β2 < 0 β1 > 0

6K2ε2α3 − 3α1 + 3c/2K < 0

或 暗 孤 立 波 解 . 通 过 (14)式 , 可 以 将 条 件

 和   具 体 表 示 为  

3c/2K <  0, a5  –  a4  –  a6 > 0  且 a3 <  0或者

  3c/2K < 0, a5 – a4 – a6 > 0且

a3 < 0. 同样地, 条件  且  可具体写

成   , a5 – a4 – a6 > 0

6K2ε2α3 − 3α1+且 a3 < 0或者    3c/2K < 0, a5 –

a4 – a6 > 0且 a3 < 0.

h∗ = hi = H(Si)(i = 0, 1, 2)

下面为了验证方程 (1)中明孤立波解和暗孤

立波解的存在性, 分别在同宿轨和异宿轨条件下利

用 哈 密 尔 顿 函 数 对 系 统 (15)进 行 求 解 . 令

 , 则有 

h1 = h2 = H(S1) =
−β2

1

4β2
, h0 = H(S0) = 0 . (18)

事实上, 由相容性条件 (11)式和 (12)式可知表达

式 (8)与哈密尔顿函数 (16)式是等价的, 故可得 

h∗ =
c2+4K2[4ε2(−cK +Ω)α3−(α1−4K2ε2α3)

2]

16a2K2ε4α3(α4 − α5 − α7)
.

(19)

β1 < 0 β2 > 0 S0

S1 S2

S1 S2 S0 h∗ = h0

1) 当   且   时, 则平衡点   是不稳

定鞍点, 而平衡点  和  是中心点, 此时存在围绕

中心点   和   至   的同宿轨道. 当   时, 由

表达式 (16)得到 

ϕ
′2 = −β1ϕ2 −

β2
2
ϕ4 . (20)

求解得 

ϕ = ±

√
−2β1
β2

sech(
√
−β1ξ) . (21)

将解 (21)式代入变换 (2)式中得到方程 (1)的明

孤立波解为 

q(x, t) = ±ei(kx−Ωt)

√
−2β1
β2

sech
√
−β1a(x− ct) ,

(22)

其中 

 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
,

Ω = −c
2 − 4K2[4cKε2α3 + (α1 − 4K2ε2α3)

2
]

16K2ε2α3
,

4α2
5 + α2

6 + α4(−4α5 + α6 − α7)− α6α7 + α5(−5α6 + α7) + 12α3α8 = 0.

β1 > 0 β2 < 0 S0

S1 S2

h∗ = h1 = h2

2) 当   且   时, 那么平衡点   为中

心点, 平衡点  和  是不稳定的鞍点, 此时存在异

宿轨道. 当  时, 由表达式 (16)得到
 

ϕ
′2 = −β1ϕ2 −

β2
2
ϕ4 − β2

1

2β2
. (23)

可求得
 

ϕ = ±

√
−β1
β2

tanh

(√
β1
2
ξ

)
. (24)

将解 (24)式代入变换 (2)式中得到方程 (1)的暗

孤立波解为
 

q(x, t) = ±ei(kx−Ωt)

√
β1
−β2

tanh
√
β1
2
a(x−ct) , (25)

 

-2 -1 0 1 2


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
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1

0

-1

-2



(a)

(b)

图 1    系统 (15)的相位图　(a)同宿轨道 (b1 = –1/10, b2 =
1/18); (b) 异宿轨道 (b1 = 1, b2 = –5/9)

Fig. 1. Phase  portraits  of  System  (15): (a)  Homoclinic   or-

bits (b1 = –1/10, b2 = 1/18); (b) heteroclinic orbits (b1 =
1, b2 = –5/9). 
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其中 

c =
2K[6α2α3 + α1(α4 − 7α5 + α6 − 3α7)− 4K2ε2α3(α4 − α5 + α6 − 3α7)]

2α4 − 8α5 + 2α6 − 3α7
,

Ω = (α4−α5−α7)

[
−3(c−2Kα1+4K3ε2α3)

2

16K2ε2α3(α4−α5+α6)
+

cK

α4−α5−α7
− c2

16K2ε2α3(α4−α5−α7)
+

(α1−4K2ε2α3)
2

4ε2α3(α4−α5−α7)

]
,

4α2
5 = − α2

6 − α4(−4α5 + α6 − α7) + α6α7 − α5(−5α6 + α7)− 12α3α8.

根据参数条件, 在解 (22)式和 (25)式中选取恰当

的参数值得到明暗孤立波的传播图形, 如图 2所示.
 

3   呼吸子的速度跳跃点及怪波的形
成条件

目前, 怪波解已经被发现存在于很多非线性发

展方程中, 例如 NLSE、Hirota方程、导数非线性

薛定谔方程、Sasa-Satsuma方程、离散 Ablowitz-

Ladik方程以及变系数高阶非线性薛定谔方程

等 [35−37]. 本节将基于方程 (1)在可积条件下求得的

呼吸子解 [30], 分析呼吸子的速度跳跃现象以及怪

波产生的条件.

在可积条件下, 分别取方程 (1)中的参数为 a1 =

1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6, a7 =

4, a8 = 6, 得到如下形式: 

iqt + qxx + 2q|q|2 + ε2(qxxxx + 6q2xq
∗ + 4q|qx|2

+ 8|q|2qxx + 2q2q∗xx + 6|q|4q) = 0.
(26)

基于AKNS谱问题, 方程 (26)的Lax对表示如下[30]: 

Φx = MΦ, M =

(
−iλ q
−q∗ iλ

)
, (27a)

 

Φt = NΦ, N =


8iε2A4 − 2iλ2 + i|q|2

8iε2B4 + 2λq + iqx
8iε2C4 − 2λq∗ + iq∗x

−8iε2A4 + 2iλ2 − i|q|2)

 ,

(27b)

其中 

A4 =λ4 − 1

2
|q|2λ2 + i

4
(qq∗x − qxq

∗)λ

+
1

8
(3q2q∗2 + q∗qxx + qq∗xx − qxq

∗
x),

B4 = iqλ3 − 1

2
qxλ

2 − i
4
(qx,x + 2q2q∗)λ

+
1

8
(qxxx + 6qq∗qx),

C4 = − iq∗λ3 − 1

2
q∗xλ

2 +
i
4
(q∗xx + 2qq∗2)λ

+
1

8
(q∗xxx + 6qq∗q∗x). (28)

文献 [30]基于 Lax对 (27)式给出了方程 (26)的

一阶达布变换, 其中势函数变换关系如下: 

q[1] = q[0] − 2i∆1

∆2
, (29)

∆1=−2if1,1f2,1Im(λ1) ∆2=f1,1f2,2−f1,2f2,1,这里  ,  

 

1

0

-6

6 0.3

1.8





|
|2

(a)

0.15

0

-12

12 0.3

1.8





|
|2

(b)

Ω

Ω

图 2    (a)由明孤立波解 (22)式描述的明孤立波传输图形,

其中参数选取为  a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = 8, a5 = 2,
a6 = 6, a7 = 4, a8 = 6, c = 1, K = 1,     = 51/16, e = 1,
a = 1; (b) 由暗孤立波解 (25)式描述的暗孤立波传输图形,

其中参数选取为 a1 = –1, a2 = 2, a3 = 1, a4 = –8, a5 =
–2, a6 =   –6, a 7 =   –4, a8 =  6,  c  =   –7, K = 1,     =

–123/32, e = 1, a = 1

Ω

Ω

Fig. 2. (a) Propagation of bright solitary wave via Solution

(22) with the parameters chosen as a1 = 1, a2 = 2, a3 = 1,
a4 = 8, a5 = 2, a6 = 6, a7 = 4, a8 = 6, c = 1, K = 1,    =

51/16, e = 1, a = 1; (b) propagation of dark solitary wave
via  Solution  (25)  with  the  parameters  chosen  as a1 =  –1,
a2 = 2, a3 = 1, a4 = –8, a5 = –2, a6 = –6, a7 = –4, a8 = 6,
c = –7, K = 1,    = –123/32, e = 1, a = 1. 
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f2,1 = −f∗1,2 f2,2 = f∗1,1 (fi,1, fi,2) (i = 1, 2)

λ = λi λ2 = λ∗1

其中   ,    ,       

是 Lax对 (27)式相应   (  )的两组线

性无关解.

以方程 (26)的平面波解作为种子解: 

q[0] = ceiρ, ρ = ax+ bt, (30)

b = ε2(a4 − 12a2c2 + 6c4) + 2c2 − a2 a, b, c

q[0]

其中  ,   分

别代表波的波数、频率和振幅. 此时, 与  对应的

Lax对 (27)式的解为 

f1,1 = k1cei[
ρ
2+κ(x,t)] + ik2

(a
2
+ h+ λ1

)
ei[

ρ
2−κ(x,t)],

(31a)
 

f1,2=k2ce−i[ ρ2+κ(x,t)]+ik1
(a
2
+h+λ1

)
e−i[ ρ2−κ(x,t)],

(31b)

其中
 

κ =h(x+ dt),

k1 = eih(s1ε+s2ε
2),

k2 = e−ih(s1ε+s2ε
2),

h =

√
c2 +

(
λ1 +

a

2

)2
≡ hR + ihI,

d =2λ1 − a+ ε2[a(a2 − 6c2)− 8λ31

+ 4aλ21 + (4c2 − 2a2)λ1] ≡ dR + ihI.

将平面波解 (30)式及特征函数 (31a)式和

(31b)式代入变换 (29)式中, 得到方程 (26)的一

阶呼吸子解为 [30]: 

 

q[1] = ceiρ +
2η{ω1 cos(2G)− ω2 cosh(2F )− i[(ω1 − 2c2) sin(2G)− ω3 sinh(2F )]}eiρ

ω1 cosh(2F )− ω2 cos(2G)
, (32)

其中 

ω1 = c2 + (hI + η)2 +
(
ξ + hR +

a

s

)2
,

ω2 = 2c (hI + η) ,

ω3 = 2c
(
ξ + hR +

a

2

)
,

F = hIx+ (dRhI + dIhR)t ≡ k1x+ w1t,

G = hRx+ (dRhR − dIhI)t ≡ k2x+ w2t,

λ1 = ξ + iη,

这里下标 R和 I分别代表相关参数的实部和虚部.

图 3展示了由呼吸子解 (32)式描述的单个呼吸子

的动力学演化, 其在演化过程中呈现出随时间的周

期性震荡现象.

cos(2G) sin(2G)

k2 w2

接下来 , 将基于呼吸子解的精确表达式

(32)来分析呼吸子的速度跳跃现象. 根据非线性波

速度的相关理论 [38,39], 从表达式 (32)中可以看出,

呼吸子沿时间和空间轴方向发生周期性震荡, 其震

荡性体现在三角函数部分   或   , 且

G 中的   和   分别代表震荡的空间和时间频率,

Vp

(x, t) F = 0

Vg

Vg Vp

震荡速度对应于呼吸子相速度  . 另外, 呼吸子可

以在  平面上沿直线传播, 其传播轨迹由 

决定, 传播速度对应于呼吸子的群速度   . 因此,

得到呼吸子解 (32)式的群速度  和相速度  的表

达式如下:

 

 

Vg = − w1

k1
= −dRhI + dIhR

hI
=

−8η2(a+ 2ξ)(1− a2 + 2c2 + 4η2 + 4aξ − 12ξ2)

a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +
√
D1

+
[a3 − 2a2ξ − a(1 + 6c2 + 4η2 − 4ξ2) + 2ξ(1 + 2c2 + 12η2 − 4ξ2)](a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +

√
D1)

a2 + 4c2 − 4η2 + 4aξ + 4ξ2 +
√
D1

,

(33)
 

 

2

1

0

-5

0

5

-10

0

10





|
[1
]
|2

ξ = 0 η = 1/2 c = 2/5 a = 0

图 3    解 (32)式描述的一阶呼吸子的动力学演化, 其中参

数选取为   ,   ,   和  

ξ = 0 η = 1/2 c = 2/5

a = 0

Fig. 3. The  propagation  of  one  breather  via  Solution  (32)

with  the  parameters  chosen  as    ,    ,   

and   . 
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Vp = − w2

k2
= −dRhR − dIhI

hR
= 4ξ(c2 + 6η2 − 2ξ2)− [a3 + 2ξ − 2a2ξ − a(1 + 6c2 + 4η2 − 4ξ2)]

+
(−1 + a2 − 2c2 − 4η2 − 4aξ + 12ξ2)(4c2 − 4η2 + (a+ 2ξ)

2
) +

√
D2

a+ 2ξ
, (34)

其中 

D1 = 16η2(a+ 2ξ)2 + [a2 + 4aξ + 4(c2 − η2 + ξ2)]2 ,

D2 = (4(c− η)2 + (a+ 2ξ)2)(4(c+ η)2 + (a+ 2ξ)2).

η → ±c Vg Vp当  时, 群速度  和相速度  化简如下: 

Vg =
−8η2(a+ 2ξ)(1− a2 + 6c2 + 4aξ − 12ξ2)

a2 + 4aξ + 4ξ2 +

√
(a+ 2ξ)

2
(a2 + 16c2 + 4aξ + 4ξ2)

+ [a3 − 2a2ξ − a(1 + 10c2 − 4ξ2) + 2ξ(1 + 14c2 − 4ξ2)], (35)
 

Vp =4ξ(7c2 − 2ξ2)− [a3 + 2ξ − 2a2ξ − a(1 + 10c2 − 4ξ2)]

+
(−1 + a2 − 6c2 − 4aξ + 12ξ2)((a+ 2ξ)

2
+

√
(a+ 2ξ)

2
[16c2 + (a+ 2ξ)

2
])

a+ 2ξ
. (36)

ξ

−a/2
√
(a+ 2ξ)2

Vg Vp

η → ±c

ε2 = 1 η = c c = 1 ξ = 1

从表达式 (35)式和 (36)式中可以看出, 当   沿不

同方向趋于  时,   的符号是不同的,

从而导致群速度   和相速度   趋于不同的值, 即

产生跳跃现象. 为了图形演示速度关于参数 a 的跳

跃现象, 我们在条件  下, 保留参数 a 且将其

他参数取定 , 即   ,    ,    和   , 得

到,
 

Vg =
δ1
δ2
, Vp =

δ3
δ4
, (37)

其中
 

δ1 =2a4 + a5 + 2a2[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 15]

− a3[3 +

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

− a

{
48 + 3[4 +

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

−2[48 + 5

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

}

− 2

{
48− 3[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 4]

+2[7

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 72]

}
, (38)

 

δ2 =

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 4− 4a− a2,

(39)
 

δ3 = a4 − 80− 7

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)

+ a2[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 15]

+ 4[37 + 3

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)]

− 4a[

√
(2 + a)

2
(20 + 4a+ a2)− 3], (40)

 

δ4 = −2(a+ 2). (41)

Vg Vp

Vg

a = −2

lim
a→−2−

Vg = −54 ̸= lim
a→−2+

Vg = 14

a = −2 Vp a = −2

图 4给出了群速度  和相速度  随参数 a 的

变化关系. 以  为例, 由图 4可清晰地看到群速度

在   处出现突然的跳跃. 为了更加说明该跳

跃点, 我们计算了群速度在该点的左右极限, 发现

 , 从而表明群速

度在  处不连续. 类似地, 相速度  在 

 

-4 -2 0 2 4

40

20

0

-20

-40

-60

-80

a

V
g
(V

p
)

Vg Vp图  4     呼吸子的群速度   (红实线 )和相速度   (蓝虚

线)随参数 a 的变化关系

Vg

Vp

Fig. 4. Group  velocity      (red-solid line)  and  phase   velo-

city    (blue-dot line) of the breather.
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a = −2 √
(2 + a)2

Vg VP a = −2

a = −2

处的左右极限分别为 14和–54, 也是不连续的, 即

 为跳跃点. 通过对表达式 (37)的分析, 速度

跳跃点的出现是由于分母中包含   , 从而

导致   和   在   点处不连续 . 根据文献 [24]

中关于临界频率的定义, 由于速度在波数  

处表现出了速度的不连续性, 因此该不连续点可以

定义为方程 (26)的临界波数.

ξ → −a/2 η → c λ1 = ξ + iη
→ λ0 =

已有研究表明呼吸子在速度跳跃点会转变为

怪波 [24,25]. 为了验证方程 (26)中怪波的形成与速

度 跳 跃 的 关 系 , 我 们 将 呼 吸 子 解 (32)式 在

 和   条件下取极限 , 即    

 –a/2 + ic, 得到方程 (26)的一阶怪波解

如下:

 
 

 

qrw =

[
c− 4cθ1(λ0 − λ0

2)(θ4 + α∗
1t)

4c2θ3θ4 + θ1θ2 + 4c2[θ4α1 + α∗
1(θ3 + α1t)]t

]
eiρ(x,t), (42)

其中 

ρ = ax+ bt , b = (a4 − 12a2c2 + 6c4)ε2 + 2c2 − a2 ,

θ1 =
4c2α1t

a+ 2λ0
+

(ax+ 2λ0x+ 2i)α1 + α2[a
4ε2 − a2(1 + 6c2ε2)− 8ac2ε2λ0 + 4λ0

2(1 + 2c2ε2 − 4ε2λ20)]

a− a3ε2 + 6ac2ε2 − 2λ0 + 2a2ε2λ0 − 4c2ε2λ0 − 4aε2λ20 + 8ε2λ30
,

θ2 =
4c2α∗

1t

a+ 2λ∗0
+
α∗
1(ax+ 2xλ0

∗ − 2i) + α∗
2[a

2(a2ε2 − 6c2ε2 − 1)− 8ac2ε2λ∗0 + λ∗20 (4 + 8c2ε2)− 16ε2λ∗40 ]

a− a3ε2 + 6ac2ε2 + 2λ∗0(a
2ε2 − 2c2ε2 − 1)− 4aε2λ∗20 + 8ε2λ∗30

,

θ3 =
α1x+ α2[a

3ε2 − 2a2ε2λ0 + a(4ε2λ20 − 1− 6c2ε2) + 2(λ0 + 2c2ε2λ0 − 4ε2λ30)]

a3ε2 − 2a2ε2λ0 + a(4ε2λ20 − 1− 6c2ε2) + 2(λ0 + 2c2ε2λ0 − 4ε2λ30)
,

θ4 =
α∗
1x+ α∗

2[a(a
2ε2 − 6c2ε2 − 1) + λ∗0(2− 2a2ε2 + 4c2ε2) + 4aε2λ∗20 − 8ε2λ∗30 ]

a(a2ε2 − 6c2ε2 − 1) + λ∗0(2− 2a2ε2 + 4c2ε2) + 4aε2λ∗20 − 8ε2λ∗30
. (43)

α1 α2

c = 1 η = 1 ε2 = 1 α1 = α2 = 1

x→ ∞ t→ ∞ |qrw|2

|qrw|2

5.32932× 10−13 5.3456× 10−13

这里   和   是两个非零的实参数. 图 5给出了由

解 (42)式描绘的一阶怪波的动力学演化, 其中参

数选取为  ,   ,   和  . 通过

极限计算, 当  或  时, 一阶怪波  在

无穷远处高度为 1, 从而说明了怪波的空间和时间

局域性. 进一步, 借助数值近似计算可以验证 

分别在点 (0.3660257, –1)和 (–1.3660251, –1)附

近取得最小值   和   ,

ξ → −a/2
η → c

在点 (–0.4999952, –1)附近取得最大值 9, 该值即

为一阶怪波的振幅. 因此, 解 (42)式符合一阶怪波

解具有一个极大值点和两个极小值点的特点, 且最

高点振幅为背景波三倍以上. 以上分析表明方程 (26)

的呼吸子解 (42)式在速度跳跃条件   和

 下转化成了怪波, 进而证明速度的不连续性

可以产生怪波. 值得注意的是, 该速度跳跃条件与

达布变换方法求怪波解 [24] 时的谱参数取值相一致,

而该谱参数条件对应方程的调制不稳定区域 [40],

因此调制不稳定性与速度跳跃从不同角度揭示了

怪波产生的条件.
 

4   结　论

本文研究了一个在光纤光学和磁力学提出的

四阶色散非线性薛定谔方程 (1), 分别从动力学分

析和速度不连续性两方面探讨了孤立波和怪波的

产生条件.

首先, 利用行波解约化将该四阶色散非线性薛

定谔方程变为常微分方程, 然后通过分离常微分方

程的实虚部得到二维平面自治系统 , 即系统

 

9

5

0

-6

0

6
-1.4

-1.0

-0.6





|
rw

|2

ξ = 1 η = 1 c = 1 α1 = 1 α2 = 1 a = −2

图 5    解 (42)式描述的一阶怪波的动力学演化, 其中参数

选取为   ,   ,   ,   ,   和  

ξ = 1 η = 1

c = 1 α1 = 1 α2 = 1 a = −2

Fig. 5. The propagation of  first-order rogue wave via Solu-

tion  (42)  with  the  parameters  chosen  as    ,    ,

 ,   ,    and   . 
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(15a)和 (15b). 进而, 借助相平面分析方法讨论了

系统 (15a)和 (15b)的平衡点类型及解的稳定性,

同时根据平衡点类型与相轨道的关系发现二维平

面自治系统具有同宿轨道和异宿轨道, 并在相应条

件下求解得到了方程 (1)的明孤立波解和暗孤立

波解, 从而验证了同异宿轨道分别对应非线性方程

的明暗孤立波解.

ξ → −a/2 η → ±c

√
(a+ 2ξ)2

其次, 为了从速度不连续性角度研究怪波的产

生条件, 我们基于非零背景平面之上的精确一阶呼

吸子解, 推导出了呼吸子的群速度和相速度的显式

表达式. 通过对速度表达式的理论分析发现, 当

 和   时, 群速度和相速度均关于波

数存在不连续点 , 即跳跃点或临界波数 (见图 3

所示). 同时, 从数学上指出了该跳跃点的出现是由

于速度表达式中含有因子  . 为了验证呼

吸子在速度跳跃点可以转化成怪波, 对一阶呼吸子

解在速度不连续点处取极限获得了方程 (26)的一

阶怪波解, 从而表明怪波的形成与呼吸子速度的不

连续性有关. 另外, 如果取定速度表达式 (35)式

和 (36)式中其他参数而只保留振幅参数 c, 则群速

度和相速度均不会出现不连续点, 如图 6所示. 在

ξ = 1/2(−a+
√
−4c2) η = 0

a = 1

图 6中 , 参数选取为   ,   

和   , 此时群速度和相速度都是关于振幅参数

c 的连续函数.

感谢深圳大学高等研究院的贺劲松教授在中国石油大
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Abstract

In this paper, we study the generation mechanism of bright and dark solitary waves and rogue wave for the

fourth-order  dispersive  nonlinear  Schrödinger  (FODNLS)  equation,  which  can  not  only  model  the  nonlinear

propagation  and  interaction  of  ultrashort  pulses  in  the  high-speed  optical  fiber  transmission  system,  but  also

govern the nonlinear spin excitations in the onedimensional isotropic biquadratic Heisenberg ferromagnetic spin

with the octupole-dipole interaction. Firstly,  via the phase plane analysis,  we obtain both the homoclinic and

heteroclinic  orbits  for  the  two-dimensional  plane  autonomous  system  reduced  from  the  FODNLS  equation.

Further,  we  derive  the  bright  and  dark  solitary  wave  solutions  under  the  corresponding  conditions,  which

reveals the relationship between the homoclinic (heteroclinic) orbit and solitary wave. Secondly, based on the

exact  first-order  breather  solution  of  the  FODNLS  equation  over  a  nonvanishing  background,  we  give  the

explicit  expressions  of  group  and  phase  velocities,  and  reveal  that  there  exists  a  jump in  both  the  velocities.

Finally, in order to verify that the breather becomes a rogue wave at the jumping point, we obtain the first-

order  rogue  wave  solution  by  taking  the  limit  of  the  breather  solution  at  such  point,  which  confirms  the

relationship of the generation of rogue wave with the velocity discontinuity.

Keywords: homoclinic and heteroclinic orbits, solitary waves, rogue wave, velocity discontinuity
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专题：非线性物理

可积系统多孤子解的全反演对称表达式*

楼森岳†

(宁波大学物理科学与技术学院, 宁波　315211)

(2019 年 7 月 31日收到; 2019 年 9 月 26日收到修改稿)

多孤子解是非线性数学物理系统的基本激发模式. 文献中存在各种类型的表达式, 如广田 (Hirota)形式,

朗斯基 (Wronskian)或双朗斯基形式和法夫 (Phaffian)形式. 最近在多地系统的研究中, 我们发现使用一种全

新但等价的形式具有极为简洁和方便的优点. 本文主要综述多种类型可积非线性系统的多孤子解的新型表

达式, 同时对 SK方程、非对称 NNV系统、修正 KdV型、sG型、AKNS模型和全离散 H1 系统也给出一些文

献中还没出现过的新的更为简便的表达式. 新的孤子表达式通常具有显然的时空全反演 (包括时间反演、空

间反演、孤子初始位置反演及电荷共轭反演 (正反粒子反演))对称性. 这种具有显式全反演对称性的表达式

在研究多地非局域系统和局域和非局域可积系统的各种共振结构时具有很大的优越性.

关键词：可积系统, 多孤子解, 全反演对称性, 多地系统

PACS：05.45.Yv, 02.30.Ik, 11.30.Er, 11.10.Lm 　DOI: 10.7498/aps.69.20191172

 

1   引　言

自从孤立波的发现 [1]、孤立子 (孤子)概念的提

出 [2] 和反散射方法的建立 [3] 以来, 孤子在物理学

的各个分支如流体物理 [4]、等离子体物理 [5]、光纤

物理 [6]、光学 [7−10]、复杂系统和复杂网络 [11]、量子

场论和粒子物理 [12]、引力理论 [13]、玻色爱恩斯坦凝

聚 [14]、大气和海洋物理 [15] 等等起着非常重要的

作用.

求解可积系统的多孤子解有很多方法, 如广

田 (Hirota)法 [16]、达布 (Darboux)变换法 [17]、反散

射方法 [3]、对称性方法 [18] 等等. 通常使用不同的方

法得到的多孤子解表面上可以是很不一样的. 如

Hirota方法得到的指数函数形式的组合求和解和

Phaffian解及达布变换方法得到的朗斯基或双朗

斯基解等等. 而要证明这些看起来不同的表达式的

等价性也往往不是显然的, 也因此经常误导一些作

者声称得到了“新”的孤子解. 对于众所周知的可积

系统, 要声称得到新解必须非常慎重. 对于单孤子

解, 各种非线性模型的单孤子解绝大多数的文献都

采用紧致简洁的双曲函数形式, 因此很多著名专家

如 Hirota和 Toda及我国的陈登远 [19] 等都期望能

用双曲函数来简洁地表达多孤子解, 但是这一期望

直到我们的工作 [15,20] 发表前一直没有被实现.

自然界隐含着各种各样的对称性, 如时空平移

不变性、标度不变性、空间转动不变性、宇称反演

(空间反演)不变性等等. 因此, 描述物理基本规律

的方程都自然地包含了这些反映自然规律的不变

性质. 然而, 作为非线性可积系统的最基本的非线

性激发, 现有的多孤子解却往往没有把它们具有的

对称性反映出来. 最近, 在文献 [20]中我们把多孤

子解的全反演 (包括时空反演、所有孤子的初始位

置反演、电荷共轭反演、位相反演和场反演等)对

称性明显地体现在了新的表达式中.

本文第 2节我们首先综述给出 Korteweg de-

Vries(KdV)型方程的多孤子解的 Hirota形式并将
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H1

它改写成具有明显的全反演对称表达式. 在相应的

子节中我们给出KdV方程、Toda方程、Kadomtsev-

Petviashvilli  (KP)方 程 (包 括 KdV方 程 和

Boussinesq方程)、(1 + 1维和 2 + 1维) Sawada-

Kotera  (SK)方 程 、 非 对 称 Nizhnik-Novikov-

Veselov (NNV)等对应方程的具有明显的全反演

对称性的多孤子解. 在第 3节我们综述给出修正

KdV (MKdV)和 sine-Gordon (sG)型方程的多孤

子解的 Hirota形式以及具有明显的全反演对称表

达式. 特别给出 MKdV方程和 sG方程的一个新

的具有明显全反演对称性的多孤子解. 第 4节中,

我们给出散焦型非线性薛定谔 (NLS)方程多孤子

解的具有明显全反演对称 (包括电荷共轭对称)的

表达式. 对于聚焦型 NLS方程, 具有显式的时空反

演对称性和电荷共轭对称性的表达式比 Hirota形

式更为复杂. 因此, 本文不作直接讨论. 在第 5节

中 , 我们直接给出 Ablowitz-Kaup-Newell-Segur

(AKNS)系统多孤子解的一种新表达式: 范德蒙-

朗斯基行列式形式. 同时指出该新形式包含的全反

演对称性. 本文第 6节, 我们在重新定义全离散的

双曲函数后, 写下全离散势 KdV系统 (  )的具

有明显的全反演对称多孤子解. 最后一节是总结和

讨论. 

2   KdV-KP-Toda型多孤子解的新型
表达式

KdV-KP-Toda型方程文献中简单地称之为

KdV型方程 [21]. 其一般的多孤子解 (N-孤子解)的

Hirota形式可以统一地写为 

u = 2 (lnF )xx , (1)
 

F =
∑
µ=0,1

exp

 N∑
j=1

µjξj +

N∑
1⩽j<l

µjµlθjl

 , (2)

µi = 0, 1, i = 1, 2, . . . , N

ξj

其 中 关 于 µ的 求 和 是 关 于

 的各种可能组合的求和,

 为 

ξj = kj · (x− x0j),

kj = {kj1, kj2, . . . , kjd},

x = {x1, x2, . . . , xd}, (3)

xi, i = 1, 2, · · · , d,
x0j

  可以是连续的或离散的空间和

时间变量.    代表第 j个孤子的任意初始位置向

kji

exp(θjl)

量. 对于给定的模型   要满足相应的色散关系,

 要满足三孤子存在条件. (1)中的 F满足所

谓的 Hirota双线性方程 

P (Dx)F · F = 0. (4)

Dx⃗(4)式中 Hirota双线性算子  定义为 

Dn
xF ·G = (∂x − ∂y)

nF (x)G(y)|y=x . (5)

P (Dx)文献 [21]对各种可能存在三孤子的   作了完

整的分类.

从 (1)和 (2), 我们可以看到时空平移不变性

(任意初始位置向量)外, 我们并不能看到其它对称

性. 为了找到明显的全反演不变的多孤子解表达式,

我们可以利用 (1)和 (2)的下述的显然的对称性, 

F → β exp(Kx+Ωt+X0)F, (6)

β, K, Ω X0

ξj

其中   和   为任意常数. 利用对称性 (6),

重新定义任意的孤子初始位置向量, 将  重写为 

ξj = ηj −
1

2

j−1∑
i=1

θij −
1

2

N∑
i=j+1

θji, (7)

 

ηj = kj · (x− x0j), (8)

则 (1)和 (2)可以重新改写为 

u = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

, (9)

ν = {ν1, ν2, · · · , νN}
νi = 1, −1, i = 1, 2 · · · , N

−ν
−ν
Kν

其中关于  的求和必须对所有

 的非对偶组合求和. 由

于 (9)中的双曲函数是偶函数, 所以 n 和   产生

的是一样的贡献, 所以我们称 n 和  是互为对偶

的. 在 (9)中的与组合 n 相关的常数   与模型的

多孤子存在条件相关. 下面各子节我们列出具体

的 KdV-KP-Toda型多孤子解的具有全反演对称

性的具体表达式. 

2.1    KdV 方程的多孤子解

对于 KdV方程 

KdV ≡ ut + uxxx + 6uux = 0, (10)

多孤子解为 

u = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj(x− x0j)− k3j (t− t0j), (11)

其中 
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Kν =
∏
i>j

(ki − νiνjkj). (12)

{x, t} → {−x,−t}
{x0j , t0j} → {−x0j ,−t0j}

从 (11)可以看出, KdV方程的多孤子解 (11)具有

显然的全反演 (时空反演  和孤子

初始位置反演  )变换下的

不变性. 换句话说 KdV方程的多孤子解 (11)是在

全反演变换 

ηj → −ηj (13)

下不变的.

两地非局域 KdV系统 (也称作是 Alice-Bob

KdV(ABKdV)系统) 

∆(A, B) = 0, B = A(−x,−t) (14)

具有如下性质 

∆(A, A) = KdV, (15)

KdV ∆(A, B)其中   由 (10)定义. 许多具体的   可在

文献 (如 [20])中找到. 由于 (11)的全反演变换不

变性, 因此 

A = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kjx− k3j t, (16)

是任意 ABKdV系统 (14)的 PT(P宇称, T时间

反演)不变解. 

2.2    KP 方程的多孤子解

uy = 0

ut = 0

对 于 KP方 程 (包 括 KdV方 程   和

Boussinesq方程  ) 

KP ≡ (ut+uxxx+6uux)x+3σ2uyy = 0, σ2 = ±1,
(17)

多孤子解为 

u =2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj(x− x0j) + kj lj(y − y0j)

− kj(3σ
2l2j + k2j )(t− t0j), (18)

其中 

K2
ν =

∏
i>j

[
(ki − νiνjkj)

2 − σ2(li − lj)
2
]
. (19)

从 (18)可知, KP方程的多孤子解 (18)是在全反

演变换 (13)下不变的.

两地非局域 KP系统 (Alice-Bob KP(ABKP)

系统) 

∆(A, B) = 0, B = A(−x, −y, −t) (20)

是具有如下性质 

∆(A, A) = KP, (21)

∆(A, B)

的非局域系统, 其中 KP由 (17)定义. 一些具体的

 可在文献 (如 [20])中找到. 由于 (18)的全

反演变换不变性, 因此 

A = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kjx+ kj ljy − kj(3σ
2l2j + k2j )t, (22)

是任意 ABKP系统 (20)的 PT (P宇称, T时间反

演)不变解. 

2.3    Toda 方程的多孤子解

为了将多孤子解写成统一的形式 , 对于

Toda系统我们采用下述等价形式 

Toda ≡ (un+2)un,xx−u2n,x+
1

2
(un+2)2E2un−1 = 0,

(23)

其中差分算子 E定义为 

Eun = un+1 − un. (24)

Toda方程 (23)的全反演对称多孤子解为 

u = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj(n− n0j) + 2 sinh
kj
2
(x− x0j), (25)

其中 

Kν =
∏
i>j

sinh
1

4
(ki − νiνjkj). (26)

从 (25)可知, Toda方程的多孤子解 (25)是在全反

演变换 (13)下不变的.

两地非局域Toda系统 (Alice-Bob Toda(ABT)

系统) 

∆(A, B) = 0, B = A(−x,−n) (27)

是具有如下性质 

∆(A, A) = Toda, (28)

∆(A, B)

的非局域系统 , 其中 Toda由 (23)定义 . 具体的

 的例子可在文献 (如文献 [20])中找到. 由

于 (25)的全反演变换不变性, 因此 
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A = 2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kjn+ 2 sinh
kj
2
x, (29)

是任意 ABToda系统 (27)的 PPn (P宇称, Pn 离

散变量 n的反演)不变解.
 

2.4    SK 方程的多孤子解

关于 (2 + 1)-维的 SK方程
 

SK ≡ut − 5vy + (uxxxx + 15u3 + 15uuxx

+ 15uv + 5vxx)x = 0,

uy = vx (30)

的全反演对称多孤子解为
 

u =2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj [(x− x0j) + lj(y − y0j)

− (k4j + 5k2j lj − 5l2j )(t− t0j)], (31)

kij ≡ ki − νiνjkj其中 (  )
 

K2
ν =

∏
i>j

[k2ij(k
2
ij + νiνjkikj + 2li + 2lj)

− kij(kilj − νiνjkj li) + (li − lj)
2]. (32)

从 (31)可知, SK方程的多孤子解 (31)是在全反

演变换 (13)下不变的.

lj = 0 uy = 0, v = 0

(1 + 1)-维的 SK系统的多孤子解可以简单地

在 (2 + 1)-维的结果中取   使得  

即可.

两地非局域 SK系统 (Alice-Bob SK(ABSK)

系统)
 

∆(A, B) = 0, B = A(−x, −y, −t) (33)

是具有如下性质
 

∆(A, A) = SK, (34)

的非局域系统, 其中 SK由 (30)定义. 由于 (31)的

全反演变换不变性, 因此
 

A =2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj [x+ ljy − (k4j + 5k2j lj − 5l2j )t], (35)

是任意 ABSK系统 (33)的 PT不变解.
 

2.5    非对称 NNV 方程的多孤子解

非对称的 NNV方程
 

ANNV ≡ ut + (uxx + 3uv + av)x = 0, ux = vy
(36)

的全反演对称多孤子解为
 

u =2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj [(x− x0j) + lj(y−y0j)−(al−1
j + k2j )(t−t0j)],

(37)

其中
 

K2
ν =

∏
i>j

[a(li−lj)2−3lilj(ki−νiνjkj)(kili−νiνjkj lj)].

(38)

从 (37)可 知 , 非 对 称 NNV方 程 的 多 孤 子 解

(37)是在全反演变换 (13)下不变的.

两地非局域非对称 NNV系统 (Alice-Bob

ANNV(ABANNV)系统)
 

∆(A, B) = 0, B = A(−x, −y, −t) (39)

是具有如下性质
 

∆(A, A) = ANNV, (40)

的非局域系统 , 其中 ANNV由 (36)定义 . 由于

(37)的全反演变换不变性, 因此
 

A =2

ln∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj


xx

,

ηj = kj [x+ ljt− (akj l
−1
j + k2j )t], (41)

是任意 ABANNV系统 (39)的 PT不变解.
 

3   MKdV-sG型多孤子解的新型表达式

i ≡
√
−1

MKdV-sG型方程在传统文献中通常分为

MKdV型和 sG型两种类型的方程 [21]. 其实从多孤

子解的表达式可知, 这两种类型可以归结为同一种

类型. 实际上人们都知道, MKdV方程的势形式

和 sG方程是属于同一个可积梯队的 .  MKdV-

sG型方程的多孤子解的 Hirota形式可以统一地

写为 [19] (  )
 

uMKdV =
1

2
usGx = i

(
ln
F−

F+

)
x

, (42)
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F± =
∑
µ=0,1

exp

 N∑
j=1

µj

(
ξj ± i

π
2

)
+

N∑
1⩽j<l

µjµlθjl

 ,

(43)

µi = 0, 1, i = 1, 2 · · · , N
ξj

其中关于µ的求和是关于 

的各种可能组合的求和,   为 

ξj = kj · (x− x0j),

kj = {kj1, kj2, · · · , kjd},

x = {x1, x2, · · · , xd}, (44)

xi, i = 1, 2, · · · , d,
x0j

kji

exp(θjl) F±

  可以是连续的或离散的空间和

时间变量.    代表第 j个孤子的任意初始位置向

量. 对于给定的模型   要满足相应的色散关系,

 要满足三孤子存在条件. (42)式中的  满

足所谓的 Hirota双线性方程 [21]
 

P (Dx)F+ · F− = 0, (45)
 

Q(Dx)(F+ · F+ + aF− · F−) = 0, (46)

其中 Q是偶函数, P可以是偶函数 (sG)也可以是

奇 函 数 (MKdV). 如 果 P是 奇 函 数 ,  (45)和

(46)式通过转动变换可以等价地写为 

P (Dx⃗)F+ · F− = 0, (47)
 

Q(Dx⃗)F+ · F− = 0. (48)

在文献 [21]中, Hietarinta对各种可能的三孤子存

在条件对 P和 Q作了完整的分类.

为了找到 MKdV-sG系统的明显的全反演不

变的多孤子解表达式, 可以利用 (42)和 (43)式的

下述显然的对称性, 

F± → β exp
(
Kx+Ωt+X0 ± i

Mπ
2

)
F±, (49)

β, K, Ω X0其中  和  为任意常数, M为任意整数. 利

用对称性 (49), 类似于 KdV型的情况, 重新定义

任意的孤子初始位置向量, 解 (42)和 (43)可以等

阶地改写为 

uMKdV=
1

2
usGx = i

ln
∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjη
−
j


∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjη
+
j




x

,

η±j =kj · (x− x0j)± i
π
2
≡ ηj ± i

π
2
, (50)

ν = {ν1, ν2, . . . , νN}
νi = 1, −1, i = 1, 2 . . . , N

Kν

其中关于   的求和必须对所有

 的非对偶组合求和. 在

(50)中的与组合 n 相关的常数  与模型的多孤子

x → −x

x0j → −x0j i→ −i
u→ −u kj

kj

存在条件相关. 在表达式 (50)中显然的全反演对

称变换包含了时空反演  , 孤子初始位置反

演   , 电荷共轭反演   以及场反演

 . 实际上, 波向量   为实的话, 解 (50)也

是实的. 所以对于实的  , 解 (50)可以进一步改写

成实形式, 

uMKdV =
1

2
usGx

=± 2
∂

∂x
tan−1

∑
νe

Kν sinh

1

2

N∑
j=1

νjηj


∑
νo

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj

 ,

ηj =kj · (x− x0j), (51)

νo νe

νi = 1, −1, i = 1, 2 . . . , N

νi = 1

其中关于  和  的求和分别是关于 n 的非对偶的

奇排列和偶排列求和 . 奇 (偶)排列定义为排列

 中 具 有 奇 (偶 )数 个

 .

下面各子节我们列出一些具体的 MKdV-

sG型多孤子解的具有全反演对称性的具体表达式. 

3.1    MKdV 方程多孤子解

对于修正 KdV方程 

MKdV ≡ ut + 6u2ux + uxxx = 0 (52)

ηj Kν

的多孤子解由 (50)或 (51)给出, 其中第 j个孤子

的行波变量  和分布系数 (相互作用常数)  为 

ηj = kj(x− x0j)− k3j (t− t0j), (53)
 

Kν ≡
∏
i>j

(ki − νiνjkj). (54)

∆(A, A) =MKdV任意的具有性质  的两地MKdV

系统 

∆(A, B) = 0, B = A(−x, −t)

x0j t0j

的 PT群不变多孤子解具有与 (50)或 (51)相同的

形式, 但 (53)中的  和  都必须为零. 

3.2    sG 方程的多孤子解

对于 sG方程 

sG ≡ uxt = sin(u) (55)

ηj Kν

的多孤子解由 (50)或 (51)给出, 其中第 j个孤子

的行波变量  和分布系数 (相互作用常数)  为 

ηj = kj (x− x0j) + k−1
j (t− t0j) , (56)
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Kν ≡
∏
i>j

(ki − νiνjkj). (57)

∆(A, A) = sG任意的具有性质  的两地 sG系统 

∆(A, B) = 0, B = A(−x, −t)

x0j t0j

的 PT群不变多孤子解具有与 (50)或 (51)相同的

形式, 但 (56)中的  和  都应取为零. 

4   NLS方程多孤子解的新型表达式

对应于非线性薛定谔 (NLS)方程 

NLS ≡ iut + uxx + 2σ|u|2u = 0, σ = ±1, (58)

σ = −1 σ = 1存在散焦 (  )和聚焦 (  )两种完全不同

的情况, 需要区别对待. 由于聚焦 NLS方程的双曲

函数表达式过于复杂, 我们不在本文讨论这种形

式, 而仅仅处理散焦 NLS方程的新型孤子解.

σ = −1散焦 (  ) NLS系统 (58)的多孤子解的

Hirota形式为 [19]
 

u =
√
2α exp(−iα2t+ iϕ0)

×

∑
µ

exp

 N∑
j=1

µj(ξj + 2iθj) +
∑
j<l

µjµlθjl


∑
µ

exp

 N∑
j=1

µjξj +
∑
j<l

µjµlθjl

 , (59)

其中孤子行波变量为 

ξj =
√
2α sin(θj)

(
x+

√
2α cos(θj)t

)
+ ξ0j , (60)

相互作用常数为 

exp (θjl) =

 sin
1

2
(θj − θl)

sin
1

2
(θj + θl)


2

, (61)

α, ξ0j , θj , j = 1, 2, . . . , N ϕ0

µj = 0, 1, j = 1, 2, . . . , N

而   和   为 任 意 常 数 .

(59)中 的 关 于 µ的 求 和 是 对 所 有 可 能 组 合

 的求和.

类似于 KdV-KP-Toda型方程的情况, 多孤子

解 (59)可以重新改写成全反演对称形式, 

u =
√
2α exp

[
−iα2t+ iϕ′0

]

×

∑
ν

Kν cosh

1
2

N∑
j=1

νj (ηj + 2iθj)


∑
ν

Kν cosh

1

2

N∑
j=1

νjηj

 , (62)

νj = 1,−1, j = 1, 2, · · · , N
ηj Kν

其中关于 n 的求和是对所有可能的非对偶组合

 求和 . 表达式 (62)中

的孤子行波变量  及相互作用常数  为 

ηj =
√
2α sin(θj)

[
x− x0j +

√
2α cos(θj) (t− t0j)

]
,
(63)

 

Kν =
∏
l<j

sin
θj − νjνlθl

2
, (64)

θj , x0j , t0j , α ϕ′0   and   为任意实常数.

∆(A, A) = NLS(σ = −1)

由于解 (62)的全反演 (时空反演, 孤子初始位

置和初始位相反演, 电荷共轭反演)不变性, 任意

的具有性质   的两地 NLS

系统 

∆(A, B) = 0, B = A∗(−x, −t)

x0j t0j

ϕ′0

的 PTC (C为电荷共轭, 即复共轭)群不变多孤子

解具有与 (62)相同的形式, 但 (63)中的  、  和

初始位相  都应取为零.

聚焦 NLS系统多孤子解的 Hirota形式虽然

没有显式的简单的全反演对称形式, 但是这一对称

性还是隐含着的 [15]. 

5   AKNS系统多孤子解的新型表达式

AKNS系统 

AKNS ≡
{
iut + uxx + 2σu2v = 0,

− ivt + vxx + 2σv2u = 0,
σ = ±1,

(65)

v = u∗

{u, v} →
{uM,N , vM,N}

是最重要的数学物理模型之一, 除了著名的局域

的 NLS方程是其最基本的约化 (  )外, 很多

非局域 NLS方程也是其对称性约化 [15,22,23]. AKNS

的严格解已经为很多研究者用很多方法研究过 [24,22].

其多孤子解可以用双朗斯基行列式表示 [22]. 为了

较为明显地显示多孤子解的全反演对称性, 我们可

以将 AKNS系统 (65)的双朗斯基行列式解等价地

改写成下述范德蒙-朗斯基行列式形式 ( 

 ): 

uM,N = a
∆M,N+1

∆M,N
,

vM,N =
−σ∆M,N−1

a∆M,N
,

∆m,n = det(Γm,n),

1 ⩽ N ⩽M − 1,

M ⩽ 1, (66)
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ej = (−1)j exp[kj(x− x0j)− ik2j (t− t0j)]其中  ,
 

Γm,n =



1 1 . . . 1 1

k1 k2 . . . km−1 km

k21 k22 . . . k2m−1 k2m

...
...

...
...

...

kn−1
1 kn−1

2 . . . kn−1
m−1 kn−1

m

e1 e2 . . . em−1 em

k1e1 k2e2 . . . km−1em−1 kmem

k21e1 k22e2 . . . k2m−1em−1 k2mem

...
...

...
...

...

km−n−1
1 e1 km−n−1

2 e2 . . . km−n−1
m−1 em−1 km−n−1

m em



. (67)

矩阵 (67)的前 n行是范德蒙矩阵形式, 后 m行是

朗斯基矩阵形式, 因此我们称解为范德蒙-朗斯基

行列式解.

可以证明 AKNS的范德蒙-朗斯基行列式解

(66)具有下述全反演变换下的不变性: 

时空反演 : {x, t} → {−x, −t},

孤子初始位置反演 : {x0j , t0j} → {−x0j , −t0j},

场交换 : uM,N → (−1)Ma2σvM,M−N . (68)

M,N

为了明显看出不变性 (68), 这里我们列出一些小的

 解的具体形式 

kij ≡ ki − kj ,

Ei ≡ exp[kj(x− x0j)− ik2j (t− t0j)],

Eij ≡ EiEj ,
 

Kijp = kijkipkjp,

Kijpq = kijkipkiqkjpkiqkpq
 

u2,1 =
ak12

E1 + E2
,

v2,1 =
σa−1k12

E−1
1 + E−1

2

, (69)
 

u3,2 =
aK123

k23E1 + k13E2 + k12E3
,

v3,2 =
k12E12 + k13E13 + k23E23

aσ(k23E1 + k13E2 + k12E3)
, (70)

 

v3,1 =
−σa−1K123

k23E
−1
1 + k13E

−1
2 + k12E

−1
3

,

u3,1 = −a(k12E
−1
12 + k13E

−1
13 + k23E

−1
23 )

k23E
−1
1 + k13E

−1
2 + k12E

−1
3

, (71)
 

 

u4,3 =
aK1234

K234E1 +K134E2 +K124E3 +K123E4
,

v4,3 =
k12k34(E12 + E34) + k13k24(E13 + E24) + k23k14(E23 + E14)

aσ(K234E1 +K134E2 +K124E3 +K123E4)
, (72)

 

v4,1 =
σa−1K1234

K234E
−1
1 +K134E

−1
2 +K124E

−1
3 +K123E

−1
4

,

u4,1 =
k12k34(E

−1
12 + E−1

34 ) + k13k24(E
−1
13 + E−1

24 ) + k23k14(E
−1
23 + E−1

14 )

a−1(K234E
−1
1 +K134E

−1
2 +K124E

−1
3 +K123E

−1
4 )

, (73)
 

u4,2 =
−a(K234E1 +K134E2 +K124E3 +K123E4)

k34k12(E12 + E34) + k24k13(E13 + E24) + k23k14(E14 + E23)
,

v4,2 =
−a−1σ(K234E

−1
1 +K134E

−1
2 +K124E

−1
3 +K123E

−1
4 )

k34k12(E
−1
12 + E−1

34 ) + k24k13(E
−1
13 + E−1

24 ) + k23k14(E
−1
14 + E−1

23 )
, (74)
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解 (69)—(74)在全反演变换 (68)下的不变性是显

然的.
 

6   全离散系统多孤子解的新型表达式

H1

前面几节讨论的全反演对称形式的结果也可

以在全离散形式下实现. 本文我们仅仅讨论全离散

势 KdV系统 (  )的
 

H1 ≡ (u− ˆ̃u)(ũ− û) + q − p = 0 (75)

H1全反演对称形式.   方程 (75)中,
 

u = u(m, n),

ũ = T1u = u(m+ 1, n),

û = T2u = u(m, n+ 1),

ˆ̃u = T2T1u = u(m+ 1, n+ 1)

p, q为任意常数.

H1  方程的多孤子解可以用 Phaffian来表示 [25]
 

A = an+ bm+ γ − h

g
(76)

a =
√
p b =

√
q其中  ,   ,

  

g = |ψ, T3ψ, T 2
3ψ, . . . , T

N−1
3 ψ|,

h = |ψ, T3ψ, . . . , TN−2
3 ψ, TN

3 ψ|,

ψ = ψ(n, m, l) = (ψ1, . . . , ψn)
T ,

T3ψ = ψ(n, m, l + 1),

ψi = ψi(n, m, l) = ρ+i (a+ ki)
n(b+ ki)

mkli

+ ρ−i (a− ki)
n(b− ki)

m(−ki)l,

(77)

ρ±i ki  和  任意常数.

为了看出明显的全反演变换不变性, 我们引入

全离散双曲函数,
 

sinh(ξi) =
(
a+ ki
a− ki

)n−n0i
(
b+ ki
b− ki

)m−m0i

−
(
a+ ki
a− ki

)n0i−n(
b+ ki
b− ki

)m0i−m

, (78)
 

cosh(ξi) =
(
a+ ki
a− ki

)n−n0i
(
b+ ki
b− ki

)m−m0i

+

(
a+ ki
a− ki

)n0i−n(
b+ ki
b− ki

)m0i−m

.

(79)

这样定义的双曲函数满足连续双曲函数的加法

公式:
 

sinh(ξ1 + ξ2) = sinh(ξ1) cosh(ξ2) + sinh(ξ2) cosh(ξ1),

cosh(ξ1 + ξ2) = cosh(ξ1) cosh(ξ2) + sinh(ξ2) sinh(ξ1).
(80)

H1可以证明在上述双曲函数定义下,   方程 (75)的

多孤子解可以重写为 

u = an+ bm+γ−

∑
ν

Kν

N∑
j=1

νjkj sinh

(
N∑
i=1

1

2
νiξi

)
∑
ν

Kν cosh

(
N∑
i=1

1

2
νiξi

) ,

(81)

其中 

Kν =
∏
i<j

(νiki − νjkj).

显然 (81)是全反演变换 

{m, n, m0j , n0j , γ, u}

→{−m, −n, −m0j , −n0j , −γ, −u}

H1下不变的. 这一不变性很容易用来求解非局域  

系统的多孤子解. 

7   结论和讨论

H1

本文既综述了最近我们在研究非局域系统的

P-T-C群不变的多孤子解时新发现的很多局域可

积系统 (KdV、KP、Toda、MKdV、sG、Boussinesq

和 NLS系统等等)的具有全反演对称性的多孤子

表达式, 也给出了一些公开发表的文献中尚未出现

过的局域可积系统新的全反演对称性的表达式.

如, (2 + 1)维和 (1 + 1)维 SK方程的解 (31), 非

对称 NNV方程的解 (37), 修正 KdV和 sG方程多

孤子解 (50), AKNS的范德蒙-朗斯基解 (66), 全离

散势 KdV系统 (  系统)的多孤子解 (81)都是文

献中尚未出现过的新结果.

当前在非线性系统求解方向有一些重要的热

门课题, 如各种共振解 (呼吸子、怪波 (瞬子)、团块

解 (lump)、帐篷解 (Dromion)、网格解和孤子分子

等等)的寻求和分类及多地非局域系统的求解等

等. 多孤子解的不同形式在寻求各种共振孤子时可

以体现出不同的优点 [28], 初步的研究表明本文提

出的新的形式会提供极大的方便甚至给出新的共

振激发模式. 在多地非局域系统的求解研究中, 对

很多非局域系统, 全反演对称形式的多孤子解会自

然地得到这些系统群不变多孤子解, 对于对称性破
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缺解的求解也非常有用并可揭示非局域系统的很

多新的物理, 如经典禁戒、非线性激发结构改变和

相变等等 [26,27]. 与本文相关的还有很多没有得到解

决的问题, 有的仅仅只是一个开始, 值得在以后的

研究中进一步深入和扩展.

感谢李玉奇老师的各种有益讨论 , 特别是在 AKNS

系统的范德蒙-朗斯基解表达式中的建设性意见.
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Full reversal symmetric multiple soliton
solutions for integrable systems*
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Abstract

Multiple soliton solutions are fundamental excitations. There are many kinds of equivalent representations

for  multiple  soliton solutions  such as  the  Hirota  forms,  Wronskian and/or  double  Wronskian expressions  and

Phaffian representations. Recently, in the studies of multi-place nonlocal systems, we find that there are a type

of  novel  but  equivalent  simple  and  elegant  forms  to  describe  multiple  soliton  solutions  for  various  integrable

systems. In this paper, we mainly review novel types of expressions of multiple soliton solutions for some kinds

of nonlinear integrable systems. Meanwhile, some completely new expressions for the Sawada-Kortera equations,

the  asymmetric  Nizhnik-Novikov-Veselov  system,  the  modified  KdV  equation,  the  sine-Gordon  equation,  the

Ablowitz-Kaup-Newell-Segue  system  and  the  completely  discrete H1  equation  are  firstly  given  in  this  paper.

New expressions usually possess explicit full  reversal symmetries including parity, time reversal,  soliton initial

position reversal and charge conjugate reversal. These kinds of explicitly symmetric forms are very useful and

convenient in the studies on the nonlinear physical problems such as the multi-place nonlocal systems and the

resonant structures.

Keywords: Integrable systems, multiple soliton solutions, full reversal symmetries, multi-place systems
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专题：非线性物理

可积谐振系统中的极端波事件研究进展*

潘昌昌 1)    Baronio Fabio2)    陈世华 1)†

1) (东南大学物理学院, 南京　211189)

2) (Dipartimento di Ingegneria dell’Informazione, Università di Brescia, Via Branze 38, 25123 Brescia, Italy)

(2019 年 8 月 19日收到; 2019 年 10 月 28日收到修改稿)

从微观角度上讲, 单个极端异常波事件可视为可积模型方程的时空局域有理函数解. 本文主要讨论了三

类典型的可积谐振相互作用模型 (即长波短波谐振方程, 三波谐振相互作用方程, 非线性薛定谔和麦克斯韦-

布洛赫方程)的基阶 Peregrine异常波解及其相关研究进展; 明确指出了这些基阶异常波解形式具有普适性,

可推广应用到多分量或更高阶的可积模型中; 借助数值模拟, 还展示了共存异常波、互补异常波、以及自感

应透明 Peregrine孤子等新颖动力学.

关键词：异常波, 长波短波谐振, 三波谐振相互作用, 麦克斯韦–布洛赫方程
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1   引　言

疯狗浪 (rogue wave, RW), 又称畸波 (freak

wave)、怪波 (monster  wave)、极端波 (extreme

wave)、异常波 (abnormal  wave)、杀人波 (killer

wave)、水墙 (walls of water)等, 最初专指海洋上

发生的一类稀有的且破坏力极大的暂态巨浪事

件 [1−3]. 它不期而至出现在某个地方, 掀起滔天巨

浪, 然后消失得无影无踪, 因此获得了“深海怪兽”

的绰号 (the real monsters of the deep)[4]. 二三十

年前, 这种神秘的疯狗浪事件还只是老水手之间的

传说. 现在, 实时的卫星观测, 辅以先进的理论和

实验研究, 已经确切证实了这种怪浪真的存在, 而

且经常发生. 最为典型的例子是 1995年元旦在北

海德劳普纳 (Draupner)海上平台检测到的时称

“万年一遇”巨浪, 后来称之为“新年浪”, 其掀起的

水墙就有 26 m之高 [1].

学术界对疯狗浪的研究是落后的, 到今天, 连

各方都能接受的严格定义都还没有 [3,5−7], 即使在

称呼上, 也是五花八门. 鉴于此类极端波事件研究

已扩展至多个学科, 如非线性光学 [8]、流体动力学 [9]、

等离子体物理 [10,11]、声学 [12]、玻色 -爱因斯坦凝

聚 [13−16]、甚至金融学 [17], 再沿用“疯狗浪”的称呼将

变得不合时宜. 因此, 本文将采用更中性的术语

“异常波”(RW)来统称这类极端波事件.

在自然界, 哪些事件可以称之为异常波呢? 经

过半个世纪特别是近十年的研究, 科学家们概括出

了异常波所普遍具有的基本特征 [5], 其中包括 :

1)具有巨大的峰振幅, 通常是有效波高的 2倍以

上 (在海洋学里面, 有效波高是指某片海域内最

高的三分之一海浪的平均高度)[9,18]; 2)不可预测

性, 从某种意义讲, 异常波似乎来无影去无踪 [19];

3)具有 L型的波振幅统计规律, 即异常波的出现

概率比常规高斯或瑞利统计所预测的要更频繁 [20,21].

上述三个基本特征目前已广泛用于异常波现象的

学术定义、分析和讨论. 这也决定了异常波的科学

研究存在“微观”和“宏观”两种方式.

从微观角度来看, 异常波可视为可积非线性偏
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微分方程的确定有理函数解, 其形式上表现为一类

时间和空间双局域的波包, 以反映其不可预测特

性 [9,22,23]. 特别地, 一个偏微分方程的解具有如下特

征时可以视为基阶 (或一阶)异常波 [23,24]: 1)该解

的模可用有理函数来表示, 且在时间和空间上都是

局域的; 2)该解在时空上通常表现为一个 3倍背

景振幅的波峰, 并伴有两个侧洞形成. 典型的例子

就是 Peregrine孤子 , 其由 Peregrine教授 [25]于

1983年首次提出 , 当时作为标准非线性薛定谔

(nonlinear  Schrödinger,  NLS)方程的基阶有理

函数解. 由于该概念能很好地解释实验上观测到的

单个极端波事件, 因此 Peregrine孤子被普遍认为

是最简单的异常波原型 [26], 并相继在非线性光

纤 [27]、水波池 [18]、等离子体 [28] 以及不规则的海洋波

态 [29] 中观测到. 但另一方面, 在很多情形下, 各种

色散波会相互作用, 产生极端复杂的湍流行为, 继

而产生异常波 [30,31]. 很自然, 由于湍流背景涉及大

量的自由度, 这时人们需要用统计 (即宏观)的方

法来研究其中的异常波行为 [32]. 在探索极端波事

件本质特征上, 这两种研究方式相辅相成, 相得益

彰 [8,9].

本文将关注前者, 从可积模型视角上审视异常

波事件的产生和演化动力学. 事实上, 在非线性科

学中, 现实的实验设置和传播介质的多样性需要形

式更广的可积模型 [23], 而不仅仅是简单的 NLS方

程. 下面列举几个光学方面的理由. 首先, 在很多

光学晶体中, 主导非线性效应的是二次非线性系

数, 而不是三次 (或 Kerr)非线性项 [33,34]. 其次, 对

于飞秒激光脉冲, 基本方程模型还必须考虑进高阶

色散和高阶非线性项, 以便能更准确地描述其传播

动力学 [35]. 对于色散管理或非线性管理光学系统

(如色散渐减光纤), 人们还需要考虑变系数非线性

模型 [36,37]. 此外, 相互作用光场的矢量特性与传播

介质的多维度特性也要求我们考虑一些耦合的或

者高维的数学模型, 例如, 当考虑双折射光纤的脉

冲传播 [38,39] 或者光学晶体的光波相互作用 [40]时.

最后, 对于一些耗散系统如锁模光纤激光器 [41,42],

还需要额外考虑进耗散项 (如增益 [43]), 尽管此时

该模型方程 (通常为复数 Ginzburg-Landau方

程 [44,45])将不再可积. 所有这些现实要求造就了众

多的可积 (或近可积)数学模型, 并持续推动理论

工作者从事此类模型的求解工作 [46−49].

据我们所知, 绝大多数可积模型都允许有理数

式的异常波解存在, 除了少数实场的波方程 (例如

经典Korteweg-de Vries (KdV)方程[23], Kadomtsev-

Petviashvili II 方程 [50] 等)外. 这其中比较著名的

可积模型包含有 NLS方程 [51]、Hirota方程 [52]、

Sasa-Satsuma方程 [53,54]、Chen-Lee-Liu方程 [55,56]、

Fokas-Lenells方程 [57−59]、复数 modified  KdV方

程 [60−62]、广义 NLS方程 [63−66] 等, 它们的基阶和高

阶异常波解均已获得. 相应地, 耦合或矢量可积模

型也得到了广泛的关注, 如Manakov系统 [67−69] 及

其推广 [70−72]、Davey-Stewartson方程 [73,74] 等 . 数

学上, 对于可积模型而言, 这些异常波解可以借助

逆散射变换 [75]、达布 (Darboux)变换 [76]、Hirota双

线性方法 [77]、Riemann-Hilbert方法 [78,79]、或同宿

波尝试法 (homoclinic  test  method)[80] 来求解得

到. 至于非可积模型, 人们可以用微扰论 [81,82] 或者

变分法 [83] 来近似求解.

异常波是一个快速发展的领域, 其话题的多样

性可参看最新的综述论文 [84,85]. 特别是最近几年,

各种异常波新现象、新特性被预测或观测到. 例如,

继 2016年观测到光学暗异常波后 [86],  Baronio

等 [87] 又成功在通信光纤上观测到了暗三姊妹异常

波, 其演化动力学与 Chen等 [38] 在 2014年所做的

解析预测完全一致. 2017年, Peregrine孤子的普

适性得到了实验验证 [88], 次年, 周期背景 Peregrine

孤子 [89] 以及反常 Peregrine孤子 [90] 等概念又相继

提出. 此外, 在异常波机制阐释上, 调制不稳定性

(modulation instability, MI)和可积湍流是两个长

期存在的话题, 得到了持续的关注 [8,91]. 值得一提

的是, 2016年 Soto-Crespo等 [32] 揭示了孤子湍流

在异常波产生上扮演了一个常被忽视的重要角色.

所有这些新发现均加深了人们对异常波本质的

理解.

本文将综述几类典型的可积谐振相互作用模

型的异常波求解及相关研究进展. 它们分别是长波

短 波 (long-wave  short-wave,  LWSW)谐 振 方

程 [92], 三波谐振相互作用 (three-wave  resonant

interaction, TWRI)方程 [40,93], 和非线性薛定谔和

麦克斯韦-布洛赫 (NLS and Maxwell-Bloch, NLS-

MB)方程 [94,95]. 前两个可积模型可描述光波之间

的谐振相互作用, 后一个模型则描述光波与谐振介

质之间的相互作用. 对于每一个可积谐振系统, 文

中将给出其 Lax对、达布变换、基阶 Peregrine RW

解, 以及数值模拟验证, 并展示其新颖的异常波动
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力学. 当然, 还有其他可积谐振方程, 如AB模型 [96]、

MTM(massive  Thirring  model)方程 [97,98] 等 , 它

们也存在异常波解, 但由于篇幅关系, 这里不一一

叙述.

本文的结构组织如下. 第 1节为引言部分, 给

出了异常波的背景知识和最新研究动态. 第 2节讨

论了 LWSW方程的基阶异常波解, 数值展示了共

存异常波概念. 第 3节讨论了 TWRI方程的基阶

异常波解, 分析了互补型异常波的动力学. 第 4节

讨论了 NLS-MB方程的基阶异常波解, 演示了自

感应透明的光学 Peregrine孤子和时空互补的物质

波异常波动力学. 第 5节为全文总结.
 

2   长波短波谐振系统

在耦合波动力学中, 长波短波 (LWSW)谐振

是一个典型的参量谐振过程, 通常发生于高频短波

的群速度与低频长波的相速度匹配之时 . 早在

1972年, Zakharov[99] 在研究等离子体物理中的非

线性朗缪尔波坍缩时就引入了 LWSW谐振机制 ,

五年后, Benney[100] 给出了 LWSW相互作用方程.

作为一个重要的物理机制, LWSW谐振现象迅速

在物理的各个分支得到了广泛的研究, 如流体动力

学中重力波与毛细波之间的相互作用 [101], 负折射

率光学介质中的简并基频波与差频波的三波混频

过程 [102] 等. 特别地, 2010年, Shats等 [103] 在实验

上直接观测到了毛细波异常波事件, 这一事实推动

了人们对 LWSW谐振介质中各类异常波事件的

研究 [104,105].

LWSW谐振方程是一个基本的可积模型, 其

归一化形式可写为 [102]
 

iuz +
1

2
utt + ϕu = 0,

ϕz − (|u|2)t = 0, (1)

u(z, t) ϕ(z, t)

3× 3

式中   和   分别表示短波和长波分量 ,

z 和 t 为空间和时间变量, 下标则表示偏导数. 该可

积方程可等价转变为一个  线性本征值问题:
 

Rt = (λU0 +U1)R,

Rz = (λ2V0 + λV1 + V2)R, (2)

λ U0 = diag(2i, 0,−2i) V0 =

diag(−2i/3, 4i/3,−2i/3)

式中   为任意谱参数 ,    ,   

 ,
 

R(λ) =


r(λ)

s(λ)

w(λ)

 , U1 =

 0 u −iϕ

0 0 −u∗

−2i 0 0

 ,
 

V1 =

 0 −u 0

0 0 −u∗

0 0 0

, V2 =


0

iut
2

− i|u|2

2

−u∗ 0
iu∗t
2

0 u 0

 .
(z, t)为简洁起见, 这里所有函数的   变量已省略掉.

据此可以构造出正确的达布变换式 [106]: 

u = u0 +
2i(λ− λ∗)λ(α− β∗)

∆
s∗w, (3)

 

ϕ = ϕ0+
8(λ− λ∗)

∆

[
α|λ|2|w|2 + iλ(α− β∗)Im(r∗w)

]
,

(4)

(u0, ϕ0) (u, ϕ)

Im

式中   和   分别表示方程 (1)的种子解

和新解,   表示取虚部, 

α = −λ− λ∗

λ+ λ∗
R(λ)†σ1R(λ) = −α∗,

 

β = −R(λ)†σ1R(−λ),
 

γ = −λ− λ∗

λ+ λ∗
R(−λ)†σ1R(−λ) = −γ∗,

 

∆ = αγ − |β|2.

λ σ1

3× 3

†
s(−λ) = s(λ) w(−λ) = w(λ) r(−λ) = r(λ)+

2λw(λ) α β γ

α+ β = γ + β∗ λ(α− β∗) + λ∗(α+ β) = 0

在上述公式中,   为某个给定的谱参数值,   为第

一个泡利算符的   版形式, 星号*表示复共轭,

剑 号   表 示 复 共 轭 转 置 .  这 里 已 经 假 设

 和   ,  但  

 .  因 此 ,  容 易 发 现 ,    ,    和   满 足

 和  
[106].

利用Lax对 (2)式以及达布变换 (3)式和 (4)式,

人们可以求出 LWSW方程 (1)的各类 RW解. 具

体推导过程可参看文献 [92,106,107]. 这里仅提供

其基阶 RW解, 如下: 

u=u0

1−
2in2z + 2i(m− ω)(t−mz) + 1

[n2+(m−ω)2]
[
(t−mz)2+n2z2+ 1

4n2

]
 ,

(5)
 

ϕ = b+ 2
n2z2 − (t−mz)

2
+

1

4n2[
(t−mz)

2
+ n2z2 +

1

4n2

]2 , (6)

u0(z, t) = a exp (iωt− ikz)式中   为初始的平面波解,
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k = ω2/2− b  为其色散关系式, 实数 b 为长波分量

的背景高度 (通常可设其值为 0). 这里实数 m 和

n 由下面两个代数方程确定:
 

m+
a2[n2 − (m− ω)

2
]

[n2 + (m− ω)
2
]
2 = 0, (7)

 

1

2
+

a2(m− ω)

[n2 + (m− ω)
2
]
2 = 0. (8)

ω ⩽ 3ωn/2 = 3(2a2)1/3/2

异常波解 (5)式和 (6)式展示了丰富的异常波

动力学, 如黑异常波 [92,107] (注: 所谓“黑异常波”是

指振幅中心下陷至零的一类有限背景双局域波包

结构). 特别地, 在文献 [92]中, 作者借助解析预测

和数值模拟, 分析了 LWSW模型背景场的调制不

稳定性 (MI), 指出了上述基阶 RW波的参数存在

区间 , 即   , 其恰好位于

MI图的基带 (baseband)区 , 参看文献 [92]图 5.

此后, Baronio等 [68,108] 明确提出了MI的基带理论,

即异常波只能存在于MI的基带区, 而不是通频带

(passband)区. 现在已证明, 这一理论可用于解析

确定可积甚至非可积非线性系统的异常波解参数

存在区间 [23].

值得注意的是, 基阶 RW解 (5)式和 (6)式是

可以推广到多分量 LWSW方程中去的. 例如, 对

于两短波分量 LWSW方程 [109]:
 

iuz +
1

2
utt + uϕ = 0,

ivz +
1

2
vtt + vϕ = 0,

ϕz − (|u|2 + |v|2)t = 0, (9)

ϕ其基阶 RW解中的 u 和   分量依然用 (5)式和

(6)式来表示, v 短波分量可类似表示为
 

v=v0

1−
2in2z + 2i(m−Ω)(t−mz) + 1

[n2+(m−Ω)
2
]

[
(t−mz)2+n2z2+ 1

4n2

]
 ,

(10)

v0(z, t) = A exp (iΩt− iKz)

K = Ω2/2− b

式中  表示 v 分量的初始

平面波解 (相应色散关系为   ). 同时,

确定实数 m 和 n 的两个代数方程变为:
 

m+
a2[n2 − (m− ω)

2
]

[n2 + (m− ω)
2
]
2 +

A2[n2 − (m−Ω)
2
]

[n2 + (m−Ω)
2
]
2 = 0,

(11)
 

1

2
+

a2(m− ω)

[n2 + (m− ω)
2
]
2 +

A2(m−Ω)

[n2 + (m−Ω)
2
]
2 = 0. (12)

A = 0很显然 , 当 v 场消失时 (即   ), 两短波分量

LWSW方程 (9)约化为基本 LWSW方程 (1). 相

应地, 其基阶解将变回 (5)式和 (6)式的形式, 同

时代数方程 (11)和 (12)也变回方程 (7)和 (8)的

形式.

a = A = 1 ω = 0

Ω=−1.2469

(m,n)=(−1.3514, 0.7803)

(m,n)

相比简单的 LWSW谐振系统, 多分量 LWSW

可积系统将存在有趣的共存异常波现象. 所谓共存

异常波指的是在相同的背景场中同时发生两类不

同结构的确定性异常波事件, 且它们均是可积模型

的有理函数解. 例如, 对于给定的  ,   ,

和  时, 方程 (11)和 (12)将给出两组有

效值   和 (–0.4287,0.6442).

很显然 , 把每组   值代入 (5)式 ,  (6)式和

(10)式中将得到基于相同背景参数的两种基阶

RW解. 图 1左列和中列给出了这两类 RW解在

初始白噪声微扰情况下的数值模拟结果. 很显然,

在足够的距离里, 它们各自均能完美展开, 尽管这

时候MI已然发挥作用.

z = 0

ϕ = 0.4 cos(2πt/40)×
sech[(t− 2)/8]

z = 10

另一方面, 人们也许会问, 这两类 RW解能否

在现实条件下共存呢? 为此, Chen等 [109] 做了广泛

的数值激发实验. 具体上, 选取  的平面波解作

为 u 和 v 的初始条件 , 并令  

 , 然后利用分步傅里叶算法数值积分

模型方程 (9), 计算结果如图 1右列所示 (图中已

去掉前五个单位距离的波演化轮廓图, 因为初始阶

段 MI引起的波结构不是很明显). 可以清晰地看

到, 在  附近, 同一背景中同时出现了两种明

显不同的异常波结构, 它们均和方程 (9)的解析解

完全一致. 随后, 由于MI不断增强, 背景场中将出

现多异常波动力学, 但所有这些动力学都是上述两

种异常波类型的组合. 

3   三波谐振相互作用系统

众所周知, 三波谐振相互作用 (TWRI)在非

线性科学中扮演着重要的角色 [110]. 例如, 在非线性

光学中, TWRI可描述不同的光学过程, 如参量放

大 [111]、频率转换 [112]、受激拉曼散射 [113]、受激发布

里渊散射 [114] 等. 此外, TWRI还可用来实现光脉

冲的群速度控制 [115]、超短脉冲列产生 [116]、参量三

波孤子产生 [117] 以及激光-等离子体相互作用 [118]
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等. 早在 20世纪 70年代, 人们就建立了 TWRI控

制方程的可积性, 并给出了其孤子解 [110]. 不同于大

家所熟悉的二次孤子情形 [119], 此类相干孤子主要

产生于由非线性效应引起的能量交换与由群速度

不匹配所引起的对流之间的平衡 [40]. 它们最终能

以一个共同的 (锁定的)速度传播, 尽管其三个波

分量在相互捕获之前的群速度可以互不相同 [120].

这种特性使得这类 TWRI孤子在应用中相当诱人,

这是因为由群速度不匹配而引起的走散效应

(walk-off)此时能被非线性耦合抵消掉.

在弱色散近似下, TWRI方程的基本形式可表

示为 [110]:
 

u1t + V1u1z = u∗2u
∗
3,

u2t + V2u2z = −u∗1u∗3,

u3t + V3u3z = u∗1u
∗
2, (13)

u1,2,3(z, t)式中   是三个光场的慢变复包络函数 ,

V1,2,3

V3 = 0 u3

V1 > V2

V1 < V2

 为其相应的群速度常数 . 下面不妨假定

 , 此即意味着模型 (13)是建立在随   场运

动的参照系上. 一般地, 当  时, 该 TWRI模

型将允许孤子交换 (soliton exchange)动力学 (在

非线性光学语境中, 又称为参量三波混频过程)得

以存在, 但当  时, 其将展示有趣的受激背散

射 (stimulated backscattering)动力学 [110].

该方程具备完全可积性 [110], 因此具有下面的

Lax对形式:
 

Rt = (λU0+U1)R, Rz = (−3iλV0+V1)R, (14)

λ U0 = diag(−2i, i, i) V0 =

diag(0, 1/V1, 1/V2)

式中   为任意谱参数 ,    ,   

 ,
 

R =


r

s

w

 , U1 =


0

V1u
∗
1

V2−V1

V2u2

V2−V1

u1 0 0

u∗2 0 0

 ,
 

 

-5 50

5

0

-5

z

t

-5 50

5

0

-5

z

t

-20 0-10

15

10

5

z

t

-5 50

5

0

-5

z

t

-5 50

5

0

-5

z

t

-20 0-10

15

10

5

z

t

-5 50

5

0

-5

z

t

-5 50

5

0

-5

z

t

-20 0-10

15

10

5

z

t

|u| |u| |u|

|v||v||v|

  

(m,n) = (−1.3514, 0.7803)

(m,n) = (−0.4287, 0.6442)

图 1    数值模拟验证初始白噪声微扰下的基阶 RW解 (5)式, (6)式和 (10)式的稳定性, 左列图对应   ,

中列图对应   . 右列图显示这两类 RW结构在同一背景场中的数值激发. 图改编自文献 [109]

(m,n) = (−1.3514, 0.7803) (m,n) = (−0.4287, 0.6442)

Fig. 1. Simulations confirm the stability of  the fundamental  RW solutions (5),  (6),  and (10) against  initial  white  noise  perturba-

tions.  Left  column:    ;  Middle  column:    . The  right  column shows  the  nu-

merical excitation of such two rogue wave families from the same background field. Figure adapted from Ref. [109]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010504

010504-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


V1 =


0

u∗1
V1 − V2

u2

V1 − V2

−u1

V1
0

u∗3
V1

−u
∗
2
V2

−u3

V2
0

 .

相应地, 其达布变换式可以表示为 [121]: 

u1 = u10 +
3i(λ− λ∗)r∗s

R†σ3R
,

u2 = u20 +
3i(λ− λ∗)rw∗

R†σ3R
,

u3 = u30 +
3i(λ− λ∗)s∗w

R†σ3R
, (15)

un0 un (n = 1, 2, 3)

λ

σ3 = diag(1, Γ1, Γ2) Γj = Vj/(V1 − V2) (j = 1, 2)

式中   和   分别表示方程 (13)的种

子解和新解 ,    为某个任意给定的谱参数值 ,

 ,   .

考虑到三波谐振相互作用条件 (即动量和能量

守恒), 初始的平面波种子解可以表示为: 

u10(z, t) = a1 exp [−i(k1z − ω1t)] ,

u20(z, t) = a2 exp [i(k2z − ω2t)] ,

u30(z, t) = ia3 exp [i(k1 − k2)z − i(ω1 − ω2)t] , (16)

k1 =
ω1

V1
+

a22
δV1

k2 =
ω2

V2
+

a21
δV2

a3 =
a1a2
δ

a1,2,3 δ = ω1 − ω2

δ > 0

式 中   ,    ,    .

这里   表示三波各自的背景高度,   

(不失一般性, 下面假设  ).

利用上面的 Lax对 (14)式和达布变换 (15)式,

很容易得到 TWRI方程的基阶 RW解 [93](借助达

布变换求解基阶或高阶异常波解的详细过程可参

看我们近期发表的论文 [64,67,72]): 

u1 = u10

[
1 +

3(λ0 − λ∗0)ξθ
∗
1/α

∗
1

|ξ|2 + Γ1a21|θ1/α1|2 + Γ2a22|θ2/α2|2

]
,

u2 = u20

[
1− 3(λ0 − λ∗0)ξ

∗θ2/α2

|ξ|2 + Γ1a21|θ1/α1|2 + Γ2a22|θ2/α2|2

]
,

u3 = u30

[
1 +

3(λ0 − λ∗0)δθ1θ
∗
2/(α1α

∗
2)

|ξ|2 + Γ1a21|θ1/α1|2 + Γ2a22|θ2/α2|2

]
,

(17)

ξ = t+
z

V1 − V2

(
a21
α2
1

+
a22
α2
2

)
αj = µ0 + λ0−

(−1)jδ/2 θj = ξ − i/αj (j = 1, 2) µ0

µ3 − 3σµ+ 2ρ = 0

λ0 ∆ = σ3 − ρ2 = 0

σ=λ20 + δ2/12+
1

3
(Γ1a

2
1+Γ2a

2
2)

ρ =
1

4
[δ2 − 2(Γ1a

2
1 + Γ2a

2
2)]λ0−λ30 +

1

4
δ(Γ1a

2
1−Γ2a

2
2)

V1 > V2

式 中   ,   

 ,   . 这里,   是立方

代数方程   的一个等根 (可实可

复),    是等根判别式   的一个复根

(虚部不为 0), 式中  ,

 .

可以证明, 不管是三波混频 (  )还是受激背

V1 < V2散射 (  )过程 , 在特定参数条件下 , 解

(17)式均能展示出标准的 Peregrine孤子形式 [93].

V1 = V2 = V

V2 → V1 = V

毫无疑问, 人们会问, TWRI方程的简并情形

(此时  )是否存在 RW解呢? 这似乎很

难从上面的达布变换式寻求答案, 因为在这种情形

下 ,  Lax对 (14)式将变得无意义 . 但显然 , 简并

TWRI方程依然是可积的, 因此其 RW解是可能

存在的. 最近, 文献 [122]采用另一个策略来回答

这个问题, 也就是, 对广义解 (17)式取如下极限:

 , 成功得到了简并 TWRI方程的基

阶 RW解:
 

u1 = u10

[
1 +

2iδV (θ − 2a22z)− δ2AV 2/a21
θ2 + 4δ2a23z

2 +A2V 2/(4a23)

]
,

u2 = u20

[
1 +

2iδV (θ + 2a21z)− δ2AV 2/a22
θ2 + 4δ2a23z

2 +A2V 2/(4a23)

]
,

u3 = u30

[
1− 4iδ3V (V t− z) +A2V 2/a23

θ2 + 4δ2a23z
2 +A2V 2/(4a23)

]
, (18)

A = a21 + a22 θ = δ2(V t− z)− (a21 − a22)z式中   ,    . 容

易证明:
 

|u1|2 + |u2|2 = a21 + a22 = A, (19)

u1 u2此意味着   分量和   分量的强度和总是不变的,

不管它们各自的时空结构如何变化. 换句话说, 它

们是时空互补的, 因此称为互补异常波 [122].

[1 + εri(z)] i = 1, · · · , 6
ri ε

ε = 0 ε =

文献 [122]给出了互补型异常波的数值模拟结

果, 见图 2. 具体来说, 作者将三个场分量的实部和

虚部分别乘以因子   (这里,   ,

 为均值为 0、方差为 1的随机分布函数,   为噪声

强度参数), 然后采用分步 Fourier算法对 TWRI

模型进行数值积分 . 图 2左列为未添加白噪声

(  )的模拟结果 , 右列为添加了白噪声 ( 

10–8)的模拟结果. 可以看到, 在微小的扰动下, 所

有三个异常波分量依然可以在相当长的时间内稳

定传播, 直到连续波背景的MI显著增长为止.

实验上, 我们预期这类亮-暗型的双色互补型

异常波有可能在双模光纤上得以实现. 这是因为,

光波在双模光纤里传播时, 很容易发生前向受激布

里渊散射过程 [123]; 在这种情况下, 泵浦光和斯托克

斯 (Stokes)光的群速度几乎相同, 而相比之下, 声

波的速度可近似为零, 三者满足简并 TWRI方程

所需要的模间耦合条件, 从而出现上面提到的双色

互补型异常波动力学 [122].
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 69, No. 1 (2020)    010504

010504-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4   非线性薛定谔-麦克斯韦布洛赫方程

2π

另一方面, 光波与非线性谐振介质的相互作用

也是一个经久不衰的光学研究话题 (注意区分上面

讲的 LWSW, TWRI过程, 其通常发生在非谐振

介质的两波或三波谐振相互作用)[124]. 而这其中最

有名的莫过于光脉冲与两能级原子或离子的相互

作用, 即所谓的麦克斯韦-布拉赫 (MB)耦合 [125].

正是由于这种谐振相互作用, 原本不透明 (或吸

收)的介质在超短激光脉冲照射下将变得完全透

明, 此即大家所熟知的自感应透明现象 [126]. 除了自

感应透明现象外, MB方程还可以产生面积为  的

基本 sech型孤子 [124]. 后来, 一些学者对 MB系统

做了推广 , 研究了掺铒光纤中的脉冲传播动力

学 [127]. 在慢变包络近似和旋波近似下, 该系统可用

非线性薛定谔-麦克斯韦布洛赫 (NLS-MB)方程来

描述. 下面就来讨论这一有趣的可积模型及其基

阶 RW解.

为方便讨论, 把 NLS-MB方程写成如下无量

纲形式 [94,95]:
 

uz =
i
2
utt + i|u|2u+M,

Mt = iϕM − 2uF,

Ft =M∗u+Mu∗, (20)

u(z, t)式中  表示光波复振幅, M 和 F 表示物质波的
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图 2    互补型基阶 RW解 (18)式的数值模拟结果. 左列图: 未微扰情形; 右列图: 白噪声微扰情形. 图摘自文献 [122]

Fig. 2. Simulation results of the complementary fundamental rogue wave solutions (18). Left column: unperturbed; Right column:

perturbed by initial white noises. Figure adapted from Ref. [122]. 
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ρ12

|M |2 + F 2 = 1 ϕ

特征函数 (具体讲, M 由谐振介质密度矩阵的离对

角元  来确定, 为复函数; F 表示上下能级的布居

差, 为实函数, 二者满足   
[95]),    为去

谐频率常数.

2× 2同样, 该可积方程可等价转变为一个   线

性本征值问题 (Lax对): 

Rt = UR, Rz = V R, (21)

式中各矩阵形式表示如下: 

R =

[
r

s

]
, U =

[
iλ u

−u∗ −iλ

]
,

 

V =

−iλ2 +
i|u|2

2
+

iF
2λ−ϕ

−λu+
iut
2

+
iM

2λ−ϕ

λu∗ +
iu∗t
2

+
iM∗

2λ−ϕ
iλ2− i|u|2

2
− iF
2λ−ϕ

 .
据此, 可以构造正确的达布变换式 [128]: 

u=u0 +
2i(λ− λ∗)rs∗

|r|2 + |s|2
,

M=
∆2M0−4(λ−λ∗)2(rs∗)2M∗

0 −4(λ−λ∗)rs∗∆F0

|2λ− ϕ|2(|r|2 + |s|2)2
,

F =

[
|∆|2+4(λ−λ∗)2|rs|2

]
F0−4i(λ−λ∗)Im(r∗s∆M0)

|2λ− ϕ|2(|r|2 + |s|2)2
,

(22)

∆ = (2λ− ϕ)|r|2 + (2λ∗ − ϕ)|s|2 λ

(u0,M0, F0) (u,M,F )

式中   ,    为某个给

定的谱参数值 ,    和   分别表示

NLS-MB方程 (20)的旧解和新解.

利用上面的 Lax对和达布变换式, 并参照文

献 [64,67,72]的做法, 可以很容易推得 NLS-MB方

程 (20)的基阶 RW解 [95]: 

u =u0

(
1− 16iηz + 4

16η2z2 + 4a2θ2 + 1

)
,

M =M0

{
1− 16iκ2ηz + 4κ2

(κ2 + 4a2)(16η2z2 + 4a2θ2 + 1)

− 64i(4a2θ2 − ϑ2)a2ηz − 32ia2κϑθ
(κ2 + 4a2)(16η2z2 + 4a2θ2 + 1)

2

}
,

F =
κb

2a
− 8ab[(16η2z2 − 4a2θ2 + 1)κ− 32a2ηzθ]

(κ2 + 4a2)(16η2z2 + 4a2θ2 + 1)
2 ,

(23)

κ = ω − ϕ ϑ = 4iηz + 1 θ = t− χz式中  ,   ,   , 以及 

η = − ab

κ2 + 4a2
+
a2

2
, χ =

κb

a(κ2 + 4a2)
+ ω. (24)

u0(z, t) M0(z, t) F0(z, t)这里初始的平面波解  ,   和  可

定义为 

u0 = a exp [i (kz + ωt)] , M0 =
ib
a
u0, F0 =

κb

2a
, (25)

 

k =
b

a
+ a2 − ω2

2
. (26)

F (z, t)2 + |M(z, t)|2 =

(
κ2

4a2
+ 1

)
b2

F 2 + |M |2 = 1

2a/
√
κ2 + 4a2 κ

另外 , 很容易证明 , F 和 M 的时空分布满足

 . 这表明物质

波组分具有与简并 TWRI系统相似的互补异常波

特性 [122]. 尽管上述 RW解适用于任意 b 值, 但考

虑 到 概 率 守 恒 条 件   , 可 令   b  =

 , 其值取决于参数 a 和  的取值.

a = 1.5 ϕ = 1/2 ω = 0

F 2 + |M |2 = 1

u(z = −1, t)

M0(z = −1, t) F0

图 3(a)展示了这些解析解的时空分布图, 其

初始参数为   ,    ,    . 可以看出 ,

光场分量显示为一个标准的 Peregrine孤子结构;

比较而言, 物质波分量 M 和 F 展示出更复杂的时

空结构 , 但二者满足   , 即时空互补

性 . 此外 , 为了评估异常波动力学及其稳定性 ,

Chen等 [95] 采用指数时间差分 Crank-Nicolson

(ETDCN)算法对模型方程 (20)执行了数值模拟,

结果如图 3(b)所示. 这里使用   作为光

场分量的初始条件, 而让物质波分量 M 和 F 分别

取   和   作为其初始值. 这些初始条

件对应于对解析解 (23)式的强烈扰动. 结果表明,

尽管自发性MI的发生呈指数增长, 并且倾向于干

扰局域解的尾部部分, 但是异常波结构, 特别是对

于光场分量, 均可以在相当长的距离上展开而不失

真. 进一步地, 为了验证这类 RW结构能否在真实

条件下产生, 他们把光场的初始条件也换成平面波

输入, 考察此类 RW解的数值激发情况. 图 3(c)为

其数值模拟结果, 清晰显示了这些典型的 RW结

构是可以激发产生的, 见图中黑圈标出部分. 这些

数值结果充分预示了实验观测的可行性, 具体实验

方案可参看文献 [95].

最后指出, 这里给出的基阶 RW解 (23)式具

有普适性, 可以推广应用到高阶 NLS-MB方程中

去. 例如, 对于下面的 Hirota-MB 方程 [129]: 

uz = ig
(
1

2
utt + |u|2u

)
+ h

(
1

6
uttt + |u|2ut

)
+M,

Mt = iϕM − 2uF,

Ft =M∗u+Mu∗, (27)

η χ

(23)式依然可以作为其基阶 RW解 , 只需要把

(24)式和 (26)式定义的 k,    , 和   参数换成如下
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形式即可: 

k =
b

a
+ g

(
a2 − ω2

2

)
+
hω(6a2 − ω2)

6
,

η = − ab

κ2 + 4a2
+
ga2

2
+
hωa2

2
,

χ =
κb

a(κ2 + 4a2)
+ gω +

h(ω2 − 2a2)

2
.

(28)

h = 0

g = 1

这里 g 和 h 为任意实常数. 不难看出, 当   和

 时, 上述 Hirota-MB方程及其 RW解就回到

了 NLS-MB情形. 

5   结　论

本文系统综述了 LWSW谐振方程, TWRI方

程和 NLS-MB方程这三类典型可积谐振模型的新

颖异常波动力学及其研究进展 . 首先 , 对于

V1 > V2 V1 < V2

LWSW谐振系统, 提供了其基阶 RW解的一般形

式, 指出长波和短波之间的谐振相互作用能导致黑

异常波的产生. 特别地, 该基阶 RW解推广到多分

量 LWSW系统时, 可以产生有趣的共存异常波现

象, 并得到了数值模拟验证. 其次, 在 TWRI系统

中, 给出了该可积模型的基阶 RW解, 指出该解可

以适用三波混频 (  )和受激背散射 (  )

两 种 情 形 . 特 别 地 , 对 于 简 并 TWRI情 形

(V1 = V2 = V), 也提供了其精确基阶 RW解, 并

数值展示了其互补异常波动力学. 最后, 在 NLS-

MB方程框架内, 讨论了光场与低温光纤中的两能

级掺杂离子的谐振相互作用, 给出了光学和物质波

的基阶 RW解一般形式, 数值展示了它们的新颖

异常波动力学. 特别地, 指出上述基阶 RW解可以

推广应用到更高阶的 NLS-MB耦合系统 (如

Hirota-MB系统), 展示了该解的普适性.

 

-3 0 3

1

0

-1





-12 -6 60 12

15

10

5





-3 0 3

1

0

-1





-12 -6 60 12

15

10

5





-3 0 3

1

0

-1





-12 -6 60 12

15

10

5





0

1.5

4.5

1.0

0.5

0

0

-1

1

0

-1-3

1

0
3







|
|

|
|



1

0

-1-3
0

3

1

0

-1-3
0

3

(a) (b) (c)

图 3    NLS–MB方程的基阶 RW解 (23)的时空演化 , 其中 (a)列图对应解析解的 3D曲面和轮廓图 ; (b)列图为数值模拟结果 ,

初始条件已文中给出; (c)列图显示这类异常波结构在背景场中的数值激发产生, 已黑线圈出. 图改编自文献 [95]

Fig. 3. Spatiotemporal  evolution of  the fundamental  rogue wave solutions (23) of  the NLS–MB equation.  Column (a):  Analytical

solutions,  given by 3D surface and contour plots;  Column (b) the numerical  results,  with initial  conditions being specified in the

text; The column (c) shows the numerical excitation of the rogue waves, indicated by the black circles, from the background field.

Figure adapted from Ref. [95]. 
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这里附带提一下. 本文讨论的简并 TWRI模

型 在 一 定 条 件 下 可 以 转 换 成 著 名 的 sine-

Gordon方程 [130], 而后者与其他可积谐振模型如

AB模型、MTM方程也有类似的转换关系 [131,132].

因此可以预测 , 本文呈现的基阶 Peregrine RW

解对其他可积谐振系统的异常波动力学研究也将

有参考借鉴作用.

感谢 Philippe  Grelu教授、 Jose  M.  Soto-Crespo教

授、Dumitru Mihalache教授、Stefan Wabnitz教授、上海

理工大学刘一教授富有成效的合作和深入的讨论.
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Abstract

From  a  microscopic  perspective,  the  single  extreme  rogue  wave  event  can  be  thought  of  as  the

spatiotemporally  localized  rational  solutions  of  the  underlying  integrable  model.  A  typical  example  is  the

fundamental Peregrine rogue wave, who in general entails a three-fold peak amplitude, while making its peak

position arbitrary on a finite continuous-wave background. This kind of bizarre wave structure agrees well with

the fleeting nature of realistic rogue waves and has been confirmed experimentally, first in nonlinear fibers, then

in  water  wave tanks  and plasmas,  and recently  in  an irregular  oceanic  sea  state.  In  this  review,  with  a  brief

overview of  the  current  state  of  the  art  of  the  concepts,  methods,  and research trends  related to  rogue wave

events,  we  mainly  discuss  the  fundamental  Peregrine  rogue  wave  solutions  as  well  as  their  recent  progress,

intended  for  three  typical  integrable  models,  namely,  the  long-wave  short-wave  resonant  equation,  the  three-

wave  resonant  interaction  equation,  and  the  nonlinear  Schrödinger  and  Maxwell –Bloch  equation.  Basically,

while  the  first  two  models  can  describe  the  resonant  interaction  among  optical  waves,  the  latter  governs  the

interaction  between  the  optical  waves  and  the  resonant  medium.  For  each  integrable  model,  we  present

explicitly its Lax pair, Darboux transformation formulas, and fundamental Peregrine rogue wave solutions, in a

self-consistent  way.  We confirm by convincing examples  that  these  fundamental  rogue wave solutions  exhibit

universality and can be applied to the multi-component or the higher-order versions of the current integrable

models. By means of numerical simulations, we demonstrate as well several novel rogue wave dynamics such as

coexisting rogue waves, complementary rogue waves, and Peregrine solitons of self-induced transparency.

Keywords: rogue  wave,  long-wave  short-wave  resonance,  three-wave  resonant  interaction,  Maxwell –Bloch
equation
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专题：非线性物理

非线性光学中的暗孤子分子 *

徐丹红    楼森岳†

(宁波大学物理科学与技术学院, 宁波　315211)

(2019 年 9 月 6日收到; 2019 年 10 月 25日收到修改稿)

孤子分子是当前非线性光学中的重要课题. 本文首先研究具有高阶色散和高阶非线性效应非线性光学

模型中各种周期波 (孤子晶格)的严格解, 及各种可能的单孤子解. 然后在一个可积的情况下, 利用推广的双

线性形式, 给出多孤子解, 并从多孤子解的速度共振条件给出暗孤子分子的严格解析表达式. 对于本文给出

模型的多暗孤子分子之间, 以及孤子分子和通常孤子之间的相互作用都是弹性的. 值得指出的是, 在不可积

的情况下孤子分子也是可以存在的.

关键词：暗孤子分子, 高阶非线性效应, 弹性相互作用, 可积系统

PACS：42.65.Tg, 05.45.Yv, 02.30.Ik, 47.20.Ky 　DOI: 10.7498/aps.69.20191347

 

1   引　言

孤立波、孤立子、呼吸子、怪波等非线性局域

激发模式在物理学的各个分支如流体物理 [1]、等离

子体物理 [2]、复杂系统和复杂网络 [3]、量子场论和

粒子物理 [4]、引力理论 [5]、玻色爱恩斯坦凝聚 [6]、大

气和海洋物理 [7]、特别是光物理 [8−10] 中起着非常

重要的作用. 最近, 孤子分子在非线性光学实验上

的成功发现 [11−13] 成为非线性物理的一个新的热门

课题. 在理论上, 非线性耦合系统的孤子分子已经

被一些非线性物理工作者所研究 [14,15]. 除了在光学

中的孤子分子外, 在其他领域也应该能找到孤子分

子. 在文献 [16]中, 本文作者之一 (楼)在单分量的

流体模型中给出了多种类型的孤子分子解.

非线性系统孤子解的求解有很多行之有效的

方法, 如广田 (Hirota)直接法 [17]、达布 (Darboux)

变换方法 [18]、反散射变换方法 [19]、对称性方法 [20]

等等. 通常使用不同的方法得到的多孤子解表面上

看可以是很不一样的, 但本质上都是等价的. 不同

的表达式在应用中各有优点. 绝大多数文献中, 各

种非线性模型的单孤子解都采用紧致简洁方便的

双曲函数形式 , 因此很多著名专家如 Hirota 和

Toda 及我国的陈登远 [21] 等都期望能用双曲函数

来简洁地表达多孤子解, 最近, 我们成功实现这一

愿望 [7,22]. 这些新的简洁表达式不仅研究非局域非

线性系统的孤子解非常方便, 而且本文将进一步用

这种表达式来寻求各种类型的共振孤子, 包括孤子

分子.

本文第二节首先给出具有高阶色散和高阶非

线性修正的非线性光学系统. 然后研究该系统可能

具有的周期波解和孤立波解. 本文第三节中研究一

个 可 积 的 情 况— 散 焦 型 Hirota 模 型 , 将

Hirota模型变换成一个新的 Hirota 双线性方程

后, 成功给出用双曲余弦描述的多暗孤子表达式.

然后从多孤子解出发研究一种新的共振孤子激发

模式—速度共振. 从而导致孤子束缚态—暗孤

子分子的形成. 暗孤子分子之间及暗孤子分子和通

常暗孤子的相互作用性质也在第三节做了简单的

讨论. 最后一节是总结和讨论.
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2   高阶非线性薛定谔方程及其周期
波和孤立波

i =
√
−1

在众多的实际非线性光学问题中高阶的色散

和各种非线性效应是不可忽略的. 其中最常见的高

阶非线性薛定谔方程可具有下述形式 (  ) 

iqt + d2qxx + σr2|q|2q + iϵ
[(
d3qxxx+

6σr3|q|2qx + βσr3(|q|2)xq
)]

= 0. (1)

t x ϵ = 0

σ = 1 σ = −1

d2 = r2 = 0, β = 0, 3

β = 0

β = 3

r2 = d3 = 0

方程 (1)包含了很多物理和数学领域中重要的特

殊情况 (包括时空变量   和   的交换).     对应

的正是著名的聚焦 (  ) 和散焦 (  )非线

性薛定谔方程 . 当    时 , 方程

(1) 是另一个非常重要的物理和数学中的重要模

型: 复修正 Korteweg de-Vrise (KdV) 方程 [23]. 当

 时 , 方程 (1)是可积的 Hirota 方程 [24]. 当

 时, 方程 (1)也是可积系统: Sasa-Satsuma方

程 [23]. 当   时, 方程 (1)也包含了三种可

积的导数非线性薛定谔方程 [25].

在研究高阶非线性薛定谔方程的多孤子解和

孤子分子解之前, 我们先研究一般高阶非线性薛定

谔系统 (1)式 下述形式的一般行波解 

q = Q(ξ)ei(k0x+ω0t+ϕ0), ξ = kx+ ωt+ ξ0, (2)

k0, ω0, ϕ0, k, ω ξ0其中    及    为待定实常数.

Q(ξ)将 (2) 式代入 (1)式可得关于   应满足的

两个常微分方程, 

k3ϵd3Qξξξ + [ω + 2d2kk0 − 3d3ϵkk
2
0

+ 2σϵr3k(β + 3)Q2] = 0, (3)
 

k2(d2 − 3k0d3ϵ)Qξξ − 2σ(3ϵk0r3 − r2)Q
3

+ (d3ϵk
3
0 − d2k

2
0 − ω0)Q = 0. (4)

为了给出 (3)式和 (4)式的相容显式解我们分两种

情况:

k0 ω0

情况 1　一般情况. 在对模型参数无任何限制的情

况下, 可取载波参数    和   由其他参数决定为 

k0 =
d2
3d3ϵ

+
∆

d3ϵr3β
, ∆ ≡ d2r3 − d3r2, (5)

 

ω0 =
∆(2d22k + 9d3ϵω)

3r3d23ϵ
2kβ

− 8∆3

d23ϵ
2r33β

3
− 2d32

27d23ϵ
2
. (6)

在参数条件 (5)式和 (6)式下, 方程 (3)和 (4)退

化成单个标准的 Jacobi椭圆函数满足的方程 

Qξξ =
1

ϵ2k2d23

(
3∆2

β2r23
− d22

3
− ϵd3ω

k

)
Q

− 2σr3(3 + β)

3d3k2
Q3. (7)

方程 (7)有三种标准的周期波解:

周期波解 1
 

Q = ±km

√
−3σd3
r3(3 + β)

sn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(1 +m2)d3k
3 − d22k

3d3ϵ
+

3k∆2

ϵd3r23β
2
. (8)

周期波解 2
 

Q = ±km

√
3σd3

r3(3 + β)
cn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(1− 2m2)d3k
3 −

(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (9)

周期波解 3
 

Q = ±k

√
3σd3

r3(3 + β)
dn(kx+ ωt+ ξ0,m),

ω = ϵ(m2 − 2)d3k
3 −

(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (10)

当 Jacobi椭圆函数的模趋向于 1时, 上述三类周

期波解退化成两种类型的孤立子解.

孤子解 1, 暗孤子解
 

Q = ±k

√
−3σd3
r3(3 + β)

tanh(kx+ ωt+ ξ0),

ω = ϵ2d3k
3 − d22k

3d3ϵ
+

3k∆2

ϵd3r23β
2
. (11)

孤子解 2, 亮孤子解
 

Q = ±k

√
3σd3

r3(3 + β)
sech(kx+ ωt+ ξ0),

ω = −ϵd3k3 −
(
d22r

2
3β

2 − 9∆2
)
k

3d3ϵr23β
2

. (12)

σd3
r3(3 + β)

< 0

σd3
r3(3 + β)

> 0

从解的表达式很容易看出, 暗孤子晶格解 (8)式和

暗孤子解 (11) 式的存在条件是   . 亮

孤子晶格 (9)式, (10)式 和亮孤子 (12)式存在条

件是  .
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∆ = 0

∆ = 0

情况 2　特殊情况  . 在这一特殊参数条件下

光孤子系统 (1)具有更一般的孤子晶格和孤子解.

当   时, 可简单取 

k0 =
d2
3d3ϵ

, ω0 = − 2d32
27d23ϵ

2
, ∆ = 0. (13)

在参数条件 (13)式下, 方程 (3)和 (4)退化成单个

三阶方程 

Qξξξ +

[
2r2σ(β + 3)

d2k2
Q2 +

d22k + 3d3ϵω

3d23ϵ
2k3

]
Qξ = 0.

(14)

类似地, 方程 (14)有三种标准的周期波 (孤子晶

格)解:

周期波解 4 

Q =
b[a+ sn(ξ, m)]

α1 + β1sn(ξ, m)
,

a =
β1(α

2
1m

2 + α2
1 − 2β2

1)

α1(2α2
1m

2 − β2
1m

2 − β2
1)
,

b2 =
3σα2

1d2k
2(2α2

1m
2 − β2

1m
2 − β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(β
2
1 − α2

1m
2)(β + 3)

,

ξ = kx+ ωt,

ω=
ϵk3d3[2(m

2+1)(α4
1m

2+β4
1)+β

2
1(m

4−10m2+1)α2
1]

2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1)

− d22k

3d3ϵ
. (15)

m

β = d2 = d3 = r2 = 10ϵ = 1

对于小的  , Jacobi椭圆函数 sn接近于三角函数

sin. 而随着模 m 越来越接近于 1, sn越来越接近

于双曲 tanh函数, 而相应的周期解就看起来像是

孤立子的周期性排列. 因此对于接近于 m = 1的

周期解, 也可以称之为孤子晶格解. 图 1 展示了用

(15) 式描述的周期波解、亮孤子晶格解. 其相应的

参数为 (本节所有的图中的模型参数固定为

 ) 

k = β1 = σ = 1, m = 0.99,

α1 =
199

198
, ξ0 = 0. (16)

图 2展示了用同一表达式 (15)式 描述的暗孤

子晶格解. 其相应的参数为 

k = β1 = −σ = 1, m = 0.98,

α1 =
50

49
, ξ0 = 0. (17)

这类暗孤子晶格中的暗孤子中间有一非暗的

灰色区.

周期波解 5 

Q =
b[a+ cn(ξ, m)]

α1 + β1cn(ξ, m)
,

ξ = kx+ ωt+ ξ0, (18)
 

 

a =
β1[2m

2(α2
1 − β2

1)− α2
1 + 2β2

1 ]

α1(2α2
1m

2 − 2β2
1m

2 + β2
1)

, b2 =
3σα2

1d2k
2(2α2

1m
2 − 2β2

1m
2 + β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1m

2 + β2
1)(β + 3)

,

ω =
ϵd3k

3[2(1− 2m2)(α4
1m

2 + β4
1m

2 − β4
1) + α2

1β
2
1(8m

4 − 8m2 − 1)]

2(α2
1 − β2

1)(α
2
1m

2 − β2
1m

2 + β2
1)

− d22k

3d3ϵ
. (19)
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图 1    由 (15) 式描述的亮孤子晶格, 其中参数由 (16)式给定

Fig. 1. Bright  soliton lattice  described by Eq.(15)  with the

parameter selected from Eq. (16). 
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图 2    由 (15)式描述的暗孤子晶格, 其中参数由 (17)式给定

Fig. 2. Dark  soliton  lattice  described  by  Eq.  (15)  with  the

parameter selected from Eq. (17). 
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图 3 展示了第二种类型的亮孤子晶格结构. 这

类亮孤子晶格由表达式 (18) 式描述. 与图 3对应

的参数为
 

k = β1 = σ = 1, m = 0.9, α1 =
41

40
, ξ0 = 0. (20)

第一类的亮孤子晶格的背景是暗的, 第二类亮

孤子晶格的背景是灰的, 而灰色背景和亮孤子间又

有暗区相间.

周期波解 6
 

Q =
b[a+ dn(ξ, m)]

α1 + β1dn(ξ, m)
, ξ = kx+ ωt+ ξ0, (21)

 

 

a =
β1(α

2
1m

2 − 2β2
1m

2 − 2α2
1 + 2β2

1)

α1(2β2
1 − β2

1m
2 − 2α2

1)
, b2 =

3σα2
1d2k

2(β2
1m

2 + 2α2
1 − 2β2

1)
2

4r2(β2
1m

2 + α2
1 − β2

1)(β + 3)(α2
1 − β2

1)
,

ω =
d3k

3ϵ[2(m2 − 2)(β14 −m2β4
1 + α4

1)− α2
1(m

4 + 8m2 − 8)β2
1 ]

2(α2
1 − β2

1)(β
2
1m

2 + α2
1 − β2

1)
− d22k

3d3ϵ
. (22)

由于 Jacibi椭圆函数 dn的恒正性, 这类函数描述

的孤子晶格既可以是亮孤子晶格, 也可以是暗孤子

晶格.

图 4 展示了第三种类型的亮孤子晶格结构. 这

类亮孤子晶格由表达式 (21)式 描述. 与图 4对应

的参数为 

k = β1 = σ = 1, m = 0.99999,

α1 = 41/40, ξ0 = 0. (23)

这一类亮孤子也具有灰色背景, 但不同于第

二类亮孤子晶格, 灰背景和亮孤子之间没有暗区

隔离.

图 5展示了第二类暗孤子晶格结构. 这类暗孤

子晶格由表达式 (21) 式描述. 与图 5对应的参数为 

k = β1 = −σ = 1, m = 0.99999,

α1 = 1/2, ξ0 = 0. (24)

m→ 1当 Jacobi椭圆函数的模   时, 周期波解

(15)退化为下述孤子解:
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图  3    由 (18)式描述  第二类亮孤子晶格 , 其中参数由

(20)式给定

Fig. 3. Second  type  of  bright  soliton  lattice  described  by

Eq. (18) with the parameter selected from Eq. (20). 
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图 4    第三类亮孤子晶格. 由 (21)式描述, 其中参数由 (23)式

给定

Fig. 4. Third type of bright soliton lattice described by Eq.

(21) with the parameter selected from Eq. (23). 
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图 5    第二类暗孤子晶格由 (21)式描述, 其中参数由 (24)式

给定

Fig. 5. Second type of dark soliton lattice described by Eq.

(21) with the parameter selected from Eq. (24). 
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孤子解 3 

Q =
b[a+ tanh(ξ)]
α1 + β1 tanh(ξ)

, a =
β1
α1
,

b2 = −3σα2
1d2k

2

r2(β + 3)
, ξ = kx+ ωt,

ω = 2ϵk3d3 −
d22k

3d3ϵ
. (25)

暗孤子解 (25) 式的实条件和非奇异条件为 

δ ≡ σd2
r2(3 + β)

< 0, α2
1 > β2

1 .

图 6正是与 (25)式对应的暗孤子解, 相应的

参数为 

α1 =
51

49
, β1 = k = m = −σ = 1, ξ0 = 0. (26)

周期波解 (18)式和 (21)式退化成同一种孤

子解:

孤子解 4: 

Q =
b[a+ sech(ξ)]
α1 + β1sech(ξ)

, ξ = kx+ ωt+ ξ0, (27)
 

a =
β1α1

2α2
1 − β

,

b2 =
3σd2k

2(2α2
1 − β2

1)
2

4r2(α2
1 − β2

1)(β + 3)
,

ω = −ϵd3k
3[2α2

1 + β2
1 ]

2(α2
1 − β2

1)
− d22k

3d3ϵ
. (28)

当参数满足下述条件 

{δ > 0, β2
1 < α2

1}, or {δ < 0, β2
1 > α2

1}

时, 孤子解 (27) 式是一个具有灰背景的亮孤子.

图 7展示的正是由 (27)式表示的具有灰背景

的亮孤子, 其中的参数为 

α1 =
41

40
, β1 = k = m = σ = 1, ξ0 = 0. (29)

当下述条件 

{δ < 0, β1 < α1 < 0}, or {δ < 0, 0 < α1 < β1}

β1 =

2α1

满足时, 孤子解 (27) 式是一个灰孤子解. 当  

 时, 孤子解 (27) 式是一个暗孤子.

图 8展示了由 (27)式表示的暗孤子, 其中的

参数取为 

2α1 = β1 = k = m = −σ = 1. (30)

x = 0 I(x = 0) =

Ix(x = 0) = Ixx(x = 0) = Ixxx(x = 0) = 0

如图 8所示的暗孤子具有一特殊的性质, 即在

暗孤子中心   前三阶变化率均为零:  

 .

特别有意义的是表达式 (27)式具有共振孤子

相同的形式, 因此对于某些参数区间可知 (27) 式

也具有暗孤子分子的形式. 图 9显示了由 (27)式
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图 6    由 (25)式描述的暗孤子, 其中参数由 (26)式给定

Fig. 6. Dark  soliton  described  by  Eq.  (25) with  the   para-

meter selected from Eq. (26). 
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图 7    由 (27)式描述的具有灰背景的亮孤子, 其中参数由

(29)式给定

Fig. 7. Bright  soliton  (with  gray  background)  described  by

Eq. (27) with the parameter selected from Eq. (29). 
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图 8    由 (27)式描述的暗孤子, 其中参数由 (30)式给定

Fig. 8. Dark  soliton  described  by  Eq.  (27) with  the   para-

meter selected from Eq. (30). 
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描述的孤子分子的性质, 其中的参数选择为 

m = 1 = −σ = β1 = k = 1,

α1 = 0.001, ξ0 = 0. (31)

β ̸= 0, 3由于  时, (1)式不是可积系统, 所以孤

子分子可以在不可积系统中存在. 

3   散焦 Hirota系统的多孤子解及其
孤子分子解

为了研究孤子分子的性质, 本节只限定于一个

特殊的可积系统, Hirota系统, 其对应的参数限

制为 

β = 0, ∆ = 0, (32)

ϵ1 ≡ ϵd3d
−1
2并引入新标记  . 在参数条件 (32)式下,

模型方程 (1)变为 

iqt+d2qxx+σr2|q|2q+ iϵ1
(
d2qxxx + 6σr2|q|2qx

)
= 0.
(33)

对于可积系统, 可以用很多方法得到其多孤子解,

如 Hirota 方法、反散射方法、黎曼-希尔伯特方法、

达布变换方法等等. 所有各种方法中, Hirota方法

是最简单明了的方法.

很容易验证, Hirota系统在变换 

q = g/f (34)

下可以变为其双线性形式 

(2iDt − 2d2D
2
x + iϵ1d2D3

x

− 3κ2d2iϵ1Dx + κ2d2)f · g = 0, (35)
  (

2d2D
2
x − κ2d2

)
f · f − 4σr2g · g∗ = 0. (36)

ϵ1 = 0

ϵ1 ̸= 0

κ κ

κ ̸= 0 σd2/r2 < 0

在传统的非线性薛定谔模型 (  )和 Hirota系

统 (  )的双线性形式中, (35)式 和 (36) 式中

常数  被固定为零. 当   取零时双线性方程组 (35)

式和 (36)式的多孤子解由传统的 Hirota形式描

述 . 当    且   (对应于散焦系统)时 ,

双线性系统 (35)式和 (36)式的多孤子解可以表示

为 [26]
 

f =
∑
{ν}

K{ν} cosh

(
1

2

N∑
i=1

νiξi

)
,

ξi = kix+ ωit+ ξi0, (37)
 

g = g0
∑
{ν}

K{ν} cosh

(
1

2

N∑
i=1

νiηi

)
,

ηi = ξi + 2iϕi,

g0 ≡ 1

2
κ

√
−σd2
r2

ei(k0x+ω0t+ϕ0), (38)

{ν} ≡ {ν1, · · · , νN}
νi = ±1, i = 1, · · · , N

{ν′} = −{ν} {ν′} {ν}
cosh

K{ν}

其中关于    的求和是关于所有

可能的非对偶分布  求和. 如

果   , 则分布   和   被称作是对偶

的. 由于  函数是偶函数, 所以对偶的分布给出

相同的表达式, 所以求和只需要对非对偶分布求.

在 (37)式和 (38)式中的   为 

K{ν} =
∏
i<j

sin
(
ϕi − νiνjϕj

2

)
, (39)

ki ω0 ωi而  ,    和   为 

ki = κ sin(ϕi),

ω0 =
1

2
d2(2k

3
0ϵ1 + 3k0κ

2ϵ1 − 2k20 − κ2), (40)
 

ωi =
1

2
kid2

[
ϵ1(6k

2
0 + 3κ2 − 2k2i )− 4k0

+ 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕi)
]
, i = 1, · · · , N, (41)

k0, ξi0, ϕi ϕ0   和   为任意常数.

为了寻求孤子分子解, 我们先显式写下双孤

子解, 
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图  9    (a)由 (27)式描述的暗孤子分子的密度图 ; (b) 与

(a)对应的立体图, 图中参数由 (31)式给定

Fig. 9. (a)Density plot  of  the  dark  soliton  molecule   de-

scribed  by  Eq.  (27)  with  the  parameter  selected  from  Eq.

(31); (b) three dimensional plot related to Fig.(a). 
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q = g2/f2,

f2 = sin
(
ϕ1 − ϕ2

2

)
cosh

(
ξ1 + ξ2

2

)

+ sin
(
ϕ1 + ϕ2

2

)
cosh

(
ξ1 − ξ2

2

)
, (42)

 

g2 =g0

[
sin
(
ϕ1 − ϕ2

2

)
cosh

(
η1 + η2

2

)

+ sin
(
ϕ1 + ϕ2

2

)
cosh

(
η1 − η2

2

)]
. (43)

在一般情况下双孤子解 (42)式和 (43)式是具有弹

d2 = r2 = −σ = 10ϵ1 = 1

性相互作用的双孤子态. 图 10展示了这样一个典

型的双孤子作用图像, 其中采用的参数为 (本节中

统一采用的模型参数是  ) 

κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = 2π/3,

ϕ2 = π/3, ξ20 = −ξ10 = 20. (44)

只有当二孤子的波速达到一种特殊共振状态,

使得孤子的吸引和排斥作用正好达到平衡时, 才能

形成束缚态——孤子分子.

从表达式 (41)式可知两孤子形成孤子分子的

速度共振条件为
 

 

k1
k2

=
ω1

ω2
=
k1
[
ϵ1(6k

2
0 + 3κ2 − 2k21)− 4k0 + 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕ1)

]
k2
[
ϵ1(6k20 + 3κ2 − 2k22)− 4k0 + 2κ(1− 3k0ϵ1) cos(ϕ2)

] , (45)

即
 

cos(ϕ2) = − cos(ϕ1) +
3k0
κ

− 1

κϵ1
. (46)

图 11展示了孤子分子对应的光强的密度图 (图 11(a))

和立体图 (图 11(b)), 与图对应的参数为
 

κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = arccos(1/6),

ϕ2 = π/3, ξ20 = −ξ10 = 20. (47)

由于可积系统的多孤子之间的相互作用是弹

性的, 孤子分子的存在只对应于一些特殊的多孤

子, 自然孤子分子和通常的孤子的相互作用及孤子

分子之间的相互作用也是弹性的.

n

(33)式的多暗孤子分子和多暗孤子的混合解

由 (34)式, (37)式和 (38)式统一表达, 其中若有 

对孤子的速度达到共振条件
 

cos(ϕj) = − cos(ϕi) +
3k0
κ

− 1

κϵ1
, (48)

n

N − 2n

则解 (34)式, (37)式和 (38)式表示了   暗孤子分

子和   暗孤子的混合相互作用解.

图 12展示的是一个暗孤子分子和一个暗孤子

的相互作用. 图中对应的参数为 
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图 10    由 (42)−(43)式描述的二暗孤子相互作用的密度

图, 图中参数由 (44)式给定

Fig. 10. Density  plot  of  the  interaction  between  two  dark

solitons  described  by  Eq.  (42)and  Eq.  (43) with  the   para-

meter selected from Eq. (44). 
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图 11    (a) 由 (42)式和 (43)式描述的暗孤子分子密度图 ,

图中参数由 (47)式给定; (b) 与图 (a)对应的三维立体图

Fig. 11. (a) Density  plot  of  the  dark  soliton  molecule   de-

scribed by Eq.  (42) and Eq.(43) with  the  parameter   selec-

ted from Eq. (47); (b) three dimensional plot related to Fig.

(a). 
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κ = −15, k0 = 0, ϕ1 = arccos (1/6) ,

ϕ2 = π/3, ϕ3 = π/4,

ξ20 = −ξ10 = 10, ξ30 = 0. (49)

图 13展示了二暗孤子分子的相互作用. 图中

对应的参数为
 

κ = −15, k0 = 0,

ϕ1 = π− arccos
(
1

2

√
2− 2

3

)
,

ϕ2 = arccos (1/6) , ϕ3 = π/3, ϕ4 = π/4,

ξ20 = −ξ10 = 10, ξ30 = ξ40 = 0. (50)
 

4   结论和讨论

本文首先系统研究了一个非线性光学中包含

三阶色散、自陡峭效应和自激 Raman散射等高阶

非线性色散效应的一般非线性薛定谔方程的包络

行波解. 结果发现高阶非线性薛定谔系统具有非常

丰富的周期波模式, 包括了多种亮孤子晶格 (暗背

景和灰背景的亮孤子晶格)和暗孤子晶格 (双谷暗

孤子晶格和单谷暗孤子晶格). 孤子晶格的多样性

导致了孤立子 (孤子晶格周期解趋于无穷时的

解)的多样性: (暗背景)亮孤子, 具有灰背景的亮

孤子, 暗孤子, 灰孤子, 超平暗孤子 (谷底一、二、

三阶变化率为零, 因此也可称之为扭结-反扭结分

子), 双暗孤子分子等等.

对于一个可积的非线性光学系统——散焦型

Hirota模型, 得到了一个新的双线性形式, 利用这

一新的双线性形式, 给出了一个多孤子解的用双曲

余弦描述的紧致形式. 从这一多孤子解出发, 引入

速度共振条件即可得到多暗孤子分子和多暗孤子

的混合解. 暗孤子分子之间的相互作用以及暗孤子

分子和暗孤子之间的相互作用是弹性相互作用.

孤子分子是当前非线性科学中的重要课题之

一, 它象通常的孤子一样也可以在物理学的各个领

域中得到应用. 在非线性系统中还存在各种各样的

局域激发模式, 如呼吸子、拱形 (dromion) 解、团

块 (lump)  解 、 尖 峰 子 (peakon)解 和 紧 子

(compacton)解等等. 因此自然可以期待得到各种

各样的其他类型的分子解, 如呼吸子分子、呼吸子-

孤子分子、dromion分子、 lump分子、dromion-

lump 分子、尖峰子分子、紧子分子等等. 所有有关

这些新类型的非线性局域激发的分子解及其可能

的物理应用将在以后进行深入的研究.
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Abstract

The study on soliton molecules is one of the important topics in nonlinear science especially in nonlinear

optics.  The  bright  soliton  molecules  have  been  experimentally  observed  in  optics,  however,  the  dark  soliton

molecules have not yet been experimentally observed. Theoretically, the soliton molecules have been found for

some  coupled  nonlinear  systems.  Nevertheless,  the  soliton  molecules  have  not  been  obtained  for  non-coupled

single component nonlinear models. In this paper, we first study the exact periodic waves (soliton lattices) and

solitary  waves  for  a  nonlinear  nonintegrable  optical  model  with  second  and  third  order  dispersions  and  high

order  nonlinear  effects  including  self-steeping,  Raman scattering  and  nonlinear  dispersion.  Two types  of  dark

soliton lattice and three types of soliton lattice are explicitly exhibited for general nonintegrable system. Five

types  of  bright  (with  and  without  gray  background),  dark  and  gray  solitons  can  be  obtained  from  the  limit

cases of the modules of the soliton lattices. For an integrable case, using a novel generalized bilinear form of a

single component nonlinear system, the multi-soliton solutions are obtained and expressed by a completely new

form which are invariant under the full reversal transformations such as the parity, the time reversal, the charge

conjugate  and  the  field  reversal.  To  find  soliton  molecules,  a  novel  mechanism,  the  velocity  resonant,  is

proposed. Starting from the multi-soliton solutions and using the velocity resonance mechanism, the analytical

expression  of  the  dark  soliton  molecules  can  be  readily  obtained.  For  the  model  given  in  this  paper,  the

integrable  higher  order  nonlinear  Schrodinger  equation,  one can proved that  the interactions  among the dark

soliton molecules  and the usually solitons are elastic.  It  is  worth pointing out that soliton molecules  can also

exist in the case of nonintegrable systems.

Keywords: dark soliton molecules, higher order nonlinear effects, elastic interactions, integrable systems
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专题：非线性物理

弹性管中的怪波*

陈智敏    段文山†

(西北师范大学物理与电子工程学院, 兰州　730070)

(2019 年 8 月 30日收到; 2019 年 9 月 23日收到修改稿)

利用约化摄动法, 推导了流体在弹性管中的非线性薛定谔方程 (NLSE). 由非线性薛定谔方程的解来近

似地描述出真实的怪波, 继而研究怪波解中各个参数对怪波系统振幅、波速的影响. 最后将这一模型应用到

人体血管中, 研究怪波在人体动脉血管中传播对人体健康的影响.

关键词：约化摄动法, 非线性薛定谔方程, 怪波解, 动脉血管

PACS：47.10.A–, 47.27.ed, 47.27.nf 　DOI: 10.7498/aps.69.20191308

 

1   引　言

近年来人们对怪波做了大量的研究 [1−6]. 怪波

首先是在海洋上被发现的, 当时在海洋上人们发现

一阵突如其来的奇高无比的水墙, 却又在一瞬间消

失得无影无踪 [7−9], 似乎是“来无影, 去无踪”, 人们

就将此现象称为怪波. 由此可知, 在海洋上由怪波

产生的浪涛并不像由台风和地震所造成的浪涛那

样, 可以提前几个小时或几天预测. 所以怪波对海

上船只、军舰等会造成极大的损害 [8]. 因此, 科学家

们对这个现象进行了大量的观测和研究. 1964 年,

英国科学家 Draper 给出了怪波的定义 [10]. 然而,

怪波的各种奇特的性质还未被人们所熟知 [11,12], 所

以直至现在, 对于怪波的研究也都没有中断过. 后

来, 人们发现怪波不仅存在于海洋上, 在许多其他

领域中也都相继发现了怪波, 例如: 在等离子体物

理学 [13, 14]、气象学 [15]、流体力学 [16]、玻色-爱因斯坦

凝聚 [17]、毛细波 [18] 等领域. 不过由于观测环境的

困难和危险, 无法充分理解怪波现象, 人们只好寻

求其他方法. 例如: 通过非线性薛定谔方程的一种

解 : Peregrine rogue wave[19], 可以近似地描述怪

波. 这一解的形式最早由 Peregrine[19] 提出. 可以

借助对 Peregrine rogue wave解的研究来了解怪

波特性, 从而防止怪波产生高能振幅等危害. 深水

下怪波现象对海上的船只威胁最大 [9], 由于观测深

水下怪波现象具有很大的困难, 人们就试图通过各

种方法来描述出在深水下的怪波情况, 但目前还未

成功.

流体在弹性管内的流动问题 [20, 21] 一直被人们

所关注, 故对于充满流体的弹性管中各种波的传播

研究一直是个热门课题. 在充满流体的弹性管波的

相关研究有许多 [22−25], 但是在此系统中是否会出

现怪波还没有任何研究. 本文首次对充满流体的弹

性管中的怪波进行了研究. 大家知道, 血液在人体

或者动物血管中的流动可以用充满流体的弹性管

来近似研究. 因此研究充满流体的弹性管中的怪波

问题有很重要的实际意义. 找到能描述血液在血管

中流动情况的解, 就可以探究人体血管中哪些参量

对血液流动有着重要的影响, 再对其加以控制就可

以更深入了解血液在血管中的流动特性. 这一研究

可能对医学有一定的参考意义.
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2   怪波的理论模型与怪波解

本文研究限制在无限长圆柱管内的不可压缩

的流体, 圆柱管的壁是由一根均匀弹性管组成的.

控制流体运动的动力学方程是质量守恒和动量守

恒方程 [26]: 

∂A

∂t
+
∂(Au)

∂x
= 0, (1)

 

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= −ρ0

∂p

∂x
, (2)

A u p

ρ0

其中  是圆柱体的横截面面积,   是流体的速度,  

是流体压强,   是流体的密度. 第三个方程为管道

横截面面积与压力的方程 [27−30]: 

2πa
ρw

p =
E

ρwa2
(A−A0) +

∂2(A−A0)

∂t2
, (3)

ρw

a

A0 = πa2
(

E

ρwa2

)1/2

A = πa2A′ p = p0p
′ t = Tt′ x = Lx′

u =
(T
t

)
u′ p0 =

Eh

2a
T 2 =

ρwa
2

E

L2 =
ρwah

2ρ0

其中   是弹性管壁的密度, h 和 E 是弹性管的厚

度和杨氏模量,   是弹性管中液体平衡时管的半径,

 ,    是弹性管道径向振动的固有

频率. 定义  ,   ,   ,   ,

 ,  其 中   ,    ,

 . 代入 (1)式—(3)式中 , 得到无量纲

方程: 

∂A′

∂t′
+
∂(A′u′)

∂x′
= 0, (4)

 

∂u′

∂t′
+ u′

∂u′

∂x′
= −∂p

′

∂x′
, (5)

 

p′ = A′ − 1 +
∂2A′

∂2t′
, (6)

ξ = ε(x′ − V t′), τ = ε2t′ ε

V A′ u′ p′

上述复杂的非线性方程组可以通过约化摄动法化

为比较简单的且可精确求解的非线性演化方程. 本

文由上述方程组推导出了非线性薛定谔方程 [26].

假设 :    , 其中   是个小量 ,

 为波的群速度. 将  ,  和  作摄动展开: 

A′ = 1 +

∞∑
n=1

εn
n∑

l=−1

A(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

u′ =

∞∑
n=1

εn
n∑

l=−1

u(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

p′ =

∞∑
n=1

εn
n∑

l=−1

p(n,1)(ξ, τ)eil(kx
′−ωt′),

ω2 =
k2

1 + k2
V =

k

ω

(
1

(1 + k2)
2

)将 展 开 式 代 入 (4)式— (6)式 中 , 并 化 简 得 :

 ,    以及非线性薛定

谔方程: 

iA′(1,1)
τ + PA

′(1,1)
ξξ +QA′(1,1)|A′(1,1)|2 = 0, (7)

其中 

P =
3ω

2(1 + k2)2
,

Q =
ω

2(1 + k2)

[
− 3

2k2
+ 2

− 1

V 2 − 1

(
4 +

1

1 + k2
+

4

(1 + k2)
2

)]
,

A′(1,1) =
A′ − 1

εei
(
k x
L − ω t

T

) .
我们知道非线性薛定谔有很多解, 其中有一种

是怪波解 [31], 其解的形式如下: 

A′(1,1)

= ε

√
2P

Q

[
1− 4(1 + 4iPε2t′)

1+4ε2(x′−V t′)2+8Pε4t′2

]
e2iPε2t′ ,

(8)

A′

代入由上面摄动方法展开的式子可得到管的横截

面  的解, 其解的形式如下: 

A′ =1 + ε

√
2P

Q

[
1− 4(1 + 4iPε2t′)

1 + 4ε2(x′ − V t′)
2
+ 8Pε4t′2

]

× ei(kx
′−ωt′)e2iPε2t′ , (9)

A′ =
A

πa2
t′ =

t

a

√
E

ρw
x′ = x

√
2ρ0
ρwah

其中   ,   ,   ,
  √

2P

Q
=

12k2(3 + 3k2 + k4)

(1 + k2)(9 + 39k2 + 35k4 + 12k6)
.

 

3   弹性管模型系统及人体血管参数
对怪波的影响

我们知道怪波具有一些奇特的性质, 例如: 它

的包络振幅可以在短时间内达到最大值, 并可在短

时间内也会达到零, 这就是怪波似乎“来无影, 去

无踪”的原因. 图 1为实验室坐标下的怪波在不同

时间点上所在的各个位置的等高图, 它表明怪波从

某一位置突然出现然后又突然消失. 从图中怪波出

现的时间和位置可以推测即将出现怪波的时间和

位置, 这对预防由怪波引起的危害有一定的帮助.
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下面分析动物血管中怪波传播的性质. 将文

献 [32,33]中兔胸主动脉实验得到的兔胸主动脉的

半径、血管壁厚度、血管壁的杨氏模量等参数值代

入怪波解中画图. 兔胸主动脉血管的半径a = 2.58 mm,

血管壁厚度 h = 0.25 mm, 血管壁的杨氏模量 E =

936.5 kpa. 图 2为不同时刻的怪波在血管中纵向

传播的图形, 图中表明在血管中的不同位置, 怪波

振幅是不同的, 并且怪波在兔子的主动脉血管中的

传播速度大约为 5.8 m/s.
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图 1    怪波振幅的密度图

Fig. 1. The contour graph of a rogue wave solution image. 
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图 2    不同时刻的怪波图像

Fig. 2. The above picture shows the rouge wave for t = 0.1 s,

t = 0.5 s and t = 0.9 s. 
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k ε h ρ E a图 3    人体血管参数对怪波振幅的影响　(a)波数   ; (b)小参数   ; (c)厚度   , (d)液体密度   ; (e)杨氏模量   ; (f)半径  

k ε h ρ E aFig. 3. The effect of human vascular parameters on the amplitude of rouge waves:(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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ε

ε

怪波振幅越大, 产生的能量就越高, 就越容易

产生危害. 接下来研究人体血管中血管壁厚度、杨

氏模量、血管半径等各个参数对怪波振幅的影响.

主要研究人体主动脉血管的怪波性质 , 在 H.

Otel所著的《普朗特流体力学基础》一书中生物

流体力学给出了人体中各个部位血管脉的性质, 其

中主动脉血管的厚度与半径为最大, 其厚度 h =

2 × 10–3 m, 半径 a = 1.25 × 10–2 m. 图 3(a)是波

数 k 与怪波振幅的关系图, 图中表明怪波振幅随

着 k 的增大而增大, 即怪波的波长越小, 怪波的振

幅就越大. 我们知道人在紧张或受到惊吓的时候,

血管会出现膨胀现象, 我们猜测是在人紧张或受到

惊吓的时候, 血管中的怪波的波长会突然变小而引

起的. 在图 3(b) 中表明了小参数    对怪波振幅的

影响, 可以看出，怪波的振幅随着   的增大而增大.

图 3(c) 中取人体不同位置血管壁的厚度的变化对

怪波振幅的影响, 得出结果是管壁厚度对怪波振幅

没有影响. 图 3(d) 中参考水、血液、酒精、海水、水

银等液体的密度对怪波振幅的影响, 结果得出液体

密度的改变对怪波振幅没有影响. 图 3(e) 中表明

管壁的杨氏模量改变, 怪波的振幅依然还是不变

的. 图 3(f) 研究血管道半径 a 与怪波振幅的关系,

结果表明血管道半径增大, 怪波振幅也随之增大.

结果表明, 如果人体血液流动中出现怪波现

象, 当怪波为短波时怪波的振幅越大, 对血管的危

害就会越重. 并且血管壁半径也对怪波的影响较

大, 血管越粗的部位, 产生的怪波振幅越大, 即在

血管较粗的部位更应该注意防范由怪波产生的危

害. 这一发现为医学上人体血液流动问题提供了一

定的参考.

图 4给出了血管壁的管壁厚度、杨氏模量、血

管半径等各个参数与怪波波速的关系. 图 4(a)为
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k ε h ρ E a图 4    人体血管参数对怪波波速的影响　(a)波数   ; (b)小参数   ; (c)厚度   ; (d)液体密度   ; (e)杨氏模量   ; (f)半径   值

k ε h ρ E aFig. 4. The effect of elastic tube parameters on the velocity of rouge waves: (a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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k k

ε

ε

ρ

ρ

h

h

波数  与怪波波速的关系, 表明怪波波速随着   的

增大而减小. 即怪波的波长越短, 怪波的传播速度

越慢. 图 4(b) 给出了   与怪波波速的关系, 可以看

出    对怪波波速没有显著影响. 图 4(c)为液体的

密度  与怪波波速的关系, 可以看出随着液体密度

  的增大, 怪波的波速在减小. 这表明密度大的液

体中的怪波传播速度慢. 图 4(d)是管壁厚度   与

怪波波速的关系图, 随着管壁厚度  的增大, 怪波

的波速也增大. 这表明在人体中血管壁越厚的部

位, 怪波的传播速度越快. 图 4(e)给出了杨氏模量

与怪波波速的关系, 随着管壁的杨氏模量的增大,

怪波波速也随之增大. 表明在人体血管中刚性较强

的部位的怪波波速较快. 图 4(f)是管的半径与怪波

波速的关系, 怪波波速随着血管半径的增大而减

小. 可以看出, 在人体血管越粗的部位, 怪波的波

速也就越小.

我们知道, 人体心脏附近位置的血管半径较大

且血管壁较厚, 这样容易导致心脏附近出现的怪波

可能有较大的振幅和较大的传播速度. 这一结论对

医学研究可能会有一定的参考意义. 

4   结　论

利用约化摄动法, 依据不可压缩液体在弹性管

中流动的非线性薛定谔方程, 我们用非线性薛定谔

方程的解描述出真实的怪波解. 通过怪波解的理论

结果, 分析了怪波的许多特性, 这对怪波的研究是

一个重要的补充. 将这一理论模型应用到人体和动

物中血管中的血液流动问题, 给出了怪波在动脉血

管中的传播特性, 给出了怪波对血液在动脉血管中

各个位置的影响, 这也对现代医学上提供了一些帮

助. 但这一方法仅适用于当管道的横截面面积改变

量远远小于管道的横截面面积, 放在人体血管中也

是如此, 如果不满足这一条件, 对于计算和模拟的

结果就会有所偏差.
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Abstract

ϵ

By the reductive perturbation method, we investigate the Rogue waves in a fluid-filled elastic tube. Based

on  a  nonlinear  Schrodinger  equation  obtained  from a  fluid-filled  elastic  tube,  the  rouge  wave  solution  in  the

fluid-filled elastic tube is discussed. The characteristics of a single rouge waveare studied for this system. Then,

the effects of the system parameters, such as the wave number k, the parameters   , the density of the fluid, the

thickness of the elastic tube, the Yang's modulus of the elastic tube, and the radius of the elastic tube on the

rouge  wave  are  also  investigated.  Finally,  the  model  is  applied  to  the  blood  vessels  of  both  animal  and  the

human to  ascertain  the  effects  of  the  rouge  wave  in  different  arteries  and  vessels.  The  results  of  the  present

study may have potential applications in medical science.

Keywords: reductive perturbation method, nonlinear Schrodinger equation, rouge wave, blood vessel
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专题：非线性物理

铁磁纳米线中磁化强度的磁怪波*

李再东 1)2)†    郭奇奇 1)

1) (河北工业大学理学院, 天津　300401)

2) (天津理工大学理学院, 天津　300384)

(2019 年 9 月 6日收到; 2019 年 12 月 2日收到修改稿)

本文介绍了铁磁纳米线中磁化强度的一些新激发态 , 包括各向同性铁磁的 Akhmediev呼吸子、

Kuznetsov-Ma孤子和怪波、自旋极化电流驱动下各向异性铁磁纳米线中的怪波动力学. 在各向同性情况下,

展示了形如四片花瓣的磁孤子的空间周期过程和自旋波背景的局域化过程; 在极限情况下, 得到了磁怪波解

并阐明了其形成机制. 在各向异性情况下, 发现怪波的产生主要源于中心的能量积累和快速弥散; 此外, 怪波

还具有不稳定性, 它和自旋波背景间的能量与磁振子的交换可以通过自旋极化电流来调控.

关键词：呼吸子, 磁怪波, 自旋转移矩, 调制不稳定性

PACS：75.75.–c, 75.70.Kw, 85.75.–d 　DOI: 10.7498/aps.69.20191352

 

1   引　言

在过去几十年中, 磁性纳米结构的磁化动力学

研究取得了重大进展 . 在这些研究中 ,  Self-

organization[1] 是自然界中最有趣的物理现象之一.

在磁学领域中, 这一现象已经在条状畴、磁泡、磁

孤子、磁涡旋等磁畴的形成方面进行了深入细致的

研究. 此外, 在二维薄膜磁性系统的研究中, 一些

有趣的磁性 Self-organization模式进一步被揭示,

如自旋波 [2] 和斯格明子 [3−5], 其中斯格明子可以在

薄膜中作为亚稳态成核. 基于斯格明子在纳米轨道

上的运动为设计磁性信息存储器提供了新的路径.

畴壁的动力学引起诸多研究兴趣, 主要原因在

于其潜在的技术应用价值在未来信息存储和读取

方面具有广阔前景和重要意义 [6−11]. 例如, 在铁磁

体中, 磁化强度形成的空间局域结构-磁畴壁, 其实

可以看作是一个势垒, 将简并的两个磁状态分开 [12,13],

而这两个组态正好可以作为二进制信息存储的基

本单元. 目前, 畴壁运动有多种驱动手段, 例如外

磁场、自旋转移矩和磁振子等, 但畴壁的传播还受

到 自 旋 霍 尔 效 应 [14]、 Rashba效 应 [15] 和

Dzyaloshinskii-Moriya相互作用 [16−19] 的影响. 近

些年来, Dzyaloshinskii-Moriya相互作用引起了人

们对低维磁学的极大兴趣 [16−23], 这些研究不仅受

到基本物理问题的启发, 还受到自旋电子存储器和

逻辑纳米器件潜在应用的启发 .  Dzyaloshinskii-

Moriya相互作用可以看作是一种各向异性超交换

作用, 不仅对畴壁运动具有重要影响, 而且对孤子

的 激 发 和 传 播 也 存 在 重 要 影 响 . 研 究 表 明

Dzyaloshinskii-Moriya相互作用可以影响孤子能

量, 从而改变了动态孤子的振幅及内部结构畸变,

形成不同结构类型的孤子 [17]. 另外, Dzyaloshinskii-

Moriya相互作用还存在于反铁磁和弱铁磁中, 同

样对其孤子激发有着重要影响 [24−26].

此外, 层状材料中与自旋极化电流有关的磁化

动力学问题也得到了广泛的关注 [27,28]. 自旋极化电

流可以在磁性多层结构中引起许多独特的现象 [29,30],

如自旋波激发 [31,32]、磁化开关 [27] 和反转 [33−35] 及吉

尔伯特阻尼增强 [36,37] 等. 目前, 自旋极化电流通常
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 61774001)和河北省自然科学基金 (批准号: F2019202141)资助的课题.
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用来创建、操纵和控制纳米尺度的磁激发, 例如畴

壁 [38−41] 和涡旋 [42−44]. 众所周知, 非线性激发 [12,13]

是磁性有序材料中的一般现象. 在铁磁体中, 磁振

子由于相互吸引作用而趋于自局域化. 在某种意义

上, 磁振子的吸引力对于一维铁磁体是至关重要

的, 因为它产生准粒子 (磁振子)的束缚态, 即自局

域化. 自旋波可以被看作是宏观上连续的磁振子

簇, 当磁化强度偏离基态时就会引起自旋波的激

发, 它们的相互作用和不稳定性导致了磁畴壁和磁

孤子的存在.

然而, 非线性激发的研究还有待于进一步深

化. 近年来, 小局部扰动是非线性物理研究的热点

之一. 研究表明, 呼吸子或怪波可以由高阶效应、

非自治和耦合效应在一定条件下转化为各种非线

性波 [45−49], 从而导致呼吸子和孤子之间实现状态

转换. 基于线性稳定性分析调制不稳定性, 从而分

析该状态跃迁的机制已经得到大量研究 [45−47], 但

是当扰动增长与背景相当大时, 线性分析不再有

效. 因此, 在 2013年, Zakharov和 Gelash[50,51] 提

出了一种由小的局部扰动发展而来的超正则呼吸

子解, 可以用来描述调制不稳定的非线性阶段. 并

且近年来, 在一些具有高阶效应的光纤系统, 例如

Hirota and Maxwell-Bloch等系统中, 这种超正则

呼吸子动力学和它们的状态转换也得到了详细研

究 [48,49]. 众所周知, 调制不稳定性存在于光纤、玻

色-爱因斯坦凝聚等众多非线性系统中, 这些结果

不仅丰富了调制不稳定性的内涵, 也为其他各种系

统的非线性研究提供了方法.

本文研究在磁学系统中, 当自旋波通过磁孤子

时, 自旋角动量从传播的磁振子传递给孤子的现

象, 这被称为全磁的自旋转移力矩 [52]. 这种全磁的

自旋转移力矩可以影响磁化动力学, 使磁状态发生

改变. 本文研究了自旋波背景下铁磁纳米线中磁化

强度的呼吸子和怪波解, 讨论了各向同性情况下由

全磁的自旋转移力矩引起的亮 (暗)怪波的精确解,

以及自旋极化电流驱动下的单轴各向异性的怪波

动力学, 这些研究结果预期对玻色子和费米子铁磁

体的非线性激发的探测具有一定的意义. 

2   Landau-Lifshitz-Gilbert方程

铁磁中磁化强度的动力学可以用著名的

Landau-Lifshitz-Gilbert方程很好地描述. 本文采

用无量纲形式 [53]
 

∂m

∂t
= −m× heff + αm× ∂m

∂t
+AJ

∂m

∂x
, (1)

α AJ

heff

heff =
∂2m

∂x2
+

[(
Hk

Ms
− 4π

)
mz + hext

]
ez

Ms Hk hext

其中,   为吉尔伯特阻尼系数;   表示绝热自旋矩

参数;   表示有效场, 包括交换场、各向异性场和

外加磁场. 对于垂直各向异性的铁磁纳米线样品材

料, 即  , 其

中   为饱和磁化强度,    为各向异性常数,   

为所施加的外磁场. 

3   各向同性的精确呼吸子解和怪波解

首先, 本文考虑简单的各向同性模型, 即方程 (1)

可重新写为 

∂m

∂t
= −m× ∂2m

∂x2
. (2)

m0

m0 ≡ (m01,m02,m03) =
(
Ascosδ,Assinδ,

√
1−A2

s

)
δ = ksx− ωst

ω = −k2sm03

众所周知, 该方程存在自旋波解和孤子解. 需要指

出的是, 方程 (1)是完全可积的, 可以利用达布变

换构造方程 (2)的精确呼吸子解和怪波解, 这种方

法的关键思想是首先从方程的一个种子解出发, 然

后通过 Lax方程的规范变换构造无穷多的新解析

解 . 本文以自旋波作为初始的“种子”解   , 即

 ,

其中  . 将这个解带入到方程 (2), 得到

色散关系为  . 通过规范的达布变换, 可

得到方程 (2)的精确解形式为 [54]
 

m · σ = K (m0 · σ)K−1, (3)

σ其中,   是泡利矩阵, 矩阵K为 

K =
1

|ξ|2 (P +Q)

(
ξ∗P + ξQ −µR∗e−iδ

µReiδ ξP + ξ∗Q

)
,

其中, 

ξ = iµ/2 + ν/2, N =

√
(ks − 2ξm03)

2
+ 4ξ2A2

s ,

β = −i2ξ − im03ks,

P = h11h
∗
11, Q = h12h

∗
12, R = −ie−iδh∗11h12,

h11 = i
(
C1eB − C2e−B

)
e−iδ/2,

h12 =
(
C1e−B − C2eB

)
eiδ/2,

C1 =
√

(µm03 + i (A2
s ks −N)) /2,

C2 =
√

(µm03 + i (A2
s ks +N)) /2,

B = −iN (x+ iβt) /2.
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µ

|µ| = Asks

(|µ| < Asks) (|µ| > Asks)

|µ| → Asks

方程 (3)表示嵌入到自旋波背景的磁孤子解. 随着

 的增加, 自旋波背景逐渐趋于局部化, 并且由于

孤子和自旋波背景之间的相互作用形成呼吸子. 仔

细分析方程 (3)的解, 可以得到 Akhmediev呼吸

子、Kuznetsov-Ma孤子及磁怪波. 结果发现不同

的磁状态取决于一个临界值   , 它也是调

制不稳定过程  和周期化过程 

及在极限  时的磁状态的分界线.

调制不稳定性在非线性物理学中被广泛研

究 [54−56], 其特征是小扰动和连续波背景之间的周

期性能量交换. 它可以用于在非线性光纤中产生高

重复率脉冲, 可以精确地描述非线性薛定谔方程

的 Akhmediev呼吸子 . 在光纤中 , Akhmediev呼

吸子具有时间周期性, 在传播方向上表现出单一生

长 -返回循环的特性 , 即著名的 Fermi-Pasta-

Ulam循环 [57]. 近年来, 调制不稳定性已被发现在

各种非线性物理系统中, 对高度局域化怪波的产生

起着重要作用.

|µ| < Asks ν = ksm03方程 (3)可以在  和  的条件

下简化, 并得到 Akhmediev呼吸子解, 主要参数化

简为如下形式: 

P = As (kscoshθ −Nsinhθ)− µcosϕ−Nm03sinϕ,

Q = As (kscoshθ +Nsinhθ)− µcosϕ+Nm03sinϕ,

R = µcoshθ + iNm03sinhθ −As (kscosϕ+ iNsinϕ) ,
(4)

θ=µNt, ϕ=−N(x+2ksm03t), N=
√
A2

s k
2
s −µ2.

2π/N

t→ ±∞ t→ ±∞
m3 m03

(
1− 4µ2/k2s

)
As = 1

1/2 ⩽ As < 1, |µ| = ks/2 m1 −m2

m3

|m+ (x, t)|2 m+ ≡ m1 + im2

式中  

上述结果表明, 方程 (4)的解在空间上是以  

为周期的, 在时间上是非周期性的. 这一过程也可

以看作是磁化强度动力学实现的 Fermi-Pasta-

Ulam循环的空间表现. 为了研究磁化调制不稳定

性的渐近形式, 需考虑  的情况. 当 

时,    的值近似为   . 当   或

 时, 磁化矢量位于 

平面中,   的值为零. 此条件下的磁振子密度分布

 取得最大值 1, 这里   .

(4)式的解还可以认为是调制不稳定的过程, 这种

不稳定性过程也可以通过线性化相应解的初始值

来表示: 

m+ (0, t) ≈
(
−1± iϵ

4µN

k2s
sinϕ

)
eiksx,

m3 ≈ ±ϵ4N
2

k2s
sinϕ, (5)

As = 1 x0 > 0, ϵ = exp (−x0)这里   , 由于   是一个

小量.

通过参数方程 (4)式表达的 Akhmediev呼吸

子解, 实际上表示自旋波背景的不稳定过程, 即在

自旋波背景下的小扰动, 这些小扰动随着时间的推

移可呈现指数形式放大的非线性过程. 在这个过程

中, 磁孤子和自旋波背景之间发生周期性磁振子交

换. 应当注意的是, 在基态背景上激发的磁孤子没

有这种特性. 由此说明, 正是自旋波和磁孤子之间

的相互作用导致了这一非常有趣的现象.

|µ| > Asks ν = ksm03另外, 在   和   的条件下, 可

以得到方程 (2)另外一种形式的磁激发态, 它类似

于非线性光纤中光脉冲传播的 Kuznetsov-Ma孤

子解, 也可以看作是怪波流体力学的原型. 经过化

简后, 该解的主要特征参数如下: 

P = µcoshθ + ζm03sinhθ −As (kscosϕ+ ζsinϕ) ,

Q = µcoshθ + ζm03sinhθ −As (kscosϕ− ζsinϕ) ,

R = As (ks cosh θ + iζ sinh θ)− µ cosϕ+ iζm03 sinϕ,
(6)

ζ=
√
µ2 −A2

s k
2
s , θ=ζ (x+ 2m03kst) , ϕ = µζt其中,   .

−2ksm03 1/ζ

As = 1 θ

x→ ±∞ m3

m03

(
1− 4A2

s
)

m+

m0+

(
4A2

s − 3
)
(N ∓ iks) / (N ± iks) m0+ ≡

m01 + im02

2 arctan
[
2Nks/

(
N2 − k2s

)]

m3

As = 1 1/2 ⩽ As < 1, |µ1| = ks/2 x→ ±∞
m3

由 (6)式可知, 磁性 Kuznetsov-Ma孤子的主

要特性表现为具有时间周期性而空间具有非周期

性, 且孤子的传播速度为  , 宽度为  . 当

 时, 参数  仅取决于 x, 这意味着包络速度变

为零, 孤子被自旋波囚禁在空间中, 这是极为有趣

的 现 象 , 等 待 进 一 步 深 化 研 究 . 为 了 研 究

Kuznetsov-Ma孤子的渐近形式 , 考虑极限情况

 .  根 据 方 程 (3)和 (6),    近 似 为

 , 而横向分量表示为   , 近似为

 ,  这 里  

 . 当自旋波通过磁孤子时, 这一结果表

明自旋波相位改变了  . 自

旋波的这种相位改变会影响磁孤子的传播速度, 表

示自旋角动量从自旋波背景转移到动态孤子, 也就

是前面说到的全磁自旋转移力矩效应. 另外, 要想

实现  的零背景情形, 可以通过两种情况来实现,

即  或  , 而在 

时磁振子密度分布达到最大值 1. 因此,   的最大

和最小的演化与孤子的传播方向相同, 这一特性说

明了孤子在铁磁体磁化周期解的背景下传播时的

呼吸特性.

方程 (3)的磁性 Kuznetsov-Ma孤子解不同于

磁性 Akhmediev呼吸子解, 方程 (6)的局部周期

性磁振子交换表现为时间周期性演化. 因此, 高磁
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|µ| = Asks

(|µ| < Asks)

(|µ| > Asks)

µ

ν = ksm03 |µ| → (Asks)
−

(Asks)
+

|µ| Asks

|µ| (Asks)
+

振子密度沿着孤子的传播方向呈时间周期性变化.

上述的讨论表明,   是一个临界点条件, 划

分了调制不稳定性过程   和周期化过程

 . 它会导致不同物理行为的呼吸特征,

在很大程度上取决于调制参数   , 如图 1所示, 在

 的条件下, 在极限  和 

过程中, 绘制了两种不同的渐近行为. 前一种情况

演示出了形成近乎四片瓣的空间周期过程. 随着调

制参数   接近   , 相邻磁性瓣的空间间隔迅速

增大, 而一个谷分裂为两个, 且谷的振幅逐渐增大.

另一种情况显示了自旋波背景的局部化过程, 当调

制参数  接近  时, 相邻磁性花瓣的时间间

隔迅速增大.

|µ| (Asks)非常有趣的是, 在   趋于   的极限情况

下, 可以得到方程 (3)的一种全新的磁化强度激发

态, 它是一个有理解的形式, 称之为磁怪波, 其中

主要参数由下式给出:
 

P =
(
2tAsk

2
s +Asksm03x± 1

)2
+A3

s k
2
s
(
Asx

2 − 3Ask
2
s t

2 ∓ 6t
)
,

Q =
(
2tAsk

2
s +Asksm03x∓ 1

)2
+A3

s k
2
s
(
Asx

2 − 3Ask
2
s t

2 ± 6t
)
,

R = i2A2
s ks (x+ 3tksm03) + (P +Q)/2− 2, (7)

± |µ| → ±Asks这里符号   表示   的极限情况. 为了研

x→ ±∞ (t→ ±∞) x→ 0 (t→ 0)

x→ ±∞ (t→ ±∞) m3(
1− 4A2

s
)
m03 x→ 0 (t→ 0) m3

m03 − x→ ±∞ (t→ ±∞) m3

m03 x→ 0 (t→ 0) m3(
1− 4A2

s
)
m03 m+

x→ ±∞ (t→ ±∞) m0+

(
3− 4A2

s
)

x→ 0 (t→ 0) m+ −m0+ −
x→ ±∞ (t→ ±∞) m+ −m0+

x→ 0 (t→ 0) m0+

(
3− 4A2

s
)

−

究 方 程 (7)磁 怪 波 的 渐 近 形 式 ,  考 虑

 和   的 情 况 .  对

于+的情况 , 当   时   近似为

 , 当   时分量   近似为

 ; 而对于  的情况, 当  时 

近似为   , 当   时分量   近似为

 . 对于横向分量   , 在+的情况, 当

 时 近 似 为   , 当

 时分量   近似为   ; 在   的情

况, 当  时分量  近似为  ,

当   时近似为   . 上述分

析表明情况+表示亮怪波, 而情况  对应于暗怪波.

亮和暗怪波的图形表示如图 2所示.

As = 1特别的, 当  时, 可以得到磁怪波如下: 

m+ = −eiksx
[
1−

(
8x2k2s − i4xks (F1 − 2)

)
/F 2

1

]
,

m3 = ±8txk3s /F
2
1 , (8)

F1 = 1 + t2k4s + x2k2s m3这里  . 如图 3所示, 分量  的

特征是由两个峰一个谷分裂为两个峰和两个谷的

反对称分布, 呈现出四片花瓣的结构状.

上述结果表明, 磁怪波的形成存在两种过程:

一个是自旋波背景的局部化过程, 另一种是亮孤子

的周期化的还原过程. 磁怪波是由磁振子交换和高

密度的强时间和空间局域化表现出来的. 而且, 磁

怪波可以通过自旋波背景的小局部扰动激发. 
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µ → Asks, ν = ks
√

1−A2
s m3图 1    方程 (3)在   的极限条件下, 磁化分量   的渐近过程, 参数如下: As = 0.9, ks = 1　(a) µ = 0.82;

(b) µ = 0.89; (c) µ = 0.89999; (d) µ = 1.1; (e) µ = 0.96; (f) µ = 0.9001

m3 µ → Asks ν = ks
√

1−A2
sFig. 1. The asymptotic processes of the magnetic component    in the limit processes    and    in Eq. (3),

where the parameters are as follows: As = 0.9, ks = 1: (a) µ = 0.82; (b) µ = 0.89; (c) µ = 0.89999; (d) µ = 1.1; (e) µ = 0.96; (f) µ =
0.9001, respectively. 
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4   单轴各向异性系统中的精确怪波解

在这个部分, 本文考虑自旋极化电流驱动下各

向异性铁磁纳米线中的磁怪波动力学, 这种情况下

方程 (1)是不可积的, 为了达到这个目的, 需要对

方程 (1)做一些近似处理和变换. 方程 (1)有两种

q ≡ mx + imy m2
z = 1− |q|2

基本激发态, 即自旋波和动力学孤子, 这两种激发

态都源于磁矩对基态的微小偏移. 因此, 在各向异

性情况可以引入一个合理的函数 q 替换磁化强度

的分量, 即   和   . 在考虑

无阻尼和长波近似的条件下, 方程 (1)可以转变成

可积的非线性薛定谔方程的形式:
 

i
∂q

∂t
=
∂2q

∂2x
+

1

2
q|q|2 + iAJ

∂q

∂x
− ω0q, (9)

ω0 = 1 + hext/ (Hk/Ms − 4π)

q = Ace−i(kcx−ωct) ωc kc

其中  . 根据前面谈到的

达布变换的思想, 方程 (9)的解析解很容易构造出

来 [58−62]. 这里, 选择单轴各向异性情况下的自旋波

解作为初始种子解   , 其中   和  

分别为无量纲的频率和波数. 经过复杂的计算, 可

以得到具有呼吸特性的孤子解 [53].

µ1 = Ac

ν1 = −kc
(µ1 < Ac) (µ1 > Ac)

ν1 = −kc
µ1 = A−

c A+
c

µ1 → Ac

与各向同性讨论的类似, 在临界点  且

 的条件下 , 可得到调制不稳定过程

 和周期性过程   , 这就导致了依

靠调制呼吸行为而实现不同特征. 在  条件

下, 取极限   (和   )导致了两种不同的渐

进行为. 当取极限条件   时, 出现奇异的磁

怪波, 即
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m = (m1,m2,m3)

As =
√
3/2, ks = 1.5, ν = ks

√
1−A2

s , µ = ±0.75
√
3

图  2      方 程 (3)和 (7)中 磁 化 强 度   的 怪 波 演 化 图 , 即 (a)−(c)为 亮 怪 波 ,  (d)−(f)为 暗 怪 波 . 参 数 :

 , ±分别表示亮怪波和暗怪波 [54]

m = (m1,m2,m3)

As =
√
3/2, ks = 1.5, ν = ks

√
1−A2

s

µ = ±0.75
√
3 ±

Fig. 2. The  graphical  evolution  of  rogue  waves  for  the  magnetization      in  Eq.  (3)  and  (7),  i.e.,  bright  rogue

waves  (a)−(c)  and  dark  rogue  waves  (d)−(f).  The  parameters  are  as  follows:    ,  and

  with the sign    corresponding to the bright and dark rogue waves, respectively[54].
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µ → Asks, ν = ks
√

1−A2
s

m3

ks = 0.9, µ = 0.8999

图 3    方程 (3)在 As = 1,   的条

件下, 磁化分量  四片花瓣结构的演化图. 参数如下: As =

1,  

m3

µ → Asks, ν = ks
√

1−A2
s

As = 1, ks = 0.9, µ = 0.8999

Fig. 3. The  formation  of  magnetic  petal  in  the  component

   of  Eq.(3)  under  the  special  condition  of  As  =  1,

 . The parameters are as follows:

 . 
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Q1 = Aceiφ
[

4
(
1− itA2

c
)

t2A2
cη + 2txA2

c ζ + ε

]
, (10)

φ = ωct− kcx η = A2
J +A2

c + 4k2c − 4AJkc

ζ = AJ − 2kc ε = 1 + x2A2
c

AQ = 3Ac x = 0 t = 0

µ1 A−
c

µ1 A+
c

µ1 → Ac

|q|2 = 9A2
c

ρq(x, t) =

|q1(x, t)|2 − |q1(x = ±∞, t)|2

其中 ,    ,    ,

 ,   . 方程 (10)呈现出怪波

的典型特征. 磁振子从自旋波背景向中间积聚形成

临界振幅为   . 这也表示在   和  

时, 局域波完全被捕获. 如图 4所示, 表明了方程 (10)

的磁怪波的实现, 当   靠近   时, 磁振子逐渐积

聚增多, 以及当   靠近   时, 磁振子逐渐分散降

低. 图 4的插图表达了在   时, 临界峰将要

出现, 此时磁怪波将要被激发, 它的磁振子密度峰

值为   . 为了更深入地探索铁磁纳米线中

磁怪波的性质, 分析磁振子密度的分布, 以及与背

景之间的交换 , 这里需要引入新函数  

 .

ρ= |Q1(x, t)|2−|Q1(x = ±∞,

t)|2,
根据方程 (10)和  

 可以获得磁怪波的磁振子密度分布关系:
 

ρ = 8A2
c
Γ1 − Γ2

(Γ1 + Γ2)
2 , (11)

Γ1 = 1 + t2A4
c , Γ2 = A2

c [x+ t (AJ − 2kc)]
2∫ +∞

−∞
ρ(x, t) = 0

ρQ (±1/Ac, 0) = 0

2/Ac

其 中   ,  且

对于任意时间满足   . 根据条件

 , 定义怪波中波峰的空间宽度为

 . 经过仔细的计算发现, 某一固定的时刻, 背

S1 + S2 = S3

景中丢失的磁振子完全转移到波峰中, 即对应面积

关系  . 这个结果清楚地表明了带有强

呼吸特点的磁怪波的产生机制, 即主要是由于能量

和磁振子从背景向中间积聚, 从背景中丢失的磁振

子完全转移到了磁怪波的波峰中.

为了进一步阐释磁怪波的产生机制, 还需要关

心的是怪波如何使磁振子和能量从背景向中心积

聚, 这时需要再引入新的函数, 即积聚和耗散率来

进行说明: 

δ1(x, t) ≡ limlQ→±∞ |Q1(x, t)−Q1 (x = lQ, t)|2,

通过复杂的计算可以得到 

δ1(x, t) = 16A2
c

Γ1

(Γ1 + Γ2)
2 . (12)

AJc = 2kc

(x, t)

AJc = 2kc

这说明了在不同的自旋极化电流下怪波和背景之

间的交换 (图 5). 根据方程 (12), 可知自旋极化电

流能够调控磁孤子积聚和耗散率, 并且临界电流为

 . 在临界电流以下, 磁振子的交换随着电

流的增加而降低; 在临界电流以上, 磁振子的交换

随着电流的增加而增加 (图 5(f)). 从图 5(a)到

图 5(e)可以看出, 自旋极化电流使怪波和背景的

磁振子交换不同导致了磁怪波对于  空间方向

的不同. 当    时, 磁振子的空间积聚 (或者

耗散)达到最大 (图 5(f)). 通过计算 

ξ1(x, t) =

∫ +∞

−∞
δ1(x, t) = 8πAc/

(
1 + t2A4

c
)1/2

t < 0

t = 0 t > 0

发现: 当  时, 背景中的磁振子向中间积聚; 当

 , 怪波的临界峰值出现; 同理, 当   , 波峰

中的磁振子开始向背景转移, 波峰逐渐衰减. 最后

磁怪波完全消失, 这也就证明了磁怪波仅仅是一个

在时间和空间上的震荡, 充分体现了一个不稳定动

力学过程的特性.

m3

最后, 如何在实验中探测到这种呼吸子和怪波

是非常有趣的. 囚禁在光格子中的玻色-爱因斯坦

凝聚体可以具有铁磁性, 即玻色铁磁 [63−65], 这种情

况下  分量的平均值可以从直接测量自旋磁量子

数为+1和–1的塞曼子能级的粒子数之差来实现.

这意味着对于磁呼吸子解, 存在时间或空间周期性

的粒子数, 而对于怪波则粒子群为不均匀的. 对于

费米子铁磁体, 电流通过铁磁体时, 其电阻受磁矩

取向的强烈影响. 因此, 磁呼吸子解会使磁性层中

的电阻发生周期性变化, 而怪波情况下, 应该会出

现瞬时电阻的急剧变化. 
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图  4    不同的参数   下的磁振子密度分布图 [53], 范围从

0.09到 0.29间隔 0.05. 插图为怪波形成时的磁振子密度 .

其余参数为  

µ1

Ac = 0.2, AJ = kc = 0.1

Fig. 4. The magnon  density  distribution  against  the   back-

ground for  the  different  parameter    ,  which  ranges  from

0.09 to 0.29 in 0.05 steps[53]. The inset figure is the magnon

density distribution against the background for the excited

formation  of  magnetic  rogue  wave.  Other  parameters  are

 . 
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5   结　论

综上所述, 本文研究了自旋转移力矩激发下的

各向同性和单轴各向异性的铁磁体的磁化动力学

过程. 首先在各向同性系统中得到了 Akhmediev

呼吸子、Kuznetsov-Ma孤子和怪波的精确的表达

式. 根据临界条件分别分析了调制不稳定过程、周

期化过程和磁怪波. 这些结果对探测玻色子和费米

子铁磁体的非线性激发有一定的指导意义. 然后对

单轴各向异性的磁怪波进行分析发现, 能量和磁振

子向中心位置的积聚对带有强呼吸子特点的怪波

的产生起主要作用, 且怪波具有暂时性和局域性.

它和背景间的能量与磁振子的交换可以通过自旋

极化电流调控, 并且在临界值以上和临界值以下自

旋矩的作用完全不同. 这为铁磁系统中的调制不稳

定性对非线性激发的可控性研究也提供了重要

意义.

参考文献

 Bu K M,  Kwon H Y,  Kang S  P,  Kim H J,  Won C 2013 J.
Magn. Magn. Mater. 343 32

[1]

 Moon J H, Seo S M, Lee K J, Kim K W, Ryu J, Lee H W,
McMichael R D, Stiles M D 2013 Phys. Rev. B 88 184404

[2]

 Yu  X  Z,  Kanazawa  N,  Onose  Y,  Kimoto  K,  Zhang  W  Z,[3]

Ishiwata S, Matsui Y, Tokura Y 2011 Nat. Mater. 10 106
 Rohart S, Thiaville A 2013 Phys. Rev. B 88 184422[4]
 Robler  U  K,  Bogdanov  A  N,  Pfleiderer  C  2006 Nature  442
797

[5]

 Allwood D A, Xiong G, Faulkner C C, Atkinson D, Petit D,
Cowburn R P 2005 Science 309 1688

[6]

 Parkin S S P, Hayashi M, Thomas L 2008 Science 320 190[7]
 Li  Z  D,  Hu  Y C,  He  P  B,  Sun  L  L 2018 Chin.  Phys.  B 27
077505

[8]

 He P B, Xie X C, Liu W M 2005 Phys. Rev. B 72 172411[9]
 Tretiakov O A, Liu Y, Abanov Ar 2012 Phys. Rev. Lett. 108
247201

[10]

 Li  Q  Y,  Zhao  F,  He  P  B,  Li  Z  D  2015 Chin.  Phys.  B  24
037508

[11]

 Kosevich A M, Ivanov B A, Kovalev A S 1990 Phys. Rep. 194
117

[12]

 Mikeska H J, Steiner M 1991 Adv. Phys. 40 191[13]
 Haazen  P  P  J,  Mure  E,  Franken  J  H,  Lavrijsen  R,  H.
Swagten J M, Koopmans B 2013 Nat. Mater. 12 299

[14]

 Miron  I  M,  Gaudin  G,  Auffret  S,  Rodmacq  B,  Schuhl  A,
Pizzini S, Vogel J, Gambardella P 2010 Nat. Mater. 9 230

[15]

 Di K, Zhang V L, Lim H S, Ng S C, Kuok M H, Yu J, Yoon
J, Qiu X, Yang H 2015 Phys. Rev. Lett. 114 047201

[16]

 Wang W W, Albert M, Beg M, Bisotti M A, Chernyshenko D
2015 Phys. Rev. Lett. 114 087203

[17]

 Li Z D, Cui H, Li Q Y, He P B 2018 Ann. Phys. 388 390[18]
 Chesi S, Coish W A 2015 Phys. Rev. B 91 245306[19]
 Li  Z  D,  Liu  F,  Li  Q  Y,  He  P  B  2015  J.  Appl.  Phys.  117
173906

[20]

 Pfleiderer C, Julian S R, Lonzarich G G 2001 Nature 414 427[21]
 Uchida  M,  Onose  Y,  Matsui  Y,  Tokura  Y 2006 Science 311
359

[22]

 Meckler  S,  Mikuszeit  N,  Preßler  A,  Vedmedenko  E  Y,
Pietzsch  O,  Wiesendanger  R  2009  Phys.  Rev.  Lett.  103
157201

[23]

 Moriya T 1960 Phys.Rev. 120 91[24]

 

-50 0 50

50

0

-50





(a)

-50 0 50

50

0

-50





(b)

-50 0 50

50

0

-50





(c)

-50 0 50

50

0

-50





(d)

-50 0 50

50

0

-50





(e)

-100 0 100

0.70

0.35

0







(f)

-100 0 100

6.0

3.5

1.0



J=0
J=0.2
J=0.4
J=0.6
J=0.8

(x, t)

AJ = 2kc Ac = kc = 0.2

图 5    (a)−(e)不同电流值激发怪波在区域   的分布图 [53], 电流从 0到 0.8, 间隔为 0.2; (f)不同电流怪波形成时的图形, 插图

为磁振子积聚的最大时情况. 临界电流   , 其它参数  
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Fig. 5. (a)−(e) The formation region in space     for magnetic rogue wave with different current[53]. The parameter     ranges

form 0 to 0.8 in 0.2 steps; (f) The nonuniform exchange of magnons between rogue wave and background for the different spin cur-

rent. The inset figure in (f) denotes the maximal accumulation (or dissipation) process for the critical current value  . Oth-

er parameters are   . 
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Abstract

In this paper, we introduce some new excited states of magnetization in ferromagnetic nanowires, including

Akhmediev  breathers,  Kuznetsov-Ma soliton  and  rogue  wave  in  isotropic  ferromagnetic  nanowires,  and  rogue

wave in anisotropic ferromagnetic nanowires driven by spin-polarized current. The isotropic case demonstrates a

spatial periodic process of a magnetic soliton forming the petal with four pieces and a localized process of the

spin-wave background. In a limit case, we get rogue waves and clarify its formation mechanism. In the case of

anisotropy, it is found that the generation of rogue waves mainly comes from the accumulation of energy and

rapid dispersion in the center. In addition, rogue waves are unstable, the spin-polarized current can control the

exchange rate of magnons between the envelope soliton and the background. These results can be useful for the

exploration of nonlinear excitation in Bosonic and fermionic ferromagnet.
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