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离子阱系统是实现量子计算和量子模拟的主要体系之一. 世界范围内的各个离子阱研究小组共同推动

着离子阱结构的丰富化发展, 开发出一系列高性能的三维离子阱、二维离子芯片、以及具有集成器件的离子阱

系统. 离子阱的结构逐渐向小型化、高通光性和集成化方向发展, 并表现出卓越的量子操控能力—对多离

子的囚禁能力和精确控制能力越来越高. 本综述将总结过去的十几年里离子阱在结构上的演化历程, 以及离

子阱在量子计算与量子模拟实验研究中的最新进展. 通过分析具有代表性的离子阱结构, 总结离子阱系统在

加工工艺、鲁棒性和多功能性等方面取得的进步, 并对基于离子阱系统的可扩展量子计算与模拟作出展望.
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1   引　言

过去一百多年, 量子力学在描述光子、原子、

电子、离子等微观粒子的基本性质和运动规律上取

得了巨大成功, 已逐渐成为人们理解世界规律和推

动科技发展的重要工具, 带来了人类社会的巨大变

革. 当今, 量子力学引导的科技革命方兴未艾, 人

们正试图实现大规模的可控量子系统, 实现计算能

力的巨大飞跃. 这源自二十世纪 80年代 Feynman[1]

提出的量子模拟的构想: 想要使用经典计算机模拟

量子世界, 需要指数级增加的经典算力资源, 而如

果使用量子系统模拟量子力学, 则可以大大减少资

源消耗. 二十世纪 90年代, Shor[2] 提出了著名的

Shor算法, 具备破解公开密钥加密方法 (RSA加

密算法)的潜力, 被认为是量子计算机优越性的代

表算法.

随着技术的进步, 构建一台有望超越经典计算

机的量子计算机逐渐成为可能. 能够实现量子计算

的量子系统必须满足 DiVincenzo判据, 即: 1)具

有良好表征的量子比特; 2)初态制备; 3)可实施量

子纠错的长相干时间; 4)可实现一组通用量子门;

5)结果可以被高效读出; 6)具有可扩展能力 [3]. 多

种物理系统都被证明可以满足前 5个条件, 如超导

量子系统、离子阱系统、冷原子系统、碳化硅系统、

氮空位色心、光子体系、核磁共振系统、以及拓扑

量子比特等. 而可扩展能力是当前所有系统都面临

的最大困难.

离子阱系统是最早用于囚禁单个带电粒子的

装置, 被认为是实现量子计算最有潜力的量子硬件
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之一. Paul[4] 于 1953年发明了一种使用射频电场

和静电场束缚离子的装置, 被称为 Paul阱. Deh-

melt[5] 使用一种静磁场和电场相结合的结构, 成功实

现了对电子的囚禁, 并将其命名为 Penning型离子

阱. Paul和Dehmelt二人也因此共同获得了 1989年

的诺贝尔物理学奖. 两种离子阱的原理不同, 但都能

够将单个或多个离子束缚在真空环境中, 如质谱 [6, 7]、

原子钟 [8–13]、腔量子电动力学 [14–17]、基本物理常数

测量 [18]、量子模拟 [19–24]、以及量子计算 [25–31] 等. 本

文重点论述 Paul阱, 关于 Penning阱的相关内容,

可以参考文献 [32, 33].

1+0
−0.0017

二十世纪 80 年代, 美国国家技术标准局 (NIST)

的Wineland等在 Paul阱中实现了单离子的激光

冷却 [34], 并且首次将离子冷却到运动基态 [35], 这为

激光操作离子的内部量子态提供了基础 [36].

Wineland也因此获得了 2012 年的诺贝尔物理学

奖. 1995年, Cirac和 Zoller[25] 正式提出离子阱系

统可被用于量子计算, 其中单个离子的内部能级被

认为是一个量子比特, 离子间由于库仑力而共享的

运动模式可以作为相互作用的桥梁, 使用激光可以

实现单量子比特操作和双比特操作. 离子阱在满

足 DiVincenzo前五条判据上取得了一系列重要突

破 . 近几年 , 离子阱中的单比特门保真度已达

99.9999%[37], 基于激光的两比特门的保真度达到

0.9989(7), 0.9992(4) 和 0.9994(3) [38–40], 基于微波

的两比特门保真度高达   
[41]. 单离子的相干

时间可达 5500 s[42], 远远超过量子门所需要的时

间. 离子阱的可操作比特数目日益增长, 奥地利初

创公司 Alpine Quantum Technologies (AQT)的

商业化离子阱可实现 24个离子的 Greenberger-

Horne-Zeilinger (GHZ)态制备 [43], 美国公司 IonQ

则实现了上百个离子的囚禁、79个离子的单比特

门和 11个离子的全连通量子算法 [44]. 离子阱中的

保真度指标已经超越了容错量子计算的阈值 [45–47],

人们已经可以实现单个逻辑比特的容错编码和纠

错 [48,49]. 除了量子计算, 离子阱也成为重要的量子

模拟平台 [50– 52], 例如使用原子离子混合系统

(hybrid system) [53–55] 研究冷分子的合成过程及性

质 [54,56–59].

当前, 电子计算机的计算能力面临着瓶颈, 进

一步减小晶体管的体积越来越困难. 当芯片的加工

尺寸达到 1 nm左右, 线路中的量子效应将占据主

导, 电子的状态将不再稳定, 无法实现准确的计算.

|0⟩ |1⟩

2n

量子计算机则从根本上利用粒子的量子特性实现

计算, 有望大幅提升计算能力, 解决目前面临的诸

多问题. 量子计算机使用处于叠加状态的量子比特

 和   , 取代经典计算机中只能处于 0或 1的经

典比特. 量子计算机可以自然地实现量子系统的演

化, 对于求解和模拟量子系统有着天然的优势. 对

于 n 个量子比特, 其描述的参数空间需要使用  

个经典比特才能够实现. 通用的大规模量子计算是

量子计算机发展的最终目标, 要求量子系统能够实

现规模上的可扩展 (上万个量子比特)和纠正计算

中的错误. 虽然当前的离子阱系统距离通用量子计

算还有一定距离, 但离子阱系统有望率先实现有噪

音的中小规模量子体系, 将在生物制药、交通规划

和飞行器设计等复杂问题领域提供应用价值.

实现规模较大的量子计算要求量子比特数目

的扩展以及操作能力的提高. 对于离子阱系统而

言, 这不仅要求增加离子数目, 还要求激光独立操

控能力的提升. 一方面, 一个线性离子阱中离子的

数量是有限的, 由于离子之间存在库仑相互作用

力, 其间距在几微米左右, 而随着离子数量的增加,

离子链将变得越来越长. 这不仅会使得离子的间距

减小, 轴向运动频率降低, 还会使得离子的运动模

式越来越复杂, 实现离子间的相互作用越来越困

难. 另一方面, 实现离子操作的激光也需要相应的

扩展, 而光学的可扩展性也受到激光功率、光电器

件的性能、系统的通光性能、相邻离子串扰等因素

的限制. 因此, 优化离子阱的结构, 实现离子数目

和激光控制的可扩展性是当前离子阱发展的重要

问题.

实际上, 离子阱的结构一直在不断改进, 离子

阱逐渐从原来的体积大、通光性差且电极简单向着

小型化、高通光性和集成化方向发展, 对多离子的

囚禁能力和精确控制能力越来越高. 人们陆续发明

了线性四极杆阱 [60]、分段式的四极杆阱、线性刀片

阱 [61]、分段式线性刀片阱 [62] 等具有三维结构的线

性离子阱, 由于他们的尺寸都在厘米量级, 因此也

被称为宏观离子阱 (Macroscope trap). 微纳加工

技术的发展为离子阱的小型化和批量生产提供了

可能 , 人们发明了一种具有不同结构的离子阱

—微观离子阱 (Microscope trap)[63–65], 但通常需

要放置在低温环境 [66,67]. 除了使用线性离子阱, 还

有人使用二维 Paul离子阱 [68–72] 或 Penning阱 [73–76]

来扩展单个离子阱中的离子数量. 为了解决离子阱
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的可扩展问题, Kielpinski等 [77] 提出了量子电荷耦

合设备 (quantum charge-coupled device, QCCD)

的路线图—构造一个具有多个囚禁区域的离子

阱结构, 移动离子在不同功能区域间穿梭, 实现不

同的操作. 这需要使用具有结连接电极 (Junction)

结构的三维芯片阱 [78,79] 和表面阱芯片 [80]. 尤其是

与集成电路、集成光学相结合的表面阱有望为离子

阱结构的小型化和可扩展开辟新的道路 [64,81–84]. 第

二种扩展路线图是 Monroe等 [31] 提出的—模块

化的离子阱可扩展结构 (modular universal scalable

ion  trap  quantum-computer  (MUSIQC))— 离

子阱可以分布在不同的地方, 通过光子飞行比特连

接起来, 则可以实现更大规模的量子系统. Monroe

等 [31] 使用大数值孔径的物镜收集光子, 并实现了

不同离子之间概率性的纠缠 [85–87]. 为了提升收集

效率和纠缠速率, 可以使用与原子能级共振的法布

里-珀罗 (Fabry-Pérot, FP)腔 [88–90], 并实现高效率

的离子-光子纠缠 [89,91] 以及远距离的光子传输 [92,93].

但是这仍然面临着光学腔表面杂散电场对囚禁离

子稳定性的影响 [94].

综上所述, 离子阱作为一个优秀的量子系统,

为人们使用离子量子比特实现量子信息的处理提

供了丰富的操作手段. 但最终实现大规模的量子计

算, 离子阱的结构还需要不断地创新. 这些创新来

源于全世界不同实验室的共同努力和尝试, 也来源

于加工技术的进步和发展. 本文将从实现可扩展量

子信息处理为出发点, 论述离子阱设计时需要考虑

的主要原则和参数选择, 以一些典型的离子阱为

例, 详细论述不同结构的射频离子阱在加工方法、

通光性能、可扩展能力、以及量子态操作能力等方

面的特点, 以促进未来新型结构的发展和量子硬件

的进步. 

2   离子阱基本原理

本节介绍 Paul阱的基本原理和主要参数. 如

图 1所示 , 双曲面离子阱结构对称 , 射频 (radio

frequency, RF)电压被施加到射频电极上, 静电压

(static electric voltage, DC)被施加到直流电极上,

离子被囚禁在阱的中间. 在 Paul阱的双曲面电极

上施加电压, 在空间中形成的电势可以写为 

ΦDC =
UDC

2
(αDCx

2 + βDCy
2 + γDCz

2), (1)

UDC x y z

∇2U = 0

其中,    为施加的电压,    和   方向为径向,    方

向为轴向. 根据Maxwell方程,   要求
 

αDC + βDC + γDC = 0. (2)

因此单纯使用静电场, 至少有一个方向无法束缚离

子 . 如果施加射频场 (radio  frequency  field,  RF

field), 其产生的含时电势为
 

ΦRF =
URF

2
(αRFx

2 + βRFy
2 + γRFz

2) cos(ΩRFt), (3)

URF ΩRF其中  为 RF电压,   为射频角频率. 同样地 [25],
 

αRF + βRF + γRF = 0. (4)

γRF = 0 αRF = −βRF
αRF ∝ 1/r20 r0

x y

x

对于一维线性离子阱, 取  ,   , 且

 , 其中   为离子到电极的距离. 由于射

频电场的时变性,   和  方向交替地改变对离子的

作用力方向. 在轴向, 通过施加 DC则可以实现束

缚作用. 因此, 在合适的参数下, 离子将在电场中

作往复运动, 被囚禁在势阱中心. 只考虑  一个方

向上的电势
 

Φx =
1

2
[UDCαDC + URFαRF cos (ΩRFt)]x

2, (5)

F = ma

q

根据牛顿运动方程  , 对于处于该电场的正

电荷  , 有
 

ẍ = qE/m

= −Z |e|
m

[UDCαDC + URFαRF cos (ΩRFt)]x, (6)

Z m e

1.602× 10−19 C

其中,   为离子所带电荷数,   为离子质量,   为单

位正电荷    . 这与Mathieu方程
 

d2x
dξ2

+ [ax − 2qx cos (2ξ)]x = 0

形式一致, 只需要做如下替换:
 

 

d.c.

RF

d.c.

图 1    双曲面离子阱示意图 [95]

Fig. 1. Schematic  of  a  Paul  trap  with  hyperbolic  shaped

electrodes[95]. 
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ξ =
ΩRFt

2
, ax =

4ZeUDCαDC
mΩ2

RF
,

qx =
2ZeURFαRF

mΩ2
RF

, (7)

|ax|, q2x ≪ 1

上述方程在一定条件下具有通用的稳定解 [36, 78].

在  时, 可得到离子运动的一阶近似解 

x(t) ≈ 2Ax cos
(
βx
ΩRF

2
t

)[
1− qx

2
cos (ΩRFt)

]
,

(8)
βx ≈

√
ax + q2x/2 Ax其中,   ,   为常数, 依赖于初始的

边界条件 [36]. 上述结果表明, 离子的运动可以分为

两部分, 频率为 

ωsecular = βx
ΩRF

2
≪ ΩRF, (9)

2Ax

ΩRF qxAx

ax ≪ q2x

幅度为  的久期运动 (secular motion)和频率为

 , 幅 度 为   的 微 运 动 (micromotion). 当

 时, 离子的运动频率为 

ωsecular = qxΩRF/2
√
2 =

Z |e|URFαRF√
2mΩRF

. (10)

轴线方向的情况比较简单, 可以直接由 

d2z
dt2

+
ZeUDCγDC

m
z = 0 (11)

得到轴线运动频率 [25]
 

ωz =

√
Z |e|UDCγDC

m
(12)

和运动函数 

z(t) = Az cos (ωzt), (13)

Az其中,   为运动幅度.

当离子的微运动幅度远小于久期运动幅度时,

离子在径向所感受到的平均势阱近似于一个简

谐势: 

Φpseudo(r) =
Z |e|U2

RF
4mΩ2

RF
(α2

RFx
2 + β2

RFy
2), (14)

|0⟩
|0⟩ |00⟩ ≡ |0⟩ ⊗ |0⟩

z

称之为赝势 (pseudo-potential). 离子的运动可以

看作在这个赝势中的简谐振动, 当离子处于赝势的

中心附近时, 可以使用量子化的语言描述离子的运

动状态, 称之为声子. 声子作为离子的外态, 与离

子的内部电子能级所形成的内态共同组成了离子

的量子态. 如当离子处于内态的   态而运动处于

基态  时, 可以表示为直积态    . 通过

激光可以将二者耦合起来, 实现自旋与声子的耦

合. 对于多个离子, 由于库仑相互作用, 离子将在

束缚强度较弱的轴向 (一般为  轴)排成一排, 形成

一维离子晶体. 离子的间距由所有离子所受电场力

与库仑力平衡位置决定, 一般为几微米, 为使用激

光来独立地操作各个离子提供了便利. 此时, 离子

的运动模式被所有离子共享, 形成离子间相互作用

的纽带. 如对于质心模式而言, 所有离子都同时向

同一方向运动, 频率相同. 更多关于多离子运动模

式请参考文献 [96]. 

3   离子阱基本参数

在设计和加工离子阱时, 首先需要确定一些基

本参数. 在确保离子稳定囚禁的前提下, 离子的径

向声子频率越大越好. 这有几方面的原因, 第一,

原子的能级是有一定线宽的, 而操作离子能级的激

光也是存在一定线宽的, 只有当声子频率大于上述

的线宽时, 激光才能够分辨不同的运动频率. 第二,

当声子频率较大时, 离子的运动模式更不容易被外

界杂散电场激发, 因此具有更低的加热率. 第三,

在一维离子晶体中, 更大的径向声子频率意味着能

够容纳更多的离子 [96]. 第四, 大的声子频率还有利

于在多普勒冷却时得到更低的初始声子数.

URF

αRF ∝ 1/r20

r0 ΩRF

由 (10)式可知, 对于特定的离子, 想要增加径

向声子频率, 可以通过增加射频电场电压   , 增

加离子阱的结构因子  , 即减小离子到电

极的距离  , 或减小射频场驱动频率  来实现.

URF

P Q

URF ∝
√
2PQ

Q

URF

P n
√
n

1)增加  . 离子阱中, 常常使用螺旋谐振腔

提供 RF所需要的高压射频电场 [97,98]. 螺旋谐振腔

可以实现射频电场的电压增益以及阻抗匹配, 同时

可以实现对共振频率之外的噪音的滤波. 其输入端

的射频功率为  , 谐振腔的品质因子为  , 则其输

出的电压幅度为   . 常温下, 连接到离

子阱上的螺旋谐振腔的  值可以达到数百 [97,98], 而

在低温下可以达到 1000以上 [67]. 进一步提升  

的方法只能通过增加射频功率  来实现, 但提升 

倍的功率却只能带来  的电压增益, 这不仅受限

于电极材料的最大耐压性质, 还受限于离子阱结构

的热稳定性 [99].

r0 r0

ṅ ∝ r−4
0

2)减小离子到电极的距离   . 虽然减小   对

于增加声子频率效果明显, 但是这会导致离子加热

率   的急速增加 [100–104], 因此必须选择一个

合适的间距.

ΩRF

ΩRF qx

3)减小射频场驱动频率  . 根据 (9)式, 减

小  会导致  的增加, 不可能一直减小. 在端帽
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qx

qx < 0.5 ΩRF

URF

电极为 0时, Mathieu方程的稳定解要求   应小

于 0.908. 但实际上, 大多数的离子阱都会工作在

 的区域 [36]. 因此减小   会使得稳定囚禁

离子的射频电压  相应的降低, 与 1)冲突.

因此, 需要综合考虑所有因素, 并根据实际目

的, 选择一个全局最优的参数. 设计离子阱结构时,

还需要考虑如下因素:

1) 电极所构成的囚禁区域的尺寸、比例、通光

角度等几何参数, 这些参数也决定了离子运动频率

的大小和主轴方向;

2)电极的材料可以选择金属 , 如不锈钢 [61]、

钨 [68]、钛 [105,106] 等, 也可以选择镀金的绝缘材料,

如陶瓷 [107]、宝石 [108]、熔融石英 [109] 等, 材料的选择

需要考虑到真空放气率、是否超低温兼容、可加工

性、表面粗糙度、电阻率、射频损耗、硬度和热膨胀

系数等;

3)良好的电极的连接和固定方法确保结构的

牢固性;

4)分段电极的数量、尺寸和加工方法;

5)在具有结连接电极的离子阱中, 结连接的

形状和尺寸需要精细的设计, 以减小离子在移动过

结点时的加热 [78];

6)固定机械与真空腔体必须有足够的通光性,

确保操作激光的照射 , 以及高数值孔径 (nume-

rical aperture, NA)物镜用于离子荧光收集;

10−11 1Torr ≈ 133.322Pa

7)超高真空环境对离子阱至关重要, 能够隔

绝空气分子对离子的碰撞 [67], 防止离子从势阱

中逃出或形成分子, 因此需要真空腔、真空窗口、

真空泵以及真空馈通连接来提供超高真空环境

(约   Torr (  ));

8)使用低温系统有利于获得更好的真空环境,

以及降低加热率, 但也增加了系统的成本、体积和

复杂度. 

4   三维离子阱
 

4.1    四极杆阱

四极杆阱是一种常用的线性离子阱, 能够囚禁

一维离子晶体. 相比于 Paul发明的双曲面结构,

四极杆阱的电极更容易制作且具备更高的通光性,

至今仍是离子阱质谱仪领域使用最为广泛的结构.

它由四根主要的圆柱形电极构成, 其中两根作为

RF电极, 两根作为 DC电极. DC电极不仅作为

r0

Z0

RF电场的地, 还能够提供偏置电压控制离子位置.

如图 2所示, 四极杆阱根据 DC电极是否分段可以

分为两种结构. 其中不分段的四极杆阱需要使用端

帽电极提供轴向束缚, 在陶瓷绝缘支架上, 四根直

径 0.3 mm的钨棒的中心围成了边长 0.6 mm的正

方形, 两侧各有一根直径 0.2 mm的钨棒作为端帽

电极 , 相距 1.3 mm. 离子距离四个电极距离为

0.27 mm, 距离端帽电极 0.65 mm. 在其下方还有

两根电极, 一个用于补偿微运动, 另一根用于通过

射频电流, 驱动离子的磁偶极矩跃迁. 除了使用轴

向电极, 还可以使用环形电极等, 防止轴向通光孔

径被遮挡 [111]. 而分段的离子阱则将 DC电极分段,

可以在轴向开口, 具备轴向通光能力. 在图 2(b)的

四极杆阱中, 四根长 5 cm直径 0.79 mm的不锈钢

棒围成边长 1.25 mm的正方形区域, 其中两根作

为 RF电极, 两根作为 DC电极形成径向的束缚电

场, 离子距离电极中心距离为 R = 0.5 mm, 距离

电极表面   = 0.105 mm. 在两根 DC电极上共设

置四根 5 mm长的不锈钢管, 相距 2   = 6 mm,

使用 25 µm厚的聚酰亚胺作为绝缘材料隔离 [112].

轴向通光能力有利于使用一束激光照射整个离子

链并实施全局操作, 也有利于在轴向设置光学腔等

装置 [113]. 然而, 四极杆阱仍然存在一些不足, 如圆

柱电极结构仍然限制了径向和轴向的通光孔径, 分

段电极的数量难以增加. 

 

0

1+rf cos()

2+rf cos()

03

0 0









4

20

(a)

(b)

图 2    四极杆离子阱　(a)不分段的四极杆阱需要端帽电

极提供轴向束缚 [110]; (b)分段的四极杆阱使用分段电极提

供轴向束缚 [112]

Fig. 2. Four-rod trap:  (a)  Unsegmented  four-rod  trap   re-

quires end cap electrodes to provide axial confinement  [110];

(b)  segmented  four-rod  trap  uses  the  segmented  electrodes

to provide axial confinement[112]. 
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4.2    刀片阱

URF

2003年, Innsbruck大学的 Rainer Blatt组设

计了一种刀片形状的离子阱, 称为刀片阱 [61]. 如图 3

所示, 四个不锈钢刀片固定在 Macor陶瓷支架上,

构成一个刀片阱, 图中的尺寸单位为 mm. 轴向

一对钼金属制作的端帽电极提供轴向电压 (约

2000 V), 端帽上突出的圆形结构可以覆盖正对轴

线的陶瓷支架的表面, 以减小杂散电场对离子的干

扰. 三根不锈钢棒作为补偿电极, 其中一根用于竖

直方向, 另外相连的两根用于水平方向. 离子与刀

刃间距 0.8 mm,    为 1000 V左右 , 工作频率

23.5 MHz. 这类阱具有很多优点. 如势阱深度达到

数个电子伏, 径向声子频率可达 2—4 MHz, 能够

囚禁数十个离子; 刀片结构使得阱具有更高的通光

性能; 具备数个控制电极, 能够补偿离子的微运动;

加热率 < 10 个声子每秒. 这种离子阱由于具有优

良的性质获得了巨大的成功 , 被称为 Innsbruck

式的刀片阱. 为了提高系统的通光性和囚禁深度,

Rainer Blatt组在 2011年做了如下改进: 将离子

与刀刃间距缩短至 565 µm, 以获得更高的径向声

子频率; 在端帽电极中间设置直径 0.5 mm的通光

孔径, 以便在轴向照射激光, 并将端帽电极间距从

5 mm减小为 4.5 mm; 使用桥接导线将两个 RF

电极以串联方式连接 [114], 但桥接导线会产生交流

磁场, 影响离子能级. 他们后来又通过改变导线的

布线几何结构解决了该问题 [114]. 为了提升该阱的

热稳定性和通光性 [99], 在 2017年 Rainer Blatt组

在原有的设计基础上, 又做了如下改进: 使用蓝宝

石作为支架, 替换原来的Macor材料; 为匹配宝石

的热膨胀系数, 使用钛金属刀片替换原来的不锈钢

刀片; 刀片表面电镀 10 µm金层, 有利于减小刀片

发热产生的黑体辐射 [106], 还有利于降低由于紫外

光产生的光电效应 (金的逸出功为 5.1 eV, 而不锈

钢为 4.4 eV, 分别对应 243 nm和 282 nm的光子

能量 )[106]. 该类阱在轴向的加热率为 1.32(2)至

37(2) 个声子每秒. 经过这一系列的改进, Innsbruck

式的刀片阱成为一种结构紧凑、性能优良、质量稳

定的离子阱结构. 初创公司 AQT所提供的商业化

离子阱量子计算原型机使用的正是这种设计, 并将

所需的激光、射频、光路、控制系统全部集成到两

个 19英寸机柜中 [43,115].

1215µm× 539µm

Maryland大学的 Christopher  Monroe组在

2013年设计了一种分段式的刀片阱, 如图 4所示.

他们不使用沿着轴向的端帽电极, 而是将 DC刀片

分割成五段, 其中最外面的 DC电极可以实现轴向

束缚. 四个刀片为 500 µm厚的陶瓷片, 使用激光

切割出四个宽 50 µm的缝, 在刀刃处构成 250 µm的

五段. 电极表面镀金, 先蒸镀 10 nm的钛层和 1 µm
的金层, 也可以采取电镀金产生更厚的金层. 其中

RF刀片整体镀金, 五段电极相互连接, 而 DC电

极只镀一部分, 形成五个独立的电极. 组装时, 四

个刀片固定在陶瓷支架上, 每段 DC电极都有一

个 820 pF的陶瓷电容与地相连, 以减小 DC刀片

上感应的射频信号 . 刀片围成的囚禁区域为

 , 离子电极间距约为 660 µm. 这
种刀片阱具有在多个方向的通光性, 有利于实现不

同要求的光路配置. 在后来的设计中, 最外侧的

DC电极长度从 250 µm增加至 10 mm, 有利于使

得 RF电场在轴向更均匀, 减小 RF的轴向电场分

量引起的微运动 [116,117]. 在这个离子阱上, Debnath

等 [30] 演示了一个全连通的五比特可编程量子计

算机.
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图 3    Innsbruck式的刀片阱 [61]　(a)组装后的离子阱实物

图; (b)离子阱尺寸和结构图

Fig. 3. Innsbruck style blade ion trap: (a) Photograph of an

assembled  blade  trap;  (b)  dimensions  and  structure  of  the

trap. 
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30mm× 30mm× 100mm

22mm× 22mm× 92mm

82.6° 37.4°

刀片阱能够在多个方向提供较大的数值孔径,

这对于离子阱来说至关重要. 一方面需要使用大数

值孔径的物镜收集离子的荧光, 实现高效的探测和

成像. 越大的数值孔径所实现的收集效率越高, 通

常使用NA>0.3的物镜, 工作距离在 10—40 mm [117].

另一方面, 对单个离子的独立寻址需要使用高数值

孔径的物镜将激光聚焦到小于离子间距. 高数值孔

径物镜的工作距离要求离子应尽可能地靠近窗口,

而常用的金属真空腔的系统只能够在一个或者两

个方向上具有较短的距离. 为此, 人们尝试将物镜

放置在真空腔内部 [118]、使用集成的反射镜 [119–121]

和衍射器件 [122,123] 等措施以增加数值孔径. 但这大

大增加了系统的复杂度, 而且置于真空内的器件难

以调整和更换. 实验上, 金属真空腔由于易加工、

超高真空兼容常用于给离子阱系统提供超高真空

环境和机械支撑. 但金属真空腔需要使用光学窗口

才可以通光, 因此体积难以进一步缩小. 相比之下,

在冷原子体系中常用的玻璃真空腔同样能够提供

超高真空环境 [124,125]. 在玻璃真空腔中制备冷原子

系综, 使用光晶格或者光镊束缚单个冷原子阵列

都已经是很成熟的技术 [126,127]. 在中国科学技术大

学的刀片阱中, 就实现了刀片阱和玻璃真空腔的

结合. 如图 5所示, 所使用的玻璃真空腔尺寸为

 , 厚度 4 mm, 内部尺寸为

 , 离子距离真空腔外界只

有 15 mm. 所使用的的刀片为熔融石英基底, 表面

电镀 8 µm金层. DC电极使用激光切割表面金层

实现五段电极, 中间三段宽度为 250 µm, 每段间

隔 20 µm. 两个刀片相邻表面夹角为  和  ,

对应数值孔径分别为 NA = 0.66和 NA = 0.32[109].

该系统的两个侧面可以用于受激拉曼跃迁操作, 一

个方向用于荧光收集, 另一个方向可以实现可寻址

的光镊 [128–130]. 该玻璃腔内还保留足够的空间用于

实现冷原子系综的制备, 为未来的冷原子实验提供

了足够的光学操作空间 [54,56–59].

该离子阱的高通光性结构允许人们更高效地

使用光镊, 使得光镊与离子阱更好地结合 [109]. 光镊

是一种强会聚的光偶极阱 [128–131], 在冷原子系统中,

光镊可以实现原子的一维到三维排列 [126,128,129,132–134],

而将光镊用于离子阱, 能够实现单个离子的纯光囚

禁 [69,135,136], 避免由于微运动造成的加热问题 [137,138].
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图 4    Maryland型刀片阱 [62]　(a)分段刀片阱结构图. 分段刀片结构不仅可以提供轴向束缚, 还能够实现非简谐电势, 实现更均

匀的离子间距. (b) 在另一个刀片阱中, 将 DC最外侧电极的长度从 250 µm增加至 10 mm, 减小 RF在轴向的电场分量 [116,117]

Fig. 4. Maryland style blade ion trap[62]: (a) Structure of segmented blade ion trap. The segmented blade not only can provide axial

confinement, but also generate non-quadratic axial potential to achieve uniform ion distance; (b) in another blade ion trap, the out-

most segment is increased to 10 mm from 250 µm in order to reduce the residual RF electric field along the axial direction[116,117]. 

 

(a) (b)

图 5    中国科学技术大学的刀片阱 [109]　(a)放置于玻璃真

空腔中的刀片阱 , 在其四周允许同时使用两个 NA最大为

0.32的物镜和两个 NA为 0.66的物镜 ; (b)刀片阱的结构 .

该刀片材料为熔融石英 , 表面具有 8 µm金层 , DC电极表

面使用激光加工成为五段

Fig. 5. The blade ion trap used in University of Science and

Technology of China [109]: (a) A blade ion trap is placed in a

glass vacuum cell.  Two objectives with a maximum NA of

0.32 and  another  two  objectives  with  a  maximum  NA  of

0.66 are allowed to  be  used simultaneously.  (b)  The struc-

ture of the blade ion trap. The blades are made from fused

silica and coated with a 8 µm gold layer. The surface gold
of the DC electrodes is segmented into five using laser cut-

ting. 
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最为重要的是, 光镊不仅可以用于增加长离子链的

稳定性, 还能够实现同一离子链中不同操作的并行

性 [139–142], 有利于增加离子阱的可扩展性.

三维离子阱还给离子阱与光纤腔的结合提供

了足够的空间 [15,91,145–149]. 将离子阱与光学 FP腔

结合不仅有助于提升离子荧光的收集效率 [93], 还

能够实现离子与腔模的强耦合 [144,150], 用于腔量子

电动力学的研究 [147,151]. 然而, 将光纤腔集成在离

子阱中仍然十分困难. 虽然大腔镜具有较长的腔

长, 可以更方便地放置于真空腔中, 对于离子的扰

动较小, 但是较长腔长导致较大的模式体积和较小

的耦合系数, 而使用光纤制作的 FP腔能够拥有非

常小的模式体积, 因此可以实现强耦合. 但是光纤

腔的腔长通常只有几百微米, 暴露的介电材料也会

对离子的运动产生很大的影响 [94]. 表 1中列出了

一些离子阱与光学腔结合的案例及相关参数. 图 6

展示了几种集成光纤腔的离子阱结构. 图 6(a)中,

Innsbruck大学使用光学腔收集离子发出的 854 nm

光子, 通过波导将之转换为 1550 nm的光子, 在光

纤中传播了 50 km[93]. 得益于光学腔的使用, 该系

统实现了 50%的荧光收集效率和 25%的波导转换

效率. Sussex大学首次实现了单个离子与光学腔

的强耦合 [150], 图 6(b)为 Sussex大学的离子阱使

用了光纤腔, 光纤被一根细金属管包裹着放置于 RF

电极内部, 内部的金属管可以传递光纤上的电荷,

其上施加的电压可以调节离子的位置. 外圈的 RF

电极产生的势阱可以天然地将离子囚禁在光纤腔

中心附近. 径向的四根电极可以同时施加 DC电压

和 RF电场, 其中 RF电场可以将离子精确地移动

到腔模中, 以较小的微运动实现离子和腔模的强耦

合 [150,152]. 2020年, Aarhus大学的研究团队实现了

离子晶体与光学腔的强耦合, 如图 6(c)—(e)所示.

他们使用腔长为 11.8 mm的光学腔, 腔模可以覆

盖三维离子晶体中的一部分, 并通过腔内激光的开

关控制与离子的相互作用. 

4.3    三维芯片阱

刀片阱具备数个控制电极, 只能够实现离子的

稳定囚禁, 无法实现离子的频繁移动、分离以及合

并. 为了扩展刀片阱控制电极的数量, 丰富电极的

结构, 人们设计并搭建了三维芯片阱 [78,79]. 三维芯

片阱的尺寸介于宏观 (macroscopic)离子阱和微

观 (microscopic)离子阱中间, 可以被认为是介观

(mesoscopic)离子阱. 在绝缘片状材料表面镀金,

使用激光对其进行切割可以制备出分段电极, 将多

层分段电极堆叠组装即可形成三维芯片阱, 它具有

数十个控制电极以及更精密的电极结构, 能够很好

地实现离子链的分离、转移和合并 [160,161]. 但这种

离子阱的制作流程较为复杂, 需要手工加工和组

装, 因此难以批量制作.

苏黎世联邦理工大学的三维芯片阱如图 7所

示. 该阱由 11片芯片堆叠而成, 分别为: 顶部屏蔽

层, 绝缘层 1, 上补偿电极层, 绝缘层 2, 上控制电

极层, 绝缘层 3, 下控制电极层, 绝缘层 4, 下补偿

表 1    部分光学腔实验的参数, 来自文献 [105]
Table 1.    Structural parameters of capillary of different kind of fluid.

参考文献 课题组 腔长/µm 凹面半径/µm 模式波长 /nm 束腰/µm 精细度

[153] Walther 6000 10000 Ca-397 24 3000

[149] Blatt 21000 25000 Ca-729 54 35000

[146, 147] Walther 8000 10000 Ca-866 37 49000

[16, 154] Blatt 19980 10000 Ca-866 13 70000

[148] Chuang 50000 50000 Sr-422 57.9 25600

[145] Vuletic 22000 25000 Yb-369 38 12500

[155] Monroe 2126 25000 Yb-369 25 →3790  1490

[93] Blatt 19900 9980 Ca-866 12.3 54000

[156] Kurtsiefer 11000 5500 Rb-780 2.4 603

[157] Köhl 230 390 Yb-935 7 1000

[158] Köhl 150 300 Yb-935 6.1 20000

[159] Köhl 150 200 Yb-935 3.1 →1140  207

[143] Keller 367 560 Ca-866 8.5 48000
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电极层, 绝缘层 5, 底部屏蔽层. 每一层为厚度为

127 µm的陶瓷片, 顶部屏蔽层整体镀金且接地, 用

于电磁屏蔽和减少原子炉喷出的原子对电极的污

染; 绝缘层不做处理, 用于电气隔离, 而其他层都

覆盖有平均 8 µm厚的金层. 上下补偿电极层分别

设置有 7个电极, 用于微运动补偿; 上下控制电极

层分别设置一个 RF电极和 15个 DC电极, 用于

囚禁和移动离子, 电极宽度依次为 1, 1000 µm; 2
和 3, 500 µm; 4, 300 µm; 5 至 7, 155 µm; 8, 300 µm;
9 至 11, 155 µm; 12, 300 µm; 13 和 14, 500 µm;

9Be+
40Ca+

15, 1000 µm; 电极间距均为 20 µm. 整个三位芯片

阱放置于一个陶瓷滤波板上, 并使用电容和电阻为

每一条 DC电极滤波. 该阱可以同时囚禁   离

子和   离子. 相对于三维刀片阱, 这种阱具备

更加丰富的电极结构, 因此能够实现更加复杂的功

能. 该阱共有七个功能区, 两个装载区用于将原子

炉喷出的原子电离并捕获; 三个实验区用于激光与

离子相互作用; 两个移动区电极较窄用于实现离子

的分离、合并等操作. 该阱一共有 44个 DC电极,

其中 7对电极用于补偿七个功能区的微运动, 而剩
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图 6    光学腔阱　(a) Innsbruck大学的光学腔阱 [93]. 离子发出的 854 nm光子有 50%的概率被光学腔收集, 并被波导转换为通信

波长 1550 nm的光子. (b) Sussex大学的光学腔阱. 该装置首次实现了离子与腔模的强耦合 [143]. (c) Aarhus大学的离子阱. 一束径

向泵浦光 (RP)用于 Doppler冷却循环 , 发光的离子可以在 CCD上成像 , 光学腔镜 (CM)沿轴向放置 , 压电平移台 (PZT)将腔镜

(CM)锁定到与轴向 RP光共振 . (d)当使用径向 RP光时 , 整个离子阱中的大约   个离子全部发亮 . (e)关闭径向的

RP光, 只有光学腔中通过 RP光时, 处于腔内的   个离子可以正常发光, 而在腔外的离子进入暗态 [144]

6, 400± 200 536± 18

Fig. 6. Ion traps with integrated optical cavities: (a) Integrated optical cavity trap in University of Innsbruck [93]. 50% of the 854-nm

photons emitted from the ion can be collected by the cavity, and are converted to a communication wavelength of 1550 nm. (b) In-

tegrated optical cavity trap in Sussex University. This trap demonstrated the first strong coupling between the ions and the cavity

mode. (c) Ion trap in Aarhus University. The cavity mirror (CM) is along the axial direction, A pumping beam in the radial direc-

tion is used to pump the ions back into the Doppler cooling cycle. These ions can be imaged on the CCD. A Piezo-electric Trans-

ducer (PZT) is used to actively lock the optical cavity in resonance with the RP laser. (d) When the radial RP laser is on, the en-

tire crystal of approximately     ions are all bright. (d) When the radial RP is off, only the     ions in the cavity

are bright. The ions outside the cavity are in dark state [144]. 
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图 7    苏黎世联邦理工大学的三维芯片阱 [164]

Fig. 7. Three dimensional (3D) microfabricated ion Trap chip in ETH Zurich [164]. 
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余的 15对控制电极用于移动离子. 可以看出, 这

种结构的离子阱正满足 Kielpinski等 [77] 提出的

QCCD路线图的需要. 该阱具有十分优良的性能,

能够实现单离子声子态的丰富控制和不同离子的

联合操作, 如利用声子实现量子编码 [162]、量子关联

的重复读取 [163] 等.

在一维离子阱中, 离子距离的增加会导致离子

之间的相互作用减弱, 离子数目的增加又会使实现

其中任意两个离子间的相互作用越来越困难. 在一

维线性阱中, 可以通过交换离子的位置来解决上述

问题 [65], 但随着离子间距的增加, 这种交换速率会

变得越来越慢. 由两个线性离子阱相交产生的结电

极结构能够有效解决这个问题. 离子从一个线性区

域被移动到结电极中心, 随后进入另一个线性区

域. 离子可以在这个区域与其他离子相互作用, 也

可以重新回到原来的离子链中并实现离子链的重

排. 结电极结构突破了一维离子链的空间限制, 对

于实现 QCCD结构有着至关重要的作用. 常见的

结电极具有 T型 [165]、X型 [78,80]、Y型 [63] 等. 在结

电极交汇处, 原有的一维线性结构被破坏, 轴线上

的射频电场分量不再为零, 离子在通过结电极时会

受到严重的微运动, 对离子造成加热. 因此在设计

结电极时, 必须要优化电极的结构, 以减小这种加

热效应.

三维芯片阱中可以实现结电极结构, 但需要精

心设计. NIST的三维芯片阱能够以小于一个声子

的加热率实现离子穿过结电极 [78,80]. 在该离子阱

中, 激光切割的镀金陶瓷片构成电极, 两侧的 RF

电极通过桥型结构直接相连形成结电极结构. 而在

苏黎世联邦理工大学的三维离子阱中, 所具有的

X型结电极具有“断桥”结构 [166], 如图 8所示. 该离

子阱利用飞秒激光和化学刻蚀加工熔融石英, 可以

实现 1 µm的三维结构加工精度 [167]. 该加工工艺

可以实现光滑平整的表面, 用于精确地组装, 两个

控制电极层 (浅灰色)的直角边缘被放置在绝缘层

的斜角边缘面上以此实现固定, 组装误差小于 2 µm,
有利于获得更准确更对称的势阱. 该离子阱具有五

层芯片, 同样具备控制电极层、绝缘层和补偿电极

层, 具有两个 X型结, 共 142个 DC电极. 该阱具

有复杂的三维电极结构, 尤其是在结电极处可以实

现精确的断桥结构, 这对优化势阱参数, 降低离子

通过结点处的加热十分重要.
 

5   二维芯片阱

微纳加工技术的发展为离子阱的小型化和批

量生产提供了丰富的技术手段, 也为未来离子阱的

规模扩展和功能集成开辟了道路. 基于光刻的微纳
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Fig. 8. Three-dimensional junction trap in ETH Zurich [166]. The ion trap consists of five wafers and has two X-shaped junctions. 
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加工工艺, 可在绝缘基底上加工出表面金属电极,

实现微米级别的电极结构. 如使用微电子机械系

统 (micro-electromechanical  system,  MEMS)制

造的离子阱可具备数十个到上百个控制电极, 电极

的形状可以灵活设计 [168,169], 离子阱的尺寸因此可

以被缩减到毫米量级, 从而可以在同一加工过程中

批量化生产芯片, 这对于离子阱的快速迭代升级和

降低制造成本具有重要意义. MEMS工艺也可以

生产三维芯片阱 [170,171], 但更常用于制作二维表面

阱. 二维表面阱的电极结构与三维离子阱不同, 所

有电极处于同一平面, 并不具备三维离子阱的对称

性, 因此所产生的势阱深度较浅. 离子被囚禁在距

离电极表面几十到几百微米的位置, 相比三维离子

阱, 表面阱通常面临着严重的加热问题 [100], 或者具

有更短的囚禁时间, 因此常常被放置于 10 K以下

的低温腔中, 可有效降低加热率并延长囚禁时间 [66].

综述文献 [95, 169] 详细介绍了二维芯片阱的设计

理念、加工方法, 并回顾了近年来的发展. 本文在

此以几个具有代表性的例子, 介绍二维芯片阱的结

构和发展方向.

在二维表面阱中, 离子处于表面正上方, 激光

平行于表面传播. 对于汇聚的激光光束, 在远离束

腰的位置光斑半径逐渐增加, 最终被芯片遮挡. 这

限制了光斑半径的进一步降低, 加大了独立寻址和

提高激光功率密度的困难. 2016年, IonQ公司发

布了HOA2.0 (High Optical Trap 2.0)离子阱, 具有

优异的性能 [63], 如图 9所示. 为了增加表面阱的通

光性, HOA2.0将芯片的线性区域设计成具有狭长

的轴向区域、沿着轴线的通孔, 并且放置在另一层

芯片上方, 在结构上解决了遮挡的问题. 该芯片中,

离子正下方设计了长通孔, 能够使用垂直于芯片表

面的强聚焦激光. 该离子阱还具备两个 Y型结电

极结构, 但其性能仍需进一步地提升. 在表面阱中

实现结电极结构具有很多优势, 例如得益于表面电

极加工技术, 电极可以被设计为各种二维形状, 通

过数值模拟和优化, 可以优化电极结构使得轴向的

射频分量最小, 离子经过结电极结构时的加热最

低 [173,174]. 然而, 目前表面阱中结电极的性能还没
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图 9    IonQ公司的离子阱芯片 HOA [63,172]　(a) HOA离子阱芯片的照片 ; (b)该表面阱的 Y型结电极 , 电极的形状已经被优化 ,

使得沿着轴线的射频电场分量最小, 红线表示离子在不同区域间穿梭的路径; (c)离子阱的内部结构, 该离子阱具有四个金属层,

顶部电极层 (M4), 较低的金属布线层 (M1, M2和M3); (d)多离子操控的光路图

Fig. 9. High-Optical-Access trap from IonQ Inc[63]: (a) Photo of HOA ion trap. It can be clearly seen that the linear trap is located

on a higher platform, and has a long and narrow through hole along the axis, and two Y-junction electrode structures. The trap has

94 control DC electrodes. (b) Y-junction of this surface trapl. The shape of the electrodes has been optimized to minimize the RF

electric field component along the axis. The red line shows the path the ions transporting between different regions. (c) Inner struc-

ture of the ion trap. This ion trap has four metal layers, the top electrode layer (M4), and the lower metal layers (M1, M2 and M3).

(d) Optical diagram of the 11-qubit system[44]. 
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171Yb+

有超越三维芯片阱, 离子通过结电极被加热的声子

数最低为 37—150个声子 [175]. 为了减小暴露的绝

缘材料的面积, 在布线层将该区域用金属掩盖并接

地. 金属层由铝铜合金 (99.5%/0.5%)制成, 具有

用于垂直互连的通孔. 所有金属层之间都用氧化硅

绝缘层进行隔离. 顶部的电极镀了 50 nm厚的金

层, 并使用钛和铂作为附着层. 离子被束缚在距离

电极表面 68 µm的位置. 2019年, 该离子阱演示

了 150个离子的囚禁, 79个离子的单比特操作和

11个离子中任意两个离子的相互作用, 其平均的

单比特门保真度为 99.5%, 平均两比特门保真度

为 97.5%[44]. 如图 9所示, 在冷却、初始化和测量

过程中, 369和 935 nm的激光照亮了所有的 

离子. 每个离子的荧光通过一个 NA = 0.6的透镜

成像, 其荧光 (蓝色线)被收集到光电倍增管阵列

上. 两束线偏振、反向传播的 355 nm光束照射到

离子上, 其中红色所示为同时照射到所有离子的全

局光束, 紫色所示为通过物镜和多通道声光调制

器 (AOM)分别聚焦到每个离子的独立寻址光束 [44].

Honeywell公司设计并制作了一种低温线性

表面离子阱芯片 [65], 其目标是创建一个基于 QCCD

架构的高保真的、可扩展的量子计算机. 如图 10(a)

所示, 该公司提供了一个可以云访问的架构, 系统

的信息流 (从上到下)依次为: 用户、云端、内部离

子分配、机器控制和现场可编程门阵列 (FPGA).

线路由编译器处理, 生成控制信号 (紫色), 发送到

离子阱和光电子器件. 成像系统对自发辐射光子进

行计数, 再将结果 (绿色)发送回用户或进行实时

决策处理. 用户提交一份量子线路程序到云端, 编

译器以最小化传输操作数量为原则将量子比特分
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图 10    Honeywell公司的Model H1离子阱 [65]　(a)云操作运行结构; (b)离子阱的结构, 该离子阱由 16个不同区域组成, 分别为

五个门操作区 (蓝色)、两个专门用于存储离子的扩展门操作区 (橙色)、八个辅助区 (黄色)和一个装载区 (紫色); (c)基于移动离

子实现两个非近邻离子两比特门操作的量子电路, 以及其在该离子阱系统中对应的操作流程

Fig. 10. Honeywell's Model H1 ion trap  [65]:  (a) Structure of cloud operation ionn trap system. (b) The structure of the trap. The

trap consists of 16 distinct zones, consisting of five gate zones (blue), two extended gate zones dedicated to ion storage (orange),

eight auxiliary zones (yellow), and one loading zone (violet). (c) A quantum circuit for realizing a two-qubit gate operation between

two ions that are not adjacent, and its corresponding operation flow in the ion trap system. 
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µm

171Yb+

|0⟩ ≡ 2S1/2 |F = 0, mF = 0⟩ |1⟩ ≡ 2S1/2 |F = 1,

mF = 0⟩ 138Ba+

171Yb+ 138Ba+

配给物理离子, 机器根据程序, 控制 FPGA产生信

号控制离子阱进行一系列传输和逻辑门操作, 并进

行测量. 如图 10(b)所示, 该离子阱具有线性几何

结构, 离子被囚禁在阱表面上方 70   处, 整体处

于 12.6 K的低温系统中. 整个离子阱包含 198个

分段 DC电极和两个 RF电极, 共分为 5个用于实

现光与离子相互作用操作区, 2个存储区, 8个用

于实现离子置换操作的存储和排序区, 以及 1个用

于加载离子的装载区, 对离子具有灵活的操作能

力 . 使用   离子的超精细结构中的两个能

级   和  

 作为量子比特, 使用  离子作为协同

冷却离子, 始终保持一个   和一个   组

成离子对, 共同参与移动和操作. 操作激光与表

面平行, 由于激光的发散特性, 芯片中心区域以一

定高度放置在基座上, 减小芯片对激光的遮挡损

耗. 在目前的配置中, 激光没有实现独立寻址, 因

此任意两个离子之间的相互作用都需要通过重新

排列离子的位置来实现. 离子在轴向的运动频率

为 0.97 MHz, 加热率为每秒 100—500个声子, 径

向加热率约为每秒 500个声子 [65]. 如图 10(c)所

示, 该系统演示了一个包含 QCCD要素的操作, 包

括: 1)囚禁多个离子晶体, 需要使用低温系统 [66,67];

2)实现离子链的重排列和快速移动, 并尽可能减

小加热 [176,177]; 3)离子在不同功能区的状态具有不

均匀性, 需要在时钟上实现同步; 4)可能需要同时

囚禁两种不同的离子, 一种用于量子门操作, 另一

种是在输运后将晶体协同冷却到接近基态 [178];

5)并行实施离子移动和量子操作. 凭借着良好的

性能, Honeywell公司在该平台上用 10量子比特

实现了利用颜色码的实时容错量子纠错 [49].

表面阱与集成电路、集成光学的结合也给人们

实现功能更强大的 QCCD结构开辟了新的途径,

如片上集成的光电探测器 [84,179] 有助于实现多离子

的独立探测, 利用 CMOS工艺集成 DAC到离子

阱芯片上有助于实现控制电路的扩展, 或者集成光

波导与表面阱的结合有助于实现操作光路的可扩

展 [64,81,82]. 相比之下, 传统的空间光路不仅体积较

大、元件众多、可扩展性差, 而且还容易受到振动、

温度等因素的影响. 空间光可以满足当前的几十个

离子系统的需求, 但是当系统扩展到上百甚至上千

个离子时, 激光的扩展性将变得至关重要, 成为限

制操作可扩展性的主要因素. 集成光波导与离子阱

的结合可以实现片上集成光路, 通过微纳光学器件

传导激光, 并最终聚焦到离子上. 片上光学还可以

实现电光调制器件, 实现激光幅度、相位的调制,

代替空间光的调制器. 因此, 集成光学与离子阱芯

片的结合有望解决操作光路的扩展问题.

SiO2 SiO2

SiO2

20µm×20µm

88Sr+

88Sr
P1

88Sr+ S1/2 D5/2

麻省理工学院 (MIT)最早实现集成波导离子

阱芯片 [81], 苏黎世联邦理工大学 (ETH)和美国

圣地亚 (Sandia)国家实验室也陆续开展了相关研

究 [64,82,83]. 他们所使用的波导由 SiN的波导芯和

 包层组成. SiN的折射率为 1.95—2.0, 大于 

的 1.44. 内外层材料折射率的差别较大使得光波在

该波导中具有更小的模式, 可以实现更小的弯曲半

径和更小的弯曲损耗, 光波的相位和幅度在传播过

程中更不容易受到扰动. 但目前所使用的的材料仍

然具有较大的损耗, 对于 633 nm以上的波长, SiN

波导的传输损耗在 0.5 dB/cm以下, 但在 405 nm

的波长下, 损耗增加到约 10 dB/cm[180]. 图 11所示

为麻省理工大学的集成波导离子阱芯片 [64]. 图 11(a)

给出了集成光波导的结构和光栅耦合器将激光聚

焦到离子上的路径. 表面阱电极下的集成波导 (棕

色)采用 100 nm厚 SiN内芯和 5 µm的  包层,

内芯的刻蚀深度为 40 nm; 上方是铌 (Nb)金属制

作的控制电极 (金色), 下方为 Nb金属地层. 图中

标注了各个层的厚度. 最上层具有    大

小的通光孔, 镀有一层厚 20 nm的高导电性的氧

化铟锡 (ITO)薄膜, 来避免绝缘材料的充电问题.

红色箭头表示通过输出光栅耦合器衍射出来的光

的传播方向, 蓝色圆点表示离子的位置, 离子被囚

禁在距离表面 55 µm处. 图 11(b)展示了该芯片最

大的特点, 即集成了   离子所需要的全部 6个

波长的光 , 分别为 405,  422,  461,  674,  1033和

1092 nm. 6个波长的激光通过边缘耦合的方式耦

合到离子阱芯片的 SiN集成波导中, 并通过不同的

光栅同时聚焦到单个离子上. 图 11(c)展示了光纤

通过真空馈通进入真空系统内部, 离子阱芯片位于

低温腔冷头上. 这种结构天然对振动和光束方向漂

移具有鲁棒性, 可以获得比自由空间光束更长的相

干时间. 尤其是对于放置于低温系统的表面阱而

言, 波导对于低温系统的振动所带来的激光指向抖

动问题有着很大的改善. 图 11(d)为使用光波导实

现单个离子的操作 [64]. 中性  原子被 461 nm激

光激发到  态, 再通过 405 nm激光电离得到离子.

量子比特编码在   离子的   和   能级, 使
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用 674 nm激光实现比特翻转. 该系统的光损耗问

题十分突出 , 光纤和光波导的耦合会产生约

10 dB的损耗, 激光从波导经过光栅传输到离子约

有 10 dB的损耗, 除此之外, 从自由空间激光耦合

到光纤、光纤真空馈通、波导传输等损耗也不容忽

视. 最终, 该系统中的每种波长都具有 26—35 dB

的总损耗. 除了光损耗, 芯片上激光出射的方向和

聚焦是通过具有一定曲率的衍射光栅实现的, 由于

加工误差, 离子并不能恰好落在光斑束腰位置, 因

此导致的有效激光功率也小于实际出射的功率.

图 11(e)和图 11(f)展示了该系统的实物图.

40Ca+

171Yb+

苏黎世联邦理工大学改进了耦合方法, 实现

了 729 nm激光的高效耦合, 总损耗只有 6.4 dB.

该芯片使用片上集成的 729 nm操作两个  离

子, 并实现了保真度 99.3 %的两比特门 [82]. 圣地

亚国家实验室的芯片将   离子囚禁在表面上

20 µm的高度, 并研究了输出耦合器及其形状对离

子加热率的影响 [83]. 未来, 进一步提升激光的耦合

效率、降低波导的传输损耗、优化光波导与离子的

位置匹配精度是使用集成光波导实现可扩展操作

需要解决的问题. 同时, 结合电光调制晶体实现片

上激光调制, 有利于进一步完善激光的集成.

离子阱系统中, 激光和微波是最主要的操作工

具. 由于光子的动量较大, 容易实现离子间的相互

作用, 所以人们一般使用激光来驱动离子的运动

态. 然而使用激光会面临失谐散射、强度和相位噪

音、对振动敏感、难以扩展等问题. 相比之下, 微波

的能量要小得多, 无法直接驱动离子的声子状态,

但使用微波可以避免或减小这些因素的影响. 因此

需要磁场梯度的辅助. 静磁场梯度可以直接使用静

磁铁或者通电线圈产生 [181,182], 而使用近场微波磁

场梯度或近场射频磁场梯度 [183,184] 有利于实现更

强更丰富的磁场梯度. 图 12(a)所示为 NIST的表

面离子阱 [41], 具有若干可以通过射频或者微波电

流的电极, 可以产生近场射频或微波磁场梯度. 当
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图 11    麻省理工大学 (MIT)集成波导离子阱结构示意图 [64]　(a)集成在   内的光波导和输出光栅耦合器将激光聚焦到离子

上; (b)激光从光纤通过边缘耦合进入芯片中的波导; (c)光纤经过光纤真空馈通进入低温真空环境, 芯片放置于 7 K冷头上; (d) 

原子和   离子的能级图 ; (e)离子阱中心区域的扫描电子显微镜 (SEM)图像 , 显示了电极上的方形通光窗口以及周围的 RF

电极和 DC电极分布, 插图: 扫描电镜显示的光栅耦合器, 可以实现光束横向聚焦; (f)集成波导离子阱芯片封装, 插图为 1   左

右的离子阱芯片

SiO2

88Sr 88Sr+

cm2

Fig. 11. Ion trap integrated with waveguides used by Massachusetts institute of technology (MIT) [64]: (a) Lasers are propagating in

the Optical waveguide and focused to the ion by the grating coupler in    substrate. (b) Lasers are coupled from the optical fiber

to the on-chip waveguide using the edge coupling method.  (c)  Optical  fibers  are  fed through the cryostat  system using the fiber

feedthrough.The ion trap chip is located on the cold head at 7 K. (d)     and     ion energy level diagram. (e) The scanning

electron microscope (SEM) image of the central region of the ion trap shows the square light-passing window on the electrode and

the distribution of RF electrode and DC electrode around it. Inset: A scanning electron microscope shows a grating coupler that en-

ables transverse focusing of a beam. (f) Photonic ion-trap chip packaged. Inset is an ion trap chip around 1   . 
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该电场的频率满足一定条件时, 可以使用微波来对

离子进行寻址操作以及实现多离子门.
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图  12    NIST的集成载流导线离子阱芯片 [41]. 图中 RF电

极 (紫色 )和 DC电极 (灰色 )用于囚禁离子两个   离

子 , 距表面 30 µm. 频率达 MHz的射频电流被加载到绿色

(编号 1到 3)的载流电极上 , 在离子附近产生垂直于轴的

射频磁场和射频磁场梯度 . 利用该梯度产生的力 , 可以使

用微波实现两离子纠缠门 . 左上方的小图中 , 两个离子偏

移轴线而受到不同的射频磁场, 由于 AC zeeman移频效应

而具有不同的能级, 可以实现离子的独立寻址

25Mg+

Fig. 12. NIST’s integrated current-carrying wire(CCW) ion

trap  chip[41].  RF  electrodes  (purple)  and  DC  electrodes

(gray)  are  used  to  trap  two      ions,  30 µm from the
surface.  RF  currents  at  frequencies  up  to  MHz  are  loaded

onto  green  (numbered  1 to  3)  current-carrying  electrodes,

generating  RF  magnetic  fields  and  RF  magnetic  gradients

perpendicular  to  the  axis  near  the  ions.  Using  the  forces

generated by this gradient, a two-ion entanglement gate can

be realized using microwaves. In the small figure on the up-

per left,  two ions with different RF magnetic  fields due to

their offset axes have different energy levels due to the AC

Zeeman frequency shift effect and can achieve independent

ion addressing. 

6   总　结

本文综述了离子阱的工作原理和不同的结构.

在过去的几十年里, 离子阱在结构和性能上实现了

巨大的发展, 从最初的双曲面型结构, 发展出四极

杆阱、刀片阱、光学腔阱、三维芯片阱、二维芯片

阱、光学集成的芯片阱等一系列结构. 离子阱能够

高水平地完成量子计算所需要的基本要素, 具有明

确的可扩展路线图, 是实现大规模量子模拟和量子

计算最重要的平台之一. 三维离子阱在势阱深度、

加热率、通光性和光学腔集成方面具有许多优秀的

性能, 仍然是当前主要使用的离子阱结构之一. 而

随着微纳加工技术、低温系统、集成电路和集成光

学在离子阱芯片上的成功应用, 二维离子阱芯片也

展现出极大的潜力, 使得批量化生产具有高保真

度、高集成度和低成本的离子阱产品成为可能. 但

是, 离子数目和操控能力的进一步扩展仍然面临着

很多问题, 如何在一个离子阱中实现更多离子的操

作、具有纠错能力的量子编码、量子逻辑比特间的

操作是一个离子阱系统需要解决的主要问题, 而如

何实现多个离子阱系统、离子阱系统与其他系统的

连接是最终实现大规模量子计算必须要解决的问

题. 这不仅对离子阱本身的结构提出了要求, 还需

要生产加工水平的不断提升.
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SPECIAL  TOPIC —Recent  advances  in  hardware,  algorithms  and  software  of
quantum computers

Advances in the study of ion trap structures in quantum
computation and simulation*
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1) (CAS Key Laboratory of Quantum Information, University of Science and Technology of China, Hefei 230026, China)
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Abstract

Ion  trap  system  is  one  of  the  main  quantum  systems  to  realize  quantum  computation  and  simulation.

Various ion trap research groups worldwide jointly drive the continuous enrichment of ion trap structures, and

develop a series of  high-performance three-dimensional  ion trap,  two-dimensional  ion trap chip,  and ion traps

with integrated components.  The structure  of  ion trap is  gradually  developing towards  miniaturization,  high-

optical-access  and integration,  and is  demonstrating its  outstanding ability in quantum control.  Ion traps are

able to trap increasingly more ions and precisely manipulate the quantum state of the system. In this review, we

will  summarize  the  evolution history  of  the  ion trap structures  in  the  past  few decades,  as  well  as  the  latest

advances  of  trapped-ion-based  quantum  computation  and  simulation.  Here  we  present  a  selection  of

representative  examples  of  trap  structures.  We  will  summarize  the  progresses  in  the  processing  technology,

robustness and versatility of ion traps, and make prospects for the realization of scalable quantum computation

and simulation based on ion trap system.

Keywords: ion trap system, quantum computation, quantum simulation, quantum hardware
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

非互易 Aubry-André 模型的经典电路模拟*

成恩宏 1)    郎利君 1)2)†

1) (华南师范大学物理与电信工程学院, 广东省量子调控工程与材料重点实验室, 广州 510006)

2) (华南师范大学量子物质研究院, 广东省核物质科学与技术重点实验室, 广州 510006)

(2022 年 1 月 30日收到; 2022 年 3 月 24日收到修改稿)

非厄米的引入扩展了传统厄米量子系统中的概念并诱导出许多新奇的物理现象, 比如非厄米系统所独

有的非厄米趋肤效应, 这使得对非厄米量子模型的模拟成为大家关注的热点. 相比于量子平台, 经典系统具

有成本低廉、技术成熟、室温条件等优势, 而其中的经典电路系统则更加灵活, 原则上可以模拟任意维度、任

意格点间跃迁、任意边界条件下的量子紧束缚模型, 已经成为模拟量子物态的有力平台. 本文利用经典电路

通过 SPICE成功模拟了一个重要的非厄米量子模型——非互易 Aubry-André 模型——的稳态性质, 此模型

同时具有非互易的格点跃迁和准周期的格点在位势. 以此为例, 详细介绍了如何建立经典电路的拉普拉辛形

式与量子紧束缚模型哈密顿矩阵在不同边界条件下的映射, 尤其是如何利用电流型负阻抗变换器构建模型

的非互易性. 然后, 根据电路的格林函数, 通过 AC电流驱动并测量电压响应的方式, 用 SPICE模拟了周期边

界条件下的复能谱和相应的能谱缠绕数, 以及开边界条件下的趋肤与局域模式的竞争. 其中, 为了使电路的

响应不发散, 本文还解析地给出辅助元件的设置原则. 结果显示, SPICE模拟与理论计算很好地符合, 为进一

步的实验实现提供了详细的指导. 由于本文电路设计与测量方案的普适性, 原则上可以直接应用于其他非厄

米量子模型的电路模拟.

关键词：非互易 Aubry-André 模型, 非厄米趋肤效应, 非厄米拓扑, 量子模拟

PACS：03.65.Vf, 71.23.–k 　DOI: 10.7498/aps.71.20220219

 

1   引　言

近些年, 非厄米物理 [1] 引起了物理学各个领域

的广泛关注, 它除了传统上可以描述经典系统中增

益损耗带来的现象, 还被用来描述量子开放系统的

性质 [2]. 不同于封闭系统的厄米哈密顿量, 非厄米

的引入扩展了传统量子力学的范式 [3], 如复数能

谱、双正交基等, 这诱导出许多新奇现象: 手征-时间

反演对称性 (PT对称性)的破缺 [4−9]、非厄米简并

点 [10,11]、模式转换 (mode switching)[12] 等. 非厄米

性同样扩展了大家对拓扑态的理解. 一个典型的反

常是, 在厄米拓扑系统中作为基本原则的体-边对

应关系在非厄米系统中不总是适用 [13−26], 而仅在

非厄米系统中存在的非厄米趋肤效应 [16,23] 被认为

是此原则失效的一个重要原因. 非厄米趋肤效应的

发现引发了对传统的厄米量子效应与其竞争关系

的广泛研究, 如与安德森局域化的竞争 [27−33] 和与

Hubbard相互作用的竞争 [34−39] 等.

鉴于非厄米物理的重要性, 在实验上模拟非厄

米模型及其独有的新奇现象就显得格外重要. 相比

传统的量子平台 (如冷原子系统 [8,9,40]), 经典系统

对于模拟非厄米模型有着天然的优势, 除了成本低

廉、技术成熟等特点, 它可以非常直接地利用自

身的增益和损耗实现非厄米性, 并已成为模拟非

厄米系统的有力平台, 如光学系统 [7,41−45] 和机械系

统 [46,47] 等. 其中, 经典电路系统因其不受限的网络

形式和高度的调控自由度, 原则上可以模拟任意维
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11904109)和广东省基础与应用基础研究基金 (批准号: 2019A1515111101)资助的课题 .
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度、任意格点间跃迁、任意边界条件下的量子紧束

缚模型, 成为量子系统模拟的有力竞争者. 目前在

电路系统下已经成功实现了很多非厄米的量子模

型及其现象, 如 PT对称性破缺 [48,49]、非互易 Su-

Schrieffer-Heeger (SSH)模型 [50,51]、二维非互易陈

绝缘体 [52,53]、非互易高维模型 [54,55]、非互易狄拉克

模型 [56] 及非厄米异常线 [57] 等.

对于非厄米趋肤效应与准无序的竞争关系, 文

献 [27]提出了非互易 (non-reciprocal) Aubry-André

(AA)模型: 

Ĥ = κ

N−1∑
n=1

(
eα|n+ 1⟩⟨n|+ e−α|n⟩⟨n+ 1|+ vn|n⟩⟨n|

)
+ κ
(
eαe−iΦ|1⟩⟨N |+ e−αeiΦ|N⟩⟨1|

)
, (1)

κe±α

α ̸= 0

vn = 2λ cos(2πβn)

λ β

N = Fs

β = Fs−1/Fs

Fs

s

Φ

{|n⟩}

Ĥ

其中 ,    描述最近邻格点间的跃迁强度 , 如

 表示前后两方向的跃迁强度不相等, 即跃迁

具有非互易性;   表示在位的准周

期/无序势,    表示无序强度,    一般取无理数. 对

于有限尺寸的系统 , 可以取格点数   且

 以保证准周期势的周期与格点的周期

在系统尺寸内不匹配, 其中   表示斐波那契数列

的第   个值. 为清楚表示有限尺寸下的边界条件,

在 (1)式中特别将首尾之间的跃迁项显示写出 (第

二个圆括号内), 并且可以表示在整个一维环中间

加入磁通  后的哈密顿量 (取特定规范后). 为方便

后面的电路模拟, 以格点态   为基矢写出哈密

顿量  的矩阵形式: 

H=κ


v1 e−α eαe−iΦ

eα v2 e−α

. . . . . . . . .
eα vN−1 e−α

e−αeiΦ eα vN

. (2)

λ < max {eα, e−α} ≡ λc

ν = ±1 λ > λc

此模型的非厄米拓扑性质以及趋肤效应与局

域化的竞争关系, 文献 [27]已经在理论上详细讨

论, 这里简单回顾下主要结论: 在周期边界条件下,

准无序强度较弱 (  )时 , 系

统的本征态为扩展态, 其本征能谱在复平面上为绕

原点的圈, 表明处于非厄米拓扑相, 可由能量缠绕

数  表征; 随着准无序强度的增强, 当 

时, 系统的本征态经历从扩展态到局域态的转变,

与此同时, 本征能谱收缩成实轴上的一条线, 表明

ν = 0

α

处于拓扑平庸相, 相应的能量缠绕数   . 有趣

的是, 拓扑相变与局域相变点完全一致, 这是由于

局域化改变了系统的本征能谱在复平面的分布, 进

而影响了能量缠绕数. 相应地, 在开边界条件下,

因为局域的转变使系统对边界不再敏感, 系统具有

同样的相变点, 区别只是拓扑相区的本征态由于趋

肤效应变为趋向某一边缘 (由  的正负决定哪个边

缘), 且本征能谱变为实数; 局域相区的本征态两边

的衰减长度变得不同.

本文的主要目的是通过对非互易 AA量子模

型的经典电路模拟, 详细介绍如何用电路的拉普拉

辛形式模拟量子紧束缚模型, 便于感兴趣的读者利

用类似方法模拟其他量子模型, 以及为实验实现提

供详细指引. 剩下的内容安排如下: 第 2节详细介

绍如何构建经典电路的拉普拉辛形式与量子紧束

缚模型的映射, 第 3节具体给出实现不同边界条件

下非互易 AA模型的电路设计方案, 第 4节和第

5节利用 SPICE分别模拟非互易 AA模型在周期

边界条件下的能谱和能量缠绕数以及在开边界条

件下趋肤与局域模式的竞争, 最后一节进行总结. 

2   经典电路的拉普拉辛形式与紧束缚
模型的对应

任意经典电路组成的网络都可以用一个图

(graph)来表示, 其节点和边分别对应电路的连接

点和元件 [48,58,59]. 如由电阻、电感和电容 (RLC)

等被动元件组成的电路, 元件各自的物性方程为 

V = RI, V = L
dI
dt
, C

dV
dt

= I, (3)

(R,L,C)

t

这里的 V 和 I 分别表示元件两端的电压差和通过

元件的电流,   分别为元件的电阻、电感和

电容. 根据基尔霍夫电流定律, 利用以上物性方程,

可以得到图中每个节点关于时间  的微分方程: 

d
dt
In(t) = Cng

d2

dt2
Vn(t) +R−1

ng
d
dt
Vn(t) + L−1

ng Vn(t)

+
∑
m ̸=n

{
Cnm

d2

dt2
[Vn(t)− Vm(t)]

+R−1
nm

d
dt
[Vn(t)− Vm(t)]

+ L−1
nm[Vn(t)− Vm(t)]

}
, (4)
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In(t) Vn(t) n

(Rnm, Lnm, Cnm)

n m g

Rnm = Rmn ≡ R, Lnm = Lmn ≡ L, Cnm = Cmn ≡
C

其中,    和   分别代表电路节点   的外界输

入电流和对地电压, 这里用   分别

表示从节点  到节点  (下标  代表接地)的等效电

阻、等效电感和等效电容, 以便描述更一般的具有非

互易特性的元件, 通常的被动RLC元件为互易的, 即

 . 上述方程可以写成更紧凑的矩阵形式: 

d
dt
I(t) = C d2

dt2
V(t) +R d

dt
V(t) + LV(t), (5)

I(t) V(t)
(R, L, C)

其中,   和  分别表示节点输入电流和对地电

压的列矢量,   分别为等效电阻、等效电感

和等效电容构成的系数矩阵, 矩阵元分别为 

Cnn = Cng +
∑
m ̸=n

Cnm, Rnn = R−1
ng +

∑
m ̸=n

R−1
nm,

Lnn = L−1
ng +

∑
m ̸=n

L−1
nm; Cnm = −Cnm(n ̸= m),

Rnm = −R−1
nm(n ̸= m), Lnm = −L−1

nm(n ̸= m).

(6)

ω

I(t) V(t)
对于微分方程 (5), 考虑具有固定频率  的 AC

电流源  及其电压响应  , 其形式为 

I(t) = Ieiωt, V(t) = Veiωt. (7)

将它们代入方程 (5), 得到不含时的矩阵方程: 

I = (iωC +R+ L/iω)V ≡ J (ω)V, (8)

J (ω)

ω

J (ω)V = 0 detJ (ωc) = 0

{ωc}

这里定义的  被称为电路的拉普拉辛矩阵或基

尔霍夫矩阵 [48], 具有导纳的量纲, 其矩阵元一般为

复数, 并且依赖于驱动频率  . 如果没有外界电流

输入 , 即   , 则   决定了电路

的本征频率谱  . 另外, 也可以将 (8)式的两边

求逆, 得 

V = J−1(ω)I ≡ G(ω)I, (9)

G(ω) ≡ J−1(ω)其中,    被称为电路格林函数, 具有

阻抗的量纲.

实际上, 对于具有 (7)式形式的稳态解, 任意

电路网络都可以表示为拉普拉辛的形式, 如包含放

大器的主动电路 [49,50,53] 和具有非线性元件的非线

性电路 [60,61] 等.

J (ω)

H
J (ω)

为了利用经典电路系统模拟量子紧束缚模型,

可以将电路拉普拉辛矩阵  直接与紧束缚模型

在实空间的哈密顿量矩阵   相对应 [59], 且拉普拉

辛  的本征方程 

J (ω)ψ(r)
n (ω) = jn(ω)ψ

(r)
n (ω),

J †(ω)ψ(l)
n (ω) = j∗n(ω)ψ

(l)
n (ω), (10)

jn(ω) n

H
detJ (ωc) = 0 ωc

jn(ωc) = 0 J (ω)

J †(ω) ̸= J (ω)

ψ
(r,l)
n (ω)

J (ω) ψ
(r)
n (ω) H

J †(ω)

J (ω)

可以直接对应哈密顿量矩阵的定态薛定谔方程. 这

里,   为拉普拉辛矩阵的第  个本征值, 构成本

征导纳谱 , 可以完整模拟   的能谱 . 特别地 , 由

 可知, 本征频率  使至少一个本征导

纳为零, 即   . 由于   一般为非厄米矩

阵, 即  , 相应的本征矢通常包含本征

右矢和本征左矢  , 利用电路的交流分析, 可

以得到   的右本征模式   , 从而模拟   的

右本征态; 左本征态可以用   模拟. 通过元件

以及驱动频率的设计和调节,    具有高度可控

性, 原则上可以模拟任意维度、任意边界条件、非

线性和非厄米等非常广泛的量子模型的稳态性质.

J (ω) H
接下来, 应用以上电路的拉普拉辛形式构建

 与非互易 AA模型哈密顿量矩阵  的对应关

系, 从而对其稳态性质进行模拟, 包括周期边界条

件下的能谱和缠绕数以及开边界条件下趋肤和局

域模式的竞争. 

3   非互易 AA模型的电路拉普拉辛

JC(ω) = iωC JL(ω) = 1/(iωL)

Jmn(ω) ̸=

Jnm(ω)

在交流驱动下, 被动元件往往呈现出互易性,

这是由最基本的基尔霍夫电流定律决定的, 如电容

与电感的导纳  和  均不

依赖于正向或反向测量即可表征. 而根据 (8)式

的描述, 要实现拉普拉辛矩阵的非互易性 

 , 则需要电路中某一元件的导纳值依赖于

测量的方式, 这通常需要引入主动元件, 如电流型

负阻抗变换器 (INIC)[53]. 如图 1(b)所示的 INIC

由放大器和若干线性元件构成, 根据基尔霍夫电流

定律, 容易得出两端的输入电流分别为 

Il = − iωCIZ−

Z+
(Vl − Vr), Ir = iωCI(Vr − Vl), (11)

这表明一般情况下 INIC两端不同方向的导纳不相等: 

Jl(ω) = − iωCIZ−

Z+
, Jr(ω) = iωCI. (12)

Z+ =

Z−

Il = Ir

Jl(ω) = −Jr(ω)

为方便起见, 理论上选取 INIC中的阻抗满足 

 , 使得元件两端流向放大器的电流大小相同方

向相反, 即   , 从而得到两个方向符号相反的

导纳:   .

另外, 这里会用到具有负值的元件 (如负电阻
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等), 其两种实现形式如图 1(c)所示 [49], 它们通过

放大器分别实现了对地单端口和自由两端口的等

效负阻抗 (导纳). 根据基尔霍夫定律, 可得对地单

端口电路 (图 1(c)左图)的输入阻抗为
 

Zg =
Vg
Ig

=
Vg

(Vg − 2Vg)/Z
= −Z. (13)

类似地, 自由端口电路 (图 1(c)右图)两端的输入

阻抗分别为
 

Zij =
Vi − Vj
Ii

=
Vi − Vj

[Vi − (2Vi − Vj)]/Z
= −Z,

Zji =
Vj − Vi
Ij

=
Vj − Vi

[Vj − (2Vj − Vi)]/Z
= −Z. (14)

Zji = Zij = −Z即,   .

L0 C0利用以上关键元件, 在由电感  和电容  组

成的左手传输线离散模型 (lumped-element circuit

N N

model for a left-handed transmission line)[62] 的基

础上, 设计了如图 1(a)所示的非互易 AA模型的

电路模拟示意图, 由 RLC和 INIC等元件组成, 包

含有   个有效电压节点, 对应模拟模型的   个格

点. 根据方程 (8), 容易写出此电路的拉普拉辛矩阵:
 

J (ω) = −iω×
−C1 C0 − CI 0 XR

C0 + CI −C2 C0 − CI
. . . . . . . . .

C0 + CI −CN−1 C0 − CI

XL 0 C0 + CI −CN


+
[
iω(2C0 + Cr)+

1

iωL0
+

1

R0

]
E ≡ −iωA+D, (15)

其中,
 

 

g

g 
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o
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(a)

(b) (c)

N Vn (n = 1, · · · , N) C0 INIC(b)

INIC(b) (L0, R0, C0,r,n)

INIC Z±

CI Xb Vl,r INICb CI Xb

−Z

图 1    (a) 上图: 非互易 AA模型的电路模拟示意图, 包含   个有效电压节点   , 节点间元件   和   模拟

格点间的耦合, 其中   用于实现关键的非互易耦合, 其定义见图 (b); 接地元件   模拟格点的在位势; X相关模

块和开关控制对不同边界条件的模拟. 下图: X相关模块的定义. (b)   元件的内部电路图, 由理想放大器、阻抗   和目标元

件  (没有  )构成, 可以实现  两端不同方向的导纳不同;   仅需将 INIC中的目标元件  再并联一个  即可. (c) 负阻抗模块[49],

左右图分别实现对地单端口和自由两端口间的等效负阻抗   , 其中理想放大器上的标记表示输出电压与输入电压的关系. 各

元件的具体功能描述详见正文.

N

Vn (n = 1, · · · , N) C0 INIC(b) INIC(b)

(L0, R0, C0,r,n) X

Z± CI Xb

Vl,r INICb Xb

CI

−Z

Fig. 1. (a)  Upper  panel:  Sketch  of  an  electrical  circuit  simulating  the  nonreciprocal  AA  model.  It  includes      voltage  nodes

  with elements    and    simulating the intersite couplings, where    defined in panel (b) is the key

element to realize the nonrecprocity, and the grounded elements    simulating the on-site potentials;    modules and

the switches control the simulation of boundary conditions. Lower panel: Definitions of X modules. (b) The internal circuit of the

INIC, constructed by the ideal operational amplifier (opamp), impedance elements   , and the targeted element   (without   ),

which can realize unequal effective input inductances from the two different ports    ;      is  defined by adding an extra   

module in parallel with     in INIC. (c) Modules of negative impedance[49]. The internal circuits of the grounded one-port and the

floated two-port negative impedances    for the left and right panels, respectively, where the labels of the ideal opamps represent

the relation of the output voltage to the input voltages. See relevant texts for the detailed description of each element. 
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XR/L = C0 ± CI − (ω2La)
−1 ∓ (ω2Lb)

−1

+ (iωRa)
−1 ± (iωRb)

−1, (16)

Cn,I La,b Ra,b R0

E X
o X

Xa,b Xl,r

p

X

电容  、电感  、电阻  和  在图 1中定义,

 为单位矩阵; 边界条件由图 1(a)中  相关模块与

开关控制: 当两端的开关同时接入端口  并且  相

关模块 (  和  )均开路时, 系统对应于开边界

条件; 当两端的开关同时接入端口   时, 下文中将

会看到, 通过  相关模块参数的调节可以模拟具有

磁通的周期边界条件.

D
E A ⇔ H

将此电路的拉普拉辛矩阵 (15)与非互易 AA

模型的哈密顿量矩阵 (2)相比较, 可以建立除  

(正比于单位矩阵   )外两者间的映射   , 并

利用对应的无量纲化参数得到如下等式关系.

对于电路的主体部分 (不包含边界), 由 

C0 + CI

C0 − CI
= e2α ,

−Cn
C0 + CI

=
2λ cos(2πβn)

eα
, (17)

可得 

CI

C0
= tanhα,

Cn
C0

= −2λ cos(2πβn)
coshα

, (18)

C0

(C0, Cr, L0)

D C0

CI Cn

R0 Cr

Cn n

这里将   作为参考电容. 由此可以理解电路主体

各元件的作用:   构成紧束缚模型的整体

参考势 ((15)式中的   部分),    还承担格点间互

易耦合的作用 , 非互易耦合和变化的在位势由

INIC中的电容  和接地电容  分别实现; 随后可

以看到, 电阻  和电容  的引入是为了使电路的

响应不发散, 它们仅使导纳谱在复平面内作整体平

移. 需注意的是,   随着节点  的变化会被要求为

负数, 等效负电容可以使用图 1(c)的方案实现.

对于边界部分, 同样利用对应的无量纲化参数

关系 

XR +XL

2C0
=

eαe−iΦ + e−αeiΦ

eα + e−α
,

XR −XL

2CI
=

eαe−iΦ − e−αeiΦ

eα − e−α
, (19)

可得 

La

L0
=

ω2
0

ω2(1− cosΦ)
, Lb = La cothα;

Rb

R0
=

ω0γ

ω sinΦ
, Ra = Rb cothα, (20)

L0 R0

ω0 ≡ 1/
√
L0C0

γ ≡ R−1
0

√
L0C

−1
0 Φ 2π La,b

这里将   和   分别作为参考电感和参考电阻 ,

 作为参考频率 , 并定义无量纲量

 . 当   为   的整数倍时 ,    和

Ra,b

Φ Ra,b

 均发散, 代表开路, 对应于无磁通的周期边界

条件. 随着  的变化,   会为负数, 同样可以使用

图 1(c)方案实现. 

4   周期边界条件下能谱和缠绕数的
模拟

Φ

Φ 2π

众所周知, 即使在周期边界条件下, 无序系统

也不再具有平移不变性, 因而无法通过将哈密顿量

变换到动量空间的方法计算系统的缠绕数, 而通常

的办法是在链环中心加入磁通量为  的磁场, 此时

系统变为   的周期函数 (周期为   ), 从而进行计

算. 对于非厄米系统, 由于能量一般为复数, 可以

定义复能量在复平面的缠绕数来刻画非厄米系统

的拓扑相 [17,27]: 

ν =

∫ 2π

0

∂Φ ln detH(Φ)

2πi
dΦ =

∫ 2π

0

∂Φ θ(Φ)

2π
dΦ, (21)

θ(Φ) detH(Φ)

ν = 0

ν = ±1

其中,    是   的幅角. 对于非互易 AA模

型, 由文献 [27]可知, 不同的缠绕数表示不同的拓

扑相: 在周期边界条件下,    表示拓扑平庸的

局域相,   表示两种拓扑非平庸的扩展相.

ν

H A/C0

C0 ln
ν

Φ A(Φ)

为了通过电路模拟并测量非互易 AA模型的

缠绕数  , 利用两者的对应关系可以将定义 (21)式

中的  用拉普拉辛矩阵 (15)中的  替换 (这里

除以  是为了保证  等函数的作用对象是无量纲

的, 整体的倍数并不会影响  的结果). 因此, 只要

能从实验上测量出不同   下的   矩阵, 即可计

算出相应的缠绕数.

p n

ω N

G(ω) n

J (ω) = G−1(ω)

A J (ω)

本文利用电路的格林函数形式 (9)进行 SPICE

模拟. 对于具有周期边界 (将图 1所示电路两端的

开关均置到   端口)的电路, 仅在第   节点接入频

率为  的 AC电流源, 测量所有  个节点的电压响

应, 并除以输入电流强度, 即可得到电路的格林函

数矩阵   的第   列矩阵元; 每个节点均操作一

次, 便可得到整个电路的格林函数矩阵. 然后根据

关系  得出拉普拉辛矩阵以及相应的

矩阵  
[63]. 得到实验测量的拉普拉辛矩阵  , 就

可以计算其导纳谱及相应的左/右本征矢量, 以及

由此定义的一切物理量, 从而和理论相比较.

需要注意的是, 上述分析是基于电路系统在

AC电流驱动下的稳态响应, 即 (7)式. 而事实上,

在驱动频率接近本征频率时, 除了会产生明显的共

振响应外 , 还会激发电路系统的其他本征模式 ,
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ωc

Im[ωc] < 0

Im[ωc] > 0 ω ∈ R

R0

这类响应通常被称为暂态响应. 实验上获得稳态

响应的方法一般是进行延时测量, 待暂态响应消逝

后再使用锁相放大器实现对稳态响应信号的捕捉.

而在周期边界条件下, 非互易 AA模型的本征能量

会出现复数, 相应地, 此电路的本征频率  一般也

为复数 (图 2(b)、2(c)左图), 这就意味着此频率下

的暂态响应会随着时间发散 (  )或衰减

(  ). 对于以频率   为驱动频率的系

统, 发散的产生不利于系统响应的稳定, 因此必须

考虑对暂态响应的抑制, 这里通过选取合适的  

达到此目的.

Φ=0 A ω可以采用无磁通 (  )的电路 (此时的  与 

R0 J (ωc)V = 0

无关)计算本征频率的虚部, 从而估算出所需要的

 . 将公式  写成本征方程的形式: 

A
C0

V =
[
(2 + r)− ω2

0

ω2
c
− iγ

ω0

ωc

]
V, (22)

ωc可以求出本征频率  满足 

ωc,n

ω0
=

(
− iγ

2
±
√
(2 + r)− an − γ2

4

)−1

, (23)

r = Cr/C0 an A/C0 n

R0 Cr

minn(Im[ωc,n]) ⩾ 0

其中,    ;    表示矩阵   的第   个本征

值, 在周期边界条件下一般为复数 [27]. 因此, 只要

选取合适的  以及  使所有本征频率的虚部都不

小于 0, 即   , 则系统的响应不会
 

0.32

Re[c]/0

0.52 -2

Re[]

2

0.15

0

Im
[
c
]/


0

1

-1

Im
[

]

1

-1
0



=1

=-1

=0

A

B

C

3.5



0 2

/p

1

-1

/
p

0.25

Re[c]/0

1.35 -6

Re[]

6

1

0

Im
[
c
]/


0

1

-1

Im
[

]

(a)

(b)

(c)

(d)

ν

γ = 0 A/C0 Φ = 0

ω

A(Φ) θ(Φ) = ln det [A(Φ)/C0] Φ

N = 21

图 2    (a) 非互易 AA模型的参考相图 , 相边界 (红色实线)由文献 [27]附录中的解析表达式 (A6)计算缠绕数   求得 . 虚线用于

图  3的计算 . (b), (c) 分别对应图 (a)中 B, C两点的电路本征频率谱 (取   时 )(左图 )以及矩阵   的本征谱 (取  

时)(右图). 红色实点和蓝色实方块分别代表周期和开边界条件下的理论结果. 左图中的空心菱形标记驱动频率   的位置, 右图中

的空心菱形表示周期边界条件下 SPICE的模拟结果. (d) 根据 SPICE模拟得到的   计算得出   随   的

变化. 左向三角、右向三角和菱形分别对应图 (a)中 A, B和 C三点, 虚线为相应的理论值. 以上所有计算取有限尺寸   , 电

路元件的具体设置参见相关正文.

ν

γ = 0 A/C0 Φ = 0

θ(Φ) = ln det [A(Φ)/C0] Φ

A(Φ)

N = 21

Fig. 2. (a) Referenced phase diagram of the non-reciprocal AA model, where phase boundaries (solid red lines) are obtained by cal-

culating the winding number    with Eq. (B6) in the Appendix of Ref. [27]. The dashed lines are for the plots in Fig. 3. (b), (c) The

eigenfrequencies of the circuit at   (left panels) and the eigenvalues of    at   (right panels). Solid red dots and solid

blue squares represents the theoretical  results  under PBCs and OBCs, respectively.  The hollow diamonds in left  panels  label  the

driving frequency, and those in right panels are the simulated results under PBCs via SPICE. (d)    versus  

based on the simulated    via SPICE, where left-pointing triangles, right-pointing triangles, and solid diamonds represent points

A, B, and C in panel (a), respectively. The dashed lines are the corresponding theoretical results. All figures are calculated in a fi-

nite size   . See relevant texts for the specific setting of the circuit's elements. 
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ω

ω

随时间发散. 当系统以特定频率  驱动时, 系统的

稳定响应将以   模式为主 [27]. 根据附录的推导 ,

可以得出使电路响应不发散的条件为 

r ⩾ max
n

(Re[an])− 2且 γ ⩾ max
n

(
|Im[an]|√

2 + r − Re[an]

)
.

(24)

H

A(Φ = 0)/C0 an

γ = an = 0

ω = ω0/
√
2 + r

D = R−1
0 E

ω = ω0/
√
2 + r

另外, 为了尽可能多地诱导出本征模式, 驱动

频率需要处于本征谱中间. 由于非互易 AA模型 

的能谱分布于复平面的原点附近, 相应地, 矩阵

 的本征值  也具有同样的特点, 所以

根据 (23)式, 设  可以得到合适的驱动频

率   , 这样的取值同时可以保证

(15)式中   尽可能简洁 . 除特别说明外 ,

以下计算保持  的取值.

N = 21

(L0,

C0, R0, Cr) = (10µH, 0.4µF, 5 Ω, 1.6 µF) ω0 =

0.5MHz (r, γ) = (4, 1) ω=ω0/
√
6≈

0.2 MHz (CI, Cn, La,b, Ra,b)

β = 13/21

ν = ±1 A/C0

ν=0

A(Φ)/C0 θ(Φ) = detA(Φ)/C0

Φ

利用 SPICE模拟周期边界条件下含有 

个节点的电路 (图 1(a)), 基本的元件取值为  

 ,  即  

 和  , 驱动频率选为 

 , 其他元件的取值   根据

(18)式和 (20)式由模型参数确定, 准周期势的周

期参数选为   . 利用以上方案, 对理论相

图 (图 2(a))中的 3个典型区域进行 SPICE模拟.

在  的拓扑区, 模拟的  本征谱在复平面

内是绕原点的圈 (图 2(b)右图), 而在缠绕数 

的局域区, 则变成了实轴上的直线 (图 2(c)右图); 用

模拟得到的   计算相位  

随  的变化 (图 2(d)), 可以得到相应缠绕数的模拟

值. 结果显示, 模拟结果与理论结果符合得很好. 

5   开边界条件下趋肤与局域模式竞争的
模拟

文献 [27]里证明了非互易 AA模型在开边界

与周期边界条件下的相图一致, 只是拓扑相区的态

在开边界条件下表现出趋肤态, 而在周期边界条件

下表现为扩展态. 本节将同样利用电路的拉普拉辛

方法模拟开边界条件下趋肤与局域模式的竞争.

o X

在电路的设计上, 只需要将图 1(a)中两端的

开关同时接入端口  并且令  相关模块均开路, 即

可实现开边界条件. 同样地, 可以利用与第 4节周

期边界条件类似的方法, 通过 SPICE模拟重构出

开边界条件下的电路拉普拉辛矩阵以及相应的矩

A/C0阵   , 然后用此矩阵计算出相应的本征左/右

矢, 即可看到趋肤和局域模式在不同参数下的竞争

关系. 这里将采用一个相对简单的方法, 无须将

AC电流源依次接入每个节点也可以达到此目的.

电路的格林函数形式 (9)可以用拉普拉辛的

本征左/右矢表示为 

V = G(ω)I =
∑
n

[ψ
(l)
n (ω)]†I
jn(ω)

ψ(r)
n (ω), (25)

ψ
(r)
n (ω) j−1

n (ω)[ψ
(l)
n (ω)]†I

这里, 趋肤或局域模式表现为本征左/右矢矩阵元

的分布是趋向于一端还是局域在某个中间位置. 可

以简单地在单一节点接入 AC电流源, 测量相应的

电压响应, 根据 (25)式可知, 此电压响应是同一相

区下所有本征右矢  按系数  线

性叠加的结果, 所以必然表现为趋肤或局域效应.

γ = 0 R0

D(ω) = 0

jn(ω) j

V → j−1I
γ = 0

取与周期边界条件时相同的元件参数, 除了

 (即  开路), 这是因为开边界条件下所有的

本征频率都是实数, 如图 2(b)和 图 2(c)所示, 不

存在响应发散的问题, 所以不需要用电阻抑制发

散. 另外, 需要拉普拉辛矩阵中的   , 否则

当此项很大时, 所有本征值  趋向于常数  , 由

(25)式可知   , 其正比于输入电流, 无法

反映出竞争关系, 这也是取  的一个原因.

N = 21

ni = 11

ω = ω0/
√
6

ω

用 SPICE同样模拟了开边界条件下  

个节点的电路系统 , 在节点   接入频率为

 的 AC电流源, 然后测量每个节点频率

为  的电压幅值, 得到如图 3(a)和图 3(b)所示结

果, 可以清楚地看出, 在拓扑相区时, 响应电压分

布在右/左边界附近, 表现为右/左趋肤态; 在非拓

扑相区时, 响应电压始终分布在驱动节点附近, 表

现为局域态. 为了表征相应电压的局域化程度, 定

义倒参与率 (inverse participation ratio, IPR): 

IPR =

(∑
n

|Vn|4
)/(∑

n

|Vn|2
)2

. (26)

ν =

±1

ν = ±1 ν = 0

图 3(c)和图 3(d)显示 IPR最低的点与理论相变

点很接近, 因为趋肤和局域态都有较大的局域性,

对应较大的 IPR值, 而相变点附近扩展性最强, 对

应的 IPR值都很小. 在左右趋肤的相边界 (即 

 之间的边界), 对应于互易模型, 因为趋肤效应

消失, 所以其本征态为扩展态; 在趋肤与局域的相

边界 (即  与  之间的边界), 对应于趋肤

与局域竞争的平衡, 同样为扩展态. 
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6   结　论

本文通过构建经典电路, 将其拉普拉辛矩阵与

非互易 AA模型的哈密顿量矩阵对应, 利用 SPICE

成功模拟了非互易 AA模型重要的稳态性质, 包括

周期边界条件下体现系统非厄米拓扑性质的复能

谱和能谱缠绕数, 以及开边界下非厄米趋肤效应与

准无序局域化的竞争. 其中, 详细讨论了电路参数的

设置原则和理论依据, 为进一步的实验实现提供了

具体的指导方案. 由于方案的普适性, 本文所讨论的

设计原则和理论可以直接应用于其他量子紧束缚

模型的模拟和实验, 如文献 [27]中提到的非互易AA

模型的对偶模型, 仅需将图 1中的电路方案适当修

改, 去除节点间的 INIC元件以实现互易跃迁, 并

调节相应的接地元件以实现准周期复在位势即可.

Ω

本文中的 SPICE模拟使用了 LTspice软件 .

为了更接近于理论结果, 采用的电容、电感和电阻

均为理想线性器件, 并且将 INIC中放大器的开环

增益倍数与输入阻抗分别设置为 500 G和 500 G

 用于模拟理想放大器. 由于实际器件的非理想性,

模拟或者实验结果可能会有一定偏差, 需要根据情

况具体分析.

本文只涉及对量子紧束缚模型稳态性质的模

拟, 实际上, 经典电路也可以用于对动力学性质的

模拟. 对于非互易 AA模型, 文献 [27]已有讨论.

另外, 由于电路元件的丰富特性, 同样可以利用非

线性的电路元件实现对非线性量子系统的模拟 [64].

所以, 对于模拟量子系统而言, 经典电路是一个成

本低廉、技术成熟、模拟范围广的有力平台.
 

附录

Im[ω
(n)
c /ω0] ⩾ 0

根据本征频率的表达式 (23), 如使电路响应不发散, 需

要满足  , 即
 

0 ⩾ 2Im

− iγ
2

+

√
(2 + r)− an −

γ2

4



= −γ −

√
γ2

4
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∗
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4
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√γ2
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∗

,

(A1)

√
·

γ ⩾ 0

这里将根式  整体看作复数, 由于不等式左边为非正数

(  ), 所以只需考虑不等式右边 (为根式的两倍实部)为

非正数时满足的条件即可. 因此, 将不等式 (A1)两边平方
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图 3    (a), (b)由 SPICE模拟得到的电压响应 (已经归一化)在节点上的分布, 分别对应图 2(a)中   和   的两条虚线.

频率为   的 AC电流源接在第 11个节点上 . (c), (d)分别为由图 (a)和 (b)中的电压分布根据 (26)式计算的 IPR, 其中

菱形为模拟值, 虚线为理论值, 箭头指的是最小模拟值, 虚线标出的是理论相变值.

α = 0.5 λ = 0.5

ω = ω0/
√
6

Fig. 3. (a), (b) Node distributions of voltages (normalized) simulated by SPICE along dashed lines of    and    in Fig. 2(a),

respectively. The AC current source with     is connected to the 11 th node. (c), (d) IPRs of the voltage distributions in

panels (a) and (b), respectively, calculated by Eq. (26), where diamonds (dashed lines) are the simulation (theoretical) results. The

arrows indicate the minima of simulated IPRs, while the dashed lines indicate the phase transition points in theory. 
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并化简, 得 

γ2

4
+ (2 + r)−

an + a∗n
2

⩾

√
γ2

4
− (2 + r) + an

√γ2

4
− (2 + r) + an

∗

, (A2)

两边再平方并化简, 得 

(2 + r − Re[an])γ2 ⩾ (Im[an])
2. (A3)

由于不等式右方为非负数, 所以必须要求 

2 + r − Re[an] ⩾ 0 ⇒ r ⩾ Re[an]− 2, (A4)

且 

γ ⩾ |Im[an]|/
√

2 + r − Re[an]. (A5)

因为需保证所有本征频率都满足以上条件, 所以要求 

r ⩾ max
n

(Re[an])− 2且 γ ⩾ max
n

(
|Im[an]|√

2 + r − Re[an]

)
. (A6)
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Abstract

The  introduction  of  non-Hermiticity  into  traditional  Hermitian  quantum  systems  generalizes  their  basic
notions and brings about many novel phenomena, e.g., the non-Hermitian skin effect that is exclusive to non-
Hermitian systems, attracting enormous attention from almost all branches of physics. Contrary to the quantum
platforms,  classical  systems have the advantages of  low cost and mature techniques under room temperature.
Among them, the classical  electrical  circuits are more flexible on simulating quantum tight-binding models in
principle  with  any  range  of  hopping  under  any  boundary  conditions  in  any  dimension,  and  have  become  a
powerful platform for the simulation of quantum matters. In this paper, by constructing an electrical circuit, we
simulate  by  SPICE  the  static  properties  of  a  prototypical  non-Hermitian  model—the  nonreciprocal  Aubry-
André (AA) model that has the nonreciprocal hopping and on-site quasiperiodic potentials.

ν

ν = ±1

ν = 0

The paper is organized as follows: Following the introduction, in Sec. II we review in detail the Laplacian
formalism  of  electrical  circuits  and  the  mapping  to  the  quantum  tight-binding  model.  Then,  in  Sec.  III,  an
electrical  circuit  is  proposed with resistors,  capacitors,  inductors,  and the negative impedance converters with
current  inversion  (INICs),  establishing  a  mapping  between  the  circuit's  Laplacian  and  the  non-reciprocal  AA
model's  Hamiltonian  under  periodic  boundary  conditions  (PBCs)  or  open  boundary  conditions  (OBCs).
Especially, the nonreciprocity, the key of this model, is realized by INICs. In Sec IV, based on the mapping, for
the  proposed  circuit  under  PBCs,  we  reconstruct  the  circuit's  Laplacian  via  SPICE  by  measuring  voltage

responses  of  an  AC  current  input  at  each  node.  The  complex  spectrum  and  its  winding  number      can  be

calculated by the measured Laplacian, which are consistent with the theoretical prediction, showing     for

non-Hermitian  topological  regimes  with  complex  eigenenergies  and  extended  eigenstates,  and      for
topologically  trivial  regimes  with  real  eigenenergies  and  localized  eigenstates.  In  Sec  V,  for  the  circuit  under
OBCs,  a similar  method is  used for  measuring the node distribution of  voltage response,  which simulates  the
competition  of  non-Hermitian  skin  effects  and  the  Anderson  localization,  depending  on  the  strength  of
quasiperiodic  potentials;  the  phase  transition  points  also  appear  in  the  inverse  participation  ratios  of  voltage
responses.

During the design process, the parameters of auxiliary resistors and capacitors are evaluated for obtaining
stable  responses,  because  the  complex  eigenfrequecies  of  the  circuits  are  inevitable  under  PBCs.  Our  detailed
scheme can directly instruct further potential experiments, and the designing method of the electrical circuit is
universal and can in principle be applied to the simulation for other quantum tight-binding models.

Keywords: nonreciprocal  Aubry-André  model,  non-Hermitian  skin  effect,  non-Hermitian  topology,  quantum
simulation
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

面向量子计算的拓扑超导体材料、
物理和器件研究*

姜达 1)    余东洋 1)    郑沾 1)    曹晓超 1)    林强 1)†     刘伍明 1)2)‡

1) (浙江工业大学理学院&前沿交叉科学研究院, 杭州　310014)

2) (中国科学院物理研究所, 北京　100190)

(2022 年 3 月 31日收到; 2022 年 4 月 26日收到修改稿)

鉴于“摩尔定律”已经逼近极限, 众多替代传统计算的方法被提出, 其中量子计算是最受关注和研究最广

泛的一种. 由于量子体系的不可封闭性, 外界大量不可控的因素会导致量子耗散和退相干, 为了尽可能避免

量子叠加态的退相干, 制备具有鲁棒性的量子比特成为了关键环节之一. 马约拉纳零能模是拓扑和超导复合

体系中涌现的准粒子, 具有非阿贝尔统计性质, 它的时空编织受到非局域的拓扑性质保护, 因此, 以马约拉纳

零能模构造的拓扑量子比特对量子退相干具有天然的鲁棒性. 虽然经过全球范围内各个实验组艰苦卓绝的

探求, 目前关于马约拉纳零能模的实验验证仍然扑朔迷离. 本文回顾了量子计算的发展历程和主要的技术手

段, 重点介绍了拓扑超导态/体的理论、可观测的实验现象、以及最新的实验研究进展, 并对此做出了分析和

评述. 最后对拓扑超导态/体在量子计算领域的应用前景进行了展望.

关键词：量子计算, 拓扑超导体

PACS：03.65.–w, 03.67.Lx 　DOI: 10.7498/aps.71.20220596

 

1   引　言
 

1.1    何为量子计算

信息是现代科学的一个核心基本概念, 它已影

响到生活的各个方面. 在经典信息论中, 信息的内

容和形式以二进制方式加载在一连串的确定状态

0或 1上. 由于内容和形式可以有不同的表达, 现

代科学更关心信息的度量, 而非信息本身的价值.

信息量的基本单位是比特 (bit). 计算 (compute)

在拉丁语里由“com”和“putare”构成, 指的是处理

信息并将其简化为数据. 量子计算, 相对于经典计

算而言, 是指计算的物理实现遵循的是量子物理的

规律, 而非经典物理的规律. 因此, 在计算过程中

量子计算会用到量子物理的非经典性质, 如态的叠

加、纠缠、非局域性等. 一般情况下, 量子态不可进

行克隆, 测量也将导致量子态坍缩. 这两个事实使

得量子计算过程中往往无法进行复制和反馈, 这也

意味着量子计算和经典计算必然存在巨大的差异.

对照经典计算, 量子计算也可分为软件和硬件

两大部分: 软件部分包括算法分析和设计、量子编

程语言、软件等; 硬件包括量子芯片、量子存储器

等. 从处理信息的形式来分, 量子计算又可分为离

散变量型和连续变量型. 量子计算也可从计算模型

角度来区分. 在众多的计算模型中, 当下最受学界

重视的方案有量子门阵列、单向量子计算、绝热量
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 61727821, U20A20219, 61835013)和国家重点研发计划 (批准号: 2021YFA1400900, 2021YFA0718300,

2021YFA1400243)资助的课题.
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子计算和拓扑量子计算等四种.

尽管量子计算领域发展快速, 但受限于量子计

算的理论研究, 人们尚不知道量子计算机的最终设

计方案. 需指出的是: 目前所谈论的量子计算机往

往指的是对特定问题能达到指数级别加速的处理

器, 而非一个独立完成计算任务的装置设备; 相应

地, 目前所谈的量子计算其实是一种异构运算, 它

将需要加速的代码在量子芯片上执行并返还给经

典计算机协同完成计算任务. 

1.2    量子计算的意义

由于对数据处理量和计算速度要求的不断提

高, 芯片的集成度不断提高, 运算产生的热已限制

元件的性能和寿命. 尽管多处理器和分布式计算能

部分缓解该方面的压力, 但无法从本质上克服困

难, 也无法降低计算的能耗. 目前智能手机 3 nm

芯片即将进入使用, 在该尺度及更小的尺度下, 经

典物理的规律将不再准确, 必须考虑量子效应. 因

此, 基于量子规律的量子芯片、量子存储器设计方

案, 以及相匹配的计算方案自然地成为了普遍关注

的科学问题.

由于用于计算的量子态可以和电位的高低没

有关系, 量子比特位诸如翻转等演化没有产生焦耳

热的机制, 原则上讲, 量子计算元件密集程度 (性

能和寿命)应不受散热条件的限制.

|0⟩和|1⟩

|0⟩或|1⟩

经典计算使用确定的宏观状态 0和 1进行运

算. 量子计算, 以离散变量型为例, 则以复 Hilbert

空间的微观量子比特 (qubit)计算基矢   进

行处理. 与经典物理不同的是, 量子态一般处在这

两个基矢的叠加态上. 一个位上的量子态, 以 Bloch

球来表示, 其分布可布满整个球面, 而  则为

球面的两个极点. 由此可知, 一个 qubit可以有无

穷多种存在方式, 这意味着量子计算具有高度的并

行性和几乎无限的信息承载能力. 具体地说, 由于

一个经典的二进制存储器只能存储 0或 1中的一

个数, n 个经典的二进制存储器只能存储 2的 n 次

方个排列中的一个数, 而由于量子叠加原理, n 个

量子二进制存储器可以存储 2n 个排列的所有的数.

可见, 量子存储器的容载量是呈指数增长的. 当

n 很大时, 比如 n = 275, 量子存储器可存储的数

据量比宇宙中的原子总数 (上限约为 1082个)还要

多. 由此可知, 基于经典物理原理设计的存储器无

法胜任很大规模下的信息处理. 此外, 由于哈密顿

算符是线性算子, 量子叠加态的演化是并行的, 且

相互间不需要进行通信. 同样地, 由于态叠加原理,

在各个量子比特位上可以同时进行多个数据的写

入, 或者同时进行多个数据的读出. 因此, 量子计

算的高并行性特点原则上可展现出更快的计算速

度. 再考虑到量子比特间的纠缠等特性, 一些特殊

制备的量子源在特定问题上, 有着超越经典计算机

方案的处理速度和能力.

量子计算未来有十分巨大的应用前景, 尤其在

与大数据量相关的一些研究和应用上, 比如:

1) 大数据科学. 使用量子计算可以更全面、快

速、准确地找到需要的海量数据检索, 用于检索商

业信息, 方案的优化, 信息的整合和预测, 比如便

捷的线上贸易、私人定制的 (健康、金融等)信息服

务、投资组合优化和风险预测、犯罪分子的快速发

现和追踪.

2) 量子模拟. 工业生产前期往往需要利用行

业软件进行大规模高精度的模拟, 当前的模拟对软

硬件要求很高, 但仍无法得到很高的精度. 使用量

子计算有望在更大的规模、更长的演化时间上来研

究相关的工业过程, 得到更精确的结果, 因而能带

来巨大的经济效益. 比如, 应用量子计算改善催化

剂, 用于实现高效无害高质量的生产方式来生产氯

乙烯和氨肥 (或对应替代物), 则分别对绿色环保和

粮食增产起到重要作用. 从科学和新技术角度来

看, 量子计算在化学合成、高分子新型药物的研

制、生命现象等领域将发挥巨大的作用. 比如, 医

学技术水平有望进入到原子、亚原子级别; 意识和

生死, 作为涌现现象, 有望通过大规模的模拟来进

行初步地研究.

3) 人工智能. 量子计算有助于提高机器学习

的广度、速度和复杂度, 提高视觉识别、语音识别、

模式识别等来模仿和实现更复杂的人类智能行为,

进而执行更为复杂的任务, 比如地道的语言翻译、

准确的医学诊断、严格的数学证明、有效的危险识

别和规避等. 得益于更快的计算速度, 人工智能有

望对一些微观物理化学过程进行"实时"反馈和调

控, 提升人类对微观粒子的操控能力.

4) 数字主权及安全. 数据在现代社会中起着

重要作用, 数据的安全性是大家十分关心的问题.

比如密码学的基本工作原理是大数分解成两位大

质数的乘积, 由于高的计算复杂度, 经典计算要找

出结果需很长的时间, 而量子计算的高度并行性使
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得计算在极短的时间内就可以完成, 因此, 量子计

算的成熟应用必然要求彻底改变现代密码系统, 尤

其是涉及敏感信息的国防系统和金融系统. 同样

地, 数字货币也可能需用更安全的量子数字货币代

替. 基于量子计算的安全协议变得十分重要. 考虑

到通信的绝对安全性, 结合量子计算的高度并行

性, 量子计算用于网络时, 可能使得网络攻击呈现

范围大, 攻击密集, 实时性强等特点. 无论是进行网

络攻击和防御的手段, 对国家安全而言都是重要的. 

1.3    量子计算的发展历程

20世纪初, 随着对微观世界的探索发现, 量子

物理在争议声中快速发展, 人们认识到微观世界的

规律 , 可以完全不同于经典的经验 ; 同一期间 ,

Gödel, Church和 Turing提出三种计算模型 , 带

动了数字电子计算机的高速发展. 通过对非传统计

算方法开展研究, 后来人们认识到: 这三个模型都

包含了与计算量相关的不合理的物理假设, 即某些

物理过程并不能通过计算模拟出. 1970年, Park[1]

提出量子态不可克隆定理 , 该定理在 1982年被

Wootters和 Zurek[2] 重新发现. 1973年, Bennett[3]

提出了可逆图灵机的方案.

1980年到 1999年期间, 科学家主要在理论方

面开展研究 , 侧重点是量子逻辑门 (CNOT门 ,

Fredkin门), 量子图灵机和一些算法的方案. 其中

比较著名的有: 1980年, Benioff[4] 基于可逆图灵机

提出了量子图灵机模型, Manin[5] 也提出了量子计

算机的想法. Feynman在 1981年建议建造量子计

算机, 在 1982年指出所有经典计算机模拟量子系

统都存在指数变慢的现象, 而基于量子原理的模拟

器则可能无此变慢. 1985年, Deutsch提出了第一

个通用量子计算机模型. 1992年, Deutsch和 Jozsa[6]

提出了指数加速的 Deutsch-Jozsa算法. 1993年,

Bennett等 [7] 提出了量子隐形传态方案. 1994年,

Shor[8] 提出了 Shor算法, 在量子计算机上该算法

对于大数分解的计算速度远远快于表现最好的经

典算法. 1995年, Monroe等 [9] 用俘获的离子首次

实现 CNOT门. 1996年, DiVincenzo[10] 提出了构

建量子计算机的若干判据; Grover[11] 提出了一种

以平方幂次加速的量子搜索算法. 1997年, Kitaev[12]

提出拓扑量子计算的方案, 该方案可有效地对抗退

相干. 1998年, 第一个量子计算机 (2比特NMR量子

计算机)诞生, 并在其上成功实现了Deutsch算法 [13];

Omer提出了量子计算编程语言.

2000年以后, 量子计算在理论和实验方面都

开始有了突破 . 2000年 , Pati和 Braunstein[14] 证

明了量子不可删除定理, 它表明量子信息既不能被

制造也不能被销毁. 2001年, 基于单光子的光学量

子计算模型 [15] 和基于测量的量子计算模型 [16] 出

现. 2003年, Pittman[17] 和O’Brien[18] 两个组独立地

演示了基于线性光学元件的量子CNOT门. 2004年,

科学家实现了量子隐形传态 [19]. 2005年, Chanelière

等 [20] 演示了两个量子存储器间信息交换. 2007年,

单原子单光子服务器出现 [21]. 2008年, 基于量子光

学频率梳的大规模量子计算方案出现 [22]. 2009年,

Lloyd等 [23] 提出 HHL量子算法, 对于求解线性系

统能达到指数加速效果; Schoelkopf等 [24] 制造了

第一个固态量子处理器; O'Brien等 [25] 制造了光子

芯片, 并演示了 15 = 3 × 5的 Shor算法; 首个面

向原子光学开发的拓扑簇态量子架构出现 [26].

自 2010开始, 量子计算从软、硬件两方面都

得到了快速的发展, 众多芯片方案均在实验上得到

了验证, 商用的量子计算机也被制造出来. 2010年

出现了双光子芯片 [27]. 2011年, 14比特的量子注

册机 [28] 制造了出来; Aaronson等 [29] 提出了玻色

采样理论方案; D-wave制造并售出了量子淬灭机.

2012年, 世界第一家量子计算软件公司 1 QB量子

技术成立. 2013年, 量子态可达到小时级别的相干

时间 [30,31]. 2014年, 基于钻石的大规模量子计算架

构方案 [32] 出现; 基于隐形传态技术, 科学家实现了

高保真、米级的数据传输 [33]. 2016年, 在基于离子

阱的量子计算机上实现了 Shor算法 [34], IBM开放

了量子云计算平台Quantum Experience[35], Google

利用 9个超导比特对氢气分子进行了量子模拟 [36].

2017年, 科学家在微芯片上产生了两个纠缠的比

特, 共含 100个态分量 (每个比特上有 10个态分

量)[37]; 微软发布量子编程语言 Q Sharp; 第一个用

于商业量子计算机的用户交互式操作系统出现; 反

事实量子通信方案通过实验验证 [38], 量子信息交

换有望不通过携带者或隐形传态方式直接完成.

2018年, 三光子态用于加速量子计算 [39]; 硅基双比

特量子处理器通过测试 [40]; 用于连续变量量子信

息处理的集成光子平台出现 [41]; IonQ公司制造了

基于离子陷俘的首台商用量子计算机. 2019年, IBM

制造了它的第一台商用量子计算机, 奥地利科学家

在量子计算机上模拟了晶格模型 [42]; 谷歌声称量
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子计算机实现了量子优越性; IBM研制出了 53个

qubit构成的量子计算机; 潘建伟团队实现了多光

子玻色采样 [43]. 2020年, 科学家提出并给出了一个

量子布线问题的解决方案 [44], 对纠缠声子对进行

测量后实现了测量信息的量子搽除 [45], 利用谷歌

公司的量子求解器研究了氢链的结合能和二氮烯

的异构机制 [46], 在城际级别实现了 8用户量子通

信网络 [47]. 潘建伟团队使用 (峰值为 76个光子比

特)九章玻色采样机实现了量子优越性 [48]. 2021年,

中国科学家建立了世界最大的综合量子通信网络,

实现了地面和卫星的连接 [49]; 在无人机间成功传

输了纠缠的光子, 标志着量子网络的研究进入可移

动的阶段 [50]; 制造出了目前世界上最强的量子计

算机祖冲之 2, 它是一台 66比特可编程超导量子

计算机. 国外研究人员展示了用于分布式量子计算

机的第一个量子逻辑门的原型 [51]; 奥地利、德国和

瑞士的研究人员展示了两台 19英寸机架的量子计

算演示器 [52]. 在量子比特数目方面, 研究也取得了

较大突破: 可编程的量子模拟器可操作的量子比特

数达到 256个 [53], 基于 Rydeberg原子的量子模拟

器的原子数也达到 196个 [54]. 另外, 滑铁卢大学利

用量子计算机对重子进行了模拟 [55]. 到目前, 量子

计算的各个方面都在蓬勃发展. 

2   量子计算的理论基础
 

2.1    量子比特

⟩
⟩

比特是计算的基本单位, 在传统计算机中, 一

般用低电平 0和高电平 1编码二进制数据位. 类似

地, 在量子计算中, 其物理对应可以是任意的一个

二能级比特体系, 比如把低能级标记为|0  态, 高能

级标记为|1  态. 一个量子比特, 即量子双态系统组

成的态矢空间, 就是一个二维 Hilbert空间. 理论

上一次量子操作可以同时实现 2n 个叠加的数据进

行并行运算, 这相当于电子计算机进行 2n 次操作.

基于量子力学的量子计算提供了一种从根本上实

现并行计算的模式, 具备远超过经典计算机运算能

力的前景.

值得指出的是, 传统图灵机的架构同样适用于

量子计算, 可以对量子比特执行可编程的逻辑操

作, 实现通用的量子运算, 从而获得计算能力的指

数级加速提升. 作为比较, 每秒运算万亿次的电子

计算机对一个 300位的大数质因数分解需要 10万

年以上, 而利用同样运算速率、采用数学家 Shor

提出的量子分解算法的量子计算机只需要 1 s[8],

这对经典信息安全体系将带来深远的影响.
 

2.2    叠加态

⟩ ⟩ ⟩ ⟩
⟩ ⟩

⟩ ⟩

⟩ ⟩

经典计算机中每个比特只能表示 0或者 1中

的一种状态, 经过逻辑门运算之后得到的结果也是

如此. 对于量子比特而言, 遵循量子力学的定律,

不仅可以是|0  态或|1  态, 也可以是|0  和|1  的任

意线性叠加态 : a|0  +b|1  , 其中 a, b 都是复数 ,

且满足归一化条件|a|2 + |b|2 = 1. 一个量子比特

可以同时包含|0  态和|1  态的信息, 这体现了量子

力学中特有的相干性 . 目前单量子比特可以用

Bloch球表示, 如图 1所示, 多量子比特则用张量

乘积来描述. 根据 Feynman关于态叠加原理的解

释, 如果一个系统处在叠加态, 在不破坏这个态的

前提下, 原则上没有任何物理手段可以确定或区分

在这个态中系统究竟处于|0  态还是|1  态. 量子体

系与外界环境的作用会导致叠加态的分布和相位

信息丢失, 使编码量子态退化为经典态, 即量子退

相干现象, 这是目前量子计算遇到的关键难题.

 
 


























⟩ ⟩
图 1    经典比特 (左)和量子比特 (右)图示. 量子比特可以

代表|0  态和|1  态的叠加态

⟩ ⟩
Fig. 1. Classic  bit  (left)  and  qubit  (right).  Qubit  presents

the superposition of |0   and |1  .
 

作为态叠加原理应用在多体量子系统时的特

有性质, 量子纠缠代表不同体系之间的非局域、非

经典关联 [56], 在数学上表现为复合系统的量子态

无法写成子系统之间的直积. 目前光子纠缠源的产

生有两个主要方法: 基于自发参量下转换技术 [57]

和单个原子自发辐射产生的确定性单光子 [58], 纠

缠光子在量子通信及量子计算中有着重要的应用

价值 [59,60].
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3   实现量子计算的主要技术路线
 

3.1    超导体

超导体是实现量子计算的又一条有效技术路

线, 是通过超导系统的量子态来实现量子计算 [61].

超导量子计算的一个重要优势是与现有的半导体

工业技术兼容, 可以在技术上很顺利的从传统计算

过渡到量子计算, 而它的劣势则是需要在低温下才

能工作.

在超导电路中实现量子比特的基本元器件是

具有非线性特性的约瑟夫森结 (Josephson junction),

它是两个超导体之间夹一个绝缘体薄层的三明治

结构 (如图 2所示). 在超导态时, 库珀对可以隧穿

绝缘层造成的势垒形成超导电流, 这就是约瑟夫森

效应, 这里的超导电流满足以下两个方程: 

V =
Φ0

2π
∂φ

∂t
, (1)

 

I = Icsinφ, (2)

φ

Φ0 = h/2e

其中 I 是流经约瑟夫森结的电流; Ic 是临界电流;

 是绝缘层两侧超导体的相位差; V 是两侧超导体

的电势差;    是磁通量子. 这就是约瑟夫

森效应方程 . 由约瑟夫森效应方程 (1)和方程

(2)可以推导出约瑟夫森结本身存储的能量: 

E =

∫
IV dt =

∫
Icsinφ

Φ0

2π
∂φ

∂t
= Ej(1− cosφ), (3)

Ej = Ic
Φ0

2π其中   是约瑟夫森结能量. 受限于现有工

艺制备技术, 实际的约瑟夫森结可以等效为理想约

瑟夫森结、电容和电感组成的并联电路, 因此可得

出约瑟夫森结的哈密顿量为 

Ĥ = 4Ecn̂
2 +

1

2
ELφ̂

2 − Ej(cosφ̂1 + cosφ̂2),

= 4Ecn̂
2 +

1

2
ELφ̂

2 − 2Ejcos
πΦ̂c

Φ0
cosφ̂

= 4Ecn̂
2 +

1

2
ELφ̂

2 − EJcosφ̂, (4)

Ec =
e2

2C
EL =

ℏ/2e
L

EJ = 2Ejcos
πΦ̂c

Φ0
φ̂ =

φ̂1 + φ̂2

2
Φ̂c =

(ℏ/2e)(φ̂1 − φ̂2)

其中  是电容器上的能量;   表示

电感的能量,    ,    ,   

 .

从约瑟夫森结的哈密顿量出发, 基于约瑟夫森

结的电路可以设计出三种量子比特结构: 电荷量子

比特 (charge qubit)、磁通量子比特 (flux qubit)

及相位量子比特 (phase qubit).

Ec ⩾ EJ电荷量子比特　当  时, 电荷能量占据

优势, 电感可以忽略, 超导体中的库珀对数目可以

作为量子比特的量子态, 这种类型的量子比特称为

电荷量子比特, 也称为 Cooper-pair box[62].

EJ > Ec

|0⟩ |1⟩

磁通量子比特　当  时, 电容可以忽略,

电路由电感和约瑟夫森结组成, 通过磁场调节约瑟

夫森结的中间势垒高度, 改变约瑟夫森结两边势阱

的最低能级跃迁, 产生两个超导电流方向, 分别对

应着量子比特中的   和   量子态, 这种类型的量

子比特称为磁通量子比特.

EJ ≫ Ec

|0⟩ |1⟩

相位量子比特　当  时, 与磁通量子比

特类似. 通过外加直流偏置电流, 使得势阱中只存

在几个有限的能级, 将最低两个能级作为量子比特

的   和   量子态, 这种类型的量子比特称为相位

量子比特.

超导量子计算中所用到的超导体分为两大类,

一类是以铝为代表的传统超导体; 另一类是存在马

约拉纳准粒子的拓扑超导体. 

3.1.1    传统超导体

谷歌、IBM、英特尔、本源量子、浙江大学、南京

大学、北京量子信息科学研究院等国内外企业和科

研机构采用的是传统超导体来实现量子计算的技

术路径. 2019年美国谷歌公司研制的 53个量子比

特的 Sycamore处理器首次实现了“量子优越性”[63],

制备该处理器的材料是生长在硅片上的常规超导

体铝膜, 通过紫外曝光和电子束曝光进行 14次光

刻过程完成, 该研究成果具有里程碑式的意义; 2021

年, 中国科技大学潘建伟院士团队推出了 62个量

子比特的超导处理器“祖冲之号”[64], 该处理器同样

也是利用传统超导铝模制备, 通过 Al/AlOx/Al结

构来制备约瑟夫森结, 从而实现量子比特; 同年,

浙江大学也发布了利用传统超导体铝模制备的“莫

干 1号”和“天目 1号”超导量子芯片学术成果 [65]. 传

统超导量子计算已经逐渐成为实现量子计算的主

 

超导体1 超导体2

绝缘体



图 2    约瑟夫森结示意图.

Fig. 2. The schematic of Josephson Junction. 
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要技术路径之一. 但是传统超导量子计算存在一些

无法忽视的问题, 除了需要在低温下工作外, 由于

量子体系的不可封闭性, 外界大量不可控的因素会

导致量子耗散和退相干, 即量子叠加态的坍塌, 因

此传统超导量子计算机的相干时间较短, 远短于用

光学方法制备的量子计算机. 

3.1.2    拓扑超导体

为了尽可能避免量子叠加态的坍塌, 制备稳定

的量子比特成为关键环节之一. 解决这个问题的一

个有效方法就是使用马约拉纳零能模构造的拓扑

量子比特. 马约拉纳零能模只在具有非平庸拓扑的

超导体中可能出现, 然而, 目前关于拓扑超导体的

研究面临理论不完善、材料工艺要求奇高、制备复

杂、探测手段匮乏等困境. 微软、荷兰代尔夫特大

学、清华大学、北京大学、中国科学院物理研究所

等国内外企业和研究机构都在拓扑超导体中尝试

基于拓扑量子比特的量子计算路径. 目前, 关于拓

扑超导态和拓扑超导体的理论研究已经非常丰富,

在超导异质结和拓扑超导体等体系都观察到了马

约拉纳零能模的间接信号, 新的拓扑超导材料研发

及其器件的制备等仍然有待进一步提高. 在后面的

第 4、第 5章节将详细介绍面向量子计算的拓扑超

导体理论和实验上可观测的现象; 第六章将详细介

绍目前面向量子计算的拓扑超导体材料的实验研

究进展. 

3.2    半导体

硅基半导体集成电路技术是现代工业文明的

基石, 据此发展起来的技术和工艺丰富多样, 因而

与现代硅基半导体集成电路技术兼容的半导体量

子点量子计算方案始终受到广泛的关注. 根据研

究, 为了实现能够容错的量子计算, 单比特和双比

特的相干时间 (退相干时间)要尽可能的长, 而操

控时间要尽可能的短, 它们成为衡量一个量子计算

平台的两个重要物理指标 [66]. 早期的半导体量子

计算研究利用电子的自旋作为量子比特, 主要材料

是Ⅲ/Ⅴ主族材料体系 [67], 如GaAs量子点, InSb纳

米线等. 由于受到材料核自旋的超精细相互作用的

随机影响, 这些异质结中的电子自旋量子比特退相

干时间都较短, 使得在半导体工艺中构造高保真度

量子比特困难重重. 近年来, 基于Ⅵ族的 Si和 Ge

材料得到了迅速的发展, 尤其是同位素纯化技术使

√
SWAP

得人们能够制备出无核自旋 28Si和 72Ge的量子点,

配合诸如动力学解耦脉冲 (dynamical decoupling

pulse)等技术, 人们大幅提高了半导体中的量子比

特的相干时间. 类比于经典计算机, 量子计算机的

任意程序也可以分解为有限次的逻辑量子比特的

连续操作 , 比如三个单量子比特 Hadamard门 ,

Pauli-Z门和 T门, 以及一个让两个量子比特纠缠

的双比特门, 如CNOT门或  门或CZ门等[68].

但是, 由于不可避免的耗散和环境相互作用, 半导

体量子点平台的量子比特始终具有有限的保真度

(fidelity), 微弱的错误会在后续的计算中叠加和累

计直到量子比特完全被损坏. 一种基于纠错码的容

错量子比特方案即 Surface码在 2012年提出, 该

方案指出只有单比特门和双比特门的保真度均超

过 99%时才能够构造一个大规模的量子计算平台 [69].

|0⟩ |1⟩
|ψ⟩ = cosθ/2|0⟩+ eiφ/2sinθ/2|1⟩

|0⟩ |1⟩
|0⟩ |1⟩

B0 B0 B1

单量子比特是两个能级   和   的线性叠加,

 , 它可以表达为布洛

赫球面的一点. 单量子比特的基本逻辑门操作都可

以分解为沿着 Bloch球两个独立坐标轴的转动, 因

此半导体量子点计算平台都在围绕着如何以尽可

能高的保真度沿 Bloch球表面转动, 如 Rabi振荡.

 和   可以是任意的两个能够控制的能级, 比如

电子, 原子核或者空穴的自旋, 此时  和  分别对

应自旋朝下和朝上, 在外加一个较大的沿 z 轴静态

磁场  , 一个较小的与  垂直的振荡磁场  , 以

及一个用于控制的微波场, 在旋转坐标系下该体系

的哈密顿量写为 [70]
 

H ≈ (−ω0 + ω)σz/2− ωR/2 [cos (ϕ)σx − sin (ϕ)σy] ,
(5)

ω ω0 = γB0 ωR = γB1其中  ,   和  分别是微波脉冲、拉

莫尔和拉比频率. 基于自旋的量子比特读取需要通

过自旋/能量依赖隧穿或者自旋阻塞实现自旋-电

荷转换, 从而读取自旋量子比特. 比如通过自旋/

能量依赖隧穿技术, 人们实现了对硅附近束缚电子

自旋的单次读取 [71]. 自旋阻塞效应需要辅助量子

比特协助以实现对量子比特的读取, Harvey-Coll-

ard等 [72] 借助 charge-state  latching技术实现了

99.86%的受控测量保真度. 半导体材料如 29Si的

超精细相互作用的随机涨落会导致其中的量子比

特相干时间很短, 通过使用同位素纯化 (28Si)以及

电偶极自旋共振等技术, 2017年 Yoneda等 [73] 实

现了退相干时间 20 µs, 操控时间 17 ns, 受控保真

度达到了 99.6%的良好成绩. 而自Kane提出 Si:31P
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系统核自旋可以用作量子比特以来, Si:31P系统得

到了深入的研究, 2014年 Muhonen等 [74] 实现了

99.99%的受控保真度以及达 600 ms的退相干时

间. 除了使用自旋量子比特以外, 人们也使用电荷,

自旋-电荷杂化系统作为量子比特, 相关的研究都

取得了很好的进展.

双比特量子比特门主要依靠三种方式耦合两

个单量子比特而实现, 包括交换相互作用 (近邻,

次近邻等)、库伦相互作用以及腔量子电动力学, 特

别地, 交换相互作用因为控制简单而研究最多. 近

年来, 一种新的双比特门—“CROT门”—得

到了深入的研究, 它结合了 CNOT门和一个单比

特门, 而且它不需要操控交换相互作用的强度便能

实现一次 CROT门操作, 有效减少了环境噪声的

影响. 在 2018年, Huang等[75] 实现了CNOT门高达

98%的保真度. Gate-set tomography技术能够将

Hamiltonian error和随机错误分离, 因而使得人

们能够纠正控制错误、门依赖错误等, 从而提高保

真度 [76]. 2022年初, 三个小组同时报道了单比特门

和双比特门均超过 99%临界保真度的小规模量子

点量子计算系统, 包括在磷 31P掺杂的 28Si材料中

实现的 1个电子 2个核自旋量子比特系统 [77]、同

位素纯化的硅基半导体量子点 [78] 和同位素纯化的 28

Si/SiGe异质结 [79], 此三项工作标志着半导体量子

计算迈上了新的台阶. 继续优化和发展制备、操控

和测量等工艺和技术, 进一步实现可扩展的更大尺

度的量子点量子计算系统便成为下一步最为紧迫

的方向.
 

3.3    光　学

近 20余年来, 基于量子光学的量子计算方向获

得了很多有意义的进展, 涉及的物理系统主要包括

离子阱 [80]、腔 QED系统 [81]、极性分子系统 [82]、光

晶格 [83] 等. 离子阱的特点是与外部环境耦合较弱,

相干时间长, 并且在量子比特的光学读取上具有很

大优势. 光学腔 QED利用原子与腔场的相互作用

控制原子内部状态, 以光子作为飞行量子位进行量

子计算. 极性分子体系则集合了中性原子与离子的

特点, 它通过微波控制量子位翻转, 不影响双光子

拉曼过程中激发态的布居, 由于分子间偶极相互作

用远小于离子间的库仑力, 更容易俘获操控. 在光晶

格系统里, 通过调节激光场可以操控占据同一格点

的玻色子之间的相互作用强度及其在不同格点之

间的隧穿概率. 2002年, 慕尼黑大学的Greiner等 [84]

利用光晶格体系模拟了从超流态到Mott绝缘态的

相变, 成果被量子物理专家 Cirac和 Zoller[85] 认定

为量子计算的首次实际应用. 2021年, 清华大学的

段路明研究组 [86] 通过精确调控施加在一维光晶格

中的超冷原子所在位置的磁场, 首次在实验上实现

了量子中继协议中的两个中继模块间的高效纠缠

连接 (见图 3). 2022年初, 麻省理工学院物理系的

Hartke等 [87] 利用激光干涉形成二维网状势阱, 捕

获了大约 400对冷原子, 并成功在每个钾原子对中

观测到了两种不同量子振荡行为的叠加态, 这是一

种全新的量子比特. 芝加哥大学的 Bernien团队 [88]

设计了一个由中性铷原子和铯原子构成的原子阵

列, 实现了首个由 512个量子位组成的中性原子
 

PBS

HWP

QWP

D1 D2 D3 D4

Entanglement connection

QN3

QN1

QN2QN1 QN4

QN4

D5 D6

QN2 QN3

BSM

QN1 QN4

Segment I Segment II

…

…

…

…

(a)

(b)

图 3    (a) 量子中继协议中的纠缠连接示意图 [86]; (b) 量子中继模块之间的纠缠连接的实验系统示意图 [86]

Fig. 3. (a) A sketch of entanglement connection (swapping) in the quantum repeater protocol[86]; (b) the whole experimental set-up[86]. 
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体系. 两种元素可以分别用作量子存储器和量子计

算 , 扮演计算机中的 RAM(随机存取存储器)及

CPU(中央处理器)角色, 对新的量子协议具有重

要启发意义.

光子是传递电磁相互作用的玻色子, 该“飞行

比特”作为量子处理单元的物理载体和“链接”多个

量子系统的桥梁, 优点是抗环境噪声干扰能力强,

是实现长距离量子网络和分布式量子计算的最佳

载体, 缺点是调控手段相对复杂. 目前, 科学家们

已经成功利用光子的偏振 [57]、路径 (透射路和反射

路)[89]、轨道角动量 [90]、频率 [91] 等自由度作为量子比

特编码. 基于现有的光量子比特的制备和操控技术 [92],

国内外学者们先后展示了特定功能的量子计算平

台. 2013年, 意大利、英国、奥地利、澳大利亚等四

个国家的研究团队分别采用单光子源和集成光学

芯片展示了 3光子玻色采样 [93−96]. 2017年, 中国

科学技术大学的潘建伟研究组 [97] 利用一种共振

激发的量子点单光子源产生的高品质光子, 首次

在国际上实现 5光子玻色采样 (见图 4). 2018年,

上海交通大学的金贤敏团队 [98] 利用“飞秒激光直

写”技术制备出节点数达 49×49的光量子计算芯

片, 创造了当时的世界纪录. 2021年, 日本科学家

Kashiwazaki等 [99] 研制出新型光纤耦合量子压缩

光源, 标志着人类向通用计算机的目标迈出了坚实

的一步.

目前光量子计算机在解决特定问题时的计算

速度已经远超经典计算机, 在相关实用前景还需要

进一步验证. 光量子计算的优势是信息存储相对容

易, 另一方面, 它面临的关键技术难点是高品质纠

缠光学的制备和光子多自由度调控技术, 光量子比

特和其他系统之间的相互耦合也存在一些挑战. 此

外, 光子数解析探测器及光学芯片制造技术也决定

着光量子计算机的应用前景. 

4   面向量子计算的拓扑超导体理论
 

4.1    粒子-空穴对称

凝聚态物质的主要组分是电子, 电子是自旋

为 1/2的费米子, 并满足狄拉克-费米统计, 即每一

个量子态只能最多占据一个电子, 因此, 自由电子

气的基态将是电子从低能到高能依次填满的费米

海 . 在传统的 Bardin-Cooper-Schrieffer(BCS)超

导理论中, 晶格的声子元激发能够在电子之间间接

诱导微弱的吸引相互作用, 该吸引相互作用导致费

米海表面附近 (费米面)的电子失去稳定性, 形成

无数的 Cooper对, 从而形成超导现象. 超导体的

单粒子激发需要破坏 Cooper对束缚态, 将电子从

费米海内“踢出”去, 即一个“空穴型”元激发和“粒

子”元激发同时产生, 粒子型元激发带正电, 空穴

型元激发带负电, 因此, 超导体的单粒子激发是粒

子型元激发和空穴型元激发的相干叠加并呈电中

性, 超导体一般具有粒子-空穴对称性 (PHS). 粒

子-空穴对称性显著地改变了凝聚态物质的拓扑性

质, 使得在一、二和三维都能够存在拓扑非平庸的

拓扑超导体. 特别需要指出的是, 开放非厄密系统

成为近年来的研究热点 [100], 北京师范大学 Zhao

等 [101,102] 和 Jing等 [103] 研究了非厄密 Kitaev链 ,

他们发现非厄密特性会破坏粒子-空穴对称性, 从

而导致非厄密系统的马约拉纳零能模显著区别于

厄密系统, 比如不完全马约拉纳零能模等. 下面我

们简单介绍单带常规超导体 (厄密系统)中的粒子-

空穴对称性.

 

Demultiplexers

Detectors

Single-photon

device

PC
PC

PC
PC

TDC

Ultra-low-lossphotonic circuit

图 4    多光子玻色采样实验装置图 [97]

Fig. 4. Experimental set-up for multiphoton boson-sampling[97]. 
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众多电子构成的多体系统可以由以下哈密顿

量描述: 

Ĥ =
∑

k,s1,s2

ĉ†ks1(εkσ0 + gk · σ + µBh · σ)s1,s2 ĉks2

+
1

2

∑
k,k′

∑
s1,s2,s3,s4

Vs1s2,s3s4

× (k,k′) ĉ†−ks1 ĉ
†
ks2
ĉk′s3 ĉ−k′s4 , (6)

εk

εk = ℏ2k2/2m∗ m∗

gk · σ
kxσy + kyσx

其中第一项是电子的单粒子性质, 包括动能  (如

二次抛物型  ,   为电子有效质量)、

自旋轨道耦合效应   (spin-Orbit coupling, 如

二维体系中的 Rashba型   ), 以及磁场

h诱导的塞曼能等; 第二项描述了电子之间的有效

的相互作用, 它们包括电子之间的库伦相互作用、

由晶格振动以及反铁磁涨落等引起的有效吸引相

互作用等. 在 BCS理论中, 假设对关联效应较弱,

平均场近似依然较为准确, 得到 Nambu表象下的

平均场哈密顿量: 

Ĥ =
1

2

∑
k

ψ̂†
kHBdG(k)ψ̂k, (7)

ψ̂k = [ĉ
†
k↑, ĉ

†
k↓, ĉ−k↑, ĉ−k↓]

HBdG (k) 4× 4

这 里   ,  BdG哈 密 顿 量

 是 Nambu表象下的  矩阵 [100], 

HBdG(k) =

[
ε(k) ∆(k)

∆†(k) −ε(−k)

]
, (8)

εk ∆k 2× 2

∆k = −∆T
−k

  和  都是  的矩阵. 由于费米子算符的反对

易关系, 有  , 

∆s1s2(k) = −
∑
k′

∑
s3,s4

Vs1s2,s3s4 (k,k
′) ⟨ĉk′s3 ĉ−k′s4⟩ ,

(9)

HBdG (k) [uj(k),

vj(−k)]T = Ej (k) [uj( k), vj(−k )]T

Ej (k)

上述哈密顿量能够被波戈留波夫变换 

 所对角化, 其本征

谱为  . 定义粒子-空穴变换, 

Ĉ =

[
0 12×2

12×2 0

]
K̂, (10)

12×2 2× 2 κ̂

HBdG (k)

其中  是  的单位矩阵,   是厄密共轭算符.

 在该粒子-空穴变换下有如下关系, 

ĈHBdG(k)Ĉ−1 = −HBdG(−k). (11)

HBdG (k) Ĉ [uj(−k), vj (k)]
T
= −Ej(−k)Ĉ[uj×

(−k), vj (k)]T

α̂Ej(k) =
∑

s
u(j)∗s (k) ĉks+

因此 ,   

 , 即是说, BdG哈密顿量的单粒子能谱

是正能谱和负能谱成对出现的, 此即粒子-空穴对

称性 (PHS). 新的准粒子 

v(j)∗s (−k)ĉ†−ks α̂Ej(k) = α̂†−Ej(−k)

sj sj → (n, sj)

 依然是费米子, 满足  ,

它是原费米子的粒子元激发与空穴元激发的相干

叠加. 该模型推广到多带模型是直接的, 即把自旋

指标  换成自旋与能带的复合指标, 即  .

超导体特殊的基态导致互为“反”粒子的粒子型元

激发和空穴型元激发相干叠加, 该机制使得人们有

可能在“低能”的超导体物理中模拟“高能”的马约

拉纳费米子, 该研究范式在凝聚态物理中具有典型

性和普遍性. 

4.2    拓扑超导与马约拉纳准粒子

根据一般的拓扑理论, 在没有特殊对称性 (如

时间反演对称性、中心反演对称性等)的情况下, 一

维和三维是不能够支持拓扑非平庸的拓扑物态的 [104].

但是, 正是粒子-空穴对称性的出现, 它显著改变了

拓扑物态的性质, 使得在一、二和三维都能够定义

拓扑非平庸的物态. 比如, 在一维情形下, Kitaev

于 2001年提出了一个最简单的无自旋 p波超导模

型. 当参数合适时, 体系处于拓扑非平庸状态, 该

拓扑状态由缠绕数 Z2 描述, 此时在纳米线两端涌

现两个空间分立的马约拉纳零能模, 它受到体系的

体态的拓扑性质保护, 不受局域的杂质等影响 [105].

u
(j)
s = v

(j)∗
s α̂j = α̂†j

由于超导体具有粒子-空穴对称性, 它的负能

级均被填满, 而正能级往往是空的, 与绝缘体相似,

正因如此, 绝缘体的拓扑分类理论也能类似地应用

到对传统超导体的拓扑分类, 该理论指导人们构造

和发现了为数众多的拓扑超导体. 拓扑超导体近年

来得到广泛的研究, 一个重要的原因是它能够产生

具有非阿贝尔统计的任意子, 任意子 (anyon)的拓

扑保护特性使得它能够运用于抗退相干的拓扑量

子计算. 根据拓扑物态的体-边对应关系, 拓扑非平

庸的超导体具有无能隙的元激发, 该元激发的色散

关系在能带交叉点附近往往是线性的; 同时, 在布

里渊区的一些高对称点上, 如 G, K 点等, 该元激

发能量为零, 此时粒子元激发的波函数与空穴元激

发的波函数相同:   则  , 即该零能

准粒子的反粒子是其自身, 该零能模被称为马约拉

纳零能模 (Majorana zero mode, MZM), 是一种特

殊的马约拉纳费米子 (Majorana Fermion). 在基

本粒子物理中, 马约拉纳费米子是 Dirac方程的实

数解, 由意大利物理学家马约拉纳二十世纪三十年

代提出, 至今仍然没有找到哪种基本粒子是马约拉
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纳费米子. 但是, 正如前面所述, 在凝聚态物理中,

拓扑超导体的元激发有可能具有马约拉纳零能模,

它由体系的体态拓扑性质保护, 能够抵抗局域微

扰, 因此能够用于抗退相干的拓扑量子计算 [106,107].

px + ipy

px + ipy

px + ipy

目前, 实现拓扑超导的主要机制有两种方案:

一, 自旋三重态配对机制[108]; 二, 自旋轨道耦合[109−111].

从实现拓扑超导的材料而言, 有本征拓扑超导体和

人造超导异质结两种材料, 特别地, 人造超导异质

结为人们构造、探测和操控马约拉纳零模提供了非

常好的理论和实验平台, 吸引了全世界众多研究小

组的注意历和大量投入. 2001年, Kitaev提出一维

无自旋的 p波超导体链能够在两端产生马约拉纳

零能模, 该马约拉纳零能模受到体态非平庸拓扑保

护因而对微弱的局域扰动免疫, 该模型在众多文章

中均已详尽描述, 因此这里就不再赘述. 1999年,

Read和 Green提出在   无自旋二维超导体

的涡旋中心能够产生 MZM[112], 在之后的长时间

里, 研究人员一直为找到一个具体物理模型实现

 无自旋超导而苦苦寻找而不得, 直到 2008

年傅亮和 Kane才首次提出超导/拓扑绝缘体异质

结能够实现该模型 [113]. 紧接着, Sato等 [114] 甚至提

出一个具有强的 Rashba自旋轨道耦合的体系也

能等价于   无自旋超导体模型 (见图 5), 其

BdG哈密顿量如下, 

HBdG(k) =(
εk − hσz + gk · σ iψsσy

−iψsσy −εk + hσz + gk · σ∗

)
.

(12)

gk = 2λ (sin (kyd) ,− sin (kxd))
= (σx, σy) h

εk

U H′
BdG (k) =

UHBdG (k)U
†

这里,   描述Rashba自

旋轨道耦合的强度, s  是泡利矩阵,    为

沿着 z 轴的塞曼场强度 ,    是单粒子的色散关

系 .  Sato等人观察到上述哈密顿量能够通过一

个幺正变换   变换为另一个哈密顿量  

 , 

H′
BdG(k) =

(
ψs − hσz −iεkσy − igk · σσy

iεkσy + igkσyσ −ψs + hσz

)
.

(13)

这里 

U =
1√
2

(
1 iσy
iσy 1

)
(14)

−εk dk gk

它等价于 s波和 p波超导配对混合模型, 新的 s波

“序参量”为   和 p波“序参量”   矢量为   , 因

gk px + ipy
ψ2
s + ε(0, 0)2 < h2 <

ψ2
s + ε(0, π)2

H′
BdG (k) γ† =

∫
dru0ψ†

++

v0ψ+ u0 = v∗0 = i
(
reiθ
)−1/2e−(h−ψs)r/2λ γ† =

γ

此当  足够强时, 该模型就等价于  无自旋

超导体模型, 具体的计算表明: 当 

 时, 此时拓扑不变量陈数等于 1, 体边

对应关系要求出现两个无能隙的边带模, 如下图所

示. 此时,   有一个零能解,  

 ,   , 满足 

 , 即马约拉纳零能模. 虽然, 由于轨道的去配对效

应, Sato等的模型还不能应用到凝聚态物理而更

适合应用到超冷原子气体量子模拟等领域. 但是,

傅亮和 Kane、以及 Sato等的工作启发了寻找马约

拉纳零能模的一个非常重要的方向, 即通过强自旋

轨道耦合效应诱导超导体产生自旋三重态配对.

  
(a) 

-p p



(b) 

-p p



(c) 

-p p



ψ2
s + (0, 0)2 < h2 < ψ2

s + (0, π)2

图 5    (a), (b), (c)展示了在 x 方向为有限边界而 y 方向为

周期性边界时的能级结构, 从 (a)到 (c)缓慢增加磁场 h 的

大小 , 当满足   时 , 即 (c),

边界涌现了两个无能隙的边界模, 表明发生了拓扑相变 [114]

ψ2
s + (0, 0)2 < h2 < ψ2

s + (0, π)2

Fig. 5. (a),  (b),  and  (c)  The  band  energy  of  the  lattice

Hamiltonian  with  edges  at  x  direction.  The  magnetic  field

increases from Figure (a) to Figure (c). The red thin line in-

dicates a gapless chiral edge mode localized on the one side

and green thick line a gapless chiral edge mode on the oth-

er  side.  They  appear  for 

at Figure (c), which indicates the occurrence of topological

phase transition[114]. 

4.3    马约拉纳准粒子的非阿贝尔统计

拓扑物态的体态具有非平庸拓扑性质, 在不同

拓扑物态的交界处波函数必然出现奇点, 该奇点表

现为无能隙的边界模, d 维拓扑非平庸的体态与

(d–1)维边界态之间的这种对应关系被称为体-边

对应关系. 当超导序参量出现后, 由于粒子空穴对

称性, 无能隙的边界态往往表现为马约拉纳零能

模, 比如, 在二维无自旋 p波超导体的涡旋中心就

有马约拉纳零能模, 因为涡旋是拓扑超导态与正常

态的边界. 近年来, 前述的一阶拓扑绝缘体概念被

推广到高阶拓扑绝缘体, 即 d 维的拓扑非平庸体态

拥有 (d – n)维的边界态 (n>1). 在 2016年到 2017年

间, 先后有四个小组通过不同的方案提出了高阶拓

扑物态的概念, 比如, 三维拓扑绝缘体拥有一维的

或者零维的无能隙边界模 [115−118]. 高阶拓扑绝缘体
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概念很快被推广到高阶拓扑半金属和高阶拓扑超

导体. 利用混合超导, 如 s+id 超导配对, 便能够在

具有 Rashba自旋轨道耦合的铁基超导体/半导体/

高温超导体异质结中诱导出高阶拓扑超导体 [119];

利用高阶拓扑绝缘体/s波超导体异质结, 在无外

加磁场情形下便能够实现高阶拓扑超导, 形成马约

拉纳零能模 [120,121]. 虽然, 目前关于高阶拓扑超导

体的实验研究还处于初级阶段 [122], 但是, 关于高阶

拓扑超导体的理论和实验研究为模拟马约拉纳零

能模开辟了新的方向.

2N

ψf (T ) = Ufiψi Ufi

Ufi (T ) = T e−i
∫ T

0
dτH(τ) T

T ≫ h/|∆gap| Ufi

B2N

由于马约拉纳零能模的存在, 拓扑超导体的基

态具有 2N 重简并度 (  为马约拉纳零能模的个

数), 并且与激发态具有有限大小的能隙. 由于费米

子 (电子)粒子数宇称守恒 (Fermion number pari-

ty), 每一个空间局域的马约拉纳准粒子 (马约拉纳

准粒子之间相距足够远以至于它们之间完全没有

耦合)都能够绝热地被移动, 比如绕某一个马约拉

纳准粒子绕一圈. 该绝热演化将会导致马约拉纳准

粒子的世界线 (worldline, 即时空中的轨迹)在时

空中发生缠绕, 数学表示为:    ,   

为定义在拓扑超导体的简并基态子空间的幺正矩

阵,    ,    为编时算子, 为了

保证绝热演化, 要求操作时间  ,   也

是辫子群  的群元, 一般地, 不同的群元是不对

易的, 故马约拉纳准粒子满足非阿贝尔统计 [106,107,123],

下面我们以一维马约拉纳准粒子详细说明.

2N

γ̂j = γ̂†j

ĉ†k = (γ̂2k−1−

iγ̂2k)/2 ĉk = (γ̂2k−1 + iγ̂2k)/2 Uk (T )

γ̂′k = U †
k (T ) γ̂kUk (T )

Uk (T )

U †
k (T )

γ̂k γ̂k+1 γ̂′k = αk+1γ̂k+1 γ̂′k+1 = αk+1γ̂k+1

αk αk+1 ±1

γ̂′kγ̂
′
k+1 = γ̂kγ̂k+1 αkαk+1 = 1

αk = 1 αk+1 = −1

γ̂′k = −γ̂k+1 γ̂′k+1 = γ̂k

假设有  个马约拉纳准粒子, 并从左到右依

次编号为:   (j = 1, 2, 3, ···2N), 每相邻两个

马约拉纳准粒子定义一个复费米子:  

 ,   . 通过绝热演化  ,

新的马约拉纳费米子  . 为了具体

化, 设  只交换编号近邻的两个马约拉纳准粒

子并规定为顺时针方向 (反时针方向为   ), 即

 和  , 所以,   和 

(  和  等于  ). 因为费米粒子数宇称守恒的

限制 ,    , 所以 ,    , 不失

一般性, 我们取   和   , 这时我们有

 和   , 即左边马约拉纳费米子

获得了一个负号而右边的马约拉纳准粒子不变. 一

个具体的表示可以写成: 

Uk = e
π
4 γ̂kγ̂k+1 =

1 + γ̂kγ̂k+1√
2

≡ Bk,k+1. (15)

|k − l| ⩾ 2 Bk,k+1Bl,l+1 = Bl,l+1

Bk,k+1

当交换两对不同的近邻马约拉纳准粒子时, 与交换

顺序无关, 如果  时,  

 ; 而当两次交换涉及同一个马约拉纳准粒子

时, 两次交换不对易, 详细的代数计算表明: 

Bk−1,kBk,k+1 −Bk,k+1Bk−1,k = γ̂k−1γ̂k+1 ̸= 0.
(16)

|k − l| = 1

这就是马约拉纳准粒子的非阿贝尔统计性质. 如果

相邻的三个马约拉纳准粒子交换三次 (  ),

有 Yang-Baxter方程: 

Bk,k+1Bl,l+1Bk,k+1 = Bl,l+1Bk,k+1Bl,l+1. (17)

方程左右两边的拓扑等价. 马约拉纳准粒子的

世界线编织受到哈密顿量的拓扑性质保护, 因此,

任意局域的微弱退相干机制都不能够破坏马约拉

纳准粒子, 从而实现具有高度鲁棒性的拓扑量子比

特, 这是拓扑量子比特和拓扑量子计算区别于所有

其他量子计算平台的最大不同点和最大优势. 一旦

实现了可扩展的拓扑超导量子比特, 实现相同逻辑

量子比特数所需要的物理量子比特数将显著少于

其他非拓扑保护的量子计算平台, 如半导体量子计

算平台. 因此, 拓扑超导量子计算一直是量子计算

领域非常前沿的和具有革命性突破的研究方向. 

5   面向量子计算的拓扑超导体在实
验上可观测的现象

根据上述对拓扑超导体理论的研究, 可以预言

一些面向量子计算的拓扑超导体在实验上可观测

的现象, 通过在实验上探索这些现象又可以反过来

表征拓扑超导体. 

5.1    马约拉纳零能模和零偏置电导峰 (zero-
bias conductance peak)

马约拉纳准粒子是拓扑超导体中涌现的非局

域准粒子, 它的反粒子是其自身. 在粒子物理中,

马约拉纳准粒子对应于马约拉纳费米子, 它由意大

利物理学家埃托雷·马约拉纳于 1937年提出. 自理

论提出之后, 科学家们试图在现实材料中寻找到这

种准粒子, 因为马约拉纳准粒子无论是在基础研究

还是应用研究都有深远的意义, 它满足非阿贝尔统

计, 可用来实现容错的拓扑量子计算. 2008年, 傅

亮和 Charles Kane通过理论计算, 预言在拓扑绝缘

体和超导体的界面上可能会出现马约拉纳准粒子 [113],

拓扑超导体由此走入科学家们的视线. 由于马约拉
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纳准粒子的空间非局域性, 实验探测变得特别困

难, 一个间接探测其存在的简易工具是观测其零偏

置电导峰. 如第 4章所述, 在固体材料中, 马约拉

纳准粒子在拓扑缺陷上的产生湮灭算符满足自共

轭关系, 这就是马约拉纳零能模, 对多个马约拉纳

准粒子进行交换编织操作能够形成量子比特.

以一维的拓扑超导纳米线为例, 在纳米线的两

端各有一个马约拉纳准粒子, 它引起的隧穿电导为 

dI
dV

=
2e2

h

1

1 + (eV /2Γ )
2 , (18)

2e2/h

2e2/h

其中 I 是隧穿电流; V 是偏置电压; Г是谱的宽度.

由此公式可见, 在偏置电压为零的时候, 有一个电

导峰, 如果用扫描隧道显微镜 (STM) 研究它, 会

在电子隧道谱上观测到在零能时有个电导峰, 即零

偏置电导峰, 在 0 K温度时, 马约拉纳零偏置电导

峰的高度为量子化电导值 (  )[124]. 因此通过实

验直接观测马约拉纳零偏置电导峰高度接近 

是证实马约拉纳零模存在的关键证据之一. 最近几

年多个材料体系在实验上观测到了高度为量子化

电导值的零偏置电导峰 (详见第 6章节). 需要指出

的是, 对于三维拓扑超导体, 在理论上, 隧穿极限

下的零偏置电导是零 [125], 在实验上观测到的在零

偏置时的电导峰并非真正的零偏置电导峰, 往往是

由以下一个或几个原因导致 [126]: 1) 隧穿势垒较低;

2) 马约拉纳准粒子与正常态存在于表面的狄拉克

费米子的能量色散纠缠; 3) 体材料的超导能隙中

有节点或者节线; 4) 在绝对零度以上, 热致宽效应

导致零偏置时的凹陷被抹平. 

5.2    热导和量子化热霍尔效应 (quantized
thermal Hall conductivity)

除了 STM外, 输运测量同样可以为马约拉纳

准粒子或拓扑超导体的存在提供实验证据. 由于在

超导态电阻为零, 电输运无法用来研究超导态的准

粒子, 而热输运可以. 在超导态时, 导电的库珀对

无法进行热传导, 系统中只有马约拉纳费米子具有

热导能力, 因此在超导态时测量系统边界的热导就

能很好的证实马约拉纳准粒子的存在.

前文中提到, 在三维拓扑超导体系统中, 无法

观测到零偏置电导峰, 因此证实三维的拓扑超导体

必须要有其他的实验证据. 由马约拉纳准粒子的热

导出发, 科学家们预言在三维拓扑超导体中存在量

子化的热霍尔效应 [126,127].

科学家们设计出了如图 6所示的材料体系, 在

三维拓扑超导体的表面覆盖传统 s波超导体. 由于

近邻效应, 三维拓扑超导体表面具有了 s波配对和

相位为 π 的约瑟夫森结, 由此可以在马约拉纳准粒

子的狄拉克点处打开能隙.

 
 

E

T-invariant SC

S-wave

SC

=p/2

S-wave

SC

=-p/2

图 6    三维拓扑超导体测量量子热霍尔效应的实验示意图 [127]

Fig. 6. Illustration of the experimental setting for the meas-

urement of  quantum thermal  Hall  effect  in  the  3D topolo-

gical superconductor[127].
 

图 6中红色箭头方向为手性马约拉纳准粒子

沿着结的方向扩散产生的量子化热流, 它的理论大

小为 

IE = N
πk2BT 2

24ℏ
, (19)

其中 N 为三维体材料的拓扑量子数, 它和手性马

约拉纳准粒子的数量有关, T 是趋近于 0 K的温

度. 从方程 (19)可以推算出霍尔热导率为 

κxy =
IE
T

= N
πk2BT
24ℏ

, (20)

因此当实验上观测到这样的量子化热霍尔效应同

样可以证实在三维拓扑超导体中存在马约拉纳准

粒子. 目前从这个角度研究拓扑超导体尚不多见. 

5.3    反常约瑟夫森效应

不同于常规超导体, 拓扑超导体的相位改变既

不会破坏对称性, 也不会出现临界行为, 只会改变

相应的拓扑不变量和连续系统的边界特性 [128], 由

此可以设计基于拓扑超导体的约瑟夫森结来观测

它的反常约瑟夫森效应. 理论上认为, 将时间反演

不变的拓扑超导体和常规 s波超导体组成约瑟夫

森结会出现不同寻常的约瑟夫森效应: 由于配对对

称性不同, 结上常规的约瑟夫森耦合会非常的弱,

但马约拉纳表面态会产生一个非平庸的约瑟夫森耦

合 [129], 这种耦合会出现反常的电流-相位关系 [126,129].

在拓扑超导体和常规 s波超导体的相位差 j 为

0或者 π 的时候, 受时间反演对称保护, 马约拉纳

表面态保持无能隙; 在相位差 j 不为 0或者 π 的
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时候, 马约拉纳表面态的能隙打开从而降低能量 [129].

一般约瑟夫森结上电流 J 和相位差 j 之间的关系

可以描述为 [126,130]
 

J (φ) =
∑
n=1

(Jnsinnφ+ Incosnφ), (21)

Jn In

J (φ) = −J (−φ) In = 0

其中   和   随着 n 的增大而减小. 由于时间反演

对称,   , 因此  , 在此情况下, 

J (φ) ∼ sinφ. (22)

J (φ) =

J(π+ φ) J2n+1 = I2n+1 = 0

J (φ) ∼ sinφ

考虑到镜像对称, 会出现新的约束条件:   

 , 由此可以推出   . 在这

种情况下,    消失了, 出现了异常电流-

相位关系: 

J (φ) ∼ sin2φ. (23)

同时, 约瑟夫森结的电流-相位关系也可以确定配

对势的宇称 [130−132]. 如果配对势的宇称为奇, 则系

统具有拓扑性; 反之, 如果配对势的宇称为偶, 则

系统不具备拓扑性.

因此反常的电流-相位关系可用于确定拓扑超

导体的配对对称性, 是实验上可以观测到的拓扑超

导体的一个重要特征. 

5.4    奇频库珀对 (odd-frequency Cooper-
pairs)

奇频库珀对的概念由 Berezinskii[133] 于 1974年

提出, 用于更好的理解非常规超导和超流. 在拓扑

超导体中, 奇频库珀对引发的异常邻近效应导致了

基于马约拉纳准粒子的各种奇异现象 [134], 尤其是

零偏置电导峰.

|E| ≪ ∆

马约拉纳准粒子与奇频库珀对的关系可以通

过基于 px 波超导体的约瑟夫森结的格林函数来分

析. 当  (配对势), 格林函数可以写作: 

g (E;x, x′) ≈ u0 (x)u
∗
0 (x

′) + v∗0 (x) v0 (x
′)

E + iδε
, (24)

 

f (E;x, x′) ≈ u0 (x) v
∗
0 (x

′) + v∗0 (x)u0 (x
′)

E + iδε
, (25)

u0 (x) = C (x)χ v0 (x) = C (x)χ∗ C (x) =√
2/ξ0e−x/2ξ0sin (kx) χ = eiπ/4eiφ/2 ξ0

v0 (x) = u∗0 (x)

其 中   ,    ,   

 ,    ,    是相干长

度. 对于马约拉纳准粒子来说, 它的反粒子是其自

身, 所以  , 由此可以得出两个格林函

数的关系为 

g (E;x, x′) = (χ∗)
2
f (E;x, x′) = I (E;x, x′) . (26)

马约拉纳准粒子和奇频库珀对通过这个关系式联

(χ∗)
2
f (E;x, x′)

(χ∗)
2
f (E;x, x′)

系起来 .    的实部是关于 E 的奇函

数, 代表了库珀对的奇频对称;    虚

部是关于 E 的偶函数, 代表了马约拉纳准粒子局

域态密度.

根据上述理论分析, 以基于纳米线的拓扑超导

结构为例, 将具有强自旋-轨道耦合的纳米线置于

NS结和 SNS结上 (如图 7所示), 由于近邻效应,

纳米线上有一部分是正常态, 一部分是超导态, 在

纳米线上形成 NS结或者 SNS结.
 
 



Nano wire

Insulator Superconductor

Disordered segment

=1

SuperconductorInsulatorSuperconductor

(b)

Nano wire

=1 

(a)

图 7    (a) 纳米线在普通金属/超导体结 (NS) 上示意图 [134];

(b) 纳米线在超导体/普通金属/超导体约瑟夫森结 (SNS) 上

示意图 [134]

Fig. 7. Schematic pictures of NS (a) and SNS (b) junctions[134].
 

对于 NS结, 它的微分电导可以用如下方程

描述: 

GNS =
e2

h

∑
α,β

[
δα,β −

∣∣reeα,β∣∣2 + ∣∣rheα,β∣∣2]
E=eV

, (27)

reeα,β rheα,β

2e2

/
h

其中  和  是结上正常态系数和安德列夫反射

系数. 由此在理论上可以画出微分电导 GNS 随偏

置电压 eV 的变化曲线 (如图 8所示). 图 8(a)是不

具有拓扑性的纳米线的 GNS-eV 曲线, 图 8(b)是具

有拓扑性的纳米线的 GNS-eV 曲线, 可以看出, 具

有拓扑性的纳米线在零偏压的时候, 有明显的微分

电导峰, 高度为量子化电导值  .

J ∝ sin (∆φ/2)

−π ⩽ ∆φ ⩽ π

对于 SNS结, 具有拓扑性的纳米线在物理机

制上和 px 波超导体一样 [134], 因此在低温下, 拓扑

纳米线的 SNS结的约瑟夫森电流表现出了分数的

电流-相位关系 (如图 9所示):    , 其

中  .

拓扑纳米线的 NS结和 SNS结的异常输运现

象都是和奇频库珀对密切相关, 由此可见奇频库珀

对是实现马约拉纳准粒子不可或缺的, 也可以作为

表征马约拉纳准粒子的一个重要手段. 
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6   面向量子计算的拓扑超导体的实
验研究进展

目前拓扑超导体的实验研究主要集中在对材

料本身的探索上, 大体上分为两大类: 本征拓扑超

导体和人工构建的拓扑超导体. 一些具有非平庸的

拓扑能隙函数的超导体、具有奇频库珀对的超导

体、以及具有较强自旋三重态特征的非中心对称超

导体一般被认为有很大可能是本征拓扑超导体; 除

此之外, 科学家们还将超导体和一些金属、半导

体、拓扑绝缘体等材料进行复合, 人工构建了一些

潜在的拓扑超导体. 

6.1    本征拓扑超导体

随着理论和实验的不断推进, 越来越多的材料

被发现具有本征拓扑超导性. 本征拓扑超导体的优

势在于可以排除平庸态信号和复杂界面效应的干

扰, 直接观测到干净的马约拉纳束缚态. 

6.1.1    CuxBi2Se3

CuxBi2Se3 是最早被发现的拓扑超导材料. 2010

年, 美国普林斯顿大学 R. J. Cava课题组 [135] 在

Bi2Se3 中进行 Cu掺杂形成 CuxBi2Se3, 并在其中

发现了 Tc = 3.8 K超导性 (如图 10所示), 从而引

发学术界对 CuxBi2Se3 拓扑超导性的研究. 角分辨

光电子能谱 (ARPES)的研究证实, 当 Cu的掺杂

量达到超导出现的程度时, CuxBi2Se3 在动量空间

的拓扑表面态依然存在 [136]; 点接触的电输运方式

测量到了 CuxBi2Se3 的零偏置电导峰 [137]; 用核磁

共振测量奈特位移发现 CuxBi2Se3 在超导态的时

候, 它的自旋旋转对称性自发破缺, 由此可以推论

出 CuxBi2Se3 的超导是由赝自旋三重态的奇频

配对引起的, 它的自旋角动量被钉扎在某个晶向,
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图 8    微分电导GNS 随偏置电压 eV 的变化曲线 (a) 不具有拓

扑性的纳米线的曲线 [134]; (b) 具有拓扑性的纳米线的曲线 [134]

Fig. 8. The differential conductance of NS nanowires is plot-

ted  as  a  function  of  the  bias  voltage  for  nontopological

nanowire in (a) and for the topological nanowire in (b)[134]. 
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图 9    拓扑纳米线的 SNS结的电流-相位关系 , 作为对比 ,

黑色实线是非拓扑纳米线的电流-相位关系 [134]

Fig. 9. Current-phase relationship in SNS junctions of topo-

logical  wire.  For comparison, the results for nontopological

wire is plotted with a solid line[134]. 
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Fig. 10. Superconductivity at 3.8 K in CuxBi2Se3[135]. 
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因此核磁共振测量给出了 CuxBi2Se3 是拓扑超导

体的直接证据 [138]; 比热的测量也和核磁共振的测

量相互印证 [139].

受到 CuxBi2Se3 晶体的启发, 华中科技大学强

磁场科学中心的张裕恒、张昌锦课题组利用高温熔

融法, 将碱土金属元素 Sr替代 Cu插入到拓扑绝

缘体Bi2Se3 中, 获得了高质量的SrxBi2Se3 单晶体[140],

在 10 到 35 T磁场区间 SrxBi2Se3 出现了周期性的

量子振荡信号, 证明 SrxBi2Se3 存在拓扑保护表面态.

Asaba 等 [141] 在 Nb掺杂的 Bi2Se3 中测量出

了超导电性, 同时通过磁矩测量还观测到旋转对称

性自发破缺, 表明在 NbxBi2Se3 的超导基态具有向

列序.

从上述几例中可以看出, 对拓扑绝缘体 Bi2Se3
进行掺杂, 掺杂后的材料一旦出现超导, 则有望实

现本征拓扑超导体. 对 Bi2Se3 掺杂形成的拓扑超

导体是目前较为庞大的一个拓扑超导体系, 也是研

究较为全面和深入的材料体系. 

6.1.2    Fe1+ySexTe1–x

Fe1+ySexTe1–x 是典型的铁基非常规超导体, 中

国科学院物理研究所的丁洪研究员团队和高鸿钧

院士团队对 Fe1+ySexTe1–x 的拓扑性质进行了系统

的谱学实验研究. 要证实 Fe1+ySexTe1–x 的本征拓

扑性需要在谱学上观测到三个现象 [142]: 1) 狄拉克

锥表面态; 2) 表面态处有螺旋自旋极化, 使得自旋

方向垂直于动量方向; 3) 在超导态时, 表面态有 s

波超导能隙.

2014年, 丁洪课题组 [143] 在尝试调控 Fe1+ySex
Te1–x 费米能级的时候发现了狄拉克锥表面态的初

步迹象 [144], 理论计算表明这一能带反转具有拓扑

非平庸的性质, 即使 Fe1+ySexTe1–x 单晶薄至单层

依然可以通过 ARPES观测到拓扑非平庸能带反

转 [145,146]; 2018年, 该课题组利用超高分辨 ARPES

证实了 Fe1+ySexTe1–x 在费米能级处有狄拉克锥式

的自旋螺旋表面态, 且在超导态展现出 s波超导能

隙 [142]; 同年, 利用 He-3极低温强磁场 STM系统

对 Fe1+ySexTe1–x 的测量验证了它的狄拉克锥拓扑

表面态, 并在磁通涡旋处观察到尖锐的零偏置电导

峰, 这也是首次清晰的观测到了纯净的马约拉纳束

缚态 [147], 它的零偏置电导峰在低温下表现出量子

化的电导, 即可以观测到马约拉纳零能模的近量子

化电导平台特征 (如图 11所示), 以往导致平台电

导值小于量子化电导 2e2/h 的因素可能和系统能

量展宽和准粒子中毒效应有关 [148]; 进一步的 STM

研究表明, 有两类超导涡旋共存于 Fe1+ySexTe1–x
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图 11    Fe1+ySexTe1–x 上马约拉纳零能模的近量子化电导平台特征　(a) 扫描隧道显微镜示意图 [148]; (b) 小图中涡旋的线界面图 [148];

(c) 微分电导谱 [148]; (d) 三维微分电导谱 [148]; (e) 图 (c)的彩色图 [148]; (f), 图 (e)在零偏置是的水平切线 [148]; (g) 图 (e)在高偏置是的

水平切线 [148]

Fig. 11. Zero-bias  conductance  plateau  observed  on  Fe1+ySexTe1 – x:  (a)  Schematic  of  variable  tunnel  coupling  STM/S  method[148];

(b) a line-cut intensity plot along the dashed white arrow in the inset[148]; (c) an overlapping plot of dI/dV spectra[148]; (d) 3D plot

of tunnel coupling dependent measurement, dI/dV (E, GN) [148]; (e) color-scale plot of Figure (c) [148]; (f) horizontal line-cut at the

zero-bias from Figure (e)[148]; (g) horizaontal line-cuts at high-bias from Figure (e)[148]. 
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表面: 拓扑涡旋和平庸涡旋, 马约拉纳零能模存在

于拓扑涡旋中, 同时伴有整数量子化能级序列的涡

旋束缚态 (En = nD2/EF, n = 0, ±1, ±2, ··· 其中

n = 0 是马约拉纳零能模), 而平庸涡旋中没有

马约拉纳零能模 , 且其涡旋束缚态能级序列呈

现半整数行为 (En = nD2/EF, n = ±1/2, ±3/2,

±5/2, ··· )[149].

除了谱学研究, Fe1+ySexTe1–x 的电磁学研究为

其拓扑性提供了一些佐证 . 在对过量铁的 Fe1+y

SexTe1–x 薄片的电磁输运和扫描超导量子干涉仪

(sSQUID)的研究中发现, 虽然铁杂质的存在大大

压制了块材的超导性, 材料的边缘却显现出稳固的

超导性 (如图 12所示), 这种在热与磁性干扰下保

持稳固的本征性质暗示这一边缘超导很可能有拓

扑性的根源 [150].

Fe1+ySexTe1–x 是目前研究得较为深入和全面

的拓扑超导体, 具有向 qubit原型器件进一步推进

的可能.
 

6.1.3    Li(Fe, Co)As

Li(Fe, Co)As是铁基超导体中又一个可能存

在拓扑超导性质的材料. 在 LiFeAs的能带结构测

量中并没有发现其具有拓扑性, 但当利用高分辨的

激光 ARPES和具有自旋分辨的 ARPES对 Co掺

杂的 LiFeAs进行能带结构研究时, 发现 Li(Fe, Co)

As具有拓扑非平庸性的能带反转 (如图 13所示),

确认了在费米能级附近同时具有拓扑绝缘态和狄

拉克半金属态, 通过改变载流子的掺杂可以将拓扑

非平庸能带调控到费米能级, 从而可以在同一个材

料中得到多个不同的拓扑超导态 [152].
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图 12    超导抗磁性在 Fe1+ySexTe1–x 薄片中的分布　(a) 样品光学显微镜照片 [150]; (b), (c) 样品的抗磁和磁化强度 sSQUID扫描图 [150];

(d)—(g) 随温度变化的抗磁 sSQUID扫描图 [150]; (h) 图 (d)中 r 箭头指向的不同温度抗磁曲线 [150]; (i) 根据图 (h)做出的彩图 [150];

(j) 在图 (d)中 1和 2两点处提取的随温度变化的超流密度 [150]

Fig. 12. Distinctive edge features in susceptometry of Fe1+ySexTe1–x flake: (a) Optical image of the sample[150]; (b), (c) the suscepto-

metry and magnetometry images of the sample, respectively[150];  (d)–(g) susceptometry images of the sample at various T[150];  (h)

line cuts of the susceptometry images at various T along the vector direction (r) as labeled by the arrow in Figure (d) [150]; (i) inter-

polated image from the line cuts in Figure (h) [150]; (j) superfluid densities as a function of T extracted from point 1 and 2 in Figure (d)[151]. 
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6.1.4    (Li, Fe)OHFeSe

(Li, Fe)OHFeSe同样也是铁基超导体中具有

拓扑超导性质的一种材料, 它的 Tc 高达 42 K. 中

国科学技术大学的封东来院士课题组 [152] 对该材料

进行了系统的研究. 首先在 ARPES的测量中观测

到了狄拉克锥表面态, 能带计算也确认其拓扑性

质; 在无缺陷的 (Li, Fe)OHFeSe样品区域用 STM

发现了涡旋处的零偏置电导峰 [152]; 通过使用极高

能量分辨率的 STM对 (Li, Fe)OHFeSe进一步的

研究, 发现了马约拉纳零能模诱导的共振 Andreev

反射现象及量子化的零偏置电导峰 [153](如图 14所

示); 具有高空间分辨的低温 STM测量发现非零能

态展现出清晰的空间振荡, 而零能模则没有发现振

荡 [154], 这一发现与理论上 (Li, Fe)OHFeSe体材料

的 s++波配对和表面的拓扑超导态相一致. 

6.1.5    Sn1–xInxTe

SnTe和 Bi2Se3 类似 , 也是一种拓扑绝缘体 ,

对其中 2%或以上的 Sn进行 In替换会使其成为

超导体 [155]. 在不同掺杂量的 Sn1–xInxTe晶体中 ,

当 x ≈ 0.04 (Tc ≈ 1.2 K)时, 零偏置电导峰也能

被观测到 [156](如图 15所示), 同时, ARPES的测量

表明 In掺杂后拓扑表面态保持完整 [157], Sn1–xInxTe

的拓扑超导性得到进一步验证. 需要指出的是, 目

前只在 x ≈ 0.04组分中看到了零偏置电导峰. 

6.1.6    TaSe3

2018年有理论学家通过第一性原理计算预言

TaSe3 有可能是拓扑超导体 [158], 从而引起了学术

界的广泛关注. 科学家们利用 ARPES, STM、电输

运测量等实验手段对这一新型准一维超导材料
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图 13    Li(Fe, Co)As的电子结构　(a) Li(Fe, Co)As的晶体结构 [151]; (b) LiFeAs随 GM 和 GZ 的能带色散 [151]; (c), (b) Cut D处的

面内能带结构 [151]; (d) LiFeAs (001)面的表面谱 [151]; (e) 15 K时 LiFe1–xCoxAs (x = 3%)的 ARPES谱 [151]; (f) 10 K时 LiFe1–xCoxAs

(x = 9%)的 ARPES谱 [151]

Fig. 13. Electronic structure of Li(Fe, Co)As: (a) Crystal structure of Li(Fe, Co)As[151]; (b) zoomed-in view of the LiFeAs band dis-

persion  along GM  and GZ[151];  (c)  in-plane  band  structure  at  Cut  D  in  Figure(b)  [151];  (d)  (001)  surface  spectrum  of  LiFeAs[151];

(e) ARPES intensity plot of LiFe1–xCoxAs (x = 3%) at 15 K[151]; (f) ARPES intensity plot of LiFe1–xCoxAs (x = 9%) at 10 K[151]. 
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Fig. 14. Quantized  zero-bias  conductance  peak  in  (Li, Fe)

OHFeSe[153]. 
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TaSe3 的电子结构进行了系统的研究, 成功观测到

该材料的拓扑表面态 (如图 16所示), 从而确认了

该材料的拓扑属性, 并通过 STM测得了它的超导

能隙约为 0.25 meV, 证明了 TaSe3 是潜在的拓扑

超导材料 [159,160]; 在台阶式的边缘附近还观测到更

多的边界态, 这很可能有拓扑性的根源 [160].
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surface states

Schematic Experiment

图 16    TaSe3 的电子结构 [159]

Fig. 16. Electronic structure of TaSe3[159]. 

6.1.7    2M-WS2

WS2 作为过渡金属硫族化合物 (TMDCs)中

的一员, 是二维材料领域研究的热点之一. 以往对

WS2 的研究主要集中在 1T’相, 因为该相的制备工

艺比较成熟. 2019年中国科学院上海硅酸盐研究

所的黄富强团队通过拓扑化学的方法成功制备出

2M相的WS2 单晶, 该单晶表现出 8.8 K的超导转

变温度, 是本征 TMDCs材料中最高的, 理论计算

表明该材料的能带中存在受拓扑保护的狄拉克锥

拓扑表面态 [161](如图 17所示); 之后科学家们利用

低温强磁场 STM观测 2M-WS2 磁通内态密度随

空间的演化, 发现了空间各向异性的马约拉纳束缚

态, 这可能是各向异性的超导序参量和拓扑表面态

共同导致的 [162], 进一步证实 2M-WS2 是拓扑超导体. 

6.1.8    PbTaSe2

在非中心对称的材料中, 由于反转对称性破

缺, 可以使得 s波和 p波并存, 如果 p波的能隙大

于 s波的能隙, 那么这个超导体就是拓扑的 [163].

PbTaSe2 是非中心对称的 TMDC材料, 有很强的

自旋-轨道耦合, 同时还具有转变温度为 1.8 K的

超导电性, 有理论计算表明 PbTaSe2 有拓扑的能

带结构 [164]. ARPES的研究发现 PbTaSe2 拥有拓

扑节线态, 是整数拓扑不变量, 被反射对称保护 [165];

利用准粒子散射干涉成像可以观测到 PbTaSe2 中

有两个拓扑表面态 (如图 18所示), 内部拓扑表面

态在费米能级处与附近的体态完全分离, 而外部拓

扑表面态在费米能级处融入附近的体态 [166]; 研究

人员还在 PbTaSe2 观测到点接触谱中具有一直持

续到表面超导上临界场的二重对称性, 暗示其可能

是一种“仅存在于表面”的向列性超导 [167].
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图 18    PbTaSe2 中有两个拓扑表面态 [165]

Fig. 18. Two topological surface states in PbTaSe2[165].
  

6.1.9    b-Bi2Pd

除了上述非中心对称超导体具有成为拓扑超

导体的可能性, 中心对称的超导体同样也会有机会
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图 15    Sn1–xInxTe的零偏置电导峰　(a) 固定磁场改变温度[156];

(b) 固定温度改变磁场 [156]

Fig. 15. Zero-bias  conductance  peak in  Sn1–xInxTe: (a)  Dif-

ferent  temperatures  at B =  0 T[156];  (b)  different  magnetic

fields at T = 0.37 K[156]. 
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图 17    2M-WS2 的拓扑表面态 [161]

Fig. 17. Topological surface states of 2M-WS2[161]. 
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成为拓扑超导体, 比如 b-Bi2Pd. 自旋分辨 ARPES

观测到了 b-Bi2Pd正常态费米能级处有拓扑表面

态 [168]; 尽管 b-Bi2Pd单晶并未在实验上观测到零

能束缚态, 但是在分子束外延制备的 b-Bi2Pd薄膜

中可以用 ARPES观测到拓扑表面态在低温下打

开一个受时间反演对称性保护的超导能隙, 该超导

能隙大于体态的超导能隙, 同时, 在磁通涡旋中心

附近观察到了马约拉纳零能模引发的零偏置电导

峰 [169,170](如图 19所示), 这些都为确认 b-Bi2Pd是

拓扑超导体提供了实验上的证据. 

6.1.10    WTe2

WTe2 晶体是“第二类外尔半金属”, 具有拓扑

不闭合表面态、量子自旋霍尔效应 [171]、巨磁阻 [172]

等特性. 由于其是层状材料, 易于解理, 当解理到

单个晶胞厚度时, WTe2 由外尔半金属态变成了二

维拓扑绝缘体态, 并在实验上观测到了一维导电边

界态 [173], 证实单个晶胞厚的WTe2 是拓扑非平庸

体系. 在此基础上, 科学家们对此体系进行门电压

调控载流子浓度, 获得了超导电性 [174,175](如图 20

所示), 并且发现边界态也是超导的.

除了对单个晶胞厚的WTe2 进行电场调控产

生超导外, 科学家们还通过对 WTe2 晶体进行加

压 [176,177] 和 K掺杂 [178] 等手段获得了超导电性. 种

种迹象表明, WTe2 中可能存在马约拉纳零能模.

在上述的多个拓扑超导材料体系中, 如 Li(Fe,

Co)As, (Li, Fe)OHFeSe, PbTaSe2 和 b-Bi2Pd等 ,

目前仅有谱学研究的实验证据, 尚缺少输运方面的

实验研究, 后期的研究工作重点可以放在输运研

究, 以取得更多的实验证据.
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图 19    分子束外延 b-Bi2Pd薄膜的拓扑超导电性和马约拉纳零能模　(a) 扫描隧道显微镜的扫描图 [169]; (b) b-Bi2Pd 的微分电导谱 [169];

(c) 归一化的零偏置电导峰分布图 [169]; (d) 隧穿电导谱 [169]; (e) 涡旋核心附近的归一化微分电导谱 [169]

Fig. 19. Topological superconductivity and MZM in b-Bi2Pd film grown by MBE: (a) STM topography[169]; (b) Differential conduct-
ance dI/dV spectrum[169]; (c) normalized zero-bias conductance map[169]; (d) tunneling conductance dI/dV spectrum[169]; (e) normal-

ized dI/dV spectra measured at location with radial distance r from the vortex center[169]. 
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图 20    单个晶胞厚的WTe2 通过门电压调控出超导电性 [174]

Fig. 20. Gate-tuned superconductivity in monolayer WTe2[174]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 16 (2022)    160302

160302-19

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


6.2    人工构建的拓扑超导体

人工构建的拓扑超导体主要是由两部分组成:

自旋非简并金属和 s波超导电性. 2008年, 傅亮和

Kane[113] 最早在理论上提出了人工构建拓扑超导

体的可行性, 他们设想将 s波超导体和具有拓扑表

面态的拓扑绝缘体堆垛在一起, 就会得到一个等

效的二维 p波超导体, 在涡旋处会出现马约拉纳零

能模.
 

6.2.1    拓扑绝缘体/s波超导体异质结

2012年, 上海交通大学贾金锋院士课题组 [179]

在 NbSe2 单晶表面通过分子束外延方式生长出原

子级清晰的拓扑绝缘体 Bi2Se3, 这种异质结构中

的 s波超导体 NbSe2 通过邻近效应将超导电性注

入到拓扑绝缘体 Bi2Se3 中, ARPES和 STM的测

量证实 Bi2Se3 的表面具有超导能隙, 成功实现了

超导态和拓扑态的共存; 2014年, 该课题组成功生

长出质量更好的拓扑超导异质结构 Bi2Te3/NbSe2,

通过极低温强磁场 STM在拓扑绝缘体 Bi2Te3 的

表面观测到 Abrikosov涡旋和 Andreev低能束缚

态, 表明 Bi2Te3 薄膜表面的超导是拓扑超导 [180]; 对

Bi2Te3 表面量子磁通涡旋处的束缚态空间分布进

行系统研究, 发现当 Bi2Te3 大于三层后, 拓扑表面

态形成, Bi2Te3 上零偏置电导峰在远离涡旋中心

20 nm处劈裂 (如图 21所示), 这种行为可能源自

马约拉纳零能模, 为进一步实现对马约拉纳准粒子

的调控奠定了基础 [181].

该材料体系非常适合用来研究马约拉纳费米

子的新奇特性. 

6.2.2    半导体-超导体异质纳米线

半导体-超导体异质纳米线因其制备门槛低并

可用门电压调控, 成为拓扑超导体研究的热点材料

体系. 理论上预言将强自旋-轨道耦合的半导体纳

米线与 s波超导体进行耦合, 在外加磁场的作用

下, 可以在纳米线两端出现马约拉纳准粒子 [182,183].

该材料体系要求半导体纳米线具有较强的自旋-轨

道耦合、较大的朗道 g 因子、较高的迁移率且与超

导体容易耦合. 科学家们先后在超导体 NbTiN与

InSb纳米线的耦合系统 (NbTiN/InSb)[184]、超导

体 Nb与 InSb纳米线的耦合系统 (Nb/InSb)[185]、

超导体Al与 InAs纳米线的耦合系统 (Al/InAs)[186]

中观测到了零偏置电导峰. 由于早期工艺原因, 器

件的杂质和缺陷较多, 无法观测到量子化的零偏置

电导峰. 分子束外延技术的引入, 使得器件质量大

幅度提高, 纯净能隙中的零偏置电导峰能被观察

到 [187,188](如图 22所示).

由于半导体-超导体异质纳米线的材料和器件

制备与目前的半导体工艺相兼容, 成为了拓扑超导

体的主流研究方向之一, 也是研究推进得最快的方

向之一, 是最有可能实现实际应用的材料体系. 
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图 21    Bi2Te3/NbSe2 上的零偏置电导峰劈裂　(a) 电导曲线 [181]; (b) 通过图 (a)做出的彩色图 [181]; (c)—(g) 2—6层的电导彩色图 [181];

(h) 劈裂点随层数变化曲线 [181]

Fig. 21. (a) A series of dI/dV curves[181]; (b) the color image of Figure (a) [181]; (c)–(g) the experimental results for 2-6QL samples,

following the similar data process of Figure (b) [181]; (h) summary of the start points of the peak split [181]. 
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6.2.3    量子阱与超导薄膜耦合形成约瑟夫

森结

2017年有理论指出将具有强自旋-轨道耦合的

二维电子气置于两层超导铝电极之间, 形成面内约

瑟夫森结可以实现拓扑超导电性 [189]. 2019年, 有

科学家根据这个设想设计出一种约瑟夫森结, 它

是 HgTe量子阱与薄膜 Al耦合形成的. 可以通过

控制结上的相位差和改变面内磁场的大小来实现

从传统超导态到拓扑超导态的转变 [190], 通过测量

结边缘的隧穿谱来确定拓扑超导态: 在弱磁场下,

整个器件处于常规超导状态, 并未观测到零偏置电

导峰; 随着磁场的增加, 在一定相位差范围内观测

到了零偏置电导峰, 意味着此时整个器件进入了拓

扑超导态 (如图 23所示), 这些研究结果和之前的

理论计算结果保持一致. 

7   拓扑超导体用于量子计算的展望

基于传统超导体、半导体或者光学的量子计算

机已经显示出远强于普通计算机的计算能力 [95−97],

实现了“量子优越性”. 然而它们各自都有一些缺

陷, 尤其是在相干时间上, 退相干是无法避免的,

因此制备稳定的量子比特模块是量子计算发展过

程中必须要去面对和解决的问题, 基于拓扑超导的

拓扑量子计算便是能够克服这个难题的技术路线

之一.

目前已经证实多个材料体系具有拓扑超导电

性, 其中半导体-超导体异质纳米线最为接近实际

应用, 因为其在材料制备和器件加工方面与现有的

技术相兼容, 工艺相对成熟, 并已经有明确可行的

理论路线图来实现非阿贝尔任意子编织和拓扑量

子计算 [191], 是国际上的一个主流方向, 对于这个材

料体系, 下一步除了深入理解马约拉纳费米子更多

的物理特性外, 还需大力推进器件和系统设计, 最

终构建稳定的量子比特模块, 实现量子计算.

拓扑绝缘体/s波超导体异质结体系是研究多

个马约拉纳零能模相互作用的理想平台, 对这类体

系可以使用电场调控拓扑超导涡旋从而实现拓扑

编织. 因此, 对于此类材料体系, 一方面需要研究

马约拉纳准粒子的新奇特性, 另一方面要将研究推

进到马约拉纳零能模的调控、编织等方面, 为制备

稳定的量子比特做好技术上的储备.

本征拓扑超导体, 尤其是拓扑非平庸的铁基超

导材料, 是能在单一材料中实现纯净马约拉纳零能

模的理想材料. 对该材料体系中马约拉纳涡旋态宏

观调控已经有一定的实验积累, 下一步将会探索在

实验上观测非阿贝尔统计, 实现拓扑量子计算.

在理论和实验方面, 拓扑超导体在量子计算中

取得了一系列重要的进展和成果, 相比于其他量子

计算技术路线, 由于材料受拓扑保护, 基于拓扑超

导体的量子计算有望解决量子比特退相干与容错
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Fig. 22. Quantum  zero-bias  conductance  peak  in  Al/InAs

grown  by  MBE:  (a) B-Vsd  sweep[187]; (b)  differential   con-

ductance line-cut plots taken from Figure (a) at various B

values[187]. 
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量子计算的关键问题; 但利用拓扑超导体完全实现

量子计算还面临巨大挑战, 尚未在实验上直接验证

非阿贝尔统计, 目前该领域正处于研究的关键阶

段, 围绕二维拓扑超导体的探索可能为马约拉纳零

能模的探测与编织提供更优平台, 有望在不远的将

来实现质的飞跃.
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Abstract

Since  the  physical  limit  of  Moore's  law  is  being  approached,  many  alternative  computing  methods  have

been proposed, among which quantum computing is the most concerned and widely studied. Owing to the non

closeability  of  quantum  system,  the  uncontrollable  external  factors  will  lead  to  quantum  dissipation  and

decoherence.  In  order  to  avoid  the  decoherence  of  quantum  superposition  state,  the  fabrication  of  robust

quantum bits has become one of the key factors. Majorana zero mode (MZM) is a quasi-particle emerging in the

topological  and  superconducting  hybrid  system.  It  has  non-Abelian  statistical  properties.  Therefore,  the

topological  qubit  constructed  by  MZM has  natural  robustness  to  quantum decoherence.  Despite  the  arduous

exploration by various experimental  groups,  the experimental  verification of  MZM is  still  lacking.  This  paper

reviews  the  history  and  main  technical  routes  of  quantum  computing,  focusing  on  the  theory  of  topological

superconductors,  observable  experimental  phenomena,  and  the  latest  experimental  progress.  Furthermore  we

discuss  and  analyze  the  present  status  of  the  topological  superconductor  research.  Finally,  we  prospect  the

future experiments and applications of topological superconductors in quantum computing.
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

基于级联四波混频过程产生四模簇态*
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簇态是量子计算和量子信息处理的重要资源, 因其具有独特的纠缠性质和丰富的结构而受到广泛的关

注. 本文从理论上提出一种基于级联四波混频过程产生四模纠缠态的方案, 利用部分转置正定判据和本征模

分解研究其内部纠缠特性. 此外, 通过调控平衡零拍探测的相对相位和后处理噪声信号, 将输出的纠缠态重

构优化, 最终生成三种不同结构的四模簇态. 该方法可以有效地减少在有限的压缩条件下产生簇态而引入的

额外噪声. 本文理论结果为基于原子系综四波混频过程产生可扩展的连续变量簇态提供可靠方案.

关键词：四波混频, 本征模, 簇态

PACS：03.67.Bg, 03.65.Ud, 42.50.–p 　DOI: 10.7498/aps.71.20220433

 

1   引　言

连续变量簇态作为一种重要的物理资源, 在基

于测量的量子计算和量子信息处理领域起着至关

重要的作用 [1]. 为了在真实物理系统中实现可扩展

的量子计算, 研究者们已经在理论上提出多种方

案, 并且在不同系统中进行了实验, 其中单向量子

计算机是基于测量的量子计算的重要理论框架 [2],

因此, 簇态作为单向量子计算的基本资源而得到广

泛的关注. 依据特定的顺序和测量基矢对簇态做单

模测量就可以实现量子计算 [3]. 在连续变量系统中,

通常使用线性分束器网络耦合多个独立的单模压

缩态来构造连续变量簇态 [4, 5]. 然而, 随着纠缠模

式数的增加系统的复杂性也急剧增加. 目前最新研

究趋势是通过空间 [6]、 时间 [7−9] 和频率 [10,11] 复用

多个非线性过程形成量子网络, 这些方法产生的簇

态适用于量子计算, 但是由于产生的光束不易空间
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分离, 所以很难应用在量子通信网络. 因此, 需要

一种可扩展的确定性产生的方法生成空间分离的

簇态.

基于热铷原子系综的四波混频 (four-wave mix-

ing, FWM)过程由于其独特的优势, 已经证明是量

子信息处理的重要资源 [12−16]. 该系统由于原子相

干特性而具有很强的非线性效应, 使系统不需要借

助光学腔而具有空间多模性, 因此产生空间分离的非

经典光束 [17]. 利用四波混频的空间多模特性 [18−19],

可以将相互正交的轨道角动量模式引入产生多组

并行的连续变量纠缠 [20−22], 利用轨道角动量模式

匹配的参量放大器实现多通道量子隐形传态 [23].

四波混频因空间多模特性而成为高容量连续变量

量子信息处理的重要资源. 这些特点使得基于原子

系综的四波混频过程取得一系列重要的研究进展,

例如实现全光量子隐形传态[23]、 可控的量子态延迟[24]、

量子密集编码 [25] 以及量子克隆等 [26]. 基于该系统

的独特优势, 本文理论上提出一种基于级联四波混

频过程产生四模纠缠态的方案, 通过非对称结构级

联三个热铷原子池确定性地产生空间分离的四模

纠缠态. 然后, 通过优化算法后处理从一组初始的

正交振幅和正交相位压缩态重构出多模簇态, 这种

方法可以减小在有限压缩的条件下产生簇态而引

入的额外噪声 [27−29]. 该方法通过调控平衡零拍探

测的本振光和信号光的相对相位和利用实数正交

矩阵来重组优化结果以生成不同结构的簇态. 

2   基于级联四波混频过程产生四模
纠缠态

 

2.1    理论模型

âPr1

âPr2 âC1 âPr2

âPr3 âC2 âPr3

âPr4 âC3

âPr4

âC1, âC2, âC3

基于原子系综的级联四波混频过程已经被证

明是产生纠缠态的重要手段 [22,30]. 通过非对称结构

级联三个四波混频过程产生四模纠缠态的理论示

意图如图 1所示. 首先探针光  注入第一个热铷

原子池与泵浦光发生相互作用, 探针光被放大为

 , 同时产生共轭光   .    与泵浦光以一定角

度注入第二个热铷原子池, 经过第二次四波混频过

程产生双光束  和  . 被放大的探针光  再次

注入第三个热铷原子池产生  和  . 最终在级

联四波混频过程的输出端产生一束探针光   和

三束共轭光   . 该级联四波混频过程的

输入输出关系可以写为 

âC1 =
√
g1â

†
Pr1 +

√
G1âv1,

âC2 =
√
G1g2â

†
Pr1 +

√
g1g2âv1 +

√
G2âv2,

âC3 =
√
G1G3g3â

†
Pr1 +

√
g1g3G2âv1

+
√
g2g3âv2 +

√
G3âv3,

âPr4 =
√
G1G2G3âPr1 +

√
g1G2G3â

†
v1

+
√
g2G3â

†
v2 +

√
g3â

†
v3, (1)

G1 G2 G3其中   ,    和   分别表示三个四波混频过程的

 

Pump1

Pr1

Pr2

C1

C2

Pr3

Pr4
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v3

v1

v2

LO

LO

LO

LO

FWM 1
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Pump3

HD

HD

HD

FWM 3

HD

âPr1 âPr2 âPr3

âv1 âv2 âv3 âC1 âC2 âC3 âPr4

图 1    通过非对称结构级联三个四波混频过程产生四模纠缠态的示意图 .   ,   和   是四波混频过程 FWM1, FWM2和

FWM3的信号光;   ,   和   是真空输入模式;   ,   ,   和   是最终输出的四个模式; Pump1, Pump2和 Pump3表示

三个四波混频过程的泵浦光; LO表示用于平衡零拍探测 (HD)的本振光场

âPr1 âPr2 âPr3 âv1 âv2 âv3

âC1 âC2 âC3 âPr4

Fig. 1. Schematic diagram of four-mode entangled states generated by cascading three four-wave mixing processes with asymmetric

structure.    ,     and     are seed beams of FWM1, FWM2 and FWM3, respectively.    ,     and     are vacuum input

modes.    ,    ,     and     are the final four output modes. Pump1, pump2 and pump3 denote the pump light of three four-

wave mixing processes. LO denotes the local oscillator for balanced homodyne detection (HD). 
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gn = Gn − 1    (n = 1, 2, 3) âv1 âv2

âv3

x̂ = [âC1, âC2, âC3, âPr4] ŷ =

[â†
C1, â

†
C2, â

†
C3, â

†
Pr4]

X̂ = x̂+ ŷ Ŷ = i(ŷ − x̂) X̂ = [X̂1, X̂2,

X̂3, X̂4] Ŷ = [Ŷ1, Ŷ2, Ŷ3, Ŷ4]

强度增益 ;    ;    ,    和

 是真空态注入. 将四个输出模的湮灭和产生算

符以向量的形式写为  
T 和 

 
T. 将正交振幅和正交相位算符定

义为   和   , 其中  

 
T,    

T. 根据以上公式容易

计算出系统的协方差矩阵: 

σ =
⟨
ζζT⟩ = (σXX 0

0 σY Y

)
, (2)

ζ = [X̂1, X̂2, X̂3, X̂4, Ŷ1, Ŷ2, Ŷ3, Ŷ4]其中   
T. 两模的正

交振幅和正交相位算符的协方差可分别表示为 

⟨
X̂iX̂j

⟩
=

⟨
X̂iX̂j + X̂jX̂i

⟩
2

−
⟨
X̂i

⟩⟨
X̂j

⟩
,

⟨
ŶiŶj

⟩
=

⟨
ŶiŶj + Ŷj Ŷi

⟩
2

−
⟨
Ŷi
⟩⟨
Ŷj
⟩

(i, j = 1, · · · , 4).

⟨
X̂iŶj

⟩ ⟨
ŶjX̂i

⟩
= 0

G1 = G2 =

G3 = G = 1.2

此外, 正交振幅与正交相位算符是相互正交的, 所

以   =  . 为了计算简便, 我们假设

三个四波混频过程的强度增益相等, 当 

 时, 该系统的协方差矩阵如图 2所示. 

2.2    四模量子纠缠特性

Ŷk −Ŷ k k

σ′ = T2NσT2N T2N 2N

T2k,2k = −1

为了检验基于级联四波混频过程产生的四模

态纠缠情况, 利用部分转置正定判据来判断该体系

产生的四模态是否纠缠 [31,32]. 部分转置是反转正交

相位算符的符号, 即  转置为  ,   是被转置的

光束. 因此, 部分转置的协方差矩阵可以表示为:

 , 其中   表示   维的对角矩阵 ,

并且除了  以外的所有对角元素均为 1.

N

2N−1 − 1

N

σ = ⟨ζζT⟩

[
ζ̂i, ζ̂j

]
= 2iΩij Ω =

(
0 1
−1 0

)
1 −1

σ+ iΩ ⩾ 0

σ ⩾ 0

iΩσ

× ×

通过转置部分协方差矩阵把体系分成两部分, 从而

判断这两部分的纠缠情况. 对于  模系统, 需要验

证  种可能的两分情况, 如果所有的两分情

况均不可分, 就可以证明产生了真正的   模纠缠

态. 这里协方差矩阵的表达式定义为  , 可

以将四个模式的正交分量的对易关系写为

 , 其中  ,   和  分别

表示对角元素为 1和–1的对角矩阵. 对于高斯态

的协方差矩阵必须满足不确定性关系:     ,

这意味着  , 即协方差矩阵的所有最小辛本征

值应大于等于 1. 部分转置后的协方差矩阵最小辛

本征值可以通过求解  的本征值得到, 当最小辛

本征值小于 1时证明存在纠缠. 对于四模态系统有

两种两分情况需要分析, 即 4种 1  3和 3种 2  2,

共 7种情况. 图 3展示了不同强度增益下 7个最小

辛本征值的计算结果, 结果表明 7种情况的最小辛

本征值均小于 1, 并且随着强度增益的增加最小辛

本征值逐渐减小, 说明产生真正的四模纠缠态. 

2.3    本征模

σXX =

U0KUT
0 K = diag(η1, η2, · · · )

U0

为进一步研究四模态系统内部的纠缠结构, 还

分析了系统中的本征模. 多模高斯态经过 Bloch

Messiah分解可以得到一组相互正交的单模压缩

态和线性分束器网络 [33]. 分解过程可表示为 

 , 其中  是由本征分解协

方差矩阵得到的特征值组成的对角矩阵, 其值在对

数空间代表单模压缩态的压缩度,    是本征分解

协方差矩阵得到的本征向量, 其可以用线性分束器
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G1 = G2 = G3 = 1.2 ⟨X̂iX̂j⟩
⟨ŶiŶj⟩
图 2    当   时四模态系统的协方差矩阵　(a) 正交振幅的协方差矩阵   ; (b) 正交相位的协方差矩阵

G1 = G2 = G3 = 1.2

⟨X̂iX̂j⟩ ⟨ŶiŶj⟩
Fig. 2. The covariance matrix of the four-mode state in the case of    : (a) The covariance of amplitude quad-

ratures   ; (b) the covariance of phase quadratures   .
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网络实现. 这里我们分解协方差矩阵中与正交振幅

相关的部分 (分解协方差矩阵的正交相位部分和正

交振幅部分结果相似), 选择强度增益 G 为 1.2, 1.5

和 8, 分别得到本征值和对应的本征向量如图 4所

示. 通过对本征模进行分析, 发现经过级联四波混

频过程产生的四模纠缠态可以等价为两个单模压

缩态和两个真空态经过线性分束器网络得到. 同时

发现压缩值随着强度增益 G 的增加而变大, 这意

味着纠缠度增强. 值得注意的是随着强度增益 G 的

âC1 âC2增加, 压缩模和反压缩模中的   和   在四个模

中占的相对权重变低, 使得相应模式对整体的纠缠

影响逐渐变小, 这是由于系统的非对称结构导致的. 

3   基于级联四波混频过程产生四模
簇态

多模纠缠态作为量子信息技术的重要资源, 不

仅是基础量子理论领域 [34], 也是量子计算和量子

信息处理应用领域的重要研究课题 [35−41]. 簇态是

具有很强的纠缠保持特性和丰富结构的多模纠缠

态, 作为量子计算的重要平台而得到广泛研究. 第

二节已经证明基于级联四波混频过程的输出态是

四模纠缠态, 本节通过操纵这些输出态生成连续变量

簇态.

簇态的相互作用仅局限于相邻模式之间, 各结

点通过纠缠连接. 在理想压缩的情况下, 连续变量

簇态定义为 

ŷâi −
∑
j

Vij · x̂âj ≡ δ̂i → 0, (3)

âi âj

âi V

其中模  是连续变量簇态中的任意模态,   是与模

 毗邻的且有相互作用的所有模态 [42,43].   是描述

簇态结构的邻接矩阵, 通常是由零和非零两种元素

组成的对称矩阵, 非零元素表示两结点间存在关
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Fig. 3. The  smallest  symplectic  eigenvalues  of  four-mode

state for different gains. Bar chart with different colors rep-

resent  the  smallest  symplectic  eigenvalues  at  gains  of  1.2,

1.5 and 1.8, respectively. 
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图 4    对于不同强度增益   , 基于级联四波混频过程生成的四模纠缠态的本征模及其相应的压缩值. 每幅图中的条形柱分别表

示模   和   的相对权重, 图上面的数字代表压缩值. 图 (a)—(d), 图 (e)—(h)和图 (i)—(l)分别对应强度增益   为

1.2, 1.5和 8时的本征模分解情况

âC1, âC2, âC3 âPr4

Fig. 4. The supermodes of the four-mode entangled state generated based on the cascade four-wave mixing process and their corres-

ponding squeezing levels for different gain values G. The bars represent the relative weight of the modes    and   , re-

spectively. The number above the figure represents the squeezing levels. Figures (a)–(d), Figures (e)–(h) and Figures (i)–(l) corres-

pond to the eigenmode decomposition when the gain values G are 1.2, 1.5 and 8, respectively. 
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N

N δ̂i

联, 数值大小表示相对权重 [1]. 这里仅考虑相对权

重为 1的情形. 在无限压缩的极限条件下,   模连

续变量簇态是满足 (3)式正交分量线性叠加算符

的零本征值态, 每个子模所对应的正交分量组成的

 个线性组合将同时为零, 这些表达式  称为簇态

的 nullifier[44]. 级联四波混频系统生成的四模纠缠

态存在线型、T-型和方型三种结构簇态, 其结构和

对应邻接矩阵如图 5所示. 在压缩无限大的情况

下, 三种四模连续变量簇态的量子关联式为 

线型:



ŷâ1 − x̂â2 → 0,

ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3 → 0,

ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4 → 0,

ŷâ4 − x̂â3 → 0,

(4)

 

T-型:



ŷâ1 − x̂â1 → 0,

ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3 − x̂â4 → 0,

ŷâ3 − x̂â2 → 0,

ŷâ4 − x̂â2 → 0,

(5)

 

方型:



ŷâ1 − x̂â2 − x̂â4 → 0,

ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3 → 0,

ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4 → 0,

ŷâ4 − x̂â1 − x̂â3 → 0.

(6)

UV

UV

根据簇态的定义, 构造簇态的光学网络可以通

过一个酉矩阵   描述. 文献 [45]中已表明矩阵

 可分解为 

UV = XV + iYV , (7)

XV = Re [UV ] UV YV =

Im [UV ] UV

V

XV YV V

其中  , 为矩阵  的实数部分;  

 , 为矩阵  的虚数部分. 设此簇态在理想

情况下对应的邻接矩阵为  , 该簇态的正交分量满

足 (3)式, 所以  ,   和  之间满足如下关系: 

YV = V XV , XV XT
V + YV Y T

V = I. (8)

D π/2

D = diag(1, 1, 1, I)

UFWM UFWM = U0D

U0

U

在四波混频系统中可以从一组初始的正交相

位压缩态经过后处理变换得到簇态. 首先引入对角

移相矩阵  , 通过对输入态进行  相移使正交振

幅压缩变为正交相位压缩, 从而使得所有输入模式

均处于正交相位压缩态. 在第二节将正交振幅的协

方差矩阵进行本征模分解得到一个正交相位压缩

态、两个真空态和一个正交振幅压缩态, 因此移相

矩阵的具体形式为  . 在四波混频

系统中酉矩阵   可以表示为   , 其

中  是第二节中本征分解协方差矩阵得到的本征

向量 [46].然后, 根据文献 [29], 引入两个变换对输出

的纠缠态优化后处理得到满足条件的簇态. 总的变

换结果  可表示为 

U = OPhU0D, (9)

Ph = diag(eiϕ1 · · · eiϕN)

O

UV

其中   是对本振光和信号光之

间的相对相位进行相移的对角矩阵. 实验上通过控

制每个平衡零拍探测本振光和信号光的相对相位

来实现. 实数正交矩阵  可以通过调节噪声信号的

增益或衰减来优化重构结果. 此时得到的簇态的每

个结点不是空间分离的单一模式, 而是多模纠缠态

的叠加 [10]. 将变换的结果与给定的簇态转换矩阵

 作比较, 可以找到一组参数满足如下关系: 

UV = U = OPhU0D. (10)

U ′
V = UV R† R = U0D U ′

V
T
U ′

V

那么就实现了从四波混频系统生成的纠缠态经过

平衡零拍探测的相位调控和输出信号的后处理到

连续变量簇态网络的转变. 这种变换存在一些特

征, 定义矩阵  , 其中  . 

是对角矩阵, 并且是 (10)式成立的充分必要条件.

整理替换以上方程式可以得到: 

P 2
h = U ′

V
T
U ′

V , (11)
 

O = U ′
V P−1

h . (12)

接下来将说明如何通过优化后处理, 以邻接矩

 

V1= V2=

0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 0

0 1 0 0

V3=

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

图 5    四模线型、T-型和方型簇态的结构图和对应的邻接矩阵

Fig. 5. The structure diagram and corresponding adjacency matrix of four-mode linear, T-type, and square cluster states. 
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V UV

O (θ) N(N − 1)/2

Ph

O

Ph O (θ) Ph

阵  给定的簇态  为目标, 将本文提出的基于级

联四波混频系统生成的四模纠缠态优化重构, 最终

生成三种不同结构的四模簇态 . 实数正交矩阵

 有  个自由度可以选择 [46]. 特别地,

对于四模态存在六个自由度. 同时对角矩阵   有

四个自由度. 为了得到最优的正交矩阵  和对角矩

阵  , 用搜索算法寻找使矩阵  和  满足簇态

条件的最小 nullifiers值 [41], 该算法特别适用于高

维参数搜索. 当 nullifiers值均低于散粒噪声极限

时, 意味着四个输出态存在量子关联. 然后根据

van Loock和 Furusawa[47] 提出的连续变量多组份

纠缠态的不可分判据, 推导出满足连续变量四模线

型簇态的条件为
 

V (ŷâ1 − x̂â2) + V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3) < 4, (13)
 

V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3)+V (ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4) < 4, (14)
 

V (ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4) + V (ŷâ4 − x̂â3) < 4, (15)

其中, 这些不等式的左侧和右侧分别是 nullifiers

方差的组合和边界条件. 当左侧的所有方差组合都

小于 4 时, 说明重构出连续变量四模簇态. 该方法

可以减小在有限的压缩条件下生成簇态而引起的

额外噪声. 如果所有的输入模的压缩值不相等, 则

此方法可以以最佳的方式重新分配模式之间的相

关性.

G = 1.2

O Ph

对于四模纠缠态存在三种簇态结构, 即线型、

T-型和方型簇态. 首先研究线型结构的簇态. 令三

个级联四波混频的强度增益相等, 即  , 进而

可以得到实际的压缩值和反压缩值: {–6.7 db, 0 db,

0 db, 6.7 db}. 利用优化算法找到满足条件的正交

矩阵  和  , 实现线型簇态, 结果如下: 

 

UV =


−0.107 + 0.038i −0.439 + 0.52i 0.463 + 0.413i 0.182 + 0.324i

−0.016 + 0.274i 0.459 − 0.474i 0.192 + 0.299i 0.295 + 0.524i

0.397 − 0.559i −0.013 + 0.139i −0.296− 0.243i 0.295 + 0.524i

−0.509 + 0.424i −0.283 + 0.022i −0.295− 0.504i 0.182 + 0.324i

 ,

 

O =


−0.302 0.874 −0.307 0.223

−0.065 −0.0069 0.6157 0.785

0.386 −0.476 −0.6386 0.464

−0.869 −0.0917 0.344 −0.343

 ,

 

Ph =


−0.87 + 0.49i 0 0 0

0 0.67 − 0.74i 0 0

0 0 −0.52 + 0.85i 0

0 0 0 −0.87 + 0.49i

 .

{0.59, 0.62, 0.59, 0.69}

经验证结果满足 (8)式、(11)式和 (12)式. Nullifiers

的值分别为{1.174, 1.87, 1.783, 1.386}. 对于线型

簇态, 对应的散粒噪声极限为{2, 3, 3, 2}. 因此归

一化后的 Nullifiers方差为   ,

数值结果都小于 1, 说明低于散粒噪声极限. 根据

Nullifiers的结果, 可以计算出不等式 (13)式—(15)

式左侧方差的组合分别为: {3.04, 3.63, 3.15}. 所

有的组合结果都小于 4, 这意味着四模线型簇态可

以由四波混频系统生成的纠缠态通过优化后处理

得到. 同时研究了不同强度增益时的 Nullifiers值,

结果列在表 1中. 对于强度增益较小时, 不同的强

度增益应用优化算法均找到最优值使得 Nullifiers

的归一化方差小于 1, 当强度增益为 1.5和 1.8时, 不

等式 (13)式—(15)式左侧方差的组合分别为{3.04,

3.12, 2.42}和{2.58, 2.97, 2.09}, Nullifiers的方差

组合都小于 4, 满足 van Loock-Furusawa判据.

同样的方法也可以研究 T-型和方型簇态的变

换情况, 满足连续变量四模 T-型簇态的条件为
 

V (ŷâ1 − x̂â1)+V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3 − x̂â4) < 4, (16)
 

V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3 − x̂â4)+V (ŷâ3 − x̂â2) < 4, (17)
 

V (ŷâ3 − x̂â2) + V (ŷâ4 − x̂â2) < 4. (18)

T-型簇态的散粒噪声极限为{2, 4, 2, 2}, 归一化后

的Nullifiers方差如表 2所列. 当强度增益为 1.2, 1.5
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和 1.8时, 不等式 (16)式—(18)式左侧方差的组合

分别为{2.42, 2.5, 1.96}, {1.76, 1.84, 1.6}和{1.52,

1.52, 1.44}, Nullifiers的方差组合都小于 4, 满足

van Loock-Furusawa判据. 满足连续变量四模方

型簇态的条件为 

V (ŷâ1 − x̂â2 − x̂â4)+V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3) < 4, (19)
 

V (ŷâ2 − x̂â1 − x̂â3)+V (ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4) < 4, (20)
 

V (ŷâ3 − x̂â2 − x̂â4)+V (ŷâ4 − x̂â1 − x̂â3) < 4. (21)

方型簇态的散粒噪声极限为{3, 3, 3, 3}, 归一化后

的 Nullifiers方差如表 3所列. 当强度增益为 1.2,

1.5和 1.8时, 不等式 (19)式—(21)式左侧方差的

组合分别为{2.7, 2.7, 2.1}, {1.65, 1.65, 1.86}和{2.34,

âC1 âC2

âC3 âPr4

1.74, 3.06}, Nullifiers的方差组合都小于 4, 满足

van Loock-Furusawa判据. 结果表明当强度增益

较小时, 对于不同的强度增益, 不同结构的簇态均

可以找到相应的优化矩阵满足簇态条件. 这意味着

基于级联四波混频过程生成的四模纠缠态, 可以通

过调控输出光场的相位和后处理得到三种不同结

构的簇态. 但是对于强度增益较大时, 应用此方法

很难找到最优的变换矩阵使 Nullifiers的归一化方

差小于 1, 结果如表 1、表 2和表 3中的最后一行

所示. 这与非对称的级联四波混频系统输出端的模

式结构有关, 强度增益很大时   和   在四个输

出模中占的相对权重逐渐变小并趋于 0,   和 

的相对权重逐渐变大并趋于 1, 这导致无法通过后

处理转换为簇态. 

4   结　论

本文提出基于级联四波混频系统产生四模纠

缠态的方案, 并调控输出态的相位和对噪声信号后

处理重构出三种不同结构的簇态. 首先利用部分转

置正定判据证明该体系可以产生真正的四模纠缠

态. 然后分析四模纠缠态的本征模, 发现该系统可

分解为两个单模压缩态和两个真空态. 最后研究了

不同强度增益下基于优化算法重构簇态的情况, 并

利用 van Loock-Furusawa判据判断重构的态是否

为簇态. 结果表明在强度增益较小时, 可以重构出

线型、T-型和方型结构的四模簇态, 强度增益很大

时系统输出端的双模式结构影响生成四模簇态. 这

种基于级联四波混频过程重构不同结构簇态的多

功能量子网络平台在量子计算和量子信息处理中

存在潜在的应用.
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SPECIAL TOPIC—Recent advances in hardware, algorithms and software of
 quantum computers

Generation of four-mode cluster states based on cascade
four-wave mixing process*
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Abstract

As a crucial quantum resource for quantum computing and quantum information processing, cluster state

has attracted extensive attention due to its unique entanglement properties and rich structures. In this work, we

theoretically propose a scheme for generating four-mode entangled states based on cascaded four-wave mixing

(FWM)  process.  The  internal  entanglement  characteristics  are  studied  by  using  the  positivity  under  partial

transposition criterion and eigenmode decomposition. In addition, the output entangled states are reconstructed

and optimized  by  adjusting  the  relative  phase  of  balanced  homodyne  detection  and  postprocessing  the  signal

noise,  and  finally  three  four-mode  cluster  states  with  different  structures  are  generated.  Such  a  method  can

effectively reduce the excess noise induced by finite squeezing. Our theoretical results provide a reliable way of

generating scalable continuous variable cluster states based on FWM process in atomic ensemble.

Keywords: four-wave mixing, eigenmode, cluster states
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

连续变量量子计算和量子纠错研究进展*

王美红 1)    郝树宏 2)    秦忠忠 1)    苏晓龙 1)†

1) (山西大学光电研究所, 量子光学与光量子器件国家重点实验室, 极端光学协同创新中心, 太原　030006)

2) (安徽工业大学数理科学与工程学院, 马鞍山　243000)

(2022 年 4 月 7日收到; 2022 年 5 月 9日收到修改稿)

量子计算机在解决某些复杂问题方面具有经典计算机无法比拟的优势. 实现大规模量子计算需建立具

有通用性、可扩展性和容错性的硬件平台. 连续变量光学系统具有独特的优势, 是实现大规模量子计算的一

种可行途径, 近年来受到了广泛关注. 基于测量的连续变量量子计算通过对大规模高斯簇态 (cluster态)的测

量和测量结果的前馈来实现计算, 为实现量子计算提供了一条可行的途径. 量子纠错是量子计算和量子通信

中保护量子信息的重要环节. 本文简要介绍了基于 cluster态的单向量子计算、基于光学薛定谔猫态的量子计

算和连续变量量子纠错的基本原理和研究进展, 并讨论了连续变量量子计算面临的问题和挑战.

关键词：量子计算, 连续变量, cluster态, 薛定谔猫态, 量子纠错

PACS：03.67.Lx, 03.67.Pp, 42.50.–p, 42.50.Dv 　DOI: 10.7498/aps.71.20220635

 

1   引　言

量子计算机有望解决经典计算机无法完成的

计算任务, 在解决某些复杂问题方面 (如大数分解 [1]、

量子模拟 [2] 等)相比经典计算机实现指数级别的加

速. 相比于经典计算机, 量子计算机主要有并行性 [3,4]

和随机性 [5] 两大特点. 鉴于量子计算的巨大潜在价

值, 世界各国积极整合研究力量和资源, 开展了相

关研究; 同时, 大型高科技公司如谷歌、微软、IBM

等也纷纷介入量子计算研究.

研究表明, 量子计算机的研制需要七个阶段 [6]:

1) 对单个量子比特的运算; 2) 多量子比特的算法;

3) 用于纠错和控制的量子非破坏 (quantum nonde-

molition, QND)测量; 4) 存储时间比量子比特退

相干时间更长的逻辑存储器; 5) 对单个逻辑量子

比特的运算; 6) 多个逻辑量子比特的算法; 7) 容错

量子计算. 完成这七个研究阶段, 将实现具有通用

性、可扩展性和容错性的大规模量子计算机.

目前, 超导系统 [7−10]、离子阱系统 [11,12]、半导

体量子点 [13,14] 和集成光学芯片 [15,16] 等不同系统在

量子计算方面取得了极大的研究进展. 例如, 在超

导系统中, 2019年, 谷歌公开报道利用可编程超导

量子比特的处理器制备了包含 53个量子比特量子

计算原型机“悬铃木 (Sycamore)”, 其处理“量子随

机线路取样”问题比经典超算快 2个数量级 [17].

2019年初, 中国科学技术大学潘建伟教授研究组 [18]

将一维阵列中的 12个超导量子比特应用到量子行

走研究, 为多体现象的模拟以及通用量子计算的研

究奠定了基础. 2021年, 该研究组先后成功构建了

包含 62个量子比特和 66个量子比特的可编程超

导量子计算原型机“祖冲之号”[9] 和“祖冲之二号”[19],

并分别演示了二维可编程量子行走和“量子随机线

路取样”任务的快速求解. 在光学系统中, 中国科

学技术大学潘建伟教授研究组 [20] 于 2020年构建

了“九章”量子计算原型机, 实现了“高斯玻色取样”
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11834010, 62005149, 11804001, 11974227)、山西省“1331 工程”重点学科建设经费和山西省基础研

究计划 (批准号: 20210302121002, 20210302122002, 201901D211164)资助的课题.
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任务的快速求解. 根据现有理论, 该量子计算系统

处理高斯玻色采样的速度比目前最快的超级计算

机快一百万亿倍. 随后, 该研究组构建了 113个光

子 144模式的“九章二号”量子计算原型机 [21].

然而, 目前实际量子算法的执行仍然具有挑战

性. 实现大规模量子计算机需要实现通用、可扩展

和容错的量子计算. 由于光学系统不需要低温或真

空环境, 且具有与环境的相互作用较弱等优势, 因

此具有良好的可扩展性和容错性. 量子信息科学根

据所采用的量子系统本征态具有分离谱或是连续

谱结构而划分为离散变量 (describe variables, DV)

与连续变量 (continuous variables, CV)两类. 离

散变量编码在有限维希尔伯特空间, 连续变量编码

在无限维希尔伯特空间. 基于 DV和 CV系统的光

量子信息处理各有优缺点, 正在并行发展 [22,23]. 离

散变量系统使用光子的偏振和原子的自旋等编码

信息, 可以获得最大纠缠度, 但纠缠的产生通常是

概率性的. 而连续变量系统通常使用光场的正交振

幅和正交位相编码, 其纠缠的产生是确定性的, 但

无法获得完美的纠缠 [24,25].

鉴于连续变量在无限维空间编码信息的独特

优势, 近年来基于连续变量的量子计算引起了越来

越多关注, 如高斯玻色采样及其相关算法 [26−29]、基

于连续变量的量子机器学习 [30−32]、和其他连续变

量量子算法和模拟 [33,34]. 本文简要介绍基于光场的

连续变量量子计算和量子纠错的基本原理和研究

进展. 

2   连续变量量子逻辑门
 

2.1    连续变量

Hk

H =
N⊗
k=1

Hk Hk

包含 N 个正则玻色模的连续变量系统由一个

无限维 Fock空间  的张量积构造而成的希尔伯

特空间  描述, 其中每一个  对应一个

模式 [35]. 考虑一个无相互作用的量子化电磁场, 其

哈密顿量描述由 N个不同频率的谐振子构成的

系统: 

H =

N∑
k=1

ℏωk(â†kâk +
1

2
), (1)

ℏ h 2π âk â†k

ωk k[
âk, â

†
k′

]
= δkk′ [âk, âk′ ] =

[
â†k, â

†
k′

]
= 0

其中   是普朗克常数   除以   ;    和   是中心频

率为   模式   的湮灭和产生算符, 满足对易关系

 ,   . 每个模式对

应的量子化光场的正交振幅和正交位相分量表示为 

x̂k =

√
ℏ

2ωk
(âk + â†k), p̂k = −i

√
ℏ

2ωk
(âk − â†k), (2)

[x̂k, p̂k′ ] = iℏδkk′其满足对易关系   . 因此, 一个光学

模式的正交振幅和正交位相分量的不确定关系为  ⟨
(∆x̂k)

2⟩⟨
(∆p̂k)

2⟩ ⩾ 1

4
|⟨[x̂k, p̂k] ⟩| 2 =

ℏ2

4
. (3)

â L̂

基于光场的连续变量量子信息处理通常将信

息编码到光场的正交分量, 通过对其进行操控和测

量实现量子信息处理. 光场的正交振幅和正交位相

分量可以通过平衡零拍探测系统进行测量, 其示意

图如图 1所示. 在平衡零拍测量中, 待测信号光场

 和本地振荡光场   在一个 50∶50分束器上耦合,

然后将耦合后的两束光进入光电管进行测量. 输出

光场表示为 

ĉ =
1√
2
(â+ L̂eiϕ), (4a)

 

d̂ =
1√
2
(â− L̂eiϕ). (4b)

ϕ

i =
(
âL̂†e−iϕ + â†L̂eiϕ

)
â = α+ δâ L̂ =

l + δL̂

  表示信号光和本地振荡光之间的相对位相差. 两个

探测器输出光电流差表示为  .

将光场写成线性化算符的形式   ,   

 , 则相减之后的光电流重新表示为
 

i = α∗leiϕ + l∗αe−iϕ + α∗δL̂eiϕ + αδL̂†e
−iϕ

+ lδâ†eiϕ + l∗δâe−iϕ, (5)

δi = lδâ†eiϕ + l∗δâe−iϕ

ϕ

ϕ = 0 ϕ = π/2

δi = lδx̂a δi = lδp̂a

其中第一项和第二项为光电流的直流部分. 当本地

光的能量足够大时, 方程 (5)的第三、四项可以忽

略 , 输出光电流的起伏为   .

因此, 通过改变相对位相  , 可以实现信号光场不

同正交分量的测量. 当  和  , 光电流差

分别表示为  和  , 即分别对应待测
 

L

PS

50%







图 1    平衡零拍探测系统示意图 [36]

Fig. 1. Schematic of balance homodyne detection[36] . 
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光场的正交振幅和正交位相分量. 如果我们所测量

的信号光为压缩光, 为了测定压缩度, 则需要确定

与之相应的散粒噪声极限 (shot noise limit, SNL).

为此, 实验中可以挡住信号光场 (相当于输入真空

场), 则此时平衡零拍探测系统输出的光电流为真

空场的噪声, 即 SNL. 

2.2    量子逻辑门

|0 ⟩ |1 ⟩

{|s⟩x}s∈R

量子逻辑门是实现量子计算的核心. 离散变量

量子计算以  和  作为计算基矢实现量子信息处

理, 其基本信息单元是量子比特 (qubits); 而连续

变量量子计算将无限维希尔伯特空间的  作

为计算基矢, 其基本信息单元是量子模式 (qumodes).

表 1总结了离散变量和连续变量量子逻辑门的比

较. 连续变量量子逻辑门根据其哈密顿量的不同分

为高斯量子逻辑门和非高斯量子逻辑门. 哈密顿量

为 2阶及其以下的为高斯量子逻辑门, 反之则为非

高斯量子逻辑门. 高斯量子逻辑门将输入的高斯态

变换为另一个高斯态. 在高斯量子逻辑门的基础上

至少增加一个非高斯操作即可实现通用量子计算.

下面是几种典型的连续变量量子逻辑门.

X̂ (v) = e−ivp̂ Ẑ (u) =

eiux̂ v, u ∈ R

1) 平移操作 　光场正交振幅和正交位相分量

的平移操作分别被定义为   和  

 , 其中  . 平移算符作用到正交分量的本

征态, 得到: 

X̂ (v) |s ⟩x = |s+ v ⟩x, Ẑ (u) |t ⟩p = |t+ u ⟩p. (6)

X̂ (v) |s⟩x
Ẑ (u) |t⟩p

|s⟩p p̂

p̂|s⟩p = s|s⟩p |s ⟩x x̂

x̂|s⟩x = s|s⟩x X̂ (v)

Ẑ (u)

X̂ (v) Ẑ (u)

D̂(α)=e(αâ
†−α∗â),其中α=(v + iu)/2

可见   使得本征态   的正交振幅分量发生平

移,    使得本征态   的正交位相分量发生平

移 . 因为   是正交位相算符   的本征态 (即

 ), 而   是正交振幅算符   的本征态

(即  ), 因此量子态在算符  作用下

正交位相分量不发生变化 , 在   作用下正交

振幅分量不发生变化 [38].   和  的线性组合

可得平移算符  .

平移算符作用到量子态的结果如图 2所示 [38].
 
 

(a)





|> |+>

̂()

(b)





|+>

|>

̂()

图 2    平移算符对量子态的作用效果 [39]

Fig. 2. Effect of displacement operation on quantum state[39].
 

Ŝ (ξ) =

ei
ξ
2 (x̂p̂+ p̂x̂) = e

ξ
2 (â

2 − â†
2

) ξ = reiθ, r ∈ R

θ θ = 0

2) 压缩操作　压缩操作被定义为  

 , 其中   表

示压缩的幅度,    为压缩方向. 当   时, 输入态

的正交振幅分量被压缩, 正交位相分量被放大. 压

缩操作对输入态的作用表示为  (
x̂out

p̂out

)
=

(
e−r 0

0 er

)(
x̂in

p̂in

)
=

(
e−rx̂in
erp̂in

)
.

(7)

表 1    离散变量和连续变量量子逻辑门的比较 [37]

Table 1.    Comparison between quantum logical gates with describe variables and continuous variables[37].

离散变量 (qubits) 连续变量 (qumodes)

计算基矢 {|0⟩L, |1⟩L} {|s⟩x}s∈R 

共轭基矢 {
|±⟩L = (|0⟩L ± |1⟩L)/

√
2
}

 

{
|t⟩p =

1
√
2π

∫ ∞

−∞
dseist|s⟩x

}
t∈R 

编码 |ψ⟩ = α|0⟩L + β|1⟩L (|α|2 + |β|2 = 1    ) |ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
dsψ(s)|s⟩x

(∫ ∞

−∞
ds|ψ(s)|2 = 1

)
 

探测方式 光子探测 平衡零拍探测

量子逻辑门 X̂|0⟩L = |1⟩L, X̂|1⟩L = |0⟩LBit-flip:  X̂(v)|s⟩x = |s+ v⟩xx方向平移:  

Ẑ|0⟩L = |0⟩L, Ẑ|1⟩L = −|1⟩LPhase-flip:  Ẑ(u)|t⟩p = |t+ u⟩pp方向平移:  

Ĥ|0⟩L = |+⟩L, Ĥ|1⟩L = |−⟩LHadamard门: R̂(π/2)|s⟩x = |s⟩p, R̂(π/2)|t⟩p = | − t⟩x傅立叶变换:  

ĈX|0⟩L|0(1)⟩L = |0⟩L|0(1)⟩L可控非门:  ĈX|s1⟩q1 |s2⟩q2 = |s1⟩q1 |s2 + s1⟩q2可控X门:  

ĈX|1⟩L|0(1)⟩L = |1⟩L|1(0)⟩L ĈX|t1⟩p1 |t2⟩p2 = |t1 − t2⟩p1 |t2⟩p2 
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θ = π当  时, 输入态变换为  (
x̂out

p̂out

)
=

(
er 0

0 e−r

)(
x̂in

p̂in

)
=

(
erx̂in
e−rp̂in

)
.

(8)

R̂(θ)= ei
θ
2 (x̂

2+ p̂2) =

eiθââ
†

θ

3) 旋转操作　旋转操作为 

 , 其中  为旋转的角度, 其作用是量子态在相

空间发生旋转. 旋转操作对输入态的作用描述为  (
x̂out

p̂out

)
=

(
cosθ −sinθ

sinθ cosθ

)(
x̂in

p̂in

)

=

(
cosθx̂in − sinθp̂in

sinθx̂in + cosθp̂in

)
. (9)

θ = π/2当  时, 旋转操作对输入态的作用表示为 (
x̂out

p̂out

)
=

(
0 −1

1 0

)(
x̂in

p̂in

)
=

(
−p̂in
x̂in

)
. (10)

此时旋转操作为傅立叶变换操作.

P̂ (s) = ei
s
2 x̂

2
4) Shear 操作　Shear变换操作也是一种常见

的操作, 表示为   . 经过 Shear变换操

作后输入态和输出态的关系为  (
x̂out

p̂out

)
=

(
1 0

s 1

)(
x̂in

p̂in

)
=

(
x̂in

sx̂in + p̂in

)
.

(11)

输出态的正交振幅分量保持不变, 而正交位相分量

发生平移.

ĈX (g) = e−igx̂1p̂2 = e−igx̂cp̂t

g = 1

5) 可控 X 门　除了以上的单模逻辑门外, 双

模量子逻辑门也是连续变量量子逻辑门的重要组

成部分. 可控 X门操作是一种常见的双模逻辑门,

表示为   . 模式 1为控制

模式, 模式 2为目标模式. 当  时, 量子态正交

分量的输入输出关系为  

x̂cout

p̂cout

x̂tout

p̂tout

 =


1 0

0 1

0 0

0 −1
1 0

0 0

1 0

0 1




x̂cin

p̂cin

x̂tin

p̂tin



=


x̂cin

p̂cin − p̂tin

x̂tin + x̂cin

p̂tin

 .

(12)

连续变量可控 X 门也称为 QND门.

ĈZ (g) =

eigx̂1x̂2 = eigx̂cx̂t

6) 可控位相门　可控位相门表示为  

 , 同样模式 1为控制模式 , 模式 2

g = 1为目标模式. 当  时, 初始态经过可控位相门操

作后, 其正交分量变换为
  

x̂cout

p̂cout
x̂tout

p̂tout

 =


1 0

0 1

0 0

1 0
0 0

1 0

1 0

0 1




x̂cin

p̂cin
x̂tin

p̂tin



=


x̂cin

p̂cin + x̂tin
x̂tin

p̂tin + x̂cin

 .
(13)

B̂ (θ) = ei
θ
2 (x̂1p̂2 + p̂1x̂2) = e

θ
2 (â

†
1â2 − â1â

†
2)

â1 â2

T = cos2 (θ/2) ∈ [0, 1]

7) 分束器变换操作　分束器操作被定义为

 , 其 中

 和   分别是模式 1和模式 2 的湮灭算符, 分束

器的透射率   . 模式 1和模式

2经分束器耦合后, 其正交分量变换为
 

x̂cout

p̂cout

x̂tout

p̂tout

 =



√
T 0

√
1− T 0

0
√
T 0

√
1− T

−
√
1− T 0

√
T 0

0 −
√
1− T 0

√
T



×


x̂1

p̂1

x̂2

p̂2

 =



√
T x̂1 +

√
1− T x̂2

√
T p̂1 +

√
1− T p̂2

−
√
1− T x̂1 +

√
T x̂2

−
√
1− T p̂1 +

√
T p̂2


. (14)

单模和双模高斯门可以组合成任意多模高斯

门. 经过高斯逻辑门操作, 输入态的正交分量呈现

线性变换. 然而高斯量子逻辑门仅能实现高斯运

算, 无法完成任意的幺正量子逻辑门操作.

Ûn (t) = eitx̂
n/n n ⩾ 3 t

8) 非高斯量子逻辑门　在任意高斯操作的基

础上, 至少增加一个非高斯操作即可实现通用量子

计算, 因此非高斯逻辑门是连续变量量子计算的一

个关键组成部分 [40,41]. 典型的非高斯逻辑门通常表

示为   , 其中   ,    表示非线性相

互作用. 经过非高斯逻辑门操作后, 输出态正交分

量变换为
  (

x̂out

p̂out

)
=

(
x̂in

tx̂n−1
in + p̂in

)
. (15)

n = 3 Û3 (t) = eitx
3/3当  时,   被称为立方位相门.
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3   基于 cluster态的连续变量量子计算
 

3.1    基于测量的连续变量量子计算

量子计算有两种模型: 一种是量子线路模型,

另一种是基于测量的量子计算模型, 也被称为单向

量子计算 [42]. 单向量子计算基于大规模簇态 (cluster

态)执行测量, 通过测量结果的前馈来实现量子计

算. 在光学系统中, 量子比特的测量通常比基于量

子线路模型的量子门更容易, 并在特定 cluster态

下仅使用单个量子比特测量可实现通用量子计算 [43].

因此, 单向量子计算已经成为实现大规模光量子计

算的一种重要模型.

Cluster态是一种具有相邻相互作用的多体纠

缠态 [38,44], 是单向量子计算 [43,45,46] 和量子网络 [47−49]

的基本量子资源. 连续变量 cluster态的纠缠结构

示意图如图 3所示, 图中每个节点代表一个 qumode,

节点间的连接代表相邻节点相互作用.

 
 

(a)

(b)

(c)

图 3    多组份 cluster态示意图 (a) 四组份线性 cluster态 [45];

(b) 二维 cluster态 [45]; (c) 三维 cluster态 [45]

Fig. 3. Schematic  of  multipartite  cluster  entangled  states:

(a)  Linear  four-mode  cluster  state[45];  (b)  two-dimensional

cluster state[45]; (c) three-dimensional cluster state[45].
 

连续变量 cluster态的量子关联形式为 [38,44]
 

p̂a −
∑
b∈Na

x̂b ≡ δ̂a → 0, a ∈ G, (16)

a ∈ G G

G b ∈ Na â

δ̂a

N

δ̂a = 0

式中 ,    表示 cluster态所代表的图   (graph

 )的节点 [50], 而模式   是与模式   相连的邻

点,   表示额外噪声. 具有方程 (16)形式的多体纠

缠态被称为连续变量 cluster态, 方程 (16)被称为

nullifier. 在理想压缩情况下,   模连续变量 cluster

态是各个模式正交分量线性叠加算符的零本征值

态, 即  . 由于一次测量仅破坏与其相邻节点

间的相互作用, 而其余模式间的纠缠仍然存在, 因

此 cluster态具有良好的纠缠保持特性.

利用光场不同自由度的复用技术可实现不同

尺度 cluster态的实验制备. 目前发展的复用技术

主要包括空间、时间和频率复用技术. 将实验获得

的压缩态光场经过特定的分束器网络结构耦合, 可

以实现空间复用 cluster态的制备 [51−54]. 山西大学

在国际上首次实验制备了空间分离的连续变量四组

份Greenberger-Horne-Zeilinger(GHZ)态和 cluster

态 [51], 进一步实验制备了空间分离的连续变量八

组份 cluster态光场 [54], 扩展了连续变量 cluster态

的尺度. 空间复用可以方便的将本地操作作用到每

个模式上, 然而随着纠缠模式数目的增加, 分束器

网络结构将会越来越复杂.

光频梳技术被应用于制备频率复用连续变量

cluster态 [55]. 该方法通过光学参量放大器的共振

频率模式实现频率复用. 2014年, Chen等 [56] 实现

了最多 60个频率模式的 cluster态. Roslund等 [57]

和 Cai等 [58] 分别制备了 10个和 13个独立频率模

式的 cluster态. 由于受到位相匹配带宽的影响, 该

方法产生的最大频率梳数目受到限制, 且纠缠模式

不易分离.

制备大尺度纠缠态的另一种方法是时间复用.

2011年, Menicucci[59] 提出了利用时间复用制备任意

尺度连续变量 cluster态的方法. 2013年, Yokoyama

等 [60] 实验上实现了 10000个模式 cluster态的制备.

随后扩展到 100万个光学模式的纠缠态 [61]. 2019年,

日本Furusawa研究组[62] 和丹麦Anderson研究组[63]

分别在实验上成功制备了二维 cluster态 . 三维

cluster态是实现容错量子计算的一种重要量子资

源[64,65]. 2020年, Fukui等[66] 提出了一种三维 cluster

态的产生方案, 并展示该纠缠态对基于拓扑保护测

量的量子计算中有限压缩度产生的模拟误差具有

鲁棒性. 

3.2    基于测量的连续变量量子计算研究进展

光量子计算的主要挑战是实现可以对量子态

进行任意幺正变换的通用量子逻辑门. 在实验中,

高斯量子逻辑门的实现较为简单, 如平移操作可以

通过将输入态和有调制信号的辅助态在分束器上

耦合实现, 旋转操作和分束器操作可以仅通过使用

线性光学元件实现. 而非高斯量子逻辑门的实现较

为复杂.

日本 Furusawa教授研究组实现了基于测量

的压缩门 [67]、QND门 [68]、单向二次位相门 [69] 和可

控位相门操作 [70], 并提出了利用四组份 cluster态
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实现任意压缩操作的方案 [71]. 我们基于连续变量

四组份 cluster态, 通过平衡零拍探测和电子学前馈

系统, 实验实现了连续变量可控X量子逻辑操作 [72].

2014年, 我们实验演示了基于两组份纠缠光场的

单模压缩操作和傅里叶变换, 实现了基本的量子逻

辑门单元, 简化了实验方案、节省了量子资源 [73]. 仅

仅一个量子逻辑门无法实现真正的量子算法. 一

般, 需要连续执行一系列量子逻辑门操作, 才能实

现量子算法. 我们以连续变量六组份 cluster态光

场为资源, 实验实现了一个包含单模压缩门和可控

位相门的连续变量量子逻辑门序列, 展现了连续变

量量子计算的可行性 [74].

近年来, 基于时间复用 cluster态的连续变量

量子计算取得了重要进展. 2021年, Asavanant等 [75]

使用时间复用 cluster态实现了旋转和 shear等量

子逻辑操作. 同年, Larsen等 [76] 基于二维 cluster

态实验实现了一组量子逻辑门. 

3.3    连续变量量子计算的通用性

|ψ ⟩ |γ ⟩
|γ ⟩ x̂γ

x̂γ

p̂ψ → p̂ψ + γx̂2 + 2mγx̂+m2γ

P̂ (−2mγ) Z(−m2γ)

2mγx̂ m2γ

1999年 ,  Lloyd和 Braunstein[40] 提出了用连

续变量构建通用量子计算机的充要条件. 2006年,

Menicucci等 [43] 提出在实现任意的多模高斯操作

(Clifford 群的操作)的基础上, 至少增加一个非高

斯操作 (非 Clifford操作)就可以实现通用量子计

算. 立方位相门是一种典型的非高斯门. 2001年,

Gottesman等 [77] 提出了基于双模压缩真空和光子

数分辨探测器实现立方位相门的方案, 如图 4(a)

所示. 首先, 输入态  和三阶位相辅助态  执行

可控 X 操作后对量子态   的正交振幅分量   进

行测量. 然后, 将测量的  反馈到输入态的正交位

相分量上   . 最后, 通

过前馈 shear操作   和平移操作  

消除  和  项. 因此输出态表示为
  (

x̂out

p̂out

)
=

(
x̂in

γx̂2in + p̂in

)
. (17)

BS

Z

|γ ⟩

非高斯辅助态对立方位相门的实现非常重要.

2016年, Miyata等 [78] 提出通过自适应非高斯测量

实现量子立方门, 该方法需要制备立方位相态 (cubic

phase state). 2018年, Sabapathy和Weedbrook[79]

提出通过使用压缩态、分束器耦合   、平移操作

 和依赖于单光子计数结果的压缩操作, 可实现三

阶立方位相门辅助态  的制备, 其制备线路图如

|0 ⟩+ c |1&3 ⟩

图 4(b)所示. 然而, 该方案对压缩度提出较高的要

求. 而 Fock态的叠加可以被看作是立方位相态.

目前, 弱立方位相态  已经被实验制备[80]. 

3.4    连续变量量子计算的可扩展性

构建量子计算机需要扩展量子计算机的规模,

大规模量子计算机的实现需要有效增加量子比特

数. 增加量子比特数目的一种方法是基于时间复

用连续变量 cluster态实现量子计算. 目前, 采用

该方法已经能够产生纠缠模式大于 10000的连

续变量 cluster态 [60−63], 并且正在开展量子逻辑门研

究 [75,76].

增加量子比特数目的另一种方法是采用集成

光学芯片实现大规模量子计算. 目前实现的连续变

量集成光学芯片主要基于氧化硅、氮化硅和铌酸锂

(lithium niobate, LiNbO3)三种材料. 在氧化硅集

成光学芯片方面, Furusawa研究组 [81] 实现了芯片

上连续变量两组份纠缠态的制备. 最近, 美国弗吉

尼亚大学实现了压缩态光场和 20对双模压缩态光

场的制备 [82]. 在氮化硅集成光学芯片方面, 已经实

现了最高–1.70 dB压缩态光场的制备 [83−85]. 2021年,

加拿大 Zhang 等 [86] 将微环腔和线路集成在一起,

实现了片上的高斯玻色采样、分子振动光谱和图形

相似性的计算 [15]. 在铌酸锂集成光学芯片方面, 已

经实验实现了压缩态光场 [87,88] 和双模纠缠态的产

生和表征 [89]. 2020年, Yi等 [90] 和 Chen 等 [91] 基于

LiNbO3 的集成光学芯片实现了量子态的产生和

操控.

 

|>

|>

̂

̂ ̂ ̂()|>

Feedforward operation

|>

|0>

|0>

̂



̂-1 ̂

Feedforward operation

(a)

(b)
̂

图 4    立方位相门 (a)基于立方位相态实现立方位相门的

线路图 [77]; (b)立方位相态的产生方案 [37]

Fig. 4. Cubic  phase  gate:  (a)  The  cubic  phase  gate  by  the

measurement-induced scheme using the cubic phase state[77];

(b) the preparation of the cubic phase state[37]. 
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4   基于光学猫态的量子计算
 

4.1    基本原理

|α ⟩ + eiϕ
∣∣−α ⟩)/

√
N± N± = 2(1± e−2|α|2)

ϕ = 0 ϕ = π

|⟨α |−α ⟩|2 = e−4|α|2

在量子计算中, 量子态的叠加原理使得量子计

算机在处理某些复杂问题时能够具有经典计算机

无法替代的优势. 薛定谔猫态不仅可以用于探索经

典和量子物理的边界 [92−94], 还可以用于量子计算、

量子隐形传态和精密测量 [95−98]. 光学薛定谔猫态

是两个幅度相同、位相相反相干态的叠加, 被定义为

(  , 其中   .

 对应于偶猫态, 仅包含偶数项光子.   对

应于奇猫态仅含有奇数项光子. 两个相干态的重叠

度为   . 光学薛定谔猫态是一种

非高斯态, 可以通过对一个高斯态作用非高斯操作

实现. 实验上可以通过从压缩真空态中减去光子产

生, 减去奇数个光子制备奇猫态, 或者减去偶数个

光子制备偶猫态 [99]. 国际上已经有多个研究组基

于此方案成功的产生了尺度较小的光学薛定谔猫

态 [100−103].

|−α ⟩ |0 ⟩L
|α ⟩ |1 ⟩L

|α| = 2 ≈ 10−7

|⟨α |−α ⟩|2 ≈ 0 α ⩾ 2

光学薛定谔猫态是相干叠加态, 可以做为量子

比特应用于量子计算中. 当以相干态为基矢来编码

qubit时, 光学薛定谔猫态中的  被编码为  ,

 被编码为   . 基于光学猫态的量子计算要求

两个相干态几乎正交, 即重叠部分几乎为零. 当

 时, 两个相干态的重叠部分  , 也就是

说  . 所以产生  的光学薛定谔猫

态在连续变量量子信息处理中有重要意义 [95]. 下

面我们介绍基于光学猫态的几种典型量子逻辑门.

X = eiπâ
†â X (µ| − α ⟩+ v|α ⟩) =

µ|α ⟩+ ν| − α ⟩

1) Bit-flip 门　也称为 X 门. Bit-flip门表示

为  , 它的作用效果为 

 . 该逻辑门可以通过将输入态相对

于本地振荡延迟半个周期来翻转实现 [95].

Z (µ| − α ⟩+ v|α ⟩) = µ| − α ⟩ − v|α ⟩
µ| − α⟩+ v|α⟩

(| − α,−α⟩+ |α, α⟩)/
√
2

µ |−
α ⟩+ ν |α ⟩ µ |−α ⟩ − v |α ⟩ µ |α ⟩+ ν |−α ⟩
µ|α ⟩ − v |−α ⟩

3)µ |−α ⟩+ ν |α ⟩ , 4)µ| − α ⟩

2) Phase-flip 门　也称为 Z 门. Phase-flip门

的作用效果为对输入比特进行位相反转操作

 . 实现 phase-

flip门的方案如下 [95]. 将输入态   和

Bell纠缠猫态   一个模式耦

合后进行 Bell态测量, 并将测量结果反馈至 Bell

纠缠猫态的另一个模式, 得到四种输出结果: 1) 

 ; 2)  ; 3)  ;

4)  . 通过使用 bit-flip操作可将 3)和

4)的错误反转纠正为  

−v |α ⟩ . 因此, 在纠正错误后, 得到两种输出结果:

1)和 3) 情况下输入结果不变, 2)和 4) 情况下输

入比特发生位相反转操作.

| ± α ⟩

(|α ⟩ ± |−α ⟩)/
√
N±

D̂

|ψin ⟩ = (µ|α ⟩+ v| − α ⟩)/
√
N+

BSu
BSΓ râ+ t̂b

3) Hadamard 门　相干态  经过Hadamard

门操作后转换为  . 实现 Hada-

mard门的方案如图 5所示 [104]. 经过平移操作  的

输入态  和辅助态分

别经过低反射率分束器  后, 反射部分在分束器

 实现不可区分的减光子操作  , 当输入态

的透射部分在单光子探测器有响应时, 即可实现

Hadamard门变换.

D

(
iθ
4α

)
4) Phase rotation gate 门　实现位相旋转门

(phase rotation gate)的方案如图 6所示 [95]. 首先

将输入态沿着相空间的虚轴 (正交位相方向)做微

小平移  , 其输入态变换为
 

D

(
iθ
4α

)
(µ| − α ⟩+ v|α ⟩)

= e−
iθ
4 µ| − α(1− iθ/4α2) ⟩

+ e
iθ
4 v

∣∣∣∣α(1 + iθ
4α2

)⟩
. (18)

然后将平移后的量子态和 Bell猫态的一个模式进

行联合测量, 并将测量结果经过 X 门操作和 Z 操

作纠正后, 得到的输出态为
 

 

|0>

|0>

BSu

BSu

<p|

In D

BSG

APD

Ancilla

Out

图 5    基于光学猫态的 Hadamard门方案示意图 [104]

Fig. 5. Schematic  of  Hadamard  gate  based  on  optical  cat

state[104]. 

 

|>

|00>





(--)
i
4

图 6    基于光学猫态的位相旋转门方案示意图 [95]

Fig. 6. Schematic  of  phase  rotation  gate  based  on  optical

cat state[95]. 
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e−
θ2α2

32

(
e−i θ2α

2
µ | − α ⟩+ ei

θ
2α

2
v |α ⟩

)
. (19)

θ其效果为围绕 Z 轴旋转  .

5) 可控位相门　可控位相门是一种重要的两

比特量子逻辑门. 基于光学猫态实现可控位相门的

原理图如图 7所示 [95]. 首先将输入的两个量子态: 

v |−α ⟩a| − α ⟩b + µ |α ⟩a| − α ⟩b
+ τ |−α ⟩a|α ⟩b + γ |α ⟩a|α ⟩b. (20)

在分束器上耦合, 然后分束器的两个输出态分别和

纠缠猫态的一个模式进行 Bell测量, 并将测量的

结果经过 X 操作和 Z 操作进行错误纠正后得到最

终的输出态 

e−
θ2α2

4 (eiθα
2

v |−α ⟩a| − α ⟩b ± e−iθα2

µ |α ⟩a| − α ⟩b

± e−iθα2

τ |−α ⟩a|α ⟩b + eiθα
2

γ |α ⟩a|α ⟩b). (21)

ϕ = 2θα2 = π/2
输出态的正负号由 Bell测量的输出结果决定. 如

果选择  , 该方案即可实现等价于可

控 X 量子逻辑门. 

4.2    研究进展

2003年, Ralph等 [95] 理论上提出了利用相干

叠加态实现单模和双模量子逻辑门的方案. 随后,

研究表明相干叠加态可以实现容错量子计算 [97],

并进一步提出了单模位相门、双模位相门、双模受

控位相门以及单模Hadamard逻辑门的实验方案 [104].

2011年, 丹麦 Andersen研究组 [105] 利用相干叠加

态作为量子比特, 实现了 Hadamard量子逻辑门.

2012年, 法国 Grangier研究组 [106] 利用减光子操

作将一个奇猫态转化为偶猫态, 实现了 π 相移的量

子逻辑门.

√
2

目前, 实验中实现的基于光学猫态的量子逻辑

门局限于单模逻辑门, 双模量子逻辑门的实现仍然

具有挑战性. 要想实现双模逻辑门, 首先需要制备

纠缠猫态 (Bell-cat). 实验上制备光学 Bell猫态的

方法有两种: 1) 将两个压缩真空态在减光子部分

建立纠缠, 对其中一束光进行光子计数. Grangier

研究组 [107] 和 Lvovsky研究组 [108] 通过该方法分别

制备了 Bell猫态. 2) 直接将薛定谔猫态与真空态

在 50:50分束器上耦合, 产生 Bell猫态. 此方案中

Bell猫态的产率仅取决于薛定谔猫态本身的产率,

但对应 Bell猫态的尺度将会降低  倍. 

5   连续变量量子纠错

量子态受到环境中损耗和噪声等因素的影响

会导致退相干效应, 从而使得最终输出态和输入态

之前存在误差. 这些误差会破坏相干性, 降低量子

计算的计算能力. 因此, 量子纠错是实现高保真度

量子信息处理的一个关键环节. 

5.1    玻色子码

在连续变量量子纠错中, 玻色子码 (Bosonic

code)是常用的一种纠错码. 玻色子码将离散的量子

信息编码到玻色子模式 [37], 它能够纠正由于环境

损耗引入的误差, 从而保护量子信息. 连续变量量

子纠错码有多种玻色子码, 包括九波包编码 [109,110]、

五 波 包 编 码 [111,112]、 Gottesman  Kitaev  Preskil

(GKP)码 [77]、纠缠辅助编码 [113] 和量子擦除 (quan-

tum erasure)方案 [114] 等.

研究表明高斯误差是不能通过纯高斯操作来

实现量子纠错 [115]. 然而, 对于非高斯类型的误差,

可以利用分束器网络的结构对输入模式进行编码,

通过耦合适当的辅助模式来实现纠错 [112]. 在连续

变量量子纠错中, 多种不同结构的纠正单一非高斯

误差的九波包编码连续变量量子纠错 [116]、量子擦

除纠错方案 [114]、关联信道纠错方案 [117] 和五波包

编码量子纠错 [118] 已经被实验实现. 研究表明对于

高斯噪声引入的误差可以通过光子计数进行非高

斯操作来实现量子纠错 [119].

 

|1>

|2>

|00>

|00>











图 7    基于光学猫态的可控位相门方案示意图 [95]

Fig. 7. Schematic of controlled phase gate based on optical

cat state[95]. 
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5.1.1    五波包编码量子纠错

与九波包编码量子纠错相比, 五波包编码量子

纠错能够节省量子资源 , 高效的实现量子纠错 .

1998 年 Braunstein [111] 提出了利用五波包结构高

效地实现量子纠错编码的方案. 2010年, Walker

和 Braunstein[112] 通过使用新的数学算法演示了一

种可用于五波包量子纠错编码的线性光学网络结

构. 2015年, Hao等实现了纠正单一随机误差的五

波包编码连续变量量子纠错 [118]. 在该编码方案中,

采用五模连续变量的纠缠态光场进行编码. 值得注

意的是, 输入态的信息仅仅被编码在五个传输信道

的其中三个信道, 剩余的两个信道引入的误差不会

影响输出态的结果, 即输出量子态对这两个信道上

的误差有免疫功能. 其实验装置图如图 8所示, 采

用了真空态和压缩态光场作为输入信号, 验证了任

意的单一误差的量子纠错过程, 而且输出态的保真

度高于相应的经典极限. 

5.1.2    GKP码

2001年 ,  Gottesman等 [77] 提出一种 GKP码

的编码方式, 可用于实现通用和容错连续变量量子

计算. 随后, 研究表明 GKP魔术态结合高斯操作

和高斯测量可以实现通用量子计算 [37]. 因此 GKP

编码提供了一种实现通用量子计算的有效途径. 当

正交振幅和正交位相分量发生小于纠错阈值的平

移误差时, 采用 GKP码作为纠错量子线路的辅助

态, 结合可控 X 门可分别实现对正交振幅和正交

位相分量的量子纠错 [120]. 此外, 相比于基于猫态的

量子计算, GKP编码具有良好的容错性和对抗噪

声能力 [121].

|0 ⟩ |1 ⟩

通过将连续变量无限维希尔伯特空间转换为

有限维的编码空间, 产生 GKP量子比特. 具体而

言, GKP码将量子比特编码到谐振子的正交振幅

和正交位相分量, 如图 9所示. 理想情况下 (无限

压缩), GKP码的逻辑  和逻辑  分别表示为
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图 8    基于五波包部分编码方式的连续变量量子纠错方案 [118]

Fig. 8. Scheme of CV quantum error correction with five-wave-packet code [118]. 
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图 9    GKP量子比特的编码方式 [77]

Fig. 9. The codeword for the GKP qubit[77]. 
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本征态的叠加, 通过在正交振幅分量平移  即可

实现逻辑  和  的相互转换. 间隔为  的正

交位相分量本征态的叠加为  , 通过

在正交位相分量平移   可实现   和

 的相互转换.

目前, 超导系统 [122] 和离子阱系统 [123] 已经实

现了 GKP量子比特的制备. 在光学系统中, 几种

GKP码的制备方案已经被提出, 例如迭代方法 [124]

和基于可分辨光子数探测器的高斯玻色采样 [125,126]

等. 在迭代方案中, 两个压缩猫态在一个分束器上

耦合, 并对一个输出端口的正交位相分量进行平衡

零拍测量. 当测量结果接近 0时, 另一个端口为近

似的 GKP量子比特. 重复以上迭代过程可以不断

增加 GKP量子比特中的高斯峰的数目 [124]. 在基

于可分辨光子数探测器的高斯玻色采样方案中, 首

先对输入的真空态分别进行平移和压缩操作, 然后

通过分束器网络干涉, 最后对输出态进行可分辨光

子数测量 [126]. 迄今为止, 光学系统 GKP量子比特

的实验实现仍是一个挑战性问题. 

5.2    拓扑码

拓扑纠错可以有效地修正量子计算中的误差,

使得量子计算可以在高误差阈值和高容错率前提

下被执行. 研究表明, 在量子纠错和容错量子计算

中, 对三维 cluster态进行适当的操控就能实现量

子算法 [64,65,127]. 基于 cluster态的拓扑性质, 可以

实现拓扑量子计算和拓扑误差修正 [127−129]. 2020年,

Fukui 等 [66] 提出了对有限压缩度产生的模拟误差

具有鲁棒性的三维 cluster态产生方案.

近年来, 一些与连续变量拓扑量子计算有关的

基本概念已经被提出, 例如任意子统计 [130]、图形演

化 [50]、拓扑码 [131] 及其在量子通信中的应用 [132]、基

于任意子的连续变量量子计算 [133] 和容错量子计

算 [97,134]. 2021年, Hao等 [135] 提出了基于八组份高斯

cluster态的连续变量拓扑纠错方案, 方案如图 10

所示. 首先, 该方案提出了拓扑结构连续变量八组

份纠缠态的产生方案, 然后设计了连续变量拓扑纠

错方案. 当单个平移误差发生在任意一个模式和某

两个模式时, 双模的拓扑量子关联可以纠正误差.

更有趣的是, 与离散变量的拓扑纠错方案不同, 当

特定组合的三个模式发生相同的误差时, 该方案仍

可以有效地识别和纠正这些误差. 

6   总结讨论

综上所述, 连续变量量子计算以其独特的优势

为实现可扩展、通用和容错的量子计算机提供了一

条可行途径. 经过多年的发展, 已经实现了大尺度

cluster态的实验制备和一系列高斯量子逻辑门,

展现了连续变量量子计算的可行性. 然而, 面向可

实用的大规模量子计算, 仍然有一系列挑战性问题

需要解决. 在量子计算的通用性方面, 非高斯量子

逻辑门是通用量子计算的重要组成部分. 目前光学

系统中制备非高斯量子逻辑门的理论方案已经被

提出, 但非高斯量子逻辑门的实验实现仍然是连续

变量量子计算的挑战之一. 在量子计算的可扩展性

方面, 纠缠模式大于 10000的连续变量 cluster态

已经被制备, 为实现大规模量子计算提供了量子资

源. 然而, 随着光学模式数和操作步骤的增加, 需

要的光学元件数目和占用的空间增加, 因此急需发

展连续变量集成光学芯片. 目前已经实现了基于集

成光学芯片压缩态和纠缠态的制备和操控, 但基于

集成光学芯片的量子逻辑门是实现可扩展量子计
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图 10    基于 cluster态的连续变量拓扑误差修正方案 (a) 八组份拓扑结构连续变量 cluster 纠缠态的图态表示 [135]; (b) 产生八组

份连续变量 cluster 纠缠态的分束器网络 [135]

Fig. 10. Scheme of topological error correction with CV a Gaussian cluster state: (a) The graph structure of the topological eight-

partite CV cluster state; (b) the beam-splitter network for the preparation of the cluster state[135]. 
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算的一个挑战. 在量子计算的容错性方面, 玻色子

码和拓扑码是最常用的量子纠错码. GKP码是一

种较有优势的玻色子码, 但光学系统 GKP码的制

备和容错量子计算仍然具有挑战性.

本文简要介绍了近年来基于 cluster态的连续

变量量子计算、基于光学薛定谔猫态的量子计算和

连续变量量子纠错的基本原理和研究进展, 并分析

了实现大规模容错连续变量量子计算所面临的挑

战. 时间复用技术提供了连续变量量子计算所需的

大尺度量子资源, 为解决可扩展性问题提供了一条

有效途径. 集成光学芯片可以解决自由空间尺寸限

制的问题, 为连续变量量子计算的可扩展性提供了

另一条可行途径, 是发展实用化量子计算的必然趋

势. GKP码为实现通用性和容错性量子计算提供

了可行的解决方案. 虽然仍有一系列挑战性问题亟

待解决, 连续变量量子计算已经展现了独特的优

势, 例如“九章”量子计算原型机展示了解决高斯玻

色采样难题的优势, 具有广阔的发展前景.
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Abstract

Quantum computation presents incomparable advantages over classical computer in solving some complex

problems. To realize large-scale quantum computation,  it  is  required to establish a hardware platform that is

universal,  scalable  and  fault  tolerant.  Continuous-variable  optical  system,  which  has  unique  advantages,  is  a

feasible  way  to  realize  large-scale  quantum  computation  and  has  attracted  much  attention  in  recent  years.

Measurement-based  continuous-variable  quantum  computation  realizes  the  computation  by  performing  the

measurement and feedforward of measurement results in large-scale Gaussian cluster states, and it provides an

efficient method to realize quantum computation. Quantum error correction is an important part in quantum

computation and quantum communication to protect quantum information. This review briefly introduces the

basic  principles  and  research  advances  in  one-way  quantum  computation  based  on  cluster  states,  quantum

computation based on optical  Schrödinger cat states and quantum error correction with continuous variables,

and discusses the problems and challenges that the continuous-variable quantum computation is facing.

Keywords: quantum computation, continuous variables, cluster states, Schrödinger cat states, quantum error
correction
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

集成光量子计算的研究进展*

周文豪 1)#    王耀 1)#    翁文康 2)†    金贤敏 1)3)‡

1) (上海交通大学物理与天文学院, 上海　200240)

2) (南方科技大学量子科学与工程研究院, 深圳　518055)

3) (上海交通大学无锡光子芯片研究院, 无锡　214000)

(2022 年 9 月 12日收到; 2022 年 10 月 11日收到修改稿)

基于量子力学的叠加和纠缠等性质, 量子计算具备超越经典计算机的强大计算能力. 光子作为一种高效

信息载体, 具有传输速度快、操控性高及相干时间长的优点, 是实现量子计算的一个理想物理平台. 集成光量

子技术, 使得我们在微型结构上便能够稳定地实现光量子态的产生、处理和探测. 近年来, 随着新兴的集成光

量子技术的快速发展, 集成光量子计算的实验复杂度和规模在不断提高, 并成功模拟和解决了复杂的物理和

计算问题. 为此, 本综述总结了近年来集成光量子计算的技术进展, 包括各类集成光量子实验平台, 并讨论了

基于集成光量子平台实现的量子行走实验范例. 最后, 我们亦简述了基于光量子行走而实现的量子算法和量

子模拟的方案.

关键词：集成光量子计算, 量子行走, 量子算法, 量子优越性
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1   引　言

20世纪 60年代, Gordon Moore提出了著名

的摩尔定律 (Moore’s Law)[1], 该定律预测未来一

段时间内, 随着晶体管技术的发展, 每隔 18个月

计算机的计算能力将能够提升一倍. 几十年来, 摩

尔定律非常贴切地反映了半导体产业以及集成电

路芯片的发展趋势. 当时间来到 21世纪, 传统半

导体产业以及经典计算机的发展越来越受到晶体

管密度、集成电路能耗以及器件发热等集成电路

工艺的限制, 摩尔定律所描述的算力发展速度越来

越难以持续. 然而, 人类对计算能力的追求脚步却

从未停止. 因此, 近些年来, 科学界在不断探索一

种新的计算方式以进一步提升算力.

早在 20世纪 80年代, 人们就发现随着问题规

模的增大, 求解多体问题所需的算力 (比特数)呈指

数爆炸式增长, 使用经典计算机来模拟复杂的量子物

理系统是充满挑战的 [2]. 著名物理学家 Feynman[2]

认为可以放弃经典计算机, 转而构建一台量子计算

机, 量子计算机中的每个量子比特 (qubits)表示多

体物理问题中的每个粒子状态, 随着粒子数的增

加, 所需的比特数线性增长, 这将能够解决我们所

面对的计算爆炸挑战, 量子计算的概念也因此诞

生. 随后, Peter Shor[3] 在 1994年提出的 Shor算

法以及Grover[4] 在 1997年提出的Grover算法 (也
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被称为量子搜索算法)等方案都表明量子计算对特

定的计算问题具有指数加速的优势. 因此, 人们相

信量子计算有望在未来超越经典计算机为人类带

来更高的算力.

一般地, 量子计算模型可以被分为量子线路

(quantum  circuit)[5] 及绝热量子计算 (adiabatic

quantum computation)[6], 量子线路模型又包含一

次量子计算 (one-way  quantum computing)[7] 和

拓扑量子计算 (topological quantum computing)[8]

两类特殊方案.

最常见的量子计算构建方案是量子线路. 量子

线路类似于传统的逻辑电路, 为研究者提供了一种

线路逻辑语言来表示不同的量子位、不同的逻辑操

作以及不同顺序的应用. 在量子线路图形化中, 通

常使用连线来表示量子位, 并使用标记框和其他符

号来表示这些量子位上的幺正变换 U. 在阅读量子

线路图时, 定义时间 (通常被认为以离散时间步长

发生)从左到右流动. 量子线路可以将任意幺正变

换 U 分解为一系列的量子门 (quantum gates)操

作, 从而实现特定的量子计算功能, 因此量子门的

制备和实现也是量子线路方案中的实验重点.

一次量子计算由 Raussendorf和 Briegel[7] 于

2001年提出, 该方案完全由对簇态 (cluster state)

的制备和对量子比特的测量组成, 这些测量方式被

对应到不同的量子逻辑电路上. 由于量子测量属于

破坏性测量, 即测量同时会破坏其纠缠特性, 因此

簇态量子计算是一次性的、单向的量子计算机, 由

测量结果最终构成量子逻辑电路.

拓扑量子计算则是指在半导体结构引导的电

子行为中观察准粒子行为, 并进一步采用准粒子来

进行编码计算. 在拓扑量子计算中, 制备马约拉纳

零模 (Majorana zero mode)是实现非阿贝尔任意

子的重要方式之一, 但马约拉纳零模体系存在两个

待解决问题: 一是准粒子中毒, 这在测量马约拉纳

零模时会出现, 并导致相干时间的缩短, 从而会影

响量子计算的性能; 第二则是如何实现拓扑保护下

的通用量子门. 因此拓扑量子计算的实验实现依然

非常困难.

中国科学技术大学郭光灿院士团队 [9] 采用光量

子模拟器实验证明了基于仲费米子 (parafermions)

的通用量子计算的关键组件. 研究人员首先通过操

纵光子状态, 实现了对应于仲费米子统计的 Cliff-

ord-operator Berry相位. 随后, 他们通过证明仲

费米子编码的量子态的互文性 (contextuality), 首

次研究了拓扑系统中的量子互文资源. 研究者通过

光量子模拟器展现了仲费米子零模的编织统计和

拓扑抗噪性质, 从而为实现拓扑量子计算迈出了重

要一步.

与量子线路不同, 绝热量子计算是基于量子退

火过程 (quantum annealing)和绝热定理提出的,

现已发展成量子计算标准电路模型的重要替代方

案. 绝热量子计算过程中, 通过设置一个简单易求

解的初态哈密顿量 H0 并随时间缓慢地向求解目标

哈密顿量 H1 演化, 系统的量子态会保持在能量最

低的基态. 由于量子隧穿效应, 求解结果在量子退

火过程不会被束缚在局域最优解内, 能够通过隧穿

效应离开局域解向全局最优解方向演化.

尽管已经有大量的理论和实验工作投入到不

同体系下量子计算及量子算法的构建中, 但通用量

子计算 (universal quantum computation)的实现

仍然是非常困难的, 这是由于无论以何种技术路线

来实现通用量子计算机, 都需要满足 DiVincenzo[10]

在 2001年为通用量子计算机提出的五项基本条

件: 1) 一个可扩展的物理系统以及量子比特; 2) 可

以制备量子比特的初态; 3) 量子比特具有足够长

的相干时间, 不易退相干; 4) 能够实现通用量子逻

辑门操作; 5) 能够测量特定的量子比特.

由于这五项条件的约束, 通用量子计算机的研

制在当前的技术条件下并不成熟, 为此在前期的研

究探索中, 不需要复杂的纠错机制, 且相对容易实

现的模拟量子计算 (analog quantum computation)

似乎是当下比较可靠的选择. 模拟量子计算, 是通

过搭建目标指向的系统哈密顿量来对应特定的物

理问题. 短期内, 通过模拟量子计算, 已经在某些

特定的物理问题上实现了对早期经典计算机算力的

超越, 如九章量子计算机 [11] 和悬铃木 [12](Sycamore)

量子计算机分别在玻色采样 (Boson sampling)和

随机线路采样 (random circuit sampling)这两类

问题上宣称超越了经典计算机的算力, 这一里程碑

式的研究成果标志着量子优越性 (quantum adv-

antage)不再仅仅停留在理论的预测阶段, 已经迈

进了实验证明阶段.

随着科学技术的发展, 通用量子计算和模拟量

子计算正加速迈向下一个时代, 为此 Preskill[13] 在

2018年提出了含噪音中型量子计算 (NISQ)的概

念, 这里的噪音是指当前对量子比特的操控仍然不
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稳定, 例如对于量子门的不完美调控会降低实验保

真度, 对于整个系统而言是一种噪音; 中型是指目

前最大可操控的量子比特数仍然在 100个左右, 离

实现通用量子计算所需要的量子比特数还有距离.

这一概念如今被广泛接受, 表明量子计算机的发展

还处于早期阶段, 依然以突破和解决某一特定物理

问题为主, 离真正实现通用量子计算仍然有一定的

距离.

如果把量子算法称之为构建量子计算机的软

件, 那对于算法的实验实现则是构建量子计算机的

硬件. 目前实现量子计算的硬件路径主要有超导、

离子阱、光子、及核磁共振等 [14], 其中光子由于相

干时间长、探测和操控方便, 并且具有多个自由度

等优势, 是构建通用量子计算和模拟量子计算的理

想平台, 在接下来的部分, 将展开介绍近年来光量

子计算特别是集成光量子计算方面的研究进展. 

2   光量子计算

量子计算的重点之一在于对量子比特的选取

和编码, 在光子、原子、核磁自旋、超导线路等可用

于编码量子比特的系统中 [14], 光子由于不易退相

干、速度快、易于操控等特性被认为是编码量子比

特的理想载体 [15,16]. 另一方面, 尽管光子不易与环

境耦合的特性保证了其鲁棒性, 但也导致了光子之

间很难有相互作用, 只能通过线性光学器件来实现

概率性的量子逻辑门, 这对于大规模通用量子计算

来说是一大瓶颈问题 [17]. 虽然通用量子计算的实

现仍然存在困难, 但是以光子作为载体的模拟量子

计算为量子计算打开了另一扇窗, 通过构建系统哈

密顿量来模拟可控物理系统, 可以避免复杂的量子

门操作和额外的量子纠错系统. 

2.1    量子行走概述

在模拟量子计算中, 量子行走 (quantum walk)

是一类被广泛研究的问题, 它也被视为经典随机行

走的量子版本. 下面将介绍基于量子行走来实现模

拟量子计算的研究和发展.

随机行走 (random walk)的概念可以追溯到

1905年, 由 Pearson[18] 提出, 在随后 100多年的历

史里, 经典随机行走一直被用作一种计算方法和架

构基础来解决复杂的计算问题, 并在物理、化学、

经济学及生物学等领域都有了进一步的发展和应

用. 与经典的随机行走的对应, 1993年 Aharanov,

Davidovich和 Zagury三人 [19] 提出了量子行走这

一概念, 其本质来源于 Feynman的积分路径理论,

并引入了关于多路径叠加的想法.

量子行走由于量子力学独特的量子叠加 (quan-

tum superposition)态特性, 表现出向外扩散的弹

道输运性质, 在各类算法 (如空间搜索算法、指数

快速击中算法及图连通性算法等)中表现出了计算

时间上的加速 [20]. 在过去的十几年中, 量子行走已

经成为了一种常用的计算模型, 其随计算规模展现

出多项式级的计算时间复杂度, 与之对应的经典算

法往往需要指数级的运行时间. 例如: Childs等 [21]

在 2003年提出了一种用于图遍历问题的连续时间

量子行走算法, 相比于目前所有的经典算法, 具备

指数级的计算加速. 正因如此, 通过量子行走实现

量子计算也是备受关注的研究领域. 

2.2    量子行走的理论基础

基于量子行走的算法对经典算法的加速效果

引起了广泛的研究兴趣, 同时基于量子力学与其他

科学领域的交叉研究, 量子计算、量子算法、量子

信息理论等新兴领域得到了蓬勃发展. 与经典随机

行走类似, 量子行走可以被分为两大类: 离散时间

量子行走 [22] 和连续时间量子行走 [23].

如图 1(a)所示, 在离散时间量子行走中, 时间

是离散化的. 离散时间量子行走给出了 t 时间步长

之后特定位置 i 上行走粒子的量子概率振幅. 这里

的行走粒子可以是一枚量子硬币 (quantum coin),

在不具体测量硬币算符结果的情况下, 硬币处于正

面和反面的叠加状态: 

Ĉ =
1√
2

(
1 i

i 1

)
. (1)

除上述硬币算符 (coin operator)外, 在离散时间量

子行走中, 还需引入平移算符 (translation operator)

来实现行走过程中行走粒子在位置上的变化. 平移

算符如下所示: 

T̂ |x,+⟩ ≡ T̂+ |x,+⟩ = |x+ 1,+⟩,

T̂ |x,−⟩ ≡ T̂− |x,−⟩ = |x− 1,−⟩. (2)

最终, 通过硬币算符 C 和平移算符 T 的不断作用,

可以得到 n 步之后的行走概率幅结果: 

|ψn⟩ = [T̂ Ĉ]
n
|ψ0⟩. (3)
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而在图 1(b)中所展示的连续时间量子行走则

无需硬币算符, 也没有步长的概念. 物理系统的状态

用幺正变换的哈密顿量 (Hamiltonian)来描述, 系

统经过了 t 时间的演化后, 行走最终的概率幅结果由

初态波函数和系统哈密顿量根据演化方程所决定: 

|ψ (t)⟩ = e−iĤt|ψ (0)⟩. (4)

无论是离散时间量子行走还是连续时间量子

行走, 其本质都源自量子态的叠加特性. 迄今为止,

这两类量子行走已经在多种平台上得以实现. 

2.3    实现量子行走的实验平台

在实现量子行走的众多技术路线中, 如光纤网

络 [24,25]、超导系统 [26]、核磁共振系统 [27]、囚禁离子

原子系统等 [28,29], 基于光子的量子行走在实验实现

上最为方便和稳定. 在光量子行走的实验实现中,

也存在不同的实验平台上, 如传统光学平台、光纤

平台以及近年来蓬勃发展的集成光量子平台等.

最早人们通过传统光学和线性光学器件来实

现量子行走. 在 2005年, Roldán和 Soriano[30] 展

示了仅使用线性光学器件就可以实现的二维量子

行走的实验方案. 该方案通过调节线性光学器件的

参数可以实现不同的幺正变换, 从而实现量子行走.

在光纤中, 也有实验证明了量子行走实验的可

能性. 在 2012年, Schreibe等 [31] 提出了一个二维

量子行走的灵活实现方式. 研究者展示了非平凡图

结构上的可扩展量子行走. 他们使用光纤网络实现

了 12步长和 169个格点的相干量子行走. 基于量

子硬币算符, 研究者能够在条件相互作用的二分系

统中模拟纠缠的产生. 进一步通过引入动态控制,

这项工作还可以被用于研究强非线性或者是双粒

子散射等效应.

上述两种实现量子行走的方式都是基于宏观

光学器件完成的, 宏观光学器件由于其灵活性和可

操控性的特点在未来的量子信息实验中依然会扮

演极其重要的角色. 另一方面, 随着实验尺度的增

大, 光学器件的数量会随着光学网络的复杂度而不

断增长, 这会在一定程度上阻碍实验系统的稳定性

和规模大小, 为此对于实验装置的小型化和集成化

也是光学平台的发展趋势. 随着集成光量子技术的

发展, 我们常使用硅基技术或光刻 (lithography)

技术来制备新一代的光子芯片, 这些方法被统称为

集成光子平台.

2008年, Politi等 [32] 在硅基二氧化硅平台上

刻写了光波导线路, 并实现了量子干涉和受控非

门 (CNOT)门, 实验结果的高保真度证明了集成光

量子的稳定性和可控性, 这是集成光子平台里程碑

式的工作. 此后, 更多的单量子比特和双量子比特的

片上量子态制备和调控在硅基二氧化硅平台 [33,34]

以及激光写入二氧化硅平台 [35−38] 上得以实现. 随

着工艺和科学技术水平的发展, 在 2015年, Carolan

等 [39] 通过硅基平面波导结构展示了一个可编程的

光学芯片并且基于芯片展示了一系列线性光学方

案, 包括量子逻辑门、量子纠缠门、玻色采样等实

验. 他们的实验成果进一步展示了可编程芯片在量

子技术中的重要作用.

时至今日, 一系列的光波导平台已经被应用于

集成光量子系统的实验中, 主要包括以下几类: 硅

基平台 (silicon-on-insulator)[40]; 硅基二氧化硅平

台 (silica-on-silicon)[41]; 飞秒激光直写平台 [42]; UV

直写平台 [43] 和铌酸锂平台.

硅基平台 (silicon-on-insulator)是一系列材

料 (硅, 硅的碳化物和氮化物)的统称, 如图 2(a)

所示. 硅基平台的最大优势在于它与传统互补金属

 

2N output modes

Intput modes

Steps
1

2

…
…

N

A B

(a) (b)

图 1    (a)离散时间量子行走, 图片来自文献 [22]; (b)连续时间量子行走, 图片来自文献 [23]

Fig. 1. (a) Discrete-time quantum walks, the picture is reproduced from the Ref. [22]; (b) continuous-time quantum walks, the pic-

ture is reproduced from the Ref. [23]. 
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氧化物半导体 (CMOS)作工艺相兼容, 因此具有

成熟的晶体管半导体制备工艺这一天生的优势. 但

是, 硅基器件的波导尺寸较小, 在与传统的单模光

纤相连接的时候耦合损耗和传输损耗较大. 通过对

硅基波导的制备参数进行优化, 这一缺点已经在实

验上得到了改进 [44].

硅基二氧化硅平台 (silica-on-silicon)是指在传

统的单晶硅基底上制备一层二氧化硅层, 如图 2(b)

所示, 通过刻蚀的方式加工出波导, 最后在最上层

再制备一层二氧化硅层来保护波导. 由于硅基二氧

化硅平台在刻蚀波导的过程中需要掩膜版, 因此制

备工艺较为复杂.

χ(3)

得益于学术界和产业界的快速发展, 硅纳米光

子学已经被广泛用于量子光学实验之中. 例如, 由

于硅具有很高的三阶非线性系数  , 因此可以用

于产生量子光源. 在 2014年, Harris等 [45] 就在单

个硅片上基于四波混频 (SFWM)原理演示了关联

光子对的产生, 并且进一步对信号光子和闲频光子

进行解复用和路由. 由于该技术与 CMOS工艺兼

容, 因此可以重复制造, 并且为最终将光源、处理

器和探测集成在同一芯片上铺平了道路.

硅基平台另一个优点在于其集成度高, 可实现

单个芯片上数百个光学元件的集成. Sun等 [46] 在硅

芯片上展示了大规模二维纳米光子相位调控阵列

(nano-photonic phased array). 他们在 576 µm ×
576 µm的芯片上集成了 4096个光学纳米天线

(optical nanoantenna)从而实现主动相位调控.

除了硅基平台, 激光直写平台也为集成光量子

实验提供了可选择的技术路径 . Davis  等 [47] 在

1996年首次提出了飞秒激光直写技术, 如图 2(c)

所示. 其基本原理是将高能量的飞秒激光聚焦于玻

璃材料内部, 由于聚焦区域的非线性能量吸收, 会

使得局部区域内材料的折射率发生永久性的改变,

这种变化一般情况下为折射率的提高, 从而使光在

波导中以全反射的形式进行传输. 在低脉冲能量的

情况下, 这种改性在许多玻璃材料内表现为平滑的

折射率改变, 而在高脉冲能量的情况下, 激光诱导

的改性可能包含周期性纳米平面等更多的结构. 迄
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图 2    不同的集成光量子平台　(a)硅基平台, 图片来自文献 [40]; (b)硅基二氧化硅平台, 图片来自文献 [41]; (c)飞秒激光直写

平台, 图片来自文献 [42]; (d) UV直写平台, 图片来自文献 [43]

Fig. 2. Different integrated optical quantum platforms: (a) Silicon-on-insulator platform, the picture is reproduced from the Ref. [40];

(b) silica-on-silicon platform, the picture is reproduced from the Ref. [41]; (c) femtosecond laser direct writing platform, the picture

is reproduced from the Ref. [42]; (d) UV direct writing platform, the picture is reproduced from the Ref. [43]. 
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今为止, 仍然没有飞秒激光与物质相互作用的完整

物理模型, 但研究表明可以将飞秒激光直写的加工

过程大致分为三个阶段: 自由等离子体形成、能量

弛豫过程和材料改性过程 [48]. 飞秒激光直写技术

的最大优点在于其三维加工的特点, 传统的硅基波

导被限制在一个二维平面内, 而飞秒激光直写技术

可以制备二维波导阵列, 从而增加了物理维度和结

构复杂度, 为进一步探索更加复杂的物理问题提供

了一种可靠的实验平台.

UV直写技术由一个三明治二氧化硅结构构

成, 如图 2(d)所示. 二氧化硅层置于硅基底上, 中

间一层二氧化硅由于掺入元素锗 (Ge)而具有光敏

性, 可以将连续 UV激光聚焦在中间层 (Ge:SiO2)

对其改性, 并且通过移动基底来刻写不同的波导结

构. UV直写技术不需要硅基二氧化硅工艺中的掩

膜流程, 从而降低了制备波导的复杂度, 但通过

UV直写制备的波导双折射通常较大, 这不利于光

子的片上极化编码.

除此之外, 最近几年铌酸锂薄膜 (LNOI)的商

用化应用也受到了学术界广泛的关注和研究 [49−51].

铌酸锂 (LN), 也被称为“光子学中的硅”, 这足以看

出其在集成光子平台中的重要性. 铌酸锂具有宽光

学透明窗口, 大的电光效应 (electro-optical effect)

和高玻璃化转变温度, 这些优点对于加工工艺的稳

定性和兼容性至关重要. 此外, 薄膜铌酸锂 (LNOI)

还由于其高固有电光效率、稳定性及可扩展制造技

术的快速发展等, 也成为了光通信、传感、量子信

息等领域强有力的竞争者. 薄膜铌酸锂平台继承了

传统体铌酸锂器件所有的材料优势, 并且以更小的

占用空间、更宽的带宽和更低的功耗, 凸显了其相

比于其他材料的优越性, 也是当前集成光子平台的

候选者之一.

总体来看, 对于实验上不同系统、不同材料、

不同波导几何形状和制造技术、不同实验平台和波

导加工方式各有其特点和优势. 研究者根据实验所

要求的集成度、调制速度及制造成本等因素, 通过

选取合适的实验平台, 可以开展不同的量子信息实验. 

2.4    基于集成光量子平台的量子行走实验
实现

集成光子学作为一个新兴的科研平台, 可以执

行各式各样的量子信息任务, 例如量子行走、玻色

采样、拓扑光子学实验等, 是实现大规模量子信息

实验的可靠平台. 由于集成光子平台集成度高、兼

容性好的特点, 有利于拓展量子信息实验的规模,

并且已经提供了实际的应用场景, 例如芯片量子密

钥分发 [52].

2008年, Perets等 [53] 首次展示了基于一维波

导晶格实现的量子行走. 波导晶格具有易于大规模

构建并且光子在其中不易退相干的特性, 是研究量

子行走和量子算法理想且多功能化的实验平台. 研

究者通过实验观察了 100个格点的大型一维量子

行走并且从理论上研究了包括弹道传播、无序性和

边界相关等量子行走效应.

实现大规模量子行走的目的在于将其与复杂

物理系统相对应, 从而解决实际的物理问题, 为此目

前的研究工作主要聚焦在于拓展物理系统的复杂

化. 实验上, 对于增加系统演化的复杂度, 扩展其物理

维度和增加初态光子数量是两种有效的研究方向.

2010年, Peruzzo等 [23] 在 SiOxNy 芯片中集成

了 21根连续渐逝耦合的波导并第一次实现了关联

光子对的一维量子行走实验. 他们观察到的量子关

联性最大达到了 76个经典极限的标准差的破坏并

且发现量子行走中的量子关联性依赖于注入态的

选取. 实验结果为在指数增长的更大的态空间编码

信息提供了有效的方法.

更进一步, 在 2017年, Harris等 [54] 利用硅波

导, 在纳米光子平台实现了由 88个通用分束器组

成的可编程纳米光子处理器, 其中每一个分束器都

可以通过调控振幅和相位, 从而在微秒时间尺度上

进行编程. 基于这个可编程处理器, 他们研究了环

境辅助的量子传输机制以及静态无序离散时间系

统中的 “quantum goldilocks” 机制. 这种低损耗

和高保真度的可编程处理器是实现量子模拟实验

的可靠平台.

尽管在调控技术和可编程速度上不如硅基波

导成熟和快速, 但得益于三维制造的优势, 激光直

写技术有利于在二维波导阵列上研究量子行走及

其传输特征. Owens等 [55] 在 2011年研究了椭圆形

波导阵列中双光子态的演变, 如图 3(b)所示. 研究

者利用超快直写技术在高纯度熔融石英芯片中制

造了椭圆形波导结构, 并利用相干光态层析来特征

化光子芯片, 进而使用特征化结果来预测时间上不

可区分和可区分的双光子输入态之间的明显差异,

并将特征化结果与实验结果相比较. 这项工作提出

了在三维波导结构中模拟相干量子现象的可行性.
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Sansoni等 [56] 研究了不同的粒子统计 (玻色

子和费米子)对离散量子行走结果的影响. 研究

者利用偏振纠缠模拟了非相互作用玻色子和费

米子的聚束和反聚束特征. 实验中利用飞秒激光

直写技术引入了包含波导电路的新型三维几何

结构. 三维结构如图 3(c)所示, 可实现精确的偏

振无关行为 , 同时又保证了对相位和平衡性的

显著控制.

Poulios等 [57] 同样使用飞秒激光直写技术构

建了光子晶格, 并在图 3(d)中的“十字”结构中实

现了关联光子的准二维量子行走. 关联探测事件展

现出高对比度的量子干涉现象和独特的复合行为,

包括量子行走粒子在“十字”结构之间的强关联性

和在结构内部的独立性.

49× 49

Tang等 [58] 利用光波导阵列的几何结构实现

了超大规模二维连续时间量子行走实验. 研究者利

用飞秒激光直写技术构建了一个大规模的三维波

导结构, 如图 4所示, 并在光子芯片中集成了一个

二维方形格点, 格点数高达  . 他们利用预报

性单光子和单光子成像技术展示了空间上二维量

子行走的演化结果; 通过观察量子行走的弹道演化

模式和方差分布分析了量子传输特性, 实验数据与

模拟结果相吻合. Tang等 [58] 进一步解释了二维量

子行走相对于一维量子行走独特的瞬态性质. 将这

项研究结合缺陷和无序控制, 可能为经典情况下棘

手的物理问题提供了新的解决方案.
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37× 37

该课题组在 2021年, 进一步由 Jiao等 [59] 利

用关联光子对, 在三角形格点中实现了二维空间上

的双光子量子行走 . 研究者将实验对应到了一

个   的高维态空间 . 这种双光子二维量子

行走突破了单粒子演化的物理限制, 实现了更大

态空间中的信息编码和高维图的构建, 有利于量子

信息的处理. 如图 5所示, 通过在芯片和二维光纤

阵列之间构建起点对点的寻址 , 能够同时探测

600多个非经典干涉现象, 进而观测到了违背经典

关联的量子关联特性, 并且超出了经典关联 57个

标准偏差. 这项工作为大规模二维量子行走提供了

新的思路.

除了直接扩展空间维度和引入更多的光子数,

引入合成维度同样有助于在低维度上解决复杂的

计算问题. Ehrhardt等 [60] 将光子的偏振维度引入

到量子行走实验中, 如图 6所示. 通过具有特定双

折射的复杂波导电路中光子对的空间自由度和偏

振自由度的混合作用以实现合成维度, 从而实现了

与三维网络相关的激发动力学. 该实验可被应用在

复杂、高度连通的图形上以进行多粒子量子行走的

实验探索, 并且为进一步开发费米子动力学在集成

量子光子学中的潜在应用铺平了道路. 

3   集成光量子计算应用
 

3.1    基于量子行走的算法和应用

如前文提到的, 量子行走作为一种算法工具,

在生物学、物理学、经济学及计算机学等众多领域

都具有广泛的应用前景, 可以实现不同的量子算法

和模拟传输过程 [61−64].

Kendon和 Tamon[65] 介绍了有限图上量子行

走中的完美态传输. 研究者利用不需要局部变化动

态控制的结构进行传输, 从而简化了传输设计并减

少了出现错误的概率. 量子行走也被用于模拟生物

学中的光合作用. 如图 7所示, 光合作用系统的能

量转移过程能够显示量子效应, 然而其量子动力学

过程与激子 (exciton)转移效率的相关性在很大程

度上是未知的. 为此, Mohseni等 [66] 提出了一个理

论框架用于研究量子干涉效应在与热浴相互作用

的分子阵列的能量转移动力学中的作用, 进而模拟

了光合作用过程中的能量传输过程. Gamble等 [67]

则从图同构问题出发, 研究了描述非同构情况下的

单粒子和双粒子的量子行走动力学演化的格林函

数, 进而证明了存在相互作用的粒子可以区分非同

构图, 而非相互作用的粒子则不能区分.
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除了模拟量子计算之外, 实现通用量子计算一

直是量子计算的最终目标, 在 2009年, Childs[68]

就展示了通过量子行走来实现通用量子计算的方

式. 在量子计算的一些早期工作中, Feynman[2] 展

示了如何使用与时间无关的哈密顿量来实现通用

量子计算. Childs则表明即使哈密顿量被限制为低

维度图 (graph)的邻接矩阵, 通用量子计算的实现

仍然是可能的. 因此, 量子行走可以作为一种通用

计算方式, 任何量子计算都可以被编码在某个图表

达中. 而在 2013年, Childs等 [69] 进一步证明了多

粒子量子行走也可以被用于实现通用量子计算. 他

们的研究成果表明构建一台可扩展的量子计算机

并不需要时间无关的调控.

量子行走和量子快速到达算法 (quantum fast

hitting)在粘合树问题上展示了其比经典随机行走

更快的击中速度 [70]. 这体现了量子行走在加速模

拟和优化任务方面具有强快的计算速度. 但是由于

其节点数量随网络深度指数级增加, 其实验实现非

常具有挑战性.

Tang等 [71] 在 2018年提出了一种具有多项式

增加节点数量的替代结构. 他们使用飞秒激光技术

以几何可扩展的方式在光量子芯片上制备了这种

结构, 并在多达 160个节点和 8层深度的图上展示

了不同结构的量子行走过程. 实验结果证明了量子

加速击中效应, 并且最佳命中时间和网络深度之间

成线性关系. Shi等 [72] 在 2020年利用粘合二叉树

的一维等效结构, 制备了层数从二层到十六层, 叉

数从二叉到五叉的光量子芯片, 并在芯片上展示了

量子快速到达算法. 实验结果同样表明最优量子到

达效率相对于经典随机行走而言可实现指数级的

提升. 这表明专用量子算法在快速到达问题上具有

指数加速优势.

与非逻辑树问题 (NAND tree)也是一类具有量

子加速优势的问题, 其结构如图 8所示. Wang等 [73]

通过结合量子滑梯以及与非树, 在集成光子芯片上

实现了量子与非逻辑. 与分子系统相比, 激光直写

集成芯片系统在集成度和扩展度上有巨大优势. 此

外, 这项工作中的平衡树结构可以很容易推广到不

平衡的与非算法, 这将可应用于二人对策问题. 此

外由于与非门的通用性, 这使得推广量子与非门表

示任意的布尔函数成为可能. 

3.2    玻色采样及量子霸权

除了标准量子行走以及相关的应用以外, 还有

其他一些量子计算任务也是量子计算领域的研究

热点, 其中玻色采样 (boson sampling)就是一类被

深度研究的量子计算问题, 玻色采样理论和实验的

提出源于对量子优越性的实验实现. 由于通用量子

计算的实现目前仍然存在巨大挑战, 为此制定一个

中期可实现的里程碑目标是必要的, 这个目标被称

为量子优越性 (quantum advantage), 也被称为量

子霸权. 玻色采样实验由于其实验上易实现, 具有

明确的计算复杂度理论等特点, 是实现量子优越性

理想的平台.

n×m

玻色采样实验由 Aaronson和 Arkhipov[74] 在

2011年提出. 它的实现方法是将 n 个全同玻色子

注入到  的线性干涉网络中, 经过多光子干涉

过程后出射, 并被单光子探测器接收. 玻色采样实

验的主体只需要单光子量子光源、线性干涉器件和

单光子探测这三个部分, 并且这些器件以当前的实

验技术都是可以实现的.
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图 7    量子行走用于模拟光合作用中的能量转移过程, 图来自文献 [66]

Fig. 7. Quantum walks in photosynthetic energy transfer, the picture is reproduced from the Ref. [66]. 
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时至今日, 已经有大量的玻色采样实验及其

变体被实现, 例如随机散射玻色采样 (scattershot

boson sampling)[75]、高斯玻色采样 (Gaussian bo-

son  sampling)[76]、时间戳玻色采样 (timestamp

boson sampling)[77] 等, 他们都旨在进一步降低玻

色采样实验的难度并提高计算复杂度. 在 2020年,

九章一号 [11] 通过超低损耗 , 集成化的多摸干涉

仪和外置的高亮度量子光源, 构建了 76个光子,

100个模式的量子计算原型机, 宣称通过高斯玻色

采样实验实现了量子优越性, 开起了玻色采样实验

的新阶段. 随后在此基础上九章二号 [78] 进一步构

建了 113个光子, 144个模式的量子计算原型机,

并且相比于九章一号实现了相位可编程功能, 使得

与高斯玻色采样实验相关的广泛应用成为可能. 除

此之外, 通过在实验光源或者是线性干涉网络中构

建环路, Gao等 [79] 以及 Madsen等 [80] 通过不同的

方式展示了基于玻色采样实验的量子优越性. 

3.3    拓扑光子学

与此同时, 量子行走本身也是研究其他物理现

象的量子模拟平台. 基于光量子行走平台, 拓扑光

子学的研究吸引了广泛的关注, 该方向的探索为新

物态及新材料的实验研究提供了便利的实现方式.

基于前面提到的飞秒激光技术, 研究者能够实

现对二维拓扑材料的模拟与实现. 2013年, Plotnick

等 [81] 利用飞秒激光直写平台构建了光子石墨烯结

构, 并成功观察到石墨烯结构的边界态. 同一时期,

Rechtsman等 [82] 同样基于飞秒激光直写波导提出

并实验实现了一种无外场和无散射边缘传输的光

子拓扑绝缘体, 在晶格边缘观察到了可见光的拓扑

保护传输.

随着基于集成光量子技术与拓扑物理结合的

拓扑光子学的发展, 研究者不仅仅局限于探索拓扑

物态的方向. 与此同时量子拓扑光子学的概念也被

提出, 该方向则是探索量子信息与拓扑光子学的结

合, 研究出基于拓扑材料实现的拓扑保护的量子态.

光子稳定、快速、具有远距离传输的能力, 使

其成为量子信息的理想载体. 然而, 对于芯片化的

应用, 光子不可避免地会与周围的介质相互作用,

并且甚至可能会因为损耗而丢失. 对于纠缠光子来

说情况会更加复杂, 光子之间的非经典关联可能会

因此消失. 结合拓扑晶格特性, 将拓扑边界的保护

机制扩展到量子体系中, 利用拓扑结构直接保护物

理演化系统中的量子特性. 同时结合集成光子芯片

的集成性和可控性, 片上拓扑边界态有可能提供一

种有效保护量子性质的替代方法.

Wang等 [83−85] 先后实验证明了拓扑晶格可以

为单光子、关联光子以及纠缠光子提供保护, 使其

免受耗散和无序引起的退相干. 在实验中, 研究者

展示拓扑边界态保护单光子对抗环境噪声引起的

退相干的能力. 而在对互关联和柯西-施瓦茨不等

式 (Cauchy-Schwarz inequality)违背程度的测量

则表明, 量子关联双光子态在拓扑非平庸边界态中

可以被很好地保持, 在体态中则不能. 此外, 实验

还证实了这种拓扑保护对两个光子的波长差异和

可分辨性具有鲁棒性.

同一时期, Blanco-Redondo等 [86] 实验证明了

双光子态的拓扑保护, 研究者在具有非平凡拓扑的

纳米光子晶格中产生了能够稳定传输的双光子态.

同年, Barik等 [87] 证明了单个量子发射体和拓扑鲁

棒光子边缘态之间的耦合, Tambasco等 [88] 报道了

在单个光子波导阵列中两个单光子拓扑边界态的

高可见性量子干涉. Wang等 [89] 实验证明了空间

纠缠双光子态的拓扑保护. Mittal等 [90] 在二维谐

 

(a) [0     0]

[0    0    0    0] [0    0    0    1] [0    1    0    1] [0    0    1    1] [0    1    1    1]

Leaves 

Layer

Root 

Runway

[1    1    1    1]

[0     1] [1     0] [1     1]

(b)

&

&

&

&

图 8    与非逻辑树问题, 图来自文献 [73]

Fig. 8. Nand tree problem, the picture is reproduced from the Ref. [73]. 
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振器阵列组成的拓扑系统中实现了能够产生不可

分辨光子对的可调谐源.

近年来的一系列工作将拓扑相的保护机制扩

展到量子体系中, 实现对量子关联保护的方法是一

种新的保护量子的途径. 该方向的研究正是在集成

光量子与拓扑光学紧密结合下实现的新方案. 我们

相信随着更多研究方向的交叉探索, 光量子计算的

边界将能够得到进一步的拓展, 交叉学科的探索将

推动光量子计算的稳步前进. 

4   总结与展望

在当前的技术条件下, 通用量子计算机可操控

的量子比特数目依然有限. 此外在量子线路中往往

需要高精度量子门的制备以及额外的量子纠错系

统, 这对于目前通用量子计算机的构造依然存在巨

大挑战. 发展模拟量子计算是目前量子计算研究中

的过渡期. 量子行走就是一类被广泛研究的模拟量

子计算问题, 而光子由于操控性高、相干性好及速

度快等特点, 是光量子计算实验中可靠的信息载

体. 本文介绍了集成光量子技术的发展以及基于当

前技术平台实现的集成光量子计算研究进展. 依托

于近年来集成光量子平台的快速发展, 光量子计算

迈向了集成化、小型化的阶段, 而其实验规模和光

量子比特的数量也是逐年快速增长. 在未来, 随着

集成光量子技术的进一步发展, 伴随可操控量子比

特数量的增加以及配套的纠错系统的实现, 将能

够构建更大规模的多体物理系统, 进一步扩展量

子算法可实现的规模, 迈向光量子计算领域的全新

阶段.
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SPECIAL  TOPIC —Recent  advances  in  hardware,  algorithms  and  software  of
  quantum computers

Research progress of integrated optical quantum computing*

Zhou Wen -Hao 1)#    Wang Yao 1)#    Weng Wen -Kang 2)†    Jin Xian -Min 1)3)‡

1) (School of Physics and Astronomy, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)
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3) (Chip Hub for Integrated Photonics Xplore (CHIPX), Shanghai Jiao Tong University, Wuxi 214000, China)

( Received 12 September 2022; revised manuscript received 11 October 2022 )

Abstract

Quantum computing, based on the inherent superposition and entanglement properties of quantum states,

can break through the limits of classical computing power. However, under the present technical conditions, the

number  of  qubits  that  can  be  manipulated  is  still  limited.  In  addition,  the  preparation  of  high-precision

quantum gates  and  additional  quantum error  correction  systems  requires  more  auxiliary  bits,  which  leads  to

extra cost. Therefore, it seems to be a long-term goal to realize a universal fault-tolerant quantum computer.

The development of  analog quantum computing is  a transition path that can be used to simulate many-

body  physics  problems.  Quantum walk,  as  the  quantum counterpart  of  classical  random walks,  is  a  research

hotspot  in  analog  quantum computing.  Owing  to  the  unique  quantum superposition  characteristics,  quantum

walk exhibits the ballistic transport properties of outward diffusion, so quantum walk provides acceleration in

computing  power  for  various  algorithms.  Based  on quantum walk,  different  computing  models  are  derived  to

deal  with  practical  physical  problems  in  different  fields,  such  as  biology,  physics,  economics,  and  computer

science.

A large number of  technical  routes are devoted to the experiments on realizing quantum walk,  including

optical  fiber  networks,  superconducting  systems,  nuclear  magnetic  resonance  systems,  and  trapped  ion  atom

systems. Among these routes, photons are considered as the reliable information carriers in the experiments on

quantum walking due to their controllability, long coherence time. and fast speed.

Therefore, in this review, we focus on different quantum walk theories and experimental implementations in

optical versions, such as traditional optical platforms, optical fiber platforms, and integrated optical quantum

platform.  In  recent  years,  the  rapid  development  of  integrated  optical  quantum  platforms  has  driven  the

experiments on quantum walk to move towards the stage of integration and miniaturization, and at the same

time, the experimental scale and the number of qubits have gradually increased.

To this end, we summarize the technological progress of integrated optical quantum computing, including

various  integrated  optical  quantum  experimental  platforms  and  their  applications.  Secondly,  we  specifically

discuss  the  experiment  on  quantum  walk  and  practical  applications  based  on  integrated  optical  quantum

platforms.  Finally,  we  briefly  describe  other  quantum  algorithms  and  corresponding  experimental

implementations.
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These quantum computing schemes provide computational speedups for specific physical problems. In the

future, with the further development of integrated optical quantum technology, along with the increase in the

number of controllable qubits and the realization of the supporting quantum error correction system, a larger-

scale many-body physical system can be constructed to further expand these algorithms and move towards the

field of optical quantum computing, a new stage.

Keywords: integrated optical quantum computing, quantum walks, quantum algorithms, quantum advantage
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

非厄米系统的量子模拟新进展*

高雪儿#    李代莉#    刘志航    郑超†

(北方工业大学理学院, 北京　100144)

(2022 年 9 月 19日收到; 2022 年 10 月 18日收到修改稿)

量子模拟利用可控性好的量子系统模拟和研究可控性差或尚不能获得的量子系统, 是量子信息科学的

主要研究内容之一. 量子模拟可通过量子计算机、量子信息处理器或小型量子设备实现. 非厄米系统近二十

年来受到广泛关注, 一方面是因为非厄米量子理论可作为传统厄米量子力学理论的补充和延拓, 且与开放或

耗散系统联系紧密. 另一方面, 可构造具有新奇非厄米性质的量子或经典系统, 具有提高精密测量精度等应

用价值. 与厄米情况相比, 非厄米量子系统的时间演化不具有幺正性, 对其开展量子模拟研究具有一定的挑

战. 本文介绍了非厄米系统量子模拟理论与实验新进展. 理论方面主要介绍了基于酉算子线性组合算法, 简

单梳理了各个工作的优势和局限性, 并简要介绍了量子随机行走、嵌入式和空间拓展等量子模拟理论; 实验

方面简要介绍了利用核磁共振量子系统、量子光学以及利用经典系统模拟非厄米量子系统的实验. 一方面,

这些新进展结合了量子模拟与非厄米领域的研究, 推动了非厄米系统本身的理论、实验和应用发展, 另一方

面拓展了量子模拟和量子计算机的可应用范围.

关键词：非厄米系统, 量子模拟, 酉算子线性组合

PACS：03.67.Ac, 03.65.Yz, 03.65.Aa, 11.30.Er 　DOI: 10.7498/aps.71.20221825

 

1   引　言

量子力学的基本假设之一是哈密顿量具有厄

米对称性, 保证了系统能量本征值为实数, 具有可

观测的物理意义. 厄米性自然地保证了孤立量子系

统时间演化的幺正性, 从而系统所处量子态的分布

概率归一守恒. 然而, 一方面自然界中很少有孤立

系统, 普遍存在的是与外部环境存在能量流、粒子

流和信息流交换的开放系统, 量子态分布不再守

恒, 在处理这类具体问题时, 引入非厄米哈密顿量

将带来极大方便 [1−15], 另一方面是厄米性的要求过

强, 非厄米哈密顿量在一定条件下仍可保证系统能

量本征值为实数 [16−25]. 因此, 发展非厄米量子理论

成为必要. 通常情况下, 非厄米系统的能量本征值

是复数, 可作为传统量子力学理论在复数域的拓

展. 非厄米系统与开放和耗散系统联系紧密, 它具

有诸多新奇性质、现象和应用, 引起了广泛的研究

兴趣. 典型的非厄米哈密顿量包括宇称-时间对称

哈密顿量和赝厄米对称哈密顿量. 这些哈密顿量以

各种各样的特性引起了人们的广泛关注, 如奇异

点 [26−30]、新颖的光学性质 [31−37] 及对典型非厄米系

统熵的动力学和熵的不确定关系的研究 [38−40] 等.

量子模拟最早由物理学家费曼 [41] 于 1982年

提出, 之后便引起了人们的持续关注. 目前, 量子

模拟已成为实践中科学研究的有力工具. 量子模拟

不仅可以研究厄米量子力学系统 [42−46], 也为研究

和模拟非厄米系统 [38,47−57] 及其相关新奇量子现象

提供了有效的方法. 特别是对于后者, 量子模拟已

经成为量子级实验研究的主要方法, 量子模拟可以
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12175002, 11705004)、北京市自然科学基金 (批准号: 1222020)和北京市教委优秀青年人才培育计

划资助的课题.
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†  通信作者. E-mail: czheng@ncut.edu.cn

© 2022 中国物理学会  Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    240303

240303-1

http://doi.org/10.7498/aps.71.20221825
mailto:czheng@ncut.edu.cn
mailto:czheng@ncut.edu.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


在可控量子系统的空间中构造、操作和观察非厄米

系统. 迄今为止, 这一热点前沿领域受到了人们的

广泛关注, 人们对非厄米量子系统进行了各种研究.

本文简要介绍了近年来非厄米系统的量子模

拟理论方案与实验研究新进展. 

2   非厄米量子系统的发展

在量子力学中, 为了确保能级是正实数且系统

是幺正的, 系统的哈密顿量算符 H要求是厄米对

称的, 即 

H = H†, (1)

其中, 符号“†”为转置共轭算符, 表示矩阵转置与复

共轭的组合运算.

20世纪 40年代, Pauli[1] 和 Dirac[2] 为解决一

些物理现象的发散问题分别提出了非厄米理论.

自此, 非厄米量子力学开始出现. 在传统量子力学

(厄米的哈密顿量)中, 为保证物理量是可观测的,

要求系统的哈密顿量具有厄米对称性, 这使得系统

的时间演化具有幺正性, 系统可能出现的量子态的

概率总和是归一化的且不随时间变化. 然而非厄米

量子系统不具有这些特点. 并不是所有非厄米哈密

顿量的本征值都是虚数, 有一种特殊情况, 即具有

宇称-时间 (PT)对称性的非厄米哈密顿量, 它的本

征值可是实数 [16−19]. 这一发现引起了科学界广泛的

研究兴趣 .  Bender等 [16−19] 和 Mostafazadeh[20−24]

分别做了系统的研究, 他们构造出了许多实本征值

的非厄米哈密顿量模型, 建立了完备的非厄米量子

力学理论. 

2.1    PT 对称量子力学

PT对称量子力学领域由圣路易斯华盛顿大学

的 Bender和 Boettcher[16] 建立于 1998年. 他们的

研究表明, 当哈密顿量满足一定的对称性时, 就可

以确保它的本征值是实数, 而不仅限于哈密顿量是

厄米的, 因此用非厄米的哈密顿量描述自然界的物

理过程成为可能. 前面提到的对称性便是宇称-时

间对称性, 其哈密顿量H用下式表示: 

H = (PT )−1HPT , (2)

H = HPT可以简记为  , 其中 P是宇称算符, T是

时间演化算符, 二者互相对易. PT对称理论的主

要思想是将哈密顿量的厄米性用约束较小的 PT

对称性替代. 具有 PT对称性的非厄米哈密顿量本

征值依然可以是实数. Bender[16] 的 PT对称量子

理论是非厄米量子理论的一个重要部分, 为量子力

学的发展提供了广阔的空间. 迄今为止, PT对称

的非厄米量子系统在很多领域中都得到了研究者

们广泛的关注, 如量子力学基础理论、数学物理、

开放的量子系统、无序体系、具有复折射率的光学

系统及拓扑绝缘体等 [26,27,58−63]. 

2.2    赝厄米量子力学

在 PT对称量子理论建立之后, 仍然还有许多

具有实本征值的非厄米系统 [21,64] 没有被囊括, 而

且这些哈密顿量并不具有 PT对称性. 所以, PT

对称性既不是非厄米系统具有实本征值的充分条

件, 也不是必要条件. 人们把这类具有实本征值但

是并不是厄米对称的系统称作赝厄米系统, 赝厄米

性同时也是系统的哈密顿量具有实本征值的充分

必要条件. 赝厄米理论最初是由 Pauli[1] 用不定内

积构建的, 其哈密顿量为 

H† = ηHη−1, (3)

其中, h通常要求是线性厄米算符. 伊斯坦布尔科

奇大学的 Mostafazadeh[20−24] 于 2002年利用双正

交基解释了赝厄米量子力学体系, 从数学的角度建

立了具有一组完备双正交基和分立能谱的 h赝厄

米量子力学理论. 使用双正交基矢赋予系统完备性

以及正定内积, 但这里的完备性和正定内积与普通

量子力学中的不同, 做内积运算的两组本征函数分

别对应于系统的哈密顿量及其厄米共轭算符. 

2.3    PT 对称、PT 反对称、P 赝厄米对称和
P 赝厄米反对称二能级量子系统

(
0 1
1 0

)

为了方便对酉算子线性组合量子模拟几个非

厄米系统进行介绍, 本节简述 PT对称、PT反对

称 (APT)、P赝厄米对称 (PPH)和 P赝厄米反对

称 (APPH)二能级量子系统. 选取宇称算符 P为

 , 时间反演算符 T作用是取复共轭, 由此可

推得 PT对称二能级量子系统哈密顿量为 

HPT =

(
reiθ s+ wi
s− wi re−iθ

)
, (4)

r, s, w

ε± = r cos θ±√
w2 + s2 − r2 sin2 θ

其中, 参量   和 q 均是实数. 二能级量子系统

中 ,  PT 对称哈密顿量的本征值是  

 , 系统的能级差为
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∆PT = 2
√
w2 + s2 − r2 sin2 θ, (5)

∆PT

H = −(PT )−1HPT

  只能是实数或者纯虚数. PT反对称哈密顿量

遵循  , 它可以由 PT对称哈密

顿量乘以虚数 i得到, 使得 PT反对称量子系统与

PT对称量子系统有着紧密的联系. 在光学系统中,

PT系统的无损耗传播对应于 APT系统的无折射

传播, 为非厄米系统中调控光和形成互补探针提供

了可能 [65]. PT反对称二能级系统的哈密顿量如下: 

HAPT = iHPT = i
(

reiθ s+ wi
s− wi re−iθ

)
, (6)

ε±

iε±

APT系统的本征值   与 PT对称系统的本征值

 相差一个 i因子, 所以其能极差也有下列关系: 

∆APT = i∆PT = 2
√

−w2 − s2 + r2 sin2 θ. (7)

∆PT

∆APT

当系统的哈密顿量的本征矢在 PT对称算符

下改变时, PT对称系统和 PT反对称量子系统的

哈密顿量是自发对称破缺的 (broken). 但是当系统

的哈密顿量的本征矢在 PT对称算符下不变时 ,

PT对称系统和 PT反对称量子系统的哈密顿量是

未破缺的 (unbroken). PT对称系统的自发对称破

缺相 (非破缺相)对应于能极差   是纯虚数 (实

数)的情况, 而 APT系统的自发对称破缺相 (未破

缺相)对应于能极差  是实数 (纯虚数)的情况.

当系统的能极差为 0 时, 系统处于 PT对称破缺和

未破缺的交界处, 称之为相变点 (EPs), 此时系统的

能级发生合并, 在附近出现很多新奇性质. 二能级

量子系统中, 把 h算符用宇称算符 P替代时, P赝

厄米对称二能级量子系统的哈密顿量有如下形式: 

HPPH =

(
reiθ v

u re−iθ

)
, (8)

ε′± = r cos θ±√
vu− r2 sin2 θ

其中, u 与 v 是实数, 其余参数同上. 二能级量子

系统中 PPH哈密顿量的本征值是  

 , 系统的能级差是
 

∆PPH = 2
√
vu− r2 sin2 θ, (9)

∆PPH

H† = −ηHη−1

  只能是实数或者纯虚数. 鉴于 PT对称、赝厄

米对称和 PT反对称哈密顿量量子系统的发展, 以

及考虑到 PT对称及其反对称哈密顿量的关系, 研

究人员自然地延伸到对赝厄米反对称哈密顿量的

研究. 同 PT对称和 APT哈密顿量的关系类似,

赝厄米反对称哈密顿量是在赝厄米对称哈密顿量

上乘虚数 i, 它满足  . 将 h算符取作

宇称算符, 那么相应的 APPH二能级量子系统的

哈密顿量如下: 

HAPPH = iHPPH = i
(
reiθ v

u re−iθ

)
. (10)

iε′±APPH系统的本征值是  , 能级差是
 

∆APPH = i∆PPH = 2
√
−vu+ r2 sin2 θ. (11)

∆PPH ∆APPH

在 PPH和 APPH量子系统里面也出现了相

变点, 即  和  等于 0 的情况. 以相变点为

边界, 可以把 PPH系统与 APPH系统分为实能极

差和虚能极差两个相位. 图 1[38] 和图 2[38] 给出了

PT对称、APT、PPH和 APPH系统的三个参数

的空间, 描述了系统的相变点 EPs、相空间以及参

数空间内部的联系.
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图 1    PT对称和 PPH系统的参数空间 (   和   ,

设置   )　(a) PT对称系统; (b) PPH系统 [38]

w, s, θ v, u, θ r = 2

Fig. 1. Parameter  spaces  of  PT-symmetric  and  P-pseudo-

Hermitian systems (   and    with setting   ):

(a) PT-symmetric systems; (b) PPH systems[38]. 

3   基于 LCU对非厄米系统的量子模拟
理论

量子模拟的概念于 20 世纪 80年代被首次提

出, 致力于用另一个可控系统来模拟量子系统 [41,66].

从那时起, 量子计算就已经成为物理学中最富有成
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果的研究领域之一. 量子计算机运用量子迭加态

和量子纠缠等量子性质对信息进行处理, 具有的强

大的并行功能使得计算速度指数倍提高. 然而, 量

子计算的功能需要通过量子算法来体现. Benioff[66]

于 1980年提出了量子计算的概念并对其展开了研

究, Feynman[41] 于 1982年提出用量子计算机模拟

量子体系, Deutsch[25] 于 1985年完善了量子计算的

概念. 但直到 1994年 Shor[67] 提出大数分解、1996年

Grover[68] 提出量子搜索算法后, 量子计算才得到科

学界广泛的关注, 成为持续至今的国际研究前沿 [69].

传统量子算法都是通过系统幺正演化进行信息的处

理, 一次计算过程等同于进行了一次封闭系统的动

力学演化. 而近些年各种有关非幺正时间演化的方

法陆续出现 [14,70−78], 包括酉算子的线性组合 (linear

combinations of unitaries, LCU)[14,72,73]、虚时演化

法 [74,75]、含时变分法 [76] 和拓展法 [77,78].
 

3.1    基于 LCU 的量子模拟方法

2006年, 清华大学的龙桂鲁教授 [72,73] 首次提

出 LCU算法. 与传统的只能进行幺正算子乘除运

算的算法不同, LCU算法可以实现幺正算子的加

减乘除四则运算, 从而以一定概率实现非幺正量子

门操作, 进一步拓展构造量子算法的思路和方法.

随后, LCU算法得到快速发展 [79−88], 目前已经成

为设计新量子算法最有力的工具之一, 并得到广泛

应用 [89]. 

3.2    基于 LCU 构造典型非厄米量子系统
 

3.2.1    广义 PT对称二能级系统的量子模拟

由于非厄米性, PT对称量子系统的演化不是

单一的. 尽管已经有人提出了一些特殊的 PT对称

量子系统的模拟 [47,49,90], 并在实验中得到实现 [47,49],

但常规量子计算机模拟广义的 PT对称非厄米量

子系统仍然是一个问题. 文献 [51]从理论上研究了

广义的 PT对称二能级量子系统, 既适用于 PT对

称系统 (非对角元互为复共轭), 也适用于 PPH对

称系统 (非对角元均是实数). 研究人员利用 LCU

的思想, 首次在四维希尔伯特空间中构造 PT对称

哈密顿量系统, 进而模拟其时间演化 [51]. 此实验利

用广义 PT对称哈密顿量以及辅助的 qubit, 推动

工作 qubit的演化, 实现了广义 PT量子短时间问

题的快速演化 (如图 3所示 [51]). 这一模拟方法为

在核磁共振量子系统和量子光学系统中实现广义

PT对称二能级系统的量子模拟提供了理论支持.

此外, 研究人员还展示了如何分别以 qutrit和 qudit

作为辅助量子比特实现广义 PT对称二能级系统

(如图 4(a)和图 4(b)所示 [51]), 在某些情况下, 这

些系统比以 qubit作为辅助量子比特的量子计算

机具有优势.
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1 2
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图 3    广义 PT对称二能级量子系统的量子线路 [51]

Fig. 3. Quantum  circuit  for  a  general  PT-symmetric  two-

level system[51]. 

3.2.2    广义 PT反对称二能级系统的量子

模拟

除了 PT对称系统外, PT反对称系统 [91,92] 也

具有新奇性质和潜在应用而受到广泛关注, 如具有

平衡正负折射率的 APT光子结构的光学材料 [93]、
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Fig. 2. Parameter  spaces  of  APT-symmetric  and  anti-P-

pseudo-Hermitian systems (   and     with setting

 ): (a) APT-symmetric systems; (b) APPH systems[38]. 
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|0⟩a

具有恒定折射的 APT光学系统 [94]、具有 APT性

的扩散系统 [95]、APT系统中耦合-诱导的幺正和非

幺正散射 [96] 等. 因此, 对于 APT量子系统的模拟

尤为重要. 研究人员首次提出了基于 LCU量子模

拟 APT二能级系统的理论方案 [55], 提出的量子模

拟理论方案, 既适用于 APT系统 (非对角元互为复

共轭), 也适用于 APPH系统 (非对角元均是实数).

研究发现, 该方案需要的最小希尔伯特空间维度为

六维, 可由一个 qutrit和一个 qubit组成的量子计

算机来完成一般任务. 利用对偶量子算法 [72,73,80,81],

设计了一个 qubit-qutrit混合系统的量子线路, 它

可以实现 LCU. qutrit作为构建广义 APT子系统

的辅助比特. 当 qutrit在状态   中被测量时, 广

义 PT反对称哈密顿算符将推动工作比特的演化

(如图 5所示 [55]). 此外, 研究人员还设计量子比特

系统来实现量子模拟过程, 给出了量子比特量子计

算机的流程图和量子电路 (如图 6所示 [55]), 流程

图和量子电路都是为三量子位量子计算机设计的,

使得利用现有技术进行实验实现成为可能. 

3.2.3    PT任意相位对称系统的量子模拟

研究人员首次将 PT对称和 PT反对称系统

HPT HAPT = iHPT

HPT HAPT

推广到 PT任意相位 (PT-j)对称系统 [97,98]. 对于

一个非厄米哈密顿量H, 研究人员找到了 PT对称

和 PT反对称哈密顿量   和   , 使得

H可以被视为  和  的结合, 如下式所示: 

PTH − eiφHPT = 0, (12)

H = cos
φ

2
HPT − sin

φ

2
HAPT

φ

2kπ
(2k + 1)π

其中 j 是与哈密顿量对称性相关的相位, (12)式

等价于  , 该式具有和任

意子相同的对易形式, 因此称 H为 PT任意相位

对称或 PT-  对称哈密顿量 (也有文章称其为任意

子 PT对称哈密顿量). 与哈密顿量 H对称性相关

的相位 j 固定为   (k 取整数), 系统为 PT对称

情况; 相位固定为  时, 系统则为 PT反对

称情况 (k 取整数). 这种表示非厄米哈密顿量的方

法对任意维度的量子系统都适用. 文献 [99]给出了

二维情况下哈密顿量的一般形式, 并讨论了它的基

本性质, 如特征值、PT对称性是否自发破缺的条

件等. 同时, 研究人员从理论上研究了用传统厄米

系统对 PT任意相位对称二能级系统时间演化的

量子模拟, 基于 LCU设计了 qubit-qudit混合 (如

图 7所示 [99])和纯量子比特 (如图 8所示 [99])器件

的量子线路. 两个方案都由一个工作 qubit和辅助

qubit (或 qudit)组成, 经过一系列的量子门操作,

使得工作 qubit以一定概率按照非厄米哈密顿量

进行时间演化. 前一个方案清晰地展示了模拟方

法, 而后一个方案更具有实用性和较高的成功概

率. 这两个方案有望在小型量子器件, 如核磁共振

和量子光学系统中实验实现. 类似于 PT任意相位

对称非厄米系统, 赝厄米任意相位对称系统的量子

模拟理论在文献 [100]中被提出.
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图 4    由辅助 qutrit和辅助 qudit构造广义 PT对称二能级量子系统的电路图　(a)辅助 qutrit; (b)辅助 qudit[51]

Fig. 4. Quantum circuit  for  a  general  PT-symmetric  two-level  system by  ancillary  qutrit  or  ancillary  qudit:  (a)  Ancillary  qutrit;

(b) ancillary qudit[51]. 
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图 5    模拟处于任意相的PT反对称二能级系统的量子线路[55]

Fig. 5. Quantum  circuit  for  a  generalized  APT-symmetric

two-level system in arbitrary phase[55]. 
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3.2.4    P赝厄米反对称二能级系统的量子

模拟

文献 [101]对 P赝厄米反对称二能级系统进

行了量子模拟理论研究. 研究人员使用对偶量子计

算方法, 有效模拟了系统从任意初始状态到不同

相位的 APPH系统演化. 要在量子比特计算机中

实现对任意 APPH系统下的量子模拟, 三个量子

比特是必不可少的. 研究人员发现六维和八维 (如

图 9和图 10所示 [101])方案都能够实现模拟, 但是

分别具有不同的优势. 六维方案的成功概率更高,
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图 6    量子计算机的流程图和量子线路图　(a)模拟广义 APT系统的流程图; (b)模拟广义 APT系统的线路图; (c)第一次测量

之后的初始化和空间准备的量子线路图; (d)第二次测量之后的量子线路图 [55]

Fig. 6. Flow chart and quantum circuit for a qubit computer: (a) Flow chart of quantum simulation of the generalized APT-symmet-

ric system; (b) quantum circuit to simulate the evolution of the generalized APT-symmetric system; (c) quantum circuit for space

preparation and initialization after the first measurement; (d) quantum circuit for initialization after the second measurement[55]. 
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Fig. 7. Qubit-qudit hybrid quantum circuit (The hybrid system consists of a work qubit and a four-dimensional ancillary qudit)[99]. 
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而八维方案则需要较少的量子门操作. 因此, 选择

哪种方案取决于实验系统的稳定性和可控性. 当

APPH系统处于某些特殊相位时, 可以使用更少

的量子位来模拟. 如系统哈密顿量参数的非对角元

相等时, 只需两个量子比特即可模拟, 并且具有更

高的成功概率. 

3.2.5    t-赝厄米反对称二能级系统的量子

模拟

除了上文讨论的 PT对称系统、P赝厄米对称

系统及它们分别对应的反对称系统之外, 2002年,

Mostafazadeh[22] 定义并研究了一类哈密顿量为 t-

赝厄米反对称 (t-APH)的非厄米系统. t-APH哈

密顿量满足 

Hτ = τ−1H†
ττ , (13)

其中, t是反线性反厄米可逆的变换. t-APH哈密

顿量及其算子 t对于深入研究具有实数能谱的非

厄米哈密顿量的充分必要条件都具有重要意义. 文

献 [57]研究了基于 LCU[72] 对 t-赝厄米反对称二

能级系统的量子模拟. 详细提出了将反线性算子

t指定为 T算子或 P算子后, 如何在一般情况下

使用三个量子比特以及特殊情况下使用两个量子

比特来模拟 T-APH (如图 11所示 [57])和 PT-APH

(如图 12所示 [57]). 在一般情形下, 使用 LCU来模

拟时间演化需要用到的最小希尔伯特空间是六维.

特殊情形下, 两种方案都可以实现模拟, 但两个量

子比特的方案成功概率更高, 这取决于初始状态、
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qubits[101]. 
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Fig. 10. (a)  Quantum circuit  for  a  qubit-qudit  hybrid  computer;  (b)  quantum circuit  designed  for  a  quantum computer  of  three
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哈密顿量和所使用希尔伯特空间的维数. 因此, 将

基于 LCU的幺正扩张项以及相位匹配条件相结合

对于量子模拟前所需的维数、节省量子比特源以及

提高成功概率具有重要意义. 这种模拟方法可以推

广到模拟一般的 t-APH高能级系统, 未来可以在

实验上实现. 

4   基于 LCU对非厄米系统的量子模拟
实验

前面介绍了基于 LCU对非厄米系统的量子模

拟理论方案, 现在介绍实验方案. 量子模拟实验可

以运用不同的系统, 典型的系统有核磁共振量子系

统、量子光学系统、超导量子系统、离子阱系统、超

冷原子系统等. 本节介绍在核磁共振量子系统以及

量子光学系统中运用 LCU的方法对非厄米系统的

量子进行模拟的实验方案. 

4.1    广义 PT 对称系统的数字量子模拟实验
演示

数字量子模拟 (DQS)是一种重要的量子模拟

实验方法, 可以用作通用量子计算机 [85]. DQS算法

用于模拟具有电路模型的量子系统, 其量子操作被

分解为一般量子门的时间顺序序列. 研究人员基于

文献 [51]提出的对广义 PT对称系统的量子模拟

方法, 展示了一种在量子计算框架中使用电路模型

实现广义 PT对称算符的 DQS通用方法 [52]. 研究

人员在核磁共振平台上实验研究了 PT对称系统

的纠缠特性, 展示了该方案在纠缠恢复中的应用.

需要强调的是, 通过对原始量子线路的适当修改,

可以实现在一般的非厄米算符中的纠缠恢复, 这意

味着可以通过实验中演示的协议, 在没有厄米限制

的情况下实现一般的二能级系统演化. 这个实验揭

示了两体非厄米体系中, 在 PT对称非破缺相位中

两个 qubit的熵和纠缠的振荡.
 

4.2    PT 对称破缺下具有非零熵稳定状态的
非厄米系统实验演示

4.1节的研究是关于两体非厄米体系, 系统中

的二量子比特 (Alice和 Bob)最初纠缠在一起 ,

Alice在局部 PT对称哈密顿量下演化. 这样的二

量子比特模型会导致在 PT对称非破缺相位中熵

和纠缠的振荡, 这违反了纠缠单调性 [52,86]. 具体来

说, 破缺相中两个量子位的熵和纠缠均呈指数衰减

至零, 并形成不随时间变化的稳定态. 这种稳定态

的动力学过程被称为正常动力学模式 (NDP), 它

只与量子相位有关, 而与非厄米性的程度无关.

然而, 文献 [87]发现当系统从两体模型扩展到

三体模型时, 会出现另一种演化过程, 称为异常动
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图 11    模拟 T-APH二能级系统的三量子比特线路图 [57]

Fig. 11. Three-qubit quantum circuit to simulate a T-anti-pseudo-Hermitian two-level system[57]. 
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Construction of a PT-anti-pseudo-Hermitian two-level system

图 12    模拟 PT-APH二能级系统的三量子比特线路图 [57]

Fig. 12. Three-qubit quantum circuit to simulate a general PT-anti-pseudo-Hermitian two-level system[57]. 
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态模式 (ADP). 从理论和实验的角度研究了具有

局域 PT对称的三量子比特系统中熵和纠缠的演

化过程. 在该系统中发现了 ADP和 NDP两种动

力学模式, 其中熵和纠缠倾向于稳定在 ADP中与

非厄米相关的非零值, 这在两体系统中是不存在

的. ADP中的两体子系统在奇异点处呈现最大纠

缠增加, 且互信息可以超过初始值. 此外, 还在具

有核自旋的四量子位量子模拟器上实现了具有非

零熵和纠缠态的非厄米系统中稳定状态的实验演

示. 当 PT对称系统从两体扩展到三体时, 会出现

一些不同的物理性质, 纠缠和互信息的增强具有重

要的物理意义. 

4.3    利用光子量子位对 PT 对称动力学进行
实验模拟

基于经典光学实验技术实现 PT对称模拟和

应用已经成熟. 然而, 实验上利用线性量子光学构

造和研究 PT对称系统仍然存在挑战. 研究人员基

于 LCU非厄米量子模拟理论 [14,72,73], 利用线性量

子光学系统, 实现了对广义 PT对称系统的量子模

拟 [102]. 如图 13[102] 所示, 通过使用辅助量子位放大

系统, 并用后选择过程模拟了全厄米系统子系统中

UPT 算子的相位. 结果表明, 当只考虑 PT对称演化

子空间时, 可以高保真地观察到演化过程中的状

态. 由于扩展方法的有效操作, 此项工作为进一步

利用 PT对称哈密顿量的奇异特性进行量子模拟

和量子信息处理提供了一条途径.
 

4.4    核自旋 PT 反对称系统中信息流的实验
观测

基于文献 [55]提出的理论, 研究人员首次在核

磁共振量子计算平台上实验模拟了广义 PT反对

称系统的时间演化, 发现 PT对称系统中的信息回

流也存在于 PT反对称系统中, 并且实验演示了信

息流振荡 [56]. 实验表明在破缺相中, 信息流在环境

和系统之间来回振荡并出现信息回流的现象 (如

图 14所示 [56]), 该现象在传统的厄米量子力学中是

不存在的. 研究还表明, 当系统参数接近奇异点发

生相变之前, 振荡周期和振幅均单调增加; 而在通

过临界点后, 环境中的信息将不再流回系统中, 实

现了 PT反对称系统的对称破缺相变过程. 对称破

缺相位中的单调对应关系表明, 此结果可以为量子

系统提供一种度量非厄米性的方法. 此外, 研究

人员还发现了一个有趣的反对应关系: 当 PT对称
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图 13    由制备、演化和检测三个模块组成的实验装置 [102]

Fig. 13. Experimental configuration includes three modules: the preparation module, the evolution and the detection part[102]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    240303

240303-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


系统处于破缺相时, 不存在信息流振荡或信息回

流, 而在 PT反对称系统的破缺相中, 存在信息回

流的现象. 

5   其他量子模拟理论方案

本节简要介绍量子模拟非厄米系统的其他理

论方案, 包括量子随机行走、嵌入式量子模拟以及

空间拓展等多种对非厄米系统的量子模拟方案. 

5.1    量子随机行走

1993年, Aharonov等 [103] 首次提出量子随机

行走的概念, 量子随机行走是经典随机行走在量子

世界的对照. 目前有两种形式的量子随机行走: 离

散量子行走 (discrete time quantum walk, DTQW)

和连续量子行走 (continuous time quantum walk,

CTQW). 这两种形式的主要区别是: 使用演化算

符时消耗的时间不同. 在 DTQW中, 该系统相应

的演化算符仅作用于离散时间步长; 而在 CTQW

中, 演化算符可以在任何时间所用. 其中连续量子

随机行走由 Farhi和 Gutmann[104] 于 1998 年首次

提出, 而离散量子随机行走由Watrous[105] 于 2001

年提出.

量子随机行走在量子信息中有着广泛的应用,

如利用量子随机行走开发的对于无序数据库的搜

寻算法. 正是因为量子随机行走优于经典随机行走

的特性, 使得携带信息量子态的扩散速度与经典相

比有二次方式的增长. 过去, 研究人员普遍认为弹

道式扩散是量子随机行走的特性并对其加以利用.

但在 2015年薛鹏教授课题组 [106] 首次观测到量子

随机行走中光信息的传播扩散与恢复, 这一项关于

光在量子随机行走中的动力学演化研究中提出的

理论及实验的验证颠覆了人们对量子随机行走的

认识, 并为量子随机行走在量子信息中的应用提供

了新的方向, 为理解基于量子力学的动力学演化的

基本现象提供了新的视角, 同时也为研究量子扩散

及对拓扑现象的量子模拟提供了新的思路. 接着

在 2017年, 薛鹏教授课题组 [91] 首次在开放系统中

实验实现了 PT对称的量子随机行走并观测到新

型一维拓扑保护边界态, 为基于量子随机行走平台

实现量子计算提供了新的依据. 该课题组设计了开

放系统量子行走模型, 以行走者的概率交替损耗-

不损耗的方式取代难以实现的损耗-增益, 证明其

同样满足 PT对称性. 并利用单光子在线性光学体

系中实现了 PT对称的量子行走, 分别演示了 PT

对称性保持、破缺以及临界点的量子特性. 首次实

现了真正意义上的 PT对称的量子系统的动力学

演化过程. 

5.2    嵌入式量子模拟

西班牙巴斯克大学 Solano课题组 [107−109] 首次

引入了嵌入式量子模拟的概念. 嵌入式量子模拟是

指通过引入辅助量子比特, 将原空间中的力学量及

Schrödinger方程编译至放大的希尔伯特空间中,

将其对应至目前可高度操控的量子模拟平台, 经过

时间演化后, 再反投影回原空间, 实现违反因果律

的非物理操作观测. 嵌入式量子模拟器使得量子模

拟的内容更加丰富, 实现了原本无法在自然中观测

到的现象. 目前, 嵌入式量子模拟器已经被应用于

模拟波函数的复共轭、反线性和反幺正操作 [107] 及

其在囚禁离子平台与光学平台实验观测 [110,111]、研

究量子计算中的纠缠单调性 [109] 及其利用MFlmer-

SFrensen量子门与局部旋转门在囚禁离子平台实

验的验证方案 [112]. 近年来使用嵌入式方法对 PT

对称系统的模拟得以实现 [113−115]. 这种嵌入式模拟

方法基于 Naimark放大理论, 通过放大非厄米的

PT对称哈密顿量以实现更高维度的厄米哈密顿

量, 并且在后选择的辅助比特上实现固定投影算

符. 然而, 这类嵌入式模拟 PT对称系统方法的成

功概率还可以提高. 研究人员提出了一种局部算符

和经典交流 (LOCC)协议嵌入式模拟 PT对称系

统的动力学演化 [88], 只需要用到一个辅助比特. 一

般情况下的成功概率被提升到原来嵌入方式的一

倍以上, 特殊情况下成功概率甚至可以趋于 100%.

并且, 这种 LOCC协议更加灵活, 对度量算符的
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图 14    可区分性测量的信息流实验结果 [56]

Fig. 14. Experimental  results  of  information  flow measured

by distinguishability[56]. 
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依赖更小, 更适合用于粒子的应用. 相比于利用至

少需要一个辅助量子比特的 LCU模拟非厄米系

统, LOCC嵌入式量子模拟只需要一个辅助量子比

特便可以实现 PT对称系统. 

5.3    空间拓展

德国鲁尔大学Günther和 Samsonov[90] 于 2008

年提出了对具有 PT对称哈密顿量的短时量子系

统进行奈马克拓展 (Naimark dilation), 将其重新

解释为高维希尔伯特空间中厄米系统的一个子系

统. 这为在纠缠双自旋系统中直接实验实现 Bender

等 [116] 提出的 PT对称超快短时问题开辟了道路.

它解决了 PT对称哈密顿量的量子力学与传统的

厄米量子力学模式之间的切换问题. 核心思想在于

将最速降线重新解释为在高维希尔伯特空间中的

更大厄米量子力学系统的适当对称子系统. 基于奈

马克拓展技术 [117] 产生的大系统将具有纠缠双自

旋 (二量子比特)系统的结构, 因此短时效应的实

验实现是可行的. 

6   其他量子模拟实验系统

迄今为止, 核磁共振量子系统、量子光学系

统、超导量子系统、离子阱系统、超冷原子等系统

因各自不同的优点, 成为构造通用量子处理器的热

门备选方案. 本节将介绍核磁共振系统、量子光学

及光子学中的量子模拟实验. 

6.1    核磁共振系统

核磁共振具有相干时间长、脉冲操控精确以及

保真度高等优点, 在量子信息相关研究中起着至关

重要的作用 [118]. 核磁共振系统作为一个量子模拟

器, 可以用于模拟基本量子力学模型、量子延迟选

择 [119,120]、量子相变 [121,122]、量子隧道效应 [47,123] 和

其他不易操控的量子系统等. 下面介绍使用核磁共

振系统进行量子模拟的几个具体应用. 

6.1.1    PT对称系统快速演化的观察

最速降线问题描述的是两个状态之间的最短

时间演化. 在量子力学中, 两个状态之间的最速降

线是由哈密顿量本征值的最大差值限定的, 它可以

应用于量子算法复杂性的时间最优方法. Bender

等 [116] 已经证明 PT对称哈密顿量比厄米量子力学

具有更快的演化最短时间 . 在核磁共振 (NMR)

量子系统中, 模拟 PT对称哈密顿量的时间演化的

实验已经得到设计和实现 [47]. 实验结果表明, PT

对称哈密顿量系统的演化速度确实比厄米量子系

统的更快, 并且演化时间可以接近于零. 在厄米量

子力学中, 当厄米二能级量子系统的本征值之差固

定不变时, 自旋翻转的最快演化时间不变. 而对于

PT对称量子系统, 则可以通过改变哈密顿量中的

参数来改变最速降线时间. 正如 Bender等 [116] 所

预测并在工作中所证明的那样, 哈密顿量参数的改

变不仅可以加速演化, 还可以减慢演化 [124]. 

6.1.2    核磁共振系统中鸟类罗盘的量子模拟

实验

±30

量子生物学是量子科学与生物学相结合的新

兴领域. 它研究生命系统中的量子效应, 并探究量

子效应在生物学中的作用. 鸟类磁感应现象在 20

世纪 60年代首次获得实验支持 [125], 它是鸟类通过

量子罗盘在地球磁场中定向的能力. 在对欧洲知更

鸟进行实验后, 有人提出罗盘可能依赖于自由基对

中的一对电子自旋, 通过塞曼相互作用与地球磁

场交互. 其他实验表明, 化学罗盘不受极性反转的

影响 [126], 但是会被频率处于电子对的共振频率附

近的射频场破坏 [127,128], 并且只有在周围有阳光且

磁场强度在   %范围内的内部磁场的情况下才

能正常工作 [129,130].

有一类量子模拟系统的实现是基于某些化合

物中自旋的核磁共振, 每种化学物质通常都有固定

数量的核自旋, 研究人员使用核磁共振光谱仪内的

自然哈密顿量并通过应用精心定制的射频脉冲序

列对其进行操作. 其中, 自然哈密顿量源于化学物

质中的静态磁场和自旋耦合 [131]. 该工作研究的是

系统和外部环境耦合的开放系统, 因此系统的哈密

顿量是非厄米的. 射频脉冲与化合物中原子核的拉

莫尔频率匹配或接近匹配. 在这种情况下, 原子核

很容易吸收和发射入射射频脉冲所赋予的能量, 从

而有助于精确控制核自旋. 因此使用此类量子模拟

系统可以实现鸟类罗盘的模拟.

|00⟩

文献 [44]描述了在核磁共振量子信息处理器

中进行了鸟类磁感应的实验演示. 首先在核磁共振

系统中准备一个  态, 然后应用一系列量子逻辑

门来创建一个单重态. 将鸟类罗盘的时间演化算符

应用于单重态. 最后, 同样序列的量子逻辑门将系
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|00⟩统返回到  态, 研究人员在此量子态下读取数据.

逻辑门序列和时间演化算子都可以使用梯度上升

优化算法 (GRAPE)实现. 实验表明, 参考和探测

罗盘模型在核磁共振系统中得到了成功的模拟, 并

与理论符合良好, 因此核磁共振量子模拟具有广泛

适用性. 

6.1.3    量子模拟器上的量子时空

1.22× 1019 GeV

3 + 1

量子引力旨在将爱因斯坦引力与量子力学统

一起来, 使人们对引力的理解可以扩展到普朗克尺

度   . 在普朗克尺度层面, 爱因斯坦

引力和时空连续体被量子时空分解并取代. 目前许

多研究量子时空的方法都植根于自旋网络, 它是一

种重要的、非微扰的量子引力框架. 自旋网络是彭

罗斯 [86] 受扭量理论的启发提出的, 后来被广泛应

用于圈量子引力论 (LQG)[132]. 在 LQG中, 自旋网

络在普朗克尺度上代表空间基本离散量子几何的

量子态, 用作某些  维量子时空的边界数据. 量

子时空可以具有开放系统结构, 因此与非厄米系统

关系紧密.

3 + 1

如图 15所示 [133], 一个以自旋网络为边界的

 维量子时空是一个自旋泡沫, 一个由许多三

维世界图 (曲面)及其交点组成的“网络”, 其中世

界图是由自旋一半着色的. 就像经典空间的时间演

化形成的经典时空一样, 自旋网络的时间演化形成

了量子时空 [134,135].

−1/2

研究人员使用量子模拟器探索自旋网络态和

自旋泡沫振幅, 为研究 LQG提供了有效的实验演

示 [133]. 通过在核磁共振系统中使用四量子位量子

寄存器, 创建了图 16[133] 中 10个代表量子四面体

的不变张量态, 保真度超过 95%. 然后, 利用这些

量子四面体, 模拟了 Ooguri模型中一个自旋 

的自旋泡沫顶点振幅. 由于顶点振幅决定了自旋泡

沫振幅并显示了局域动力学, 因此结果显示了 5个

(5−m)胶合量子四面体的相互作用振幅或 m 到  量

子四面体的跃迁. 

6.2    量子光学系统

量子力学出现开始, 光学就在量子物理中担任

了非常重要的角色, 与量子发展息息相关. 因此,

量子光学系统成为了量子计算和量子信息处理的

关键备选方案之一. 

6.2.1    Yang-Baxter方程的直接实验模拟

由于 Yang-Baxter方程 (YBE)的重要性, 其

实验验证一直是人们追求的目标. 值得注意的是

Tennant等 [136,137] 对其进行的实验验证, 他们测量

了海森伯半自旋链的光谱, 实验结果与 YBE的计

算结果相符合. 文献 [138]对一维导线的密度分布

进行测量的结果与基于杨氏可解模型的理论计算

结果符合良好. 然而, 这些实验都只是对 YBE的

间接验证. 根本原因在于 YBE仅为光谱或观测剖

面提供了充分条件, 即观测剖面只是 YBE的必要

条件, 并不能保证 YBE的有效性, 也无法证明光

谱参数的类洛伦兹变换.

研究人员于 2013年首次报道了使用线性量子

光学对 YBE进行直接实验模拟 [139]. 此模拟的基本

原理由 Hu等 [140] 于 2008 年确立, 他们通过使用

Temperley-Lieb代数, 进行了一次显著的约化, 得

到了一个维数为 2的 YBE, 这使得利用当前技术

在量子光学中实现 YBE成为可能. 在 2013年的

实验模拟中, 研究人员用分束器、半波片、四分之

一波片等线性量子光学元件实现了 Hu-Xue-Ge方

案 [140], 并证明了 YBE的有效性, 还直接验证了厄

米对称的 YBE两边的相等性. 并且, 研究人员首

次通过实验证明了 YBE光谱参数的类洛伦兹变

换. 然而, 研究人员提及的模拟并没有涉及 YBE

中的量子纠缠问题, 并且实现的 YBE是厄米对称
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3

Space

Space

Space
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Space

Spacetime
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(c) (d)
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图 15    量子时空和四面体　(a)静态四维 (4D) 量子时空; (b)五价点的动态量子时空; (c) S 3 的局域结构; (d)量子几何四面体 [133]

Fig. 15. Quantum spacetime and tetrahedra: (a) A static 4D quantum spacetime; (b) a dynamical quantum spacetime with a num-

ber of five valent vertices; (c) the local structure of S 3; (d) quantum geometrical tetrahedra[133]. 
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的. 下面介绍非厄米的YBE的模拟, 为实现YBE的

量子纠缠提供了新的思路. 文献 [49]首次基于 LCU

实现了非厄米 YBE的量子模拟. 该模拟系统包含

Yang-Baxter子系统和一个辅助量子比特. Yang-

Baxter子系统将会随着 YBE两边的部分演化, 而

辅助系统用于保持 YBE模拟的统一性, 还是检验

其正确性的必要条件. 在传统的量子模拟中, YBE

方程等号两边被分别模拟, 再对整个 Yang-Baxter

系统的两个输出态进行本质上的重构和比较, 以检

查 YBE模拟的正确性. 在这一过程中, YBE的整

体性被破坏. 相反, 基于 LCU的模拟下, 由于辅助

比特的作用使得 YBE的两侧可以作为一个整体被

同时模拟, 因此 YBE会保持整体性不受破坏. 所

以, 在 YBE两侧的量子纠缠或多个 YBE系统的

量子纠缠有望实现. 并且, 辅助量子比特可以被用

于探测 YBE模拟过程当中的缺陷. 这一过程不需

要使 YBE子系统的量子态塌缩, 所以最后 YBE

的状态可以被保留. 研究人员除了提出理论之外,

还提出了量子光学系统和核磁共振量子系统上实

现 YBE的实验方案 (如图 17[49] 所示). 此方案既

可以模拟非厄米 YBE系统, 也可以高效模拟厄米

YBE系统. 

6.2.2    量子热机的光学模拟

热机在人类社会发展进程和生活中发挥着重

要作用, 如何提高热机效率一直是热力学的核心科

学问题. 量子热机 (QTE)顾名思义就是以量子系

统为工作物质对外做功的热机. 由于 QTE会向外

界做功并且系统与外界相互作用的参数是可控的,

因而它是一个开放系统, 可由非厄米哈密顿量描

述. 为了提高 QTE效率, 研究人员对工作物质的量
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图 16    实验制备量子态在 Bloch 球上的对应和相关经典的四面体 [133]

Fig. 16. Experimentally prepared states on the Bloch sphere and their corresponding classical tetrahedra[133]. 
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子性质进行探索, 取得了很多有效成果. 最近, 通过

核磁共振 (NMR)[141] 和金刚石中的氮空位中心 [142]

操纵的核自旋系统, 研究人员对 QTE的性能进行

了实验验证. 一般来说, 在物理系统中实现 QTE

的一个主要困难是为了实现对退相干的鲁棒性而

所需的高度可控性. 因此, 在可以有效控制储层的

体系中设计 QTE显得尤为重要. 另外, 退相干可由

非幺正算符实现, QTE与非厄米哈密顿量相联系.

为了模拟可控储层, 必须考虑量子通道对量子

信息的影响 [143]. 在这种情况下, 研究人员考虑相关

量子通道的光学实现是至关重要的, 如振幅阻尼、

相位阻尼和位翻转通道, 以及其他使用单光子执行

的通道 [144]. 文献 [145]介绍了一种通过光学方法模

拟量子热机的理论和实验方案, 工作物质和热库的

行为通过单个光子的内部自由度实现. 通过使用偏

振和传播路径, 研究人员对两个量子比特进行编

码, 然后实现奥托循环的热力学步骤. 为了说明方

案的可行性, 研究人员通过强激光束实验实现了这

种模拟, 并评估了热力学循环每一步的热量和功. 

6.3    光子系统

由于具有最快的传播速度, 很强的稳定性及良

好的抗环境干扰能力, 光子系统早已成为实现量子

信息处理的最理想和最热门的物理系统之一. 

6.3.1    PT对称量子动力学中临界现象的

观察

PT对称非厄米系统在合成系统 (经典光学、

微波腔、量子气体和单光子系统)中具有新奇性.

在这些系统中, 光谱在 PT对称非破缺相位中完全

是实的, 这与 PT对称自发破缺相位的情况相反.

因此, 两个相位中的动力学是截然不同的, 并且在

两个区域之间的边界上出现了动力学临界性. 开放

量子系统中的 PT对称非幺正动力学的一个范例

是系统及其环境之间信息流的可逆-不可逆临界

性 [132]. 在这里, 当系统处于 PT对称非破缺区域

时, 由于在 PT对称保护的环境中存在有限维纠缠

部分, 因此丢失到环境中的信息可以被完全恢复.

相反, 当 PT对称系统自发破缺时, 信息流是不可

逆的. 而在奇异点附近, 物理量表现出幂律行为.

大量实验在经典的增益和损耗平衡的 PT对称系

统中观察到了此类新奇动力学特性以及 PT过渡

点或奇异点的特征 [31−36].

文献 [146]描述了利用单光子干涉网络对 PT

对称非幺正量子动力学进行的实验模拟, 并通过实

验研究了 PT非破缺和破缺区域的奇异点附近信

息流中的临界现象. 研究人员通过对光子实施非幺

正门运算并执行量子态层析成像, 重建了任意时

刻 PT动力学随时间变化的密度矩阵, 这使得能够

表征 PT奇异点附近的临界现象, 并在关键量 (如

可区分性和重现时间)中证明了幂律行为. 对称性

和初始条件都会对临界现象产生影响. 引入辅助自

由度作为环境并探测系统和环境之间的量子纠缠,

研究人员证实了观测到的信息恢复是由环境中的

有限维纠缠部分引起的. 该工作是第一个描述 PT

对称非幺正量子动力学中临界现象的实验, 并为模

拟合成量子系统中的 PT对称动力学开辟了一条

途径. 

6.3.2    光学微腔中模拟 PT任意相位对称

系统

3.2.3节已经介绍了 PT任意相位对称系统 ,

并且给出了其基于 LCU的模拟理论, 本节介绍二

元光学微腔中模拟 PT任意相位对称系统. PT任

意相位对称系统的哈密顿量满足 (12)式, 当与系

统哈密顿量有关的相位 j 处于不同的值时, 可以
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图 17    LCU模拟 YBE的简图 [49]

Fig. 17. Schematic  illustration  of  the  LCU simulation  of  the  YBE  by  quantum  optics  system  and  a  nuclear  magnetic  resonance

quantum system[49]. 
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得到 PT或者 APT对称的系统. 文献 [97]研究了

PT任意相位对称系统的演化, 可以在二元耦合系

统中实现这种对称性. 研究人员实验上选择两个具

有相同共振频率的光学微型谐振器进行模拟, 发

现 PT任意相位对称系统的能级简并只能在 PT

对称和 PT反对称情况下实现. 研究人员提出了实

验上可实现的系统, 展示了在 PT任意相位的对称

保护性. 这类系统有望被用于超敏传感、光学手性

和非互易传输.
 

6.3.3    使用光子高斯模式模拟三能级系统

中的量子跃迁

量子光学系统被证明是量子力学基础测试和

量子信息协议实施的有效选择. 某些光学系统在光

子横向动量中进行信息编码, 这些信息可以使用狭

缝 [147] 或不同的光子路径 [148] 来离散, 以便在狭缝

模式或高斯模式下制备单光子、双光子或四光子量

子态 [149,150]. 由于高斯形状在顺序运算中保持不变,

因此高斯模式可用于广义量子运算. 此外, 这种状

态很容易耦合到带透镜的光纤和光子电路, 从而使

得研究人员在不同的平台和不同的应用中探索它

们 . 另一个有趣的可能性是使用空间光调制器

(SLM)作为光学系统的一部分来转换光子状态, 保

持相同的高斯编码, 以实现广泛的量子操作 [150,151].

这种光学结构的一个重要优势是它们能够模拟复

杂的量子系统.

研究人员提出并实现了一种使用三模光子系

统在量子跃迁下实验模拟非厄米三能级系统的方

法 (如图 18[152] 所示), 分别在三能级原子系统中模

拟了三种不同的自发衰变动力学: 级联衰变, L 衰

变和 V衰变. 研究人员利用光子级的衰减光相干

源, 制备了三路叠加态的光子, 该光子以并行高斯

模式编码, 通过对光子路径进行精确的周期性相位

调制, 能够实现大量操作并模拟三能级系统中不同

的衰减动力学. 这一模拟让我们更好地理解量子跃

迁如何影响三能级系统的相干性. 此外, 这种实现

可用于理解高维系统中的量子跃迁如何因状态退

相干而影响量子协议, 而退相干可由非厄米幺正算

符实现, 从而与非厄米系统相联系. 该方法具有通

用性, 它可以推广到三级以上的多级系统.
 

6.3.4    耦合 PT对称哈密顿量的光子量子

模拟

文献 [153]提出了适用于直接实现幺正变换技

术平台的 PT对称哈密顿量量子模拟的框架. 研究

人员使用设备将非幺正算子, 以及与第一算子具有

相反的时间演化算子的第二算子嵌入到全局幺正

变换之中. 该模型中的整体演化允许单粒子或多粒
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图 18    用于准备和实现在三模平行高斯光束状态下的算符的实验装置 [152]

Fig. 18. Experimental setup used to prepare and to implement the operations on a three-path parallel Gaussian beam state[152]. 
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子激发在耦合系统之间隧穿, 其概率与模拟哈密顿

量的非厄米性成比例. 这种构造允许在非厄米哈密

顿量的情况下, 对在相反时间方向上叠加的状态进

行实验研究. 研究人员使用可编程集成光子芯片以

及单光子、双光子和三光子输入态的集合, 在双模

和三模 PT对称哈密顿量中实验模拟了多粒子动

力学. 此实验再现了 PT对称未破缺区域和跨越奇

异点到 PT对称破缺区域的动力学, 包括时间正向

子系统和时间反向子系统之间的相互相干效应和

干涉效应. 这一工作展现了使用可编程量子模拟器

研究量子力学中的基本问题的可能性. 

7   经典系统中的非厄米系统模拟实验

除了量子系统, 经典系统也可模拟非厄米系

统. 经典物理实验系统更成熟稳定, 相比于量子系

统更易于操控, 更容易完成实验实现, 同时也可以

很好地演示非厄米系统特性. 下面分别简介利用

LRC回路、激光器和经典电路模拟 PT对称非厄

米系统. 

7.1    LRC 回路中模拟 PT 对称的量子系统

具有 PT对称性的 LRC回路实验上最早是

由 Schindler等 [154] 于 2011年提出的, 它由一对振

荡耦合器构成, 其中一个具有放大功能, 另一个则

具有等效的衰减量. 正是由于这对振荡耦合器 (又

称作二聚体)中的增益损失机制, 使得这一回路可

以在保持 PT对称性的同时打破厄米性. 这种“有

源”二聚体可以使用简单的电子学实现, 由于其在

经典系统中模拟 PT对称的量子系统, 所以它从实

本征谱到复本征谱的“相变”可以被直接观察. 在具

有新奇性的相变点附近, 其一般的模式合并, 组件

相对相位差的确定值由电感耦合确定. 这一实验的

实现引导了后续一系列使用经典系统对量子系统

的模拟的实验. 2012年, Lin等 [155] 在实验上通过

在传输导线的感应耦合中应用 LRC电路, 研究了

PT对称的散射, 并且提供了 PT对称散射的奇异

性质的实验依据. LRC电路作为一种易于实现的

系统, 可以研究许多其他理论思想. 其简单性和对

动态变量的可访问性使我们能够深入且更透彻地

理解 PT对称散射. 2018年 Choi等 [92] 通过实验演

示了一种模拟通用 APT系统的电路. 他们使用电

阻耦合放大 LRC谐振器电路研究了稳态和动态特

性, 实现了精确的参数控制和时间分辨测量. 在该

实验中, 他们观察到了相变点、发生 PT对称破缺

的逆过程以及能极差守恒的时间演化等结果, 通过

实验证实了 APT量子系统的独特性质, 为其他领

域的发展提供了新的光波操作技术和创新的设备

操作原理. 

7.2    激光器中的 PT 对称

由于半导体激光器系统中, 不仅存在折射率的

高低分布, 而且存在增益和损耗分布, 因而它可作

为一个非厄米的光学系统 [156]. 2007 年 E1-Ganainy

等 [157] 提出了适用于 PT对称光学元件的耦合模理

论 (CMT), 其中每个单独元件和整个系统都遵循

PT对称性. 基于 PT对称光学的 CMT, 产生且发

展了许多相关光学实验. 其中的一类代表是具有侧

向和纵向 PT 对称性结构的激光器. 具有侧向和纵

向 PT对称性结构的激光器可以调控自身的模式

特性. 2012年 Miri等 [158] 提出利用 PT对称结构

的侧向模式制备单侧模激光器, 实现单向模场大面

积激光的放大. 这种 PT对称结构可以通过耦合两

个多模场的波导来实现, 其中一个模场显示的是增

益, 另一个是等量的损耗. 研究人员利用 PT对称

破缺跃迁实现单侧模激光器, 这种跃迁在保持高阶

模场中性的情况下, 允许基本模场获得增益. 这种

单侧模激光器得以实现的本质原因是波导基模间

的耦合系数小于高阶模间的耦合系数, 基模会更先

进入 PT对称破缺相, 进而实现单侧模的激光输

出. Hodaei等 [159] 在 2014年利用光泵浦的侧向双

环耦合的 PT对称环形激光器实现了单模激光的

输出, 实现了纵模的筛选. 2018年 Yao等 [37] 通过

固定一个波导的电流, 调节另一个波导的电流大小

以实现一个波导固定增益和另一个波导变化的损

耗, 进而实现模式选择性 PT对称破缺和单模操作.

Feng等 [160] 在 2014年提出了利用纯增益损耗

调制的单微环纵向 PT对称结构的激光器, 可以利

用 PT对称相变来实现对固有的单模激光的选择.

Gu等 [161] 在所制备的纵向 PT对称条形激光器中,

发现了模式间隔更大的光谱. 这是由于该激光器具

有非对称的泵浦区域与非泵浦区域, 进入 PT对称

破缺相导致模式间隔增大. 除了利用 PT对称性的

模场分离调控激光器, 还可以利用处于 PT对称相

变点处的光的不可见性实现轨道角动量微腔激光

器 [162,163]. 由于光在纵向 PT对称的复折射率光栅
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处的反射率为 0, 因而可以使得微环上只保留一个

方向上的光束输出. 利用单向破坏性干涉展现出的

独特非对称结构也能设计不依赖入射方向的波传

播以及单向激光发射 [164,165]. 

7.3    经典电路模拟非厄米系统

相比传统的量子平台, 经典电路系统因不受限

的网络形式和高度的调控自由度, 原则上可以模拟

任意维度、任意格点间跃迁、任意边界条件下的量

子紧束缚模型 , 已经成为模拟量子物态的有力

平台. 研究人员利用经典电路通过仿真电路模拟

器 (SPICE)成功模拟了一个重要的非厄米量子模

型 [166], 即非互易 Aubry-André模型 (AA模型)的

稳态性质, 包括周期边界条件下体现系统非厄米拓

扑性质的复能谱和能谱缠绕数, 以及开边界下非厄

米趋肤效应与准无序局域化的竞争. 研究人员详细

介绍了如何建立经典电路的拉普拉辛形式与量子

紧束缚模型哈密顿矩阵在不同边界条件下的映射,

并具体给出了实现不同边界条件下非互易 AA模

型的电路设计方案. 由于方案的普适性, 这一工作

所讨论的设计原则和理论可以直接应用于其他非

厄米量子模型的电路模拟. 

8   总结与展望

量子模拟一直以来作为量子信息研究的重要

驱动力和主要研究方向, 其理论与实验研究均发展

迅速. 非厄米系统作为传统量子力学理论拓展, 因

其与开放和耗散系统联系紧密, 同时具有潜在应用

价值, 近二十年来发展迅速, 成为研究热点. 本文

关注二者的结合, 简要综述了非厄米系统量子模拟

的新进展, 着重介绍了基于 LCU对非厄米系统的

量子模拟理论和实验研究, 包括 PT对称与反对称

系统、PT任意相位对称系统、P赝厄米对称与

P赝厄米反对称、赝厄米任意相位对称系统、t-反

赝厄米对称系统等的量子模拟研究. 同时, 简要介

绍了其他量子模拟非厄米系统的研究方法, 包括随

机行走、嵌入式和空间拓展等. 实验方面, 介绍了

基于核磁共振、量子光学与光子学等平台的几个典

型的非厄米量子模拟研究实例, 以及利用经典物理

系统开展对非厄米系统模拟的实验研究.

目前对非厄米系的量子模拟研究, 理论方面集

中于 PT对称与反对称, 对于其他非厄米系统尤其

是赝厄米系统的理论研究逐步增多. 实验方面主要

集中于 PT对称与反对称系统, 对于包括赝厄米系

统在内的其他非厄米系统的量子模拟实验研究较

少, 是今后开展非厄米实验研究的发展方向. 然而,

非厄米系统不仅局限于具有 PT对称性或赝厄米

性的哈密顿量, 还有更多具有不同形式非厄米哈密

顿量有待发现、研究和应用. 另一方面, 多数非厄

米量子模拟研究集中于二能级系统, 以展示非厄米

系统新奇特性为主. 随着研究深入, 高维一般情况

的非厄米哈密顿量的数学形式和高效的量子模拟

有待进一步研究.
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SPECIAL  TOPIC —Recent  advances  in  hardware,  algorithms  and  software  of
  quantum computers

Recent progress of quantum simulation of
non-Hermitian systems*

Gao Xue -Er #    Li Dai -Li #    Liu Zhi -Hang     Zheng Chao †

(College of Science, North China Universty of Technology, Beijing 100144, China)

( Received 19 September 2022; revised manuscript received 18 October 2022 )

Abstract

Quantum simulation is one of the main contents of quantum information science, aiming to simulate and

investigate  poorly  controllable  or  unobtainable  quantum  systems  by  using  controllable  quantum  systems.

Quantum  simulation  can  be  implemented  in  quantum  computers,  quantum  simulators,  and  small  quantum

devices. Non-Hermitian systems have aroused research interest increasingly in recent two decades. On one hand,

non-Hermitian quantum theories can be seen as the complex extensions of the conventional quantum mechanics,

and are closely related to open systems and dissipative systems. On the other hand, both quantum systems and

classical  systems  can  be  constructed  as  non-Hermitian  systems  with  novel  properties,  which  can  be  used  to

improve the precision of precise measurements. However, a non-Hermitian system is more difficult to simulate

than  a  Hermitian  system  in  that  the  time  evolution  of  it  is  no  longer  unitary.  In  this  review,  we  introduce

recent  research  progress  of  quantum  simulations  of  non-Hermitian  systems.  We  mainly  introduce  theoretical

researches  to  simulate  typical  non-Hermitian  quantum systems  by  using  the  linear  combinations  of  unitaries,

briefly  showing  the  advantages  and  limitations  of  each  proposal,  and  we  briefly  mention  other  theoretical

simulation  methods,  such  as  quantum  random  walk,  space  embedded  and  dilation.  Moreover,  we  briefly

introduce  the  experimental  quantum  simulations  of  non-Hermitian  systems  and  novel  phenomena  in  nuclear

magnetic  resonance,  quantum  optics  and  photonics,  classical  systems,  etc.  The  recent  progress  of  the

combinations  of  quantum  simulation  and  non-Hermitian  physics  has  promoted  the  development  of  the  non-

Hermitian theories, experiments and applications, and expand the scope of application of quantum simulations

and quantum computers.

Keywords: non-Hermitian systems, quantum simulation, linear combinations of unitaries
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

基于超导量子系统的量子纠错研究进展*

陈子杰 1)    潘啸轩 2)    华子越 2)    王韦婷 2)    马雨玮 2)

李明 1)    邹旭波 1)    孙麓岩 2)†    邹长铃 1)‡

1) (中国科学技术大学, 中国科学院量子信息重点实验室, 合肥　230026)

2) (清华大学, 交叉信息研究院, 量子信息中心, 北京　100084)

(2022 年 9 月 19日收到; 2022 年 10 月 10日收到修改稿)

基于量子力学基本原理的信息处理技术, 在计算、传感等领域具有远超经典技术的巨大潜力. 随着实验

技术的进步, 量子调控技术得到突飞猛进的发展. 在所有的量子信息处理平台中, 基于固体材料的超导系统,

具有精确的量子调控能力、优异的量子相干性以及适合大规模集成化等优点. 因此, 超导量子系统成为当前

最有潜力的量子信息处理平台之一. 目前的超导芯片能集成约一百个量子比特, 已经可以展示量子系统的优

势, 但进一步的发展受到系统噪声的制约. 为了突破这一瓶颈, 借鉴经典信息中的纠错技术发展而来的量子

纠错技术受到广泛的关注. 本文介绍了超导量子系统中量子纠错的研究进展, 主要包括超导量子系统的基本

原理、常用的量子纠错编码方案、纠错相关的控制技术以及近期超导量子纠错的应用. 最后, 总结了超导量

子纠错领域面临的七个关键问题.

关键词：量子纠错, 超导线路, 容错量子计算, 玻色编码
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1   引　言

自 1994年彼得·肖尔 (Peter Shor)[1] 提出大数

因子分解算法以来, 量子信息处理领域就受到了广

泛关注. 后续的研究证明, 量子技术在计算、传感、

模拟等领域相较于经典技术具有巨大的优越性, 科

研人员将其视作下一代信息革命的重要战略方向.

良好的叠加性和相干性是量子技术展示其优越性

的前提, 但现实的物理系统会不可避免地与环境发

生耦合, 从而引入各种噪声, 使得量子系统的性能

急剧下降, 这成为限制当前量子技术发展的最大瓶

颈. 针对这一问题, 彼得·肖尔 [2] 借鉴经典纠错码的

思想提出了量子纠错的概念, 其核心思想是通过使

用多个物理比特编码逻辑比特的方式增加信息编

码空间的冗余度, 使受到噪声影响的量子态可以得

到区分, 且能通过实时反馈进行纠错, 从而恢复原

始量子态以及其中存储的量子信息.

目前各种物理平台都在进行量子信息相关的

研究, 其中包括了离子阱、冷原子、NV色心 (Nitro-

gen-Vacancy center)、超导、光学等平台. 在这些

物理平台中, 超导量子系统具有以下的优势: 首先,

超导系统是固态量子系统. 基于目前先进微纳加工

技术, 超导芯片具有较好的稳定性和可拓展性, 且

其工作频率、能级间距以及耦合强度等参数都可以

自由设计, 相对于其他平台更具有灵活性. 其次,

超导比特具有较好的相干性能. 超导量子比特的门

操作时间一般只需 10—100 ns, 与之对应, 常用的
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基于纯铝材质的 transmon量子比特的相干时间可

达 10—100 µs量级, 而三维超导谐振腔的寿命更

是突破 1 ms[3,4], 甚至可以达到秒量级 [5]. 最后, 超

导系统具有较高的连通性. 固态超导量子比特可以

与微波光子飞行比特相互耦合实现米量级的超导

比特之间的信息传输 [6]. 除此之外, 微波光子也可

以进一步与声子、可见光光子等进行耦合, 实现多

个不同物理体系之间的信息传输 [7].

目前超导量子芯片集成的量子比特数量正在

迅速提升. 在公开学术论文报道中, 国外单位谷歌

(Google)、国际商用机器公司 (IBM)已经率先实现

了 72量子比特 [8] 和 27量子比特 [9] 的超导芯片. 国内

相关研究也处于领先地位, 中国科学技术大学 [10]、

浙江大学 [11]、中国科学院物理研究所 [12]、北京量子

院 [13] 等研究单位都具有 50量子比特左右的超导

芯片的自主制备与表征能力.

基于当前的超导量子芯片的规模, 相关科研

单位已经进行了带噪声的中等规模量子 (noisy

intermediate-scale  quantum,  NISQ)问题相关的

探索, 展示出了量子优势 [14,15], 并在这一过程中进

一步发展了量子近似优化算法 (quantum approxi-

mate optimization algorithm, QAOA)、变分量子

本征求解器 (variational quantum eigensolver)等

新型算法 [16,17]. 另一方面, 为了进一步提升超导芯

片的整体性能以及最终实现普适量子计算机, 量子

纠错方面的研究也得到前所未有的重视. 本文以超

导量子系统为依托, 重点介绍了量子纠错的研究进

展. 第 2节介绍了超导系统的基本原理, 即超导量

子系统核心的物理器件以及进行量子调控的方式.

第 3节讲述了超导系统中常用的纠错码, 包括表面

码 (surface code)在内的二能级编码以及基于谐振

子的玻色编码, 并简述了容错量子计算的相关概

念. 第 4节简述了近年来针对量子纠错开发的关键控

制技术. 第 5节讨论了近期量子纠错在度量学、量

子通信以及错误缓解等领域的应用和潜力. 最后,

总结了超导量子纠错领域所面临的 7个关键问题. 

2   超导量子系统的基本原理

目前超导量子芯片最核心的器件是约瑟夫森

结 (Josephson junction), 其带来的非线性使得超

导谐振电路具有非简谐的能级分布, 可以单独控制

能级之间的跃迁. 这为量子比特的编码、调控以及

不同量子比特之间的相互作用提供了基础.

约瑟夫森结由两层超导体中间夹一薄绝缘层

构成, 一般由超导铝及绝缘氧化铝堆叠组成. 在超

导转变温度下, 超导电路中电子两两组合为库伯对

形成超导电流, 其在约瑟夫森结内的流动是无损耗

的. 此时电路等价于一个电容并联一个非线性电感

的量子 LC电路, 从而实现了非等间距能级分布.

超导量子比特可以编码在其中最低的两个能级上,

通过合理的设计可以使这两个能级与第二激发能

级的两组能级差别巨大 , 从而实现编码空间与

其他子空间之间的隔离. 目前, 大部分超导量子电

路的谐振频率都设计在 GHz量级. 为了实现超导

态和约瑟夫森效应, 并抑制 GHz频段的热激发, 一

般还需要通过稀释制冷机将超导芯片冷却到低至

10 mK的超低温.

通过设计约瑟夫森结与外加并联电容以及电

感可以得到不同构型的量子比特, 如电荷量子比

特、相位量子比特以及磁通量子比特等 [18,19]. 目前,

由电荷量子比特改进而来的 transmon比特在国际

上被广泛使用, 其由约瑟夫森结两端并联一个大旁

路电容组成, 如图 1(a)[15] 所示. 此构型使得约瑟夫

森结的能级对环境电荷涨落不敏感, 从而具有较长

的相干时间. 目前, 国内外科研单位, 如中国科学

技术大学 [10]、北京量子院 [13]、清华大学 [20,21]、中科

院物理所 [12]、浙江大学 [11]、南京大学 [22]、深圳量子

院 [23]、谷歌公司 [8]、国际商用机器公司 [9]、苏黎世联

邦理工学院 [24]、代尔夫特理工大学 [25] 等均是基于

transmon比特进行研究.

借助成熟的微波电子学设备可以实现对超导

系统的精准调控. 通过对超导线路施加不同频率和

相位的微波脉冲可以实现对单个 transmon比特的

任意单比特门操作. 相对而言, 两比特门的实现较

为复杂, 需要两个比特之间有相互耦合, 而且由于

固定的耦合强度会导致比特状态持续相互影响, 引

入不可纠正的串扰错误, 因此大规模应用时必须保

证可以实时调节耦合强度. 从线路连接的角度上,

其中一种方式是通过两个超导比特之间的电容或

电感实现直接耦合, 并引入超导量子干涉仪 (super-

conducting quantum interference device, SQUID)

实现比特的频率可调或作为可调电感, 即通过调节

超导量子干涉仪的磁通来调节两个比特之间的失

谐或者耦合系数, 进而实现两比特耦合的调节. 这种

方式调节应用范围广、速度快, 但容易受到环境磁
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通噪声的影响 [18,19]. 另一种方式是通过辅助模式间

接耦合, 其中辅助模式本身频率可调且具有一定非

线性, 故可以通过调节辅助模式频率来实现两比特

耦合的调谐 [26–29]. 值得注意的是, 一个辅助模式可

以连接多个比特, 进而实现多个比特的同时耦合 [30].

0.092%

99%

目前 , 超导系统的单比特门误差已经低至

 
[31], 而在单一芯片上特定两 transmon量子

比特间的双比特门最高保真度都可以超过  . 从

99.7%—99.9%

99.4%—99.7%

物理实现的角度, 双比特门可以笼统地分成两类,

其中有代表性的一类是在两个比特之间存在直接

或间接耦合的情况下, 利用快速类方波电压信号调

节比特能级, 这种方法实现的 CZ门保真度可以达

到  
[28,32,33], 另一类则是不调节比特能

级 , 直接利用高频微波驱动 , 如通过交叉共振

(cross  resonance)效应实现的两比特 CNOT门 ,

其保真度可以达到  
[9,34].
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图 1    (a)二维 transmon量子比特结构示意图 (图片来自文献 [15]). 左右两边黄色电路分别表示一个 transmon量子比特, 其中交

叉表示约瑟夫森结, 其两端并联大旁路电容, 而中间的黑色电路表示辅助模式, 用于两个量子比特之间的可调耦合. (b)三维超导

谐振腔与 transmon量子比特耦合结构示意图 (图片来自文献 [45]). 橙色和绿色区域为高纯铝制备的三维超导谐振腔, 两腔通过

铝块侧面开孔与辅助超导量子比特进行耦合. (c)基于二维 transmon量子比特的架构 (图片修改自文献 [30]). 图中黄色线路为读

取用微波传输线, 末端接隔离器和约瑟夫森参量放大器, 用于读取信号的单向传输和放大; 绿色区域为读取谐振腔; 浅蓝色区域

为可调频 transmon量子比特, 量子比特之间通过一个共同的辅助模式 B耦合; 红色线路为 transmon量子比特的微波驱动线, 蓝

色线路为 transmon量子比特的磁通驱动线. (d)三维谐振腔架构拓展示意图 [53]. 红色和绿色方块为 transmon量子比特, 浅渌色部

分为高 Q 超导谐振腔 (用于存储量子信息), 灰色部分为低 Q 超导谐振腔 (用于 transmon量子比特的读取). 谐振腔与 transmon量

子比特通过电容直接耦合

Fig. 1. (a)  Structure  of  coupled  two  dimensional  (2D)  transmon qubits  (Reprinted  with  permission  from Ref.  [15]).  The  left  and

right circuits (yellow) represent two transmon qubits, where each cross represents a Josephson junction and its two ends are coupled

with  a  large  capacitor.  The  middle  black  circuit  represents  the  auxiliary  mode  for  adjustable  coupling  between  the  two  qubits.

(b) Structure of 3D superconducting cavities coupled with transmon qubits (Reprinted with permission from Ref. [45]). The orange

and green parts are the three dimensional (3D) superconducting cavities made of high-purity aluminum, and the two cavities are

coupled to the auxiliary superconducting qubits through trenches on the sides of the aluminum block. (c) Architecture based on 2D

transmon qubits (Reprinted with permission from Ref. [30]). The yellow lines in the figure are the microwave transmission lines for

readout,  and are  connected with an isolator  and a Josephson parametric  amplifier,  which are  used for  one-way transmission and

amplification  of  the  readout  signal.  The  green  parts  are  the  readout  resonators.  The  light  blue  parts  are  the  tunable  transmon

qubits, which are coupled by a common auxiliary mode B. The red and the blue lines are the microwave drive and the flux drive

lines for the transmon qubits respectively. (d) Architecture based on 3D superconducting resonators[53]. The red and green squares

are transmon qubits, the light green parts are the high-Q superconducting resonators (for storing quantum information), and the

gray  parts  are  the  low-Q  superconducting  resonators  (for  readout  of  transmon  qubits).  The  resonator  is  directly  coupled  to  the

transmon qubit through a capacitor. 
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99% 100 ns

目前超导量子比特的读取一般采用色散读取

(dispersive readout)方式 [35,36]. 将 transmon量子

比特与一个读取谐振腔进行色散耦合, 当比特处在

不同状态时, 读取腔的频率发生偏移, 此时探测读

取腔的频移即可判断比特状态, 实现对量子比特量

子态的投影测量. 由于对读取腔的探测不与比特发

生直接能量交换, 量子比特的状态可以在测量完成

后得到保持, 这种读取方式比较容易实现量子非破

坏性测量 (quantum non-demolition measurement,

QND). 为了提高读取速度, 需要读取腔与测量电

路的耦合比较强, 此时 transmon量子比特的寿命

会受到读取腔珀塞尔 (Purcell)效应的限制 [37], 因

此还需要增加珀塞尔滤波器来保护比特, 使比特的

能量不容易通过读取腔泄漏到测量电路中 [38,39]. 为

提高读取保真度, 一般还需要使用约瑟夫森参量放

大器 (Josephson parametric amplifier, JPA)[40] 对

读取信号进行放大. 此类放大器利用约瑟夫森结

的非线性效应, 可实现 20 dB的放大效果和接近量

子极限的信噪比 [41,42]. 在合适的信号放大链路的辅

助下, 目前可以实现单发测量 (single shot)保真度

大于   , 读取时间小于   
[43], 仅相当于数个

单比特门的时间, 因此易于实现基于测量的反馈纠

错、比特重置等操作.

109

如前文所述, 量子比特可以直接编码在 trans-

mon等非线性结构的能级上, 此外, 还可以在此基

础上将 transmon量子比特与高品质因子的线性超

导腔进行色散耦合, 利用超导腔来编码和存储量子

信息, 而 transmon量子比特作为辅助比特对超导

腔进行控制. 由于超导谐振腔的结构简单, 可以很

好地束缚腔内电磁场, 且外围线路较少从而减少电

磁环境噪声的干扰, 因而超导腔一般具有很高的相

干时间. 采用纯度高的铝材 (纯度 5N5, 99.9995%),

经过适当的机械加工和化学刻蚀工艺制成的超导

腔的Q 值可以达  
[44]. 图 1(b)[45] 是 transmon比特

与两个三维超导腔耦合的结构示意图, 其中 Q 值

较高的腔相干时间较长, 用于量子态的存储, 而

Q 值较低的腔用于系统状态的测量. 目前耶鲁大学

以及清华大学超导课题组均采用这一架构, 此外,

亚马逊公司 (Amazon Web Services)也计划使用

这一架构进行相关纠错研究 [46], 苏黎世联邦理工

学院也计划将这一架构拓展至声子 [47].

超导量子系统的主要非相干噪声来自于外界

电磁场的涨落、比特与外界真空场以及与基底材料

中杂质之间的耦合. 这些噪声会导致比特的热激

发、自发辐射以及退相位. 相关的物理过程表示成

主方程形式即为 

dρ
dt

= L√
γ(1+nth)a

(ρ) + L√
γntha† (ρ) + L√

γpa†a (ρ) ,

LA (ρ) = AρA† − 1

2
A†Aρ− 1

2
ρA†A

a a† γ

γp nth

其中超算符   ,

 和  分别是为湮灭和产生算符,   为比特能量自

发辐射速率,   为比特退相位速率,   为比特的平

均热激发数. 此外, 量子门操作的控制偏差和比特

串扰等可能会引起一些相干噪声, 可通过相应的哈

密顿量进行描述.

提升超导量子比特的相干时间和量子操作保

真度是未来实现量子纠错并达到容错量子计算的

前提. 为了实现这一目标, 在硬件上一方面可以通

过改良超导比特的材质和制造工艺, 如普林斯顿大

学 [48] 和北京量子院 [49] 使用金属钽替代铝制备超

导电路, 使得 transmon量子比特最长相干时间提

升至 500 µs[49]; 另一方面可以尝试改变比特的电路

架构, 制备不同类型的比特, 从比特哈密顿量设计

层面降低噪声源对比特性质的影响, 如约瑟夫森结

并联一个较大电感的 fluxonium架构等 [50]. 此外,

对于多量子比特系统, 还需要考虑比特之间微波信

号串扰和残余耦合等带来的关联噪声, 可以通过优

化微波线路和操控方式 [51]、增加可调耦合器 [52] 等

方式抑制关联噪声. 

3   量子纠错编码方案

由于与环境的耦合, 实际物理体系中存在着各

种噪声, 环境噪声会导致系统的退相干并破坏量子

态中的信息, 且计算过程中控制偏差会不断地积

累. 这些因素使得量子计算的精度随着线路深度的

增加而急剧下降, 这是当前量子信息领域的挑战.

为了对抗噪声, 彼得·肖尔 [2] 在 1995年对经典

计算机系统中的纠错码思想进行了推广, 提出了最

简单的量子纠错码—三量子比特的重复码 (re-

petition code)用来纠正比特的位翻转错误. 随后

发现的阈值定理告诉我们, 当门操作的噪声低于某

个阈值的时候, 人们总是能够在可接受的资源需求

下通过多级纠错码级联的方式扩大编码距离, 增加

更多的信息冗余, 实现任意精度的量子计算, 即所

谓的容错量子计算 [54,55].
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C
P E (ρ) =

∑
i
EiρE

†
i

C

相对于经典纠错码, 量子纠错码的构建更加复

杂. 这是因为量子系统会受到量子定律的限制, 例

如量子不可克隆定律会限制非正交的未知量子态

的精确复制, 因此量子纠错码无法通过简单的复制

来增加冗余. 幸运的是, 1997年尼尔 (Knill)和拉

夫勒蒙 (Laflamme)[56] 证明了著名的 K-L纠错条

件, 其可进一步概括成以下形式 [57]: 对于量子编码 

及其投影算符   , 在噪声信道  

作用下以   为编码的量子态可以被恢复的充要条

件是 

PE†
iEjP = αijP,

Ei其中 a为厄密矩阵 ,    为信道对应的克劳斯

(Kraus)算符.

α = U †dU

Fk =
∑

i
UikEi

{Ei}
{Fk} E (ρ) =

∑
i
EiρE

†
i =∑

k
FkρF

†
k

{Fk}

如图 2所示, 从希尔伯特 (Hilbert)空间来看,

编码操作将待保护比特上的量子态 (图中黄色箭

头)映射至编码空间中 (图中蓝色圆圈), 而满足上

述 K-L条件的噪声将逻辑编码空间投影到不同的

正交子空间中, 并且这些子空间内部不发生形变,

后续的错误诊断通过对投影算符的测量, 得知量子

态所在的子空间 (如图中绿色圆圈), 从而推断出量

子态所遭受的噪声并进行反馈纠错操作, 编码空间

中的量子态就得以恢复. 这一点可以从以下过程看

出 : 由于 a为厄密矩阵 , 故存在一个幺正矩阵

U可以对 a进行对角化, 即  , 其中 d为

对角矩阵. 定义   , 由于克劳斯算符

和表示具有酉自由度, 即由幺正演化联系的  

和  都表示同一噪声信道,  

 . 通过这样定义的  , K-L条件可以

表示为 

PF †
kFlP = dklP.

Fk P Pk = FkPF †
k /dkk

Pk

U ′
k FkP = U ′

k

√
PF †

kFkP =
√
dkkU

′
kP U ′†

k

R(ρ) =
∑

k
U ′†
k PkρPkU ′

k

R ◦ E (ρ) = ρ

即  将编码空间  旋转至子空间   

中, 且不同的   之间相互正交, 因此可以用投影

算符的测量结果表征错误症状. 由极分解定理可

知, 存在幺正矩阵   使得  

 , 则   就是此错误症状对应的纠错操

作, 即   . 综上所述, 在噪

声以及纠错作用下编码空间中量子态的演化为

 .

{X̂i, Ẑi, X̂iẐi}

在实际物理系统中的噪声形式是多种多样的,

但是当噪声很弱且独立地作用于不同物理比特的

时候, 只要能纠正编码中任意单比特上的相位翻转

噪声、位翻转噪声以及两者同时发生的情况, 即

 , 就可以纠正任意单个比特上的任

意独立噪声.

{Os}
Os

{g1, · · · , gn−k}

2k

自量子纠错概念提出以来, 已经有相当多的基

于不同思想构造出来的量子纠错码. 其中 1996年

由戈特斯曼 (Gottesman)[58] 总结的稳定子码是非

常重要的一类量子码, 其涵盖了表面码、颜色码等

多种类型的编码. 如果一种纠错码的逻辑态空间是

一组互相对易的算符  的+1本征空间, 则称这

种编码为稳定子码, 而  是这种编码的稳定子. 一

般而言, 选择泡利群的子群 S 来作为编码的稳定子

会较为方便, 这是因为泡利群的群元素只有对易和

反对易两种对易关系, 而且位翻转噪声和相位翻转

噪声都在此群中. 若 S 被其生成元 

所描述, 可以证明 n 个物理比特在 S 群的稳定下

可以编码  维的子空间, 即 k 个逻辑比特. 对错误

的诊断过程只需要对所有的生成元进行测量即可:

当发生错误且错误满足 K-L条件的时候, 生成元

算符的测量结果会发生改变, 从而能检测出对应的

错误类型并随后可以加以纠正.

具体到超导系统, 量子信息编码主要可以分成

两种类型. 一种是二能级类型, 适用于 transmon

量子比特的架构, 只使用其最低能量的两个量子态

作为物理比特的编码空间, 因此需要通过增加比特

数量来增大希尔伯特空间冗余度来实现纠错. 另一

种是玻色模式类型, 适用于超导辅助比特与谐振腔

耦合的架构, 利用腔的多个能级进行编码. 由于

单个腔就支持无穷大的希尔伯特空间, 故其具有

多种编码方式, 既可以截断希尔伯特空间至有限的

维度进行编码, 如二项式编码 (binomial code)[59],

也可以使用整个希尔伯特空间进行连续变量类型

 

噪声

纠错

编码

解码

图 2    纠错流程图 . 蓝色的圆圈表示编码空间 , 绿色的圆

圈表示错误空间, 黄色的箭头表示要保护的量子态

Fig. 2. Diagram  of  quantum  error  correction.  The  blue

circles represent the code space, the green circles represent

the  error  space,  and  the  yellow  arrows  represent  the

quantum states to be protected. 
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的编码, 如猫态编码 (cat code)[60,61] 和 GKP编码

(Gottesman-Kitaev-Preskill  code)[62]. 注意 , 各种

编码之间的区分并不是非常严格, 而且是可以相互

级联的, 如可以使用玻色编码作为底层二能级系

统, 然后再级联二能级编码可以增加编码的纠错能

力 [63–66]. 

3.1    二能级类型纠错码

二能级类型编码的思想是以二能级的量子比

特为基础, 通过增加物理比特数目来增强纠错码的

纠错能力. 按照实现方式的差异, 底层物理比特又

可以分成两种类型, 一种是无源量子比特, 通过构

造超导系统的结构, 使得系统的两个基态能级与其

他能级之间的跃迁能量较大, 则可以利用这两个能

级实现相对隔离的二维空间来进行量子比特编码.

超导 transmon量子比特最简单的编码方式就是使

用能量最低的两个能级进行编码. 由于约瑟夫森结

的非简谐性, 在驱动过程中系统跃迁至第三及以上

能级的概率可以忽略不计, 从而使系统基本处于编

码空间内. 另一种是有源量子比特, 通过外加连续

的驱动或者构造某种形式的耗散来调节系统与环

境的耦合形式并构造新的基态能级, 从而实现更好

相干性能的二维空间 [67], 例如后文所述的耗散型

猫态编码 (dissipative cat code).

[[n, k, d]]

⌊d− 1

2
⌋

为了描述以二能级量子比特为基础的编码的

纠错能力, 一般用  表示 n 个物理比特编码

k 个逻辑比特且码距为 d 的编码方案, 其可以对抗

任意  个物理比特上的噪声. 此外, 上述的参

数可以进一步推广至以任意 d 个能级为基础的编

码, 即 qudit.

基于二能级物理比特的纠错码包括多种类型

的编码, 其中超导系统相关实验中比较常见的是重

复码 (repetition code)及表面码 (surface code)等. 

3.1.1    重复码

{X̂i}

|0L⟩ = |0⟩⊗n, |1L⟩ = |1⟩⊗n d = n

{ẐiẐi+1}(i = 1, 2, · · · , n− 1)

重复码是最早提出的量子纠错码, 其能对抗物

理比特上的位翻转噪声, 即  . 重复码的编码方

式也最为简单, n 个比特 (n 须为奇数)重复码的逻

辑态为   , 码距   . 从

稳定子的角度来看, 其对应的稳定子只涉及到邻近

的两个比特, 即   , 因

此重复码的错误诊断以及纠错操作均可容易地在

实验中实现 [25,68–73]. 但是由于其无法纠正单比特上

{Ẑi}

|0L⟩ = |+⟩⊗n,
|1L⟩ = |−⟩⊗n

{Ẑi}

的相位翻转 (  )噪声, 故实际效果受限. 前文

所述的这种重复码一般也称为位翻转编码. 此外,

借鉴其思想可以将逻辑比特编码为  

 , 则能纠正物理比特上的相位翻转噪

声, 即  , 这种重复码一般称为相位翻转编码.
 

3.1.2    表面码

{X̂i, Ẑi, X̂iẐi}
量子纠错编码不仅需要同时抵抗单个物理比

特上的位翻转和相位翻转噪声  , 也

要考虑到实际物理系统的限制. 一般而言, 要尽可

能地使用物理比特的局域操作实现逻辑比特的操

作, 尽量避免使用物理比特间多体的和长程的相互

作用, 尽可能在二维平面上排列比特以及具有较高

的容错阈值. 表面码是能较好地满足上述限制的编

码之一, 因而得到广泛的关注.

d = 8

d2 + (d− 1)
2

X̂ A = X̂aX̂bX̂cX̂d

d (d− 1)

X̂

Ẑ

B = ẐaẐbẐcẐd

d (d− 1)

Ẑ

表面码的概念源于基塔耶夫 (Kitave)[74] 在

1997年提出的环面码 (toric code). 环面码中物理

比特之间的相互作用形式等价于将每个物理比特

放置于环面之上, 且只与其近邻的比特相互作用.

随后环面码被推广至平面 [75], 即为表面码 [76]. 表面

码利用拓扑物质不受局域操作影响的思想, 将量子

信息编码在整个区域中, 即使局部的少数几个物理

比特发生错误也不会影响整体的信息. 图 3(a)所

示的是码距  的表面码, 其主要由两种比特构

建而成. 一种是数据量子比特, 用于储存系统的逻

辑量子态, 在图中用每条网格线边上的白点表示,

共有   个. 另一种是辅助量子比特, 用

于对其近邻的数据量子比特不断地进行错误诊断,

即对稳定子算符进行测量. 稳定子算符也可以分成

两种, 第一种是以图中的黄色菱形为例的 A类型

稳定子算符, 其由菱形的四个顶点对应的数据量子

比特的   算符组成, 即   . 这种稳

定子算符一共有  个, 每个都可以对应一个

放置于网格线交点处的黄色菱形 (左右边界上的

A型稳定子由三个物理比特的  算符组成). 第二

种是以图中的蓝色圆形为例的 B类型稳定子算符,

其由圆形周围四个数据量子比特的   算符组成,

即   . 这种稳定子算符一共也有

 个, 同理, 每个也都可以对应一个放置于

网格中的蓝色圆形 (上下边界中的 B型稳定子由

三个物理比特的  算符组成).

X̂L

X̂

对于码距为 d 的表面码, 逻辑  的实现至少

需要对其中任意一行 d 个数据比特都做局域  操

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    240305

240305-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ẐL

Ẑ

ẐL

X̂L

作, 如图 3(a)中的红色阴影线, 而逻辑   操作至

少需要任意一列 d 个数据比特都做局域  操作, 如

图 3(a)中蓝色阴影线. 由于相差若干个稳定子不

会改变逻辑算符的作用, 所以可以在蓝色阴影线的

基础上不断作用 B类型稳定子算符, 从而得到其

他等价的逻辑  , 如绿色阴影线. 这些逻辑算符都

连接了表面码的上下边界, 同理所有的逻辑  都

连接了左右边界. 由于等价逻辑操作的存在, 只有

当一行或者一列中一半及以上的数据比特发生比

0.75%

特位翻转或者相位翻转才会导致逻辑错误, 因此表

面码对于局域噪声有着很强的抵抗能力. 劳森多

夫 (Raussendorf)及其合作者 [77–79] 证明, 在只使用

单比特门以及近邻两比特门的前提下, 表面码的容

错阈值可以达到  .

{gi} {
UgiU

†}
X̂aẐaX̂a = −Ẑa a

错误诊断是表面码纠错的基础. 从物理架构

来看, 可以在每个黄色菱形以及蓝色圆形中心放置

一个辅助比特 , 这样只需要通过辅助比特与数

据比特之间的邻近相互作用就可以进行错误诊

断, 对应的量子线路如图 3(b)和图 3(c)所示. 具

体来说, 当由生成元集合  所稳定的状态经历幺

正演化 U之后 , 新的状态会被   所稳定 .

由  可知, 如图 4(a)所示, 当  比特

上 (图中红色交叉所示)发生比特位翻转噪声时,

以此比特为顶点的两个 B类型的稳定子 (图 4(a)

中的两个蓝色圆圈)的测量结果均出现翻转, 而

A类型稳定子的结果不翻转, 从而可以实现对单

个比特位翻转噪声的错误诊断. 一般来说, 测量结

果出现翻转的稳定子对应的位置称为缺陷. 如图 4(b)

中连续的多个比特位翻转噪声导致一条错误链, 链

的两端各有一个缺陷. 如图 4(c), 对于左右边界上

的比特发生位翻转只会在网格中引起一个缺陷, 另

一个缺陷可以视作处于左右边界外. 上下边界发生

相位翻转噪声同理.

E

E′

E′E

E′E

−A

多种噪声也可能会对应同一个错误症状, 如

图 4(b)的绿色和蓝色阴影线上的比特位翻转都会

导致同样的错误症状 (对于图 4(c)中的黄色线和

浅绿色线同理), 但是只要实际的噪声  与纠错操

作   之间只相差若干个稳定子算符, 那么都可以

纠正错误. 由此可见, 只要  在网格中形成一条

完整的“闭合曲线”且曲线不同时连接表面码的左

右边界, 就可以纠正错误. 具体来说, 图 4(c)中黄

色线和浅绿色线在左边界与网格上缺陷形成了闭

合曲线, 所以也可以纠正错误, 但是图 4(d)部分所

示的   同时连接了左右边界, 因而导致了逻辑

错误. 在实际过程中错误诊断对应的情况远比图示

复杂, 需要借助算法对错误症状进行自动识别, 如

最小权重算法 [80] 和最大似然算法 [81]. 在实际纠错

过程中, 错误的纠正可不执行相应的门操作, 只需

要加以标记, 采用所谓的泡利框架 (Pauli frame)[82]

的方式, 先记录发生的噪声, 在后续的门操作中再

做纠正处理, 此时系统的量子态是新的稳定子 

的本征态.

 

Ẑ

^^ ^^

^^^^

^

L(a)

XL

















 

A=XXXX

(b)















B=ZZZZ

(c)

d = 8 ẐL X̂L

ẐL X̂L

ẐL

图  3    (a)    的表面码及其逻辑算符   与   的示

意图. 图中网格的每条边上都有一个白点表示一个数据量

子比特 . 黄色菱形以及蓝色圆形分别表示其中一个 A和

B类型的稳定子. 蓝色和红色阴影线分别表示逻辑编码的

 和   算符. 绿色阴影线表示蓝色阴影线对应的算符乘

上一个稳定算符, 其也是逻辑   算符. (b)和 (c)分别是A,

B类型稳定子算符测量的量子线路图. 此图由文献 [76]改编

d = 8

ẐL X̂L

ẐL X̂L

ẐL

Fig. 3. (a) Schematic of     surface code and the corres-

ponding logical operators     and    . The white dots on

each edge of the grid represent data qubits. The yellow dia-

monds and the blue circles represent A and B types of sta-
bilizers, respectively. The blue and red shaded lines repres-

ent  the  logical      and      operators,  respectively.  The

green shaded line  represents  the  operator  corresponding to

the  blue  shaded  line  multiplied  by  a  stablizer  operator,

which  is  also  the  logical      operator.  (b)  and  (c)  are

quantum  circuits  that  measure  the  stabilizer  operators  of

type A  and B,  respectively.  This  figure  is  adapted  from
Ref. [76]. 
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H =

−
∑
sAs −

∑
pBp

表面码的逻辑编码空间由哈密顿量  

 的两个简并基态能级构成, 这一

物理体系具有许多拓扑性质 , 成功地建立了纠

错码研究与拓扑物态研究的关联 [83]. 具体来说, 表

|0L⟩ ∝∏
s
(I +As) |0⟩⊗n

|0⟩⊗n

Bp ẐL +1

As

As

A

−1

Bp +1

|0L⟩
|1L⟩

|±L⟩ |1⟩⊗n |±⟩⊗n

面码的逻辑态可以用稳定子算符表示为  

 , 其对应的初态制备的方式有两

种: 第一种方式需要先制备  , 注意到此量子态

是所有稳定子   以及逻辑算符   的   本征态;

然后需要对所有的稳定子   进行测量. 经过测量

后系统随机塌缩在一个所有  算符都具有确定本

征值的子空间中. 从错误症状的角度来看, 某个 

型稳定子得到  的测量结果相当于编码中若干物

理比特“发生”相位翻转噪声 (由于对易关系, 此时

的量子态仍是稳定子   的   本征态, 即不会“发

生”比特位翻转噪声), 此时执行相应的“纠错”操作

即可制备逻辑态   . 此外, 也可以如前文所述暂

时不进行这一步纠错操作. 对于逻辑态   以及

 的制备也是类似的, 只需要制备   ,   

再作用类似的操作即可.

|0⟩⊗n

As H

另一种方式是直接使用相应量子线路实现. 具

体的步骤如图 5[84] 所示, 先制备  , 然后对每个

 算符所围的正方形的顶点比特中作用   门操

作, 最后以边上其他的比特为受控比特按照图中的

顺序分别作用 CNOT门即可. 具体的原理可以参

考文献 [85].

根据前文所述, 想要利用表面码实现量子纠错

至少需要满足以下条件: 一是要有足够的物理比特

编码一个逻辑比特; 二是不仅要能快速且高度并行

地执行错误诊断, 而且还要减少这一过程中辅助比

特对数据比特的干扰; 三是要求能根据错误症状快

速进行错误寻址以及能通过反馈在后续门操作中

纠正错误. 因此, 表面码的实现对物理比特数量、

单个物理比特的性能和门操作的保真度都有着很

高的要求, 需要材料、极低温和电子学等各个领域

的技术进步.

d2

除了重复码和表面码之外, 出于提高编码效率

或者实现容错架构等考虑, 人们一方面对表面码进

行了优化, 如通过对表面码网格的旋转和修剪 [86],

使得在码距 d 不变的情况下只需要  个数据比特

就可以编码一个逻辑比特; 另一方面提出了许多其

他类型的编码 , 如 XZZX编码 [87]、颜色码 (color

code)[88,89] 等.

表 1列出了近年来各个实验组对表面码、重复

码以及其他类型编码的研究, 包括谷歌公司、中国

科学技术大学、苏黎世联邦理工学院、代尔夫特

理工大学等. 这些研究单位实现了不同码距的表

面码的初态制备、错误诊断以及错误纠正等操作.

 

(a) (b)

(c)

(d)

X̂

图 4    表面码的错误症状及纠错操作示意图. 图中红色交

叉表示对应物理比特发生了位翻转噪声, 蓝色圆形表示测

量结果异常的 B类型稳定子的位置 , 即缺陷的位置 , 阴影

线均表示对线上的物理比特执行的   操作. 四个区域分别

对应以下情况 : (a)网格中单个比特发生噪声产生了两个

相邻的缺陷 ; (b)网格中的连续的几个比特发生噪声产生

了位于错误链两端的缺陷, 而蓝色和绿色阴影线对应的操

作均能纠正逻辑错误 ; (c)含有网格左边界的比特的错误

链导致单个缺陷的产生, 浅绿色和黄色的阴影线对应的操

作均能纠正逻辑错误 ; (d)含有网格左边界的比特的错误

链导致单个缺陷的产生, 红色阴影线对应的操作能纠正逻

辑错误, 但是紫色阴影线的操作会导致无法被错误诊断识

别的逻辑错误

X̂

Fig. 4. Schematic  of  error  syndromes  and  error  correction

operations of  surface codes.  The red cross  in the figure  in-

dicates a bit-flip error occuring in the corresponding physi-

cal qubit, while the blue circle indicates the position of the

B  type  stabilizer  with  abnormal  measurement  results,  i.e.,
the position of the defect, and the shaded lines indicate an

  operation performed on each of the physical qubit on the

line.  The four areas correspond to the following situations:

(a) A single bit-flip error in the grid results in two adjacent

defects.  (b)  Several  consecutive  bit-flip  errors  in  the  grid

result  in  two  defects  located  at  the  two  ends  of  the  error

chain.  Both  the  blue  and  green  shaded  lines  can  correct

these errors. (c) The error chain containing a qubit on the

left boundary of the grid results in a single defect, and the

operations  corresponding  to  either  the  light  green  or  the

yellow  shaded  line  can  orrect  these  errors.  (d)  The  error

chain  containing  a  qubit  on  the  left  boundary  of  the  grid

results  in  a  single  defect.  The  operation  corresponding  to

the red shaded line can correct these errors, but the opera-

tion corresponding to the purple shaded line causes a logic

error that cannot be identified by the error syndrome. 
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[[9, 1, 3]]

|0L⟩ T1 137.8 μs

36.6 μs

如中国科学技术大学的研究小组在超导芯片中实现

了 17比特的   表面码的初态制备, 并进行了

11轮次的错误诊断, 在后选择的基础上将逻辑编码

 的寿命 (  )大幅度提升至   , 与之相比,

其芯片上最好的物理比特寿命只有  . 而谷歌

d = 5

d = 3

公司在近期的实验中分别制备且表征了  以及

 的表面码, 并证明了前者在 25轮次的纠错中

具有更低的逻辑错误率, 这首次展示了纠错效果随

着编码规模增加而得到提高. 这些实验都表明了量

子纠错的巨大潜力. 然而, 受限于物理比特的数量、

 

(a) (b) |0>Ä31

|>

 parity, <>

 parity, <>
-1 0 1

Bp As

图 5    (a)谷歌公司实验 [84] 中制备表面码初态所用超导芯片的架构以及对应稳定子测量结果 . 图中白色的十字为数据比特 , 紫

色和蓝色的图形分别代表   类型和   类型的稳定子测量, 图中的数值是初态对应的稳定子测量结果的平均值. (b)表面码初态

制备对应的门操作线路

Bp As

Fig. 5. (a) Architecture of the superconducting circuit used to prepare the initial state of the surface code in Google’s experiment[84]

and the corresponding stabilizer measurement results. The white crosses are data qubits, the purple and blue regions represent sta-

bilizer measurement results of type    and   , respectively. The values in the figure are the average values of the stabilizer meas-

urement results corresponding to the initial state. (b) Operation circuit to prepare the initial state of the surface code. 

表 1    超导系统中二能级编码的纠错实验进展. 带*号的是物理比特中最优的数据, /表示文献中没有直接给出相关数据.

其中, 文献 [72, 90, 91]的实验均在国际商用机器公司的 IBMQ平台上进行
Table 1.    Experimental progress on quantum error correction with two-level codes in superconducting systems. Datas with

* refer to the optimal datas among the physical qubits. / indicate that the relevant datas are not directly given in the docu-

ments. The experiments in the Refs. [72, 90, 91] were implemented on IBMQ.

时间 文献 编码 T1 T1 /µs逻辑  (物理  ) T2 T2 /µs逻辑   (物理  ) 

2012 耶鲁大学[68] [3, 1, 3]  重复码 / /

2014 加州大学圣芭芭拉分校[69] [3, 1, 3] [5, 1, 5]  ,   重复码 / /

2015 代尔夫特理工大学[25] [3, 1, 3]  重复码 / /

2017 IBM[71] 4比特颜色码 / /

2018 巴塞尔大学(University of Basel)[72] [8, 1, 8]  重复码 / /

2018
德国于利希研究中心

(Forschungszentrum Jülich)[90]
4比特颜色码 / /

2019 悉尼大学[91] [4, 2, 2]  错误检测码 / /

2019 中国科学技术大学[92] [[5, 1, 3]]  编码 / /

2020 苏黎世联邦理工学院[93] [[4, 1, 2]]  表面码 62.7± 9.4 16.8∗  (  ) 72.5± 32.9 21.5∗  (  )

2021 谷歌公司[84] 实现表面码的基态 / /

2021 中国科学技术大学[31] [[9, 1, 3]]  表面码 137.8 36.6∗  (  ) /

2021 苏黎世联邦理工学院[94] [[9, 1, 3]]  表面码 16.4 32.5  (  ) 18.2 37.5  (  )

2021 谷歌公司[73]
[11, 1, 11]

[[4, 1, 2]]

  重复码以及
 表面码 / /

2022 苏黎世联邦理工学院[24] [[4, 1, 2]]  表面码 / /

2022 IBM[95]
[[9, 1, 3]]  Heavy-

hexagon编码 / /

2022 谷歌公司[8]
[[25, 1, 5]]

[25, 1, 25]

  表面码以及
 重复码 / /
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寿命、超导线路的串扰以及门操作过程中的噪声等

因素, 目前这些编码仍未能有效提高逻辑态寿命,

即未达到盈亏平衡点, 只能利用错误诊断的信息在

后选择的基础上进行量子纠错的原理性展示和相关

应用的探索. 但是, 随着控制技术、硬件基础以及纠

错编码理论的完善, 量子纠错的未来可期. 

3.2    玻色类型纠错码

目前超导系统中另一种常用的架构就是将超

导辅助比特与超导谐振腔进行色散耦合. 在此架构

中, 谐振腔一般被用于编码逻辑比特, 而超导辅助

比特则用于为谐振腔的量子操控提供必要的非线

性. 由于谐振腔模式本身就是一个具有无穷多个能

级的玻色模式, 因而本身就具有巨大的冗余空间,

为量子态的编码提供了多种方案. 一方面, 可以只

利用其中有限个能级进行编码; 另一方面, 也可以

利用其无穷个能级进行连续变量类型的编码. 前者

典型的例子是二项式编码 (binomial code), 而后者

典型的例子是猫态编码 (cat code)以及 GKP编

码 (Gottesman-Kitaev-Preskill code). 值得一提的

是, 玻色编码除了适用于超导系统外还适用于离子

阱以及光学等物理平台. 

3.2.1    二项式编码

二项式编码最早在 2016 年由耶鲁大学格文

(Girvin)课题组 [59] 提出, 其逻辑态由有限个福克

(Fock)能级加权叠加而成, 因权重系数为二项式

系数而得名. 相较于其他玻色编码, 二项式编码在

相同的纠错能力下具有更小的平均光子数, 此外,

其还具有严格正交的逻辑态以及幺正的纠错操作

等特点. 二项式编码可以在多项式展开下完美地纠

正热激发、自发辐射以及退相位噪声, 即可以完美

纠正噪声集合: 

ε =
{
Î, â, â2, · · · , âL, â†,

(
â†)2, · · · ,

(â†)G, n̂, n̂2, · · · , n̂D
}
,

Î â

n̂ = â†â

其中   和   分别是系统的单位矩阵以及湮灭算符,

而  . 与此对应的二项式编码是 

|0L⟩ =
1√
2N

[0,N+1]∑
p= even

√
CpN+1|p (S + 1)⟩,

|1L⟩ =
1√
2N

[0,N+1]∑
p= odd

√
CpN+1|p (S + 1)⟩,

S = L+G, N = max {L,G, 2D} CpN+1

Π̂0 Π̂k =∑
k=n mod S+1

|n⟩⟨n| |0L⟩ =(
|0⟩+

√
3 |4⟩

)
/2 |1L⟩ =

(√
3 |2⟩+ |6⟩

)
/2

其中   , 而    为

二项式系数. 从上述表达式可以看出二项式编码具

有特殊的宇称, 即只占据子空间   , 其中  

 . 图 6即为二项式编码  

 ,    的维格纳

(Wigner)函数图.

H = χa†aẐ

|0L⟩ = (|0⟩+ |4⟩) /
√
2 |1L⟩ = |2⟩

|+⟩ = (|0⟩+ |1⟩) /
√
2 U =

exp
(
−i

π

2
â†âẐ

)
X

|−⟩ = (|0⟩ − |1⟩) /
√
2

由于热激发和自发辐射噪声都会改变系统的

宇称, 因此对应的错误诊断可以通过引入玻色模

式与辅助比特之间的交叉克尔 (cross Kerr)效应

  来实现. 比如, 最低阶的二项式编码

 ,   可以纠正超导谐振

腔系统的最主要噪声来源—单光子的自发辐射

噪声. 这种噪声的错误诊断过程为: 先将辅助比特

制备在  , 然后实现幺正演化 

 , 最后对比特进行   方向的测量.

如果测量得知辅助比特处于   ,

则说明玻色模式发生单光子自发辐射噪声.

|0L⟩ = (|0⟩+
√
3|6⟩)/2 |1L⟩ =(√

3 |3⟩+ |9⟩
)
/2 ε={I, â, â2, n̂}

n̂ |ψ⟩ = u|0L⟩+
v|1L⟩

而对退相干噪声对应的错误诊断则需要使

用基于梯度上升波形优化 (gradient ascent pulse

engineering, GRAPE)[96,97] 或其他类似的方法设计

辅助量子比特与二项式编码之间的逻辑门操作, 将

逻辑态的错误信息投影在辅助量子比特上. 例如,

对于高阶二项式编码  ,  

 可以纠正错误集合  .

当发生退相位噪声   之后, 量子态从  

 变成了: 

|ψ′⟩ =
√
3

2
(u |0L⟩+ v |1L⟩)−

1

2
(u |0′L⟩+ v |1′L⟩) ,

|0′L⟩=(
√
3|0⟩−|6⟩)/2 |1′L⟩=(|3⟩−

√
3|9⟩)/2

|g⟩
Usyn = P ⊗ I + P ′ ⊗ (|e⟩⟨g|+

|g⟩⟨e|) +Ures P = |0L⟩⟨0L|+ |1L⟩⟨1L| P ′ =

|0′L⟩⟨0′L|+ |1′L⟩⟨1′L|
Ures

|e⟩

其中   , 而    ,

这两个基矢构建了与编码空间正交的子空间. 这种

二项式编码对于退相位噪声的错误诊断过程可

设计为: 将辅助量子比特量子态制备在   并与逻

辑态之间实现门操作 

 , 其中 ,    ,   

 分别是逻辑空间和错误空间的投

影算符, 而   为其他子空间中任意的幺正算符,

然后如果测量得知辅助量子比特处于  则说明玻

色模式发生了退相位噪声.

实验进展方面, 在高品质的三维谐振腔的平台

中, 借助 transmon量子比特提供的非线性以及微

波线路提供的相干驱动, 最低阶的二项式编码以及

基于梯度上升波形优化方法设计的任意单比特操

作已被验证 [98], 两个二项式编码量子比特之间的
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Cphase门 [45]、eSWAP 门 [99]、传送 CNOT门 [100]

等均被实现, 而基于二项式编码的错误透明 (error

transparent)逻辑门也被验证 [101]. 

3.2.2    猫态编码

2013年, 莱格塔斯 (Leghtas)等 [60] 最早提出

四分量猫态编码的构想, 用于对抗单光子自发辐射

噪声. 其编码形式为 

|0L⟩ ∝ (|α⟩+ |−α⟩+ |iα⟩+ |−iα⟩) ,
|1L⟩ ∝ (|α⟩+ |−α⟩ − |iα⟩ − |−iα⟩) .

这种编码可以推广至抵抗更高阶的自发辐射噪声,

其编码为 [102]
 

|0L⟩ ∝
n∑
k=1

∣∣∣αei2kπ/n⟩ , |1L⟩ ∝
n∑
k=1

ei4kπ/n
∣∣∣αei2kπ/n⟩ .

|0/1L⟩

n/2− 1

n/2− 1

从上式可以看出,   都是不同相位的相干

态的线性叠加的形式 . 此编码可以抵抗至多

 个光子自发辐射噪声. 与二项式编码类似,

这种猫态编码也具有特殊的宇称, 但是其分布在无

穷个福克能级上. 当自发辐射的光子数小于 

时, 逻辑态中的相干态成分前面会多出一个相位,

且福克空间的宇称会发生改变, 但不会影响到编码

的信息. 因此可以通过宇称测量进行错误诊断, 并

通过反馈执行纠错操作来抵抗自发辐射噪声. 然

而, 光子的自发辐射会不断地使相干态的平均光子

数衰减至真空态, 所以猫态编码需要不断地输入能

量, 即需要实现稳定操作使得系统状态被限制在编

码空间中.

dρ
dt

=

L [
√
κ (ân − αn)]ρ κ

b̂

g∗nâ
nb̂† + h.c.

E∗
d b̂e−iωbt + h.c.

有两种方式可以实现这种稳定操作, 一种是

使用耗散控制的方式 , 即构建耗散信道  

 , 其中   为耗散强度. 此信道表

现为构建多光子耗散和多光子驱动, 其稳态为猫态

编码的逻辑态. 所需的耗散信道可以通过引入与

低品质因子谐振腔   之间的非线性相互作用

 以及低品质因子谐振腔本身的相干驱

动  共同作用产生. 当驱动达到共振

时, 相关物理过程可以由主方程表示为 

d
dt
ρ = −i

[
g∗n (â

n − αn) b̂† + h.c.,ρ
]
+ κbLb̂ (ρ) .

|αei2kπ/n⟩, k = 1, 2, · · · , n αn =

−Ed/g∗n

此时相干态   , 其中  

 , 均是此耗散信道的稳态. 另一种是构建特
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|0L⟩ = (|0⟩+
√
3|4⟩)/2 |1L⟩ = (

√
3|2⟩+ |6⟩)/2

|+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/
√
2 |−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/

√
2 {Î, â, â†â}

|0/1L⟩ π/4 |+ /−L⟩

图  6    一种二项式编码逻辑态的维格纳函数图像 . 左上 : 逻辑态   ; 右上 :    ; 左下 :

 ; 右下 :   . 这是平均光子数最小的且能纠正错误集合   的二项式编

码, 可以看到其   本身具有   的旋转对称性, 而   在相空间中接近正交

|0L⟩ = (|0⟩+
√
3|4⟩)/2

|1L⟩ = (
√
3|2⟩+ |6⟩)/2 |+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/

√
2 |−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/

√
2

{Î, â, â†â} |0/1L⟩
π/4 |+ /−L⟩

Fig. 6. Wigner functions of the logical states of one binomial code. Upper left: Logical state    ; Upper right:

Logical state   ; Lower left:   ; Lower right:   . This is the bi-

nomial code that has the minimal average photon number and can correct the error set   . The logical state    has

a rotational symmetry of    and    are almost orthogonal in phase space.
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    240305

240305-11

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


Ĥ=−Kâ†nân + (Epâ†n + E∗
p â

n)∣∣αei2kπ/n⟩ , k = 1, 2, · · · , n αn =

Ep/K

殊的哈密顿量  
[103].

此时相干态  , 其中 

 , 均是系统的简并本征态, 由于绝热定理系统

会被束缚在编码空间中. 前者一般称为耗散型 (dissi-

pative)猫态编码, 后者一般称为克尔型 (Kerr)猫

态编码.

{|0⟩ , |1⟩}

H ′ = i[|ψ̇(t)⟩⟨ψ(t)|−

|ψ(t)⟩⟨ψ̇(t)|] |ψ (t)⟩
Ĥ (t)

除了使用梯度上升波形优化等方式直接设计

幺正演化进行制备外, 猫态编码的初态制备还有两

种方式. 一种是绝热制备 [104], 可以将初态制备在

 的福克能级, 然后缓慢地增强多光子驱动

强度 , 系统的状态将绝热地演化到对应的逻辑

态上, 此过程中驱动强度的变化需要足够平滑以

满足绝热条件. 另一种是无跃迁 (transitionless)制

备 [103], 通过引入辅助哈密顿量  

 使得系统每一时刻的状态   都是

 的本征态, 从而可以快速实现初态制备, 减少

噪声的影响.

n = 2

|0L⟩ = |α⟩+O
[
exp(−2|α|2)

]
, |1L⟩ =

|−α⟩+O
[
exp(−2|α|2)

]
方便起见, 对于最低阶  的编码我们一般

使用计算基矢  

 . 因为其编码空间只有两维,

没有足够的信息冗余来进行纠错. 对于这种编码,

单光子的自发辐射噪声仅仅引起编码空间的比特

|α|2相位翻转错误, 其错误率会随着着  的增大呈线

性增长, 但退相位噪声导致的位翻转错误则得到指

数的抑制. 这种特殊的噪声偏置特性使得猫态编码

能够与重复码这种类型的简单的二能级编码进行

级联, 实现容错量子计算.

|+/−L⟩

XL

从相空间的角度看, 二项式编码 (图 6)和猫态

编码 (图 7)的维格纳函数都具有旋转对称性, 都属

于旋转对称玻色编码 (rotation-symmetric bosonic

code)的特殊例子 [105]. 量子态相空间中的旋转对称

性导致了其在福克态空间有一定的宇称, 因而猫态

编码和二项式编码都可以纠正自发辐射噪声和热

激发噪声. 在平均能量很大时, 两种编码的对偶态

 在相空间中较好地区分开, 所以可以简单地

进行零差 (homodyne)测量或者是外差 (hetero-

dyne)测量就可以实现逻辑   基矢的测量. 旋转

对称玻色编码在纠错方面具有巨大的潜力, 但目前

其容错相关的特性仍需要进一步研究, 包括容错通

用门操作的实现、容错阈值以及相关资源消耗等.

n = 4

|0/1⟩

实验进展方面,   的猫态编码是第一个也

是目前唯一一个在实验上正式使用纠错技术超越

盈亏平衡点 (break-even point)的编码 [106], 即使用

编码得到的相干时间要优于单纯使用  的福克
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α = 2.5, n = 4 |0L⟩ |1L⟩ |+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/
√
2

|−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/
√
2

图 7    猫态编码逻辑态的维格纳函数图像, 其中   . 左上: 逻辑态   ; 右上:   ; 左下:   ;

右下:  

α = 2.5, n = 4 |0L⟩
|1L⟩ |+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/

√
2 |−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/

√
2

Fig. 7. Wigner functions of the logical states of the cat code with   . Upper left: Logical state   ; Upper right: Lo-

gical state   ; Lower left:  ; Lower right:  .
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n = 2

态叠加的情况. 此外, 针对这一编码, 基于数值优

化的通用逻辑门操作也得以验证 [107], 而在福克空

间维度截断的情况下, 通过耗散控制的方式实现了

对逻辑态的自动纠错 [108]. 对于  的猫态比特也

有相关实验实现了其初态制备及稳定、噪音偏置性

质观察 (耗散-猫态 [109,110]), 及其相应的单比特量子

门操作 (克尔-猫态 [111]).
 

3.2.3    GKP 编码

2001年, 戈特斯曼 (Gottesman)等 [62] 提出了

GKP编码, 将量子信息编码到简谐振子上, 用于对

抗位置和动量的小位移噪声. 而随后的研究 [112] 表

明此编码对包括自发辐射、热激发和退相位在内的

多种噪声均有抵抗作用. 从相空间的角度来看, 位

移噪声的作用是沿着某个方向将量子态平移一段

距离, 而 GKP编码的核心思想是使用在相空间中

具有平移对称性的量子态, 其属于平移对称玻色编

码 (translation-symmetric  bosonic  code)的一种 ,

其具体的编码如下:
 

|0L⟩∝
∞∑

s=−∞
|2s

√
π⟩q̂, |1L⟩∝

∞∑
s=−∞

|(2s+ 1)
√
π⟩q̂,

q̂ =
a+ a†
√
2

, p̂ =
a− a†
√
2i

|x⟩q̂ x

|0L⟩ |1L⟩

|0L⟩ |1L⟩
√
π

√
π/2

其中  分别是正则位置与正

则动量算符, 而  即是位置算符本征值为  的本

征态. 图 8是 GKP编码逻辑态  和    的维格

纳函数图像. 由此可见, GKP态在相空间中对应着

周期对称结构,   和  之间位置相距  , 故小

于  的平移操作不会降低逻辑态之间的可区分

性. 这一点也可以从 GKP编码的相干态表示看出:
 

|0L⟩ ∝
∞∑

m,n=−∞
e−iπmn

∣∣∣∣2m√π
2
+ i
√

π
2
n

⟩
,

|1L⟩ ∝
∞∑

m,n=−∞
e−iπ(mn+m/2)

∣∣∣∣(2m+ 1)

√
π
2

+i
√

π
2
n

⟩
.

从稳定子的角度来看, 这一具有平移对称性的

编码所对应的稳定子为
 

Ŝq = D̂
(
i
√
2π
)
= ei2

√
πq̂,

Ŝp = D̂
(√

2π
)
= e−i2

√
πp̂,

D̂ (α) = eαâ
†−α⋆â其中   为位移算符. 而 GKP编码

对应的泡利门操作为
 

 

4 |0L>

2

0

-2

-4

420-2-4

4 |1L>

2

0

-2

-4

420-2-4

4 |+L>

2

0

-2

-4

420-2-4

4 |-L>

2

0

-2

-4

420-2-4







∆ = 0.3 |0L⟩ |1L⟩ |+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/
√
2

|−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/
√
2

图 8    近似 GKP编码逻辑态的维格纳函数图像, 其中   . 左上: 逻辑态   ; 右上:   ; 左下:   ;

右下:  

∆ = 0.3 |0L⟩
|1L⟩ |+L⟩ = (|0L⟩+ |1L⟩)/

√
2 |−L⟩ = (|0L⟩ − |1L⟩)/

√
2

Fig. 8. Wigner  functions  of  the  logical  states  of  an approximate  GKP code with    .  Upper  left:  Logical  state    ;  Upper

right:   ; Lower left:   ; Lower right:   .
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X = D̂
(√

π/2
)
= e−i

√
πp̂,

Y = D̂
(√

π/2+ i
√
π/2
)
,

Z = D̂
(
i
√
π/2
)
= ei

√
πq̂.

但是, 由于理想的 GKP编码的平均光子数是无穷

大的, 因此在物理实现方面需要对理想 GKP编码

加以近似. 一种常见的近似方法是给逻辑态加以高

斯包络, 即 

|0L⟩approx ∝ e−∆
2a†a |0L⟩ ,

|1L⟩approx ∝ e−∆
2a†a |1L⟩ .

∆→ 0当  的时候则逐渐变成理想 GKP态.

∆

GKP编码拥有良好的纠错容错特性, 因为其

对应的所有克利福德 (Clifford)门操作所需要的相

互作用都可以用产生湮灭算符的二次项组合得到.

这意味着, 在执行克利福德门操作的时候任意一

个 GKP编码的玻色模式中的噪声最多只会传递

到另一个模式中, 这便满足容错量子操作的要求.

此外, GKP编码对多种噪声都有较强的抵抗作用.

如前文所示, GKP编码在相空间中是正方形的格

点, 可以对其进行推广得到所谓六边形 GKP编码.

数值计算表明, 在给定任意初始编码的情况下针对

光子湮灭噪声以及高斯热噪声进行优化最后都收

敛于六边形 GKP编码 [113]. 目前 GKP编码仍有一

些问题需要进一步探讨, 包括近似 GKP编码的 

如何能进一步减小, 以及如何增加对系统中的退相

位噪声和高阶非线性效应的抵抗能力等.

eiθ θ [0, 2π)

θ = 0

GKP编码虽然早在 2001年就被提出, 但直到

近年来才先后在离子阱平台 [111,114,115] 及超导平台 [116]

上实现相关的编码以及纠错操作. 因为位移算符所

对应的本征值是   , 其中   可以在区间   , 在

初态制备中我们需要保证制备得到的是稳定子算

符+1的本征态 (即  ), 故需要引入复杂的反馈

控制方法. 超导系统正是利用相位测量以及反馈的

方式 [117] 成功地实现了正方形和六边形 GKP 编码

的初态制备 [116]. 后续可望有相关实验能够实现对

应的自动稳定信道 [118]. 

3.3    级联纠错码和容错量子计算

量子纠错码减少了环境噪声对量子态的干扰,

可以用于增加量子线路的深度和精度. 在此基础

上, 想进一步提升纠错性能需要从以下两个方面入

手: 1)扩大编码距离, 使得纠错码能够抵抗更多的

噪声, 其中比较有效的方式是进行级联编码; 2)合

理地设计量子线路中的操作, 抑制计算过程中噪声

的扩散. 

3.3.1    级联编码

对于常见的二能级编码如表面码、颜色码、重

复码等, 他们本身就非常容易进行拓展, 即可以用

同样的构造方式引入更多的物理比特增强纠错能

力, 而前文所述的三种玻色编码也都可以通过增加

平均能量来增强对噪声的抵抗能力. 除了对编码进

行直接拓展外, 还可以通过级联编码的方式来进行

拓展, 即先将一种编码方式得到的逻辑比特作为底

层比特, 然后再进行另一种方式的编码. 通过将多

种编码级联在一起的方式可以发挥各种编码的优

势, 取得更好的纠错效果.

一个最简单的例子就是肖尔编码 (Shor code),

该编码将可以纠正相位翻转的三比特重复码作为

底层逻辑码, 上层级联可以纠正位翻转噪声的三比

特重复码作为最终编码. 结合两种编码的纠错能

力, 肖尔编码可以纠正单个物理比特上的任意噪

声. 另一个例子是玻色编码与二能级型编码的级

联. 玻色编码对资源的需求较少, 单个模式就可以

纠正一些低阶错误, 实现较高保真度的逻辑门操

作, 但是其编码受高阶非线性效应的限制而不能无

限扩展. 二能级型的编码受到物理比特的门保真度

的限制, 当物理比特操作的保真度较低时, 纠错需

要的资源会急剧增加. 因此, 以玻色编码作为底层

编码与二能级编码级联就可以较好地解决上述问

题, 底层玻色编码的操作保真度比较高, 上层二能

级编码的资源消耗就可以减少. 目前可能的级联编

码方案有环面/表面-GKP编码 (toric/surface-GKP

code)[63,64]、重复-猫态编码 (repetition-cat code)[65]、

XZZX-猫态编码 (XZZX-cat code)[46,66] 等.

n = 2

级联编码还可以利用底层编码的特点来简化

顶层编码的操作. 如在重复-猫态编码中 [65], 最低阶

 的猫态编码作为底层编码, 其可以实现保持

噪声偏置特性的X门、CNOT门和托弗里 (Toffoli)

门 (指数级抑制的位翻转错误和线性增加的相位翻

转错误). 在使用上述门操作的基础上进行顶层编

码时, 编码和逻辑门操作过程中额外的位翻转错误

可以被底层猫态编码所抑制, 而相位翻转错误则可

以被顶层的重复码纠正. 按照这种方式就可实现任

意容错逻辑门操作, 而不需要花费大量资源进行妙
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态 (magic state)制备、提纯和注入等复杂操作 [65]. 

3.3.2    容错量子计算

p(n)

O(poly(logp(n)/ε)p(n))

ε

在实际的量子纠错过程中, 包括错误诊断以及

纠错操作在内的所有过程都会受到噪声的影响, 不

合理的门操作会把噪声扩散至其他的物理比特, 从

而导致逻辑错误. 但是, 如果当一个过程中的某个

操作发生噪声的情况下, 过程最后输出的每一个逻

辑比特中至多只有一个物理比特发生错误, 这样的

过程被称为是容错的 [57]. 简单来说, 容错的量子过

程抑制了错误的扩散, 使得某个操作过程中发生的

噪声不会在后续的门操作的作用下扩散至多个物

理比特上, 成为不可纠正的错误. 而且, 当噪声非

常弱的时候, 这些错误在随后的纠错操作中大概率

会得到纠正. 可以证明当噪声的强度小于一定的阈

值 (即容错阈值)的时候, 一个具有   个逻辑门

的量子线路可以被一个包含 

的量子线路以至多  的整体失败概率实现, 这就是

著名的阈值定理.

{
C|CPnC

† =

Pn} C Pn

实现容错逻辑门操作需要巧妙的设计来抑

制错误的扩散 , 目前最有效的方式是使用横向

(transversal)门. 如图 9(a)所示, 这类型的逻辑门

操作可以通过物理比特上的单量子比特操作实现,

或者对于涉及到多个逻辑量子比特的门操作, 可以

通过逻辑比特中对应物理比特的操作实现. 使用这

种方式实现门操作天然地具有容错特性. 但是, 随

后伊斯汀和尼尔 (Eastin-Knill)证明 [119], 对于所有

非平凡的量子纠错码而言, 横向门不能构成通用门

操作集合. 幸运的是, 对于所有自对偶的 CSS 编

码 (Calderbank-Shor-Steane code)而言 , 所有属

于克利福德 (Clifford)群的逻辑门操作都可以通过

这个方式实现, 其中就包括了 CNOT门和 H门.

克利福德群是泡利群的正规化子, 即 

 , 其中  为克利福德门,   为泡利门.

|Θ⟩ = TH |0L⟩

在实现容错克利福德门的基础上还需要能容

错地实现至少一个非克利福德门才能实现容错的

通用逻辑门操作集合, 比方说 T门. 通过在戈特斯

曼 (Gottesman)和庄 (Chuang)[120] 的方案基础上

改进而来的单比特隐形传态 (one-bit teleportation)

的方式可以容错地实现 T门 [121], 即如图 9(b)所

示: 可以引入一个与系统编码相同的辅助比特, 并

将其制备在初态   上, 然后只需要横

向地作用 CNOT门以及对系统态进行测量, 最后

T |ψL⟩
|Θ⟩

5× 10−5

10−15

104

根据测量结果反馈给辅助比特决定是否横向地实

现 SX门就可以在辅助比特上实现量子态   .

整个方案最大的困难点在于高保真度的初态  的

制备, 而且这一初态制备过程与系统演化无关, 所

以可以使用后选择、蒸馏等方式. 布拉维 (Bravyi)

和基塔耶夫等 [122] 就最先提出了妙态蒸馏 (ma-

gic state distillation)的方式得到高保真度的初态.

随后, 这一方案得到了更加深入研究和优化 [123,124].

一般来说妙态制备的方式需要较多的资源, 比如对

于初始态错误率为   的表面码通过妙态蒸

馏的方式实现逻辑错误率约   的 T门就需要

将近  个物理比特 [125]. 因此, 如何进一步减少妙

态制备的资源消耗是当前基于隐形传态的容错方

案的研究重点之一 [126]. 

4   纠错相关的量子控制技术

近年来, 为了在超导系统中实现各种纠错编

码, 纠错相关的控制技术也得到了深入的研究与验

证, 其中包括自动纠错 (autonomous QEC)、容错

控制、任意幺正演化以及任意量子信道模拟等.

首先是自动纠错技术. 一般而言, 基于测量的

纠错 (measurement-based QEC)方式需要先进行

错误诊断, 即通过辅助比特实现对系统状态的测

量, 并根据诊断结果, 再对系统执行相应的纠错操

作. 以超导腔为例, 错误诊断的实现需要外围 FPGA

 

(b) |>

|0L>

|L>

T |
L
>SXTH

(a)

… …

=

Û

^ ^ ^̂ ^

U

U

U

T̂

|Θ⟩

图 9    (a)横向逻辑门操作示意图; (b)单比特态传输的方

式实现逻辑   门. 图中斜线表示此逻辑比特包括多个物理

比特, 而图中红色阴影区域的线路等价于将辅助比特初态

制备成   , 红色区域外的门操作全是横向逻辑门

T̂

|Θ⟩

Fig. 9. (a)  Schematic  of  the  transversal  logical  operation;

(b) logical     gate implemented through one-bit teleporta-

tion. The slash in the figure indicates that the logical qubit

is encoded with several physical qubits, and the red shaded

area is equivalent to initializing the auxiliary qubit as    .

All logical gates outside the red shaded area are transversal. 
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电路 (field programmable gate array circuit)输入

脉冲序列控制 transmon比特与超导腔的相互作

用, 然后对 transmon状态进行测量并将测量结果

反馈至 FPGA 电路进行逻辑判断, 之后才会对超

导腔输入控制脉冲实现纠错操作. 从错误诊断到纠

错操作期间, 系统会经历短时间的延迟, 因而增加

了纠错操作的错误率. 而自动纠错过程在引入一

个辅助比特的情况下只需要一步纠错操作即可完

成, 即 

Û |ψE⟩ |g⟩ = |ψL⟩ |e⟩,

Û |ψL⟩ |g⟩ = |ψL⟩ |g⟩,

|ψL⟩ , |ψE⟩
|g⟩, |e⟩

Û

其中   分别是无噪声以及发生噪声之后的

逻辑量子态,   分别是辅助比特的基态和激发

态, 而  是对应的幺正纠错操作, 等价于将系统的

错误转移到辅助比特上, 只要在后续操作中将辅助

比特复位, 纠错就可以重复进行. 使用这样的自动

纠错技术有以下两个优点: 1)可以将系统的错误

诊断以及纠错操作进行结合, 避免系统经历较长

时间的延迟; 2)降低了反馈操作对硬件要求. 实验

方面, 基于二项式编码的自动纠错技术已被验证 [101].

|g⟩ , |e⟩ , |f⟩ Hint =

χa†a(|e⟩⟨e|+ |f⟩⟨f |) |e⟩ ,

|f⟩
|f⟩ |e⟩

|e⟩
|g⟩

其次是容错控制技术. 容错控制技术的核心思

想是通过系统哈密顿量的设计从物理层面实现对

噪声的容忍. 例如, 最近在超导平台上展示的容错

测量 [127] 就是通过构造超导谐振腔与三能级辅助

比特 (  能级 )之间的相互作用  

 实现的. 从该式可以看出,  

 能级与超导腔之间的耦合强度一致, 故在门操

作或者在测量过程中辅助比特从  到  的噪声只

会给腔带来至多一个全局相位的影响, 而从   到

 的衰减属于高阶效应, 可以忽略, 因此可以实现

对辅助比特中噪声的容忍. 而错误透明门则是通过

交流斯塔克 (AC Stark shift)效应构造使得逻辑和

错误编码空间有相同的相位门演化的哈密顿量, 这

样在发生错误并且错误被纠正之后, 相位门不受影

响 [101]. 由于这些逻辑门操作的适用条件比较苛刻,

目前所能实现的容错逻辑门操作仍限于一些相位

门操作, 是否能推广至通用逻辑门集合仍是一个开

放问题.

{H,S,CNOT,T }

然后是任意幺正演化的实现. 从索洛韦-基塔

耶夫 (Solovay-Kitaev)定理可知, 任意的幺正演化

都可以被有限的门操作集合以任意的精度近似实

现, 如  . 目前, 在超导量子系统中

Ŝ (θ) =∑∞

n=0
eiθn |n⟩⟨n|

U ≈
D (α1) Ŝ (θ1) · · ·D (αN ) Ŝ (θN ) αn,θn

H(t) = H0 +
∑

n
un(t)Hn

un (t)

也有两种方式可以较好地实现任意幺正演化, 一种

是通过位移操作加上 SNAP (selective  number-

dependent arbitrary phase)门 [128–130], 另一种是梯

度上升波形优化方法 [96,97]. 这两种方式避免了对门

操作进行大量分解, 减少了电路的深度, 并且允许

通过最优控制的方式在考虑噪声的情况下进行优

化, 从而增加门操作保真度. SNAP门是  

 , 而任意的幺正演化可以被 SNAP

门和位移操作的交替序列很好地近似 , 即  

 . 其中参数  可

以通过数值优化得到. 但 SNAP门方法的门操作

时间较长, 一定程度上限制了其保真度, 而梯度上

升波形优化方法可以克服这一限制, 使得门操作时

间尽可能少. 其本质原理是通过梯度下降算法直接

数值优化哈密顿量  中的

可控参数  , 使得优化得到的门操作与目标门

操作之间的保真度接近 1.

E (ρ) =∑N

n=1
EnρE

†
n {En}

∑N

n=1
E†
nEn=I

{Fn} Fn =
∑

j
UnjEj

{En}
r

r

r

|0A⟩⟨0A|
|nA⟩⟨nA| E (ρ) =∑r

n=1
EnρE

†
n=
∑r

n=1
⟨nA|Uρ⊗ |0A⟩

⟨
0A
∣∣U †∣∣nA⟩

En = ⟨nA|U |0A⟩
m m =⌈log2r⌉

最后是任意量子信道模拟. 对任意量子信道的

模拟, 尤其是对开放系统的模拟在量子信息处理

中具有非常重要的意义, 一方面, 许多量子操作,

如量子纠错、量子态制备等, 本身就需要使用开放

系统相关的操作; 另一方面, 通过对噪声信道的模

拟我们能够更好地理解系统的噪声 . 具体来说 ,

就是任意的信道均可以表示成克劳斯形式 

 , 其中  需要满足  .

同一信道的不同的克劳斯算符之间可以相差一个

幺正变换 U, 即当   满足   时 ,

其信道与  所表示的信道一致. 不同的表示中

最小的克劳斯算符的数量   被称为克劳斯信道的

阶 (rank). 系统中任意的   阶的完全正定保迹

(completely positive and trace preserving, CPTP)

信道都可以通过引入系统与  维的辅助系统 (初态

为   )的联合幺正演化 U, 并且对辅助系统

进行   测量来实现 [131–134], 也就是  

 ,

 . 该过程也可以通过重复使用一个

二维的辅助比特  次来实现, 其中    , 即 

E (ρ) =
∑

r1,r2,··· ,rm

E(rm−1,··· ,r1)
m,rm , · · · ,

E1,r1ρE
†
1,r1

, · · · ,E†(rm−1,··· ,r1)
m,rm ,

rn ∈ {0, 1}其中   是第 n 步对辅助比特测量的结果,
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E
(rn−1,··· ,r1)
n,rn = ⟨rn|U (rn−1,··· ,r1)

n |0⟩
U

(rn−1,··· ,r1)
n n− 1

2log2d

 是第 n 步演化的

克劳斯算符, 而  是根据前面  步辅

助比特测量结果执行的幺正演化. 实验上利用一个

二能级量子比特的辅助在   规模的电路深度

下已成功地演示了 d 维量子系统的任意量子操作 [134]. 

5   近期超导系统量子纠错的应用

当前, 超导量子系统已经可以集成相当数量的

物理比特并进行简单的逻辑编码, 但是纠错效果仍

受限于比特数量、比特间的串扰以及控制精度. 现

阶段量子纠错实验的主要目标仍是实现并超越盈

亏平衡点, 为实现容错量子计算这一长远目标奠定

基础. 除此之外, 我们也应积极探索量子纠错技术

的应用潜力, 包括但不限于在量子度量学以及量子

通信等方面的应用.

∝ 1/
√
NT N

T

∝ 1/(NT )

量子度量学是量子信息最重要的应用场景之

一. 在散粒噪声作用下, 物理系统的探测精度只能

达到散粒噪声极限, 即   , 其中   是探测

系统中平均粒子数,    是探测的时间. 但是, 利用

量子纠错技术可以保持量子态的相干特性从而提

升探测的精度, 并可以达到海森伯 (Heisenberg)极

限 [135], 即精度   . 超导系统在实现高精度

量子精密测量方面有着独特的优势: 一方面, 超导

系统有着较强的量子调控能力, 可以对用于探测的

量子态进行高保真度的制备、控制以及测量, 从而

提升探测的精度. 另一方面, 超导系统自身就可以

有效探测微波、磁场等物理信号. 更重要的是超导

系统还能与其他物理系统进行较为高效的耦合, 包

括光子、声子、轴子 (Axion)[136] 等, 进而可用于多

种物理信号的探测. 但是, 超导系统的探测精度对

噪声十分敏感, 例如微波光子的自发辐射以及退相

位等噪声, 因此如何克服系统噪声、提高测量精度

是当前阶段最主要的挑战. 主要有以下两种解决方

式: 1)针对所测量的相互作用形式以及系统噪声

类型选用特定编码的初态, 借助高维希尔伯特空间

中对信号较敏感但是对噪声相对不敏感的子空间

来提高测量精度. 2)使用纠错技术, 借助高维度希

尔伯特空间的冗余, 使得传感过程中的噪声得到及

时纠正 [137–139]. 此外, 量子纠错方法还可以进一步

拓展至多参数估计的量子度量学问题 [140].

量子网络、分布式量子计算等技术均依赖于量

子信息在网络中各个节点之间的传输, 即需要实现

量子通信. 但是, 远距离的量子通信极易受到噪声

的干扰, 导致信号随着距离的增加发生指数的衰

减, 尤其是对于微波光子, 其在常温下受热激发噪

声干扰严重, 因而在电缆中传输损耗极大. 因此,

需要使用量子中继 (quantum repeater)来克服传

输损耗, 即发送端和接收端只需要分别与中继端建

立纠缠, 再利用中继端的局域操作就可以建立纠

缠. 这一方案可以避免远距离的直接量子态传输,

但是需要大量的资源来进行纠缠态提纯 (purifica-

tion), 此外还需要频繁的经典信息传输. 针对这一

问题, 相关研究提出了两种改进方案: 1)使用微波

光波转换. 通信波段光子是远距离传输量子信息最

好的载体, 其传输损耗低、抗干扰能力强, 故借助

量子频率转换能充分利用两种光子的优点 [7]. 目前

已经有相关实验对此进行验证 [141]. 2)使用量子纠

错技术. 当进行量子态传输的时候, 使用带有编码

的逻辑比特 (如猫态编码 [102])进行传输, 接收端接

收到之后, 只需要进行错误诊断以及纠错操作就可

以得到高保真度的目标态. 这一方案避免了大量的

纠缠态提纯以及频繁的经典通信, 因而具有较高的

传输速率, 这也被称为第三代量子中继 [102,142].

纠错相关的技术可以作为量子错误缓解 (quan-

tum error mitigation, QEM)技术用于提高近期量

子算法的效率. 当前, 我们正处于带噪声的中等规模

的量子 (noisy intermediate-scale quantum, NISQ)

时代 [143], 还不能实现高质量的纠错和容错操作, 但

是很有可能在某些实际问题中展示量子技术的优

越性, 尤其是在处理经典量子混合算法上, 例如变

分量子特征求解器 (variational quantum eigenso-

lver, VQE)[17] 和量子近似优化算法 (quantum app-

roximate  optimization  algorithm,  QAOA)[16]. 相

较于普适量子计算, 这些算法只需要使用深度较浅

的量子线路并借助经典的计算机来分析量子线路

的输出结果与输入参数的关系, 从而对线路进行反

馈操作以及优化. 目前这些算法受到噪声的限制,

在计算的精度和效率上仍有很大的提升空间. 针对

这一情况, 众多的错误缓解技术被提出 [144], 包括外

推法 (extrapolation)、准概率分布法 (quasi-proba-

bility method)、量子子空间展开法 (quantum sub-

space expansion)等. 这些技术不需要使用完整的

量子纠错技术, 但是如果所求解的系统本身具有一

定的对称性则可以使用纠错中的错误诊断技术

来降低噪声的干扰, 这就是对称性检验 (symmetry

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    240305

240305-17

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


verification)技术 [145]. 例如系统本身具有粒子数守

恒、自旋守恒等对称性, 而噪声会破坏这一对称性,

从纠错的角度来看, 这意味着系统状态只分布于希

尔伯特空间中的某个子空间, 而噪声将其投影至其

它正交子空间中, 此时只要进行错误诊断再进行后

选择处理异常结果即可. 目前已经有实验使用相关

技术 [146]. 随着纠错技术的发展, 我们相信在不远的

将来在使用小规模纠错码的情况下还可以进一步

提升相关算法的效率. 

6   讨论与展望

随着近年来相关操控技术的迅速发展, 超导量

子计算平台的关键性能得到巨大的提升并成为目

前最有希望实现高效量子计算的平台之一. 本文以

超导平台为背景介绍了量子纠错方面的研究进展,

包括基于二能级架构以及基于玻色模式架构的纠

错码, 还有纠错相关的控制技术. 在离子阱、光学

以及中性原子等物理平台上, 量子纠错技术也取得

了令人瞩目的进展, 虽然本文聚焦于超导系统的纠

错进展, 但是相关内容也适用或者可以推广至这些

物理平台.

如前文所述, 不管是二能级架构还是玻色模式

架构的纠错技术的最大挑战都在于如何进一步增

加参与编码的物理比特数目以及提高纠错操作的

保真度. 短期来看, 超导系统需要提高对噪声的压

制能力, 增加控制精度, 从而通过纠错达到盈亏平

衡点, 并实现量子优势 (quantum advantage), 即

在量子计算、量子模拟、量子度量学、量子通信等

应用中通过纠错提升量子系统性能并超越经典系

统. 中长期目标则是实现容错量子控制, 即通过扩

大系统规模将逻辑错误压制到任意小. 为此, 我们

认为需要从理论以及实验方面解决以下的问题:

第一, 如何优化利用高维度量子资源实现单个

逻辑比特的量子纠错码？

维度是量子纠错中最重要的资源之一. 纠错的

本质就是利用维度扩展带来的冗余对抗噪声的影

响. 这包括以下三点: 参与编码的物理比特数目、

物理比特本身的维度、相互作用的形式. 目前而言,

针对二能级类型的纠错码已经进行了较为深入的

研究, 尤其是低维度的拓扑码, 包括表面码、颜色

码等. 这些纠错码有着较高的阈值, 但同时所需要

的物理比特数也是巨大的. 为此, 可以考虑通过增

加相互作用的形式 (如允许有限的且保真度较低的

长程相互作用)来减小资源消耗, 如三维、四维的

颜色码或其他形式的非拓扑编码都需要进一步的

研究. 此外, 还可能通过将比特编码成 qudit的形

式降低资源消耗, 但也需要进一步研究. 而对玻色

编码而言, 对于单个模式的底层编码的研究已经较

为成熟, 但是多个玻色模式如何进行拓展才能利用

好玻色模式的潜力需要进一步的研究. 目前已经有

相关的探索, 如文献 [46, 63−65, 66], 但是更好的

方案以及具体的资源对比需要更深入的研究.

第二, 如何实现分布式量子纠错架构？

在实际超导系统中, 受限于有限的冷却体积以

及超导线路之间的串扰, 很难通过无限地增加短程

相互作用的比特数目实现容错量子计算. 另一方

面, 量子度量学、通信等应用需要在不同的量子节

点之间进行纠缠分发以及量子态传输. 因此, 非常

有必要深入研究分布式的量子纠错架构: 即需要考

虑将整个量子系统分成若干个节点, 节点内部超导

比特之间的相互作用较强, 可以实现高保真度的逻

辑门操作, 节点之间利用飞行比特进行保真度较低

远程相互作用, 并通过量子纠错、纠缠蒸馏等方式

建立节点之间的高保真度量子纠缠. 这就需要考虑

如何构建节点内部的编码以及对应的纠错方案 [147].

第三, 如何实现混合量子编码转换？

实现不同物理平台之间的量子信息的传递和

转化, 即实现混合量子编码的转换可以有效地利用

不同平台的特性, 扬长避短: 一方面, 对于量子度

量学方面的应用, 用于探测的物理系统不一定会具

备较强的信息处理能力, 因而需要转换到超导等量

子调控能力较强的系统以便进行后续的纠错测量

等处理. 另一方面, 出于构建量子网络以及实现分

布式量子计算的考虑, 相距较远的超导量子芯片之

间必须借助飞行比特进行信息交换, 而微波光子容

易与超导芯片进行耦合, 但其极易受到环境电磁噪

声干扰, 在常温下受到损耗和热噪声的限制无法进

行远距离传输. 因此, 需要将微波光子编码的量子

态转换到其他物理载体上, 如通信波段光子, 其对

于噪声的容忍能力较强, 支持远距离传输. 除了微

波-光波转换外, 还可以进一步考虑微波-声波转换.

这不仅需要考虑并设计不同物理系统之间相互作

用的形式, 还需要从编码层面综合考虑各系统适用

的并且容易进行转换的量子纠错码.

第四, 如何实现对特定噪声免疫的量子控制？
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量子系统的控制包括对量子态的操控以及测

量. 控制性能的提升需要从两方面入手, 一个是从

原理上免疫特定噪声, 另一个是从优化层面减少噪

声影响. 对于二能级类型编码以及玻色模式编码都

已经有相关研究可以从原理上免疫一些噪声, 比方

说通过设计系统相互作用实现的路径无关的 SNAP

门可以抵抗辅助比特的噪声以及实现容错测量 [127].

相关研究需要深入考虑能否适用于更大规模的系

统、能否推广至更为普适的门操作集合、能否进一

步免疫主系统的高阶噪声. 从优化层面考虑减少噪

声的影响依赖于噪声模型的精细化, 包括需要考虑

连续形式的噪声, 如果引入相关的辅助系统, 还需

要考虑辅助系统本身的不完美性. 考虑到现日益增

长的物理比特数目, 一个实用的算法还必需尽可能

减少优化的复杂度.

第五, 在考虑资源消耗的情况下是否有更切合

实际的纠错性能评价指标？

实现量子纠错需要投入数量巨大的物理比特

用于编码一个逻辑比特, 就短期而言我们更多地关

注于逻辑比特是否突破盈亏平衡点以及能否进行

拓展以证实量子纠错的效果. 但中长期而言, 可供

选择的纠错方案逐渐增加, 我们需要评价各种纠

错方案的优劣, 因而需要更切合实际的指标来衡量

投入的资源与逻辑比特所能实现的信息处理能力.

这其中的资源包括空间、时间上的资源, 如所投入

的物理比特数量以及实现逻辑门操作所需要的时

间等.

第六, 近期如何实现带纠错的量子优势？

目前的量子系统正处于带噪声的中等规模的

量子 (NISQ)时代 [143], 在这期间, 量子系统可以集

成五十到数百个带噪声的量子比特, 接近或者超过

经典计算机所能模拟的极限, 就算在不考虑纠错的

情况下, 也可能在量子退火 (quantum annealing)、

量子深度学习 (quantum deep learning)等方面实

现量子优势. 而在未来一段时间内纠错的规模与质

量仍将逐步上升, 虽然距离实现容错量子计算仍有

一段距离, 但是可以预见在这个阶段纠错操作将逐

渐抑制噪声, 使得在纠错的情况下量子系统在一些

应用上具有进一步超越经典系统的性能.

第七, 如何在实验中探索并演示容错量子门？

当前达到盈亏平衡的量子纠错码还鲜有实验

报道, 而实验上如何设计容错量子操作从而提高基

于量子纠错码的量子操作的保真度是当前量子纠

错研究的一个重要的方向, 也是实现容错量子计算

的必经之路. 最近几年这方面的理论和实验研究也

得到了更多的关注, 人们对容错这一概念的理解也

逐步突破传统横向量子门的局限. 通常, 容错这个

词的出现伴随着阈值, 也就是当系统的错误率低于

某一阈值时就可以通过扩展系统的维度来降低错

误率. 然而, 立足于实验, 证实容错阈值在短期内

十分具有挑战性. 我们应当进一步拓展容错的概

念, 并在较小规模的系统中探索容错实验的一些基

本特征并挖掘之前理论所忽视的实际问题 [148]. 例

如, 近年来发展起来的旗帜比特 (flag qubit)[149] 等

方法可以在物理比特数目较少但比特之间连通性

较好的前提下容错地实现通用逻辑门操作, 以及前

面提到的基于噪声免疫实现路径无关 [150] 或者错误

透明 [101] 的量子逻辑门.

最后, 我们预期量子纠错在理论方面能够与量

子信息之外的其他领域结合, 进一步延拓量子纠错

方法的理论内涵 [151]. 例如, 最近发现的量子纠错与

凝聚态多体系统、高能物理中全息对偶原理的联系

使理论物理学家们非常兴奋 [152,153]. 一方面, 可以借

助超导量子系统中的纠错码来研究凝聚态中的拓

扑物态, 包括自旋液体态 [84] 和分形子 (Fracton)[154].

另一方面, 也可以借助其他领域中的一些有趣的模

型来构建新的量子纠错码或者加深对它们的理解,

例如 HaPPY码 [153] 和基于含时横场伊辛 (Ising)

模型的实用量子纠错 [155].
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Abstract

Information processing technology based on the basic principle of quantum mechanics shows great potential

applications in computing, sensing and other fields, and is far superior to classical technology. With the advance

of  experimental  technology,  quantum  control  technology  develops  rapidly.  Compared  with  other  quantum

information  processing  platforms,  the  superconducting  system based  on  solid  materials  has  the  advantages  of

accurate  quantum  controllability,  excellent  quantum  coherence  and  the  potential  for  large-scale  integration.

Therefore,  superconducting quantum system is  one of  the  most  promising platforms for  quantum information

processing. The existing superconducting circuits, which can integrate about one hundred qubits, have already

demonstrated the advantages of quantum systems, but further development is limited by system noise. In order

to  break  through  this  bottleneck,  quantum error  correction  technology,  which  is  developed  from the  classical

error correction technology, has attracted extensive attention. Here, we mainly summarize the research progress

of  quantum  error  correction  in  superconducting  quantum  systems  including  the  basic  principles  of

superconducting quantum systems, the quantum error correction codes, the related control techniques and the

recent applications. At the end of the article, we summarize seven key problems in this field.

Keywords: quantum error correction, superconducting circuits, fault-tolerant quantum computation, bosonic
codes
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

基于集成光芯片的量子模拟研究进展*

陈阳    张天炀    郭光灿    任希锋†

(中国科学技术大学, 中国科学院量子信息重点实验室, 合肥　230026)

(2022 年 10 月 10日收到; 2022 年 11 月 17日收到修改稿)

量子模拟是利用可控的量子系统来模拟其他未知或难以控制的量子体系, 通过这种方法来处理一些在

经典计算机上无法进行仿真的复杂量子体系, 用于如基础物理探索、分子动力学研究、药物研发等相关领域.

集成光学系统是实现量子模拟的一个优秀的实验平台, 能实现如无序系统、拓扑绝缘体、非线性和非厄米体

系等凝聚态物理结构的模拟, 或用于实现量子随机行走、玻色取样等以演示量子优越性. 本文介绍多种量子

模拟物理模型的理论基础, 结合如硅、玻璃、铌酸锂等波导体系的优势, 综述近年来利用集成光芯片实现量

子模拟的研究进展, 包括了在集成光芯片上基于模拟型和数字型这两类量子模拟实现凝聚态物理模型仿真、

量子随机行走、玻色取样等, 探讨集成光芯片上的不同的量子模拟技术的实用化前景和发展趋势.

关键词：量子模拟, 集成光芯片, 凝聚态物理模拟, 多端口干涉仪
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1   引　言

自 1981年费曼提出量子计算机的概念以来 [1],

虽然实现通用式量子计算机仍然是一个长期的目

标, 但实现一些复杂量子体系的量子模拟任务成为

研究复杂物理问题如低温物理、多体物理的关键方

法. 在经典计算机上模拟量子体系时, 由于描述量

子态参数所需的存储空间随着系统尺寸指数增长,

因此, 利用可控的量子系统, 例如超导系统、原子

或离子体系、核以及电子自旋系统、光学体系等 [2−5]

实现量子模拟, 可以有效解决在其他体系中难以模

拟的任务. 光学体系天然可以用于编码量子比特,

具有较好的可操控性, 如可以利用路径、偏振、轨

道角动量等多种自由度来编码信息, 且一般不需要

低温环境. 此外由于具有较好的消相干能力, 光学

系统是优异的承载量子信息的载体. 在传统光通信

技术中, 光在自由空间传播过程中相位等信息容易

受到外界环境干扰, 集成光学系统可以利用光波导

将光场束缚在微纳尺度, 从而实现稳定的信息传

输, 因此在众多的光学体系中展现出独特的优势.

近些年来, 集成光学系统也因其小型化、稳定性

高、规模可扩展等优势, 在量子通信、量子计算等

方向展现出实用化的应用前景 [6−9].

得益于不同材料系统一些特有的优势, 如相位

可调节能力、三维加工能力、高非线性系数等, 集

成光学系统近十多年被广泛应用于实现如量子随

机行走 [10−14]、玻色取样 [15−20]、拓扑绝缘体结构、非

厄米以及非线性物理系统量子模拟 [21−26]. 基于集

成光学系统的量子模拟也被用于研究分子基态能

量、分子动力学 [27−29], 可以潜在用于药物分子设计

等关键技术. 根据量子模拟设备不同的特性可以对

其进行分类 [2], 如根据模拟设备实现量子系统细节

的程度可区分为两类, 一类是全局系统的量子模

拟, 用于研究如量子相变过程等; 另一类通过对每

一个量子比特的精确控制和测量来准确理解要
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 62061160487, 12204462)、中国博士后科学基金 (批准号: 2022M723061)和中央高校基本科研业务

费专项资金资助的课题.
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模拟的量子体系的微观性质. 另外, 根据量子模拟

设备实现量子操作的类型主要分为数字型 (digital)

和模拟型 (analog)量子模拟. 其中前者基于量子

线路, 一般包含了初态的制备、离散的量子逻辑门

操作 (可分解为单比特、两比特量子门)以及最终

的态测量过程, 如集成光学系统中的多端口干涉仪

结构. 后者由具有相似哈密顿量并且在一定程度上

可控制的系统来实现量子模拟, 如光波导阵列、光

子晶体、耦合腔阵列等.

本文基于集成光学系统介绍其在量子模拟研

究领域的进展以及发展前景: 从基本的物理模型出

发, 基于集成光学系统构建的晶格结构来介绍无序

安德森局域化、拓扑绝缘体中的物理、非厄米以及

非线性诱导的新物理现象; 基于多端口干涉仪结构

介绍量子随机行走、玻色取样、量子化学模拟等过

程. 通过对这些典型的、前沿的物理模型的梳理和

介绍, 并且讨论这些物理模型在集成光学系统上物

理实现的实验进展, 以期启发更多关于新奇物理模

型的研究, 助力于新物理现象未来的实际应用探索. 

2   集成光学系统

构成集成光学系统的材料体系种类繁多, 如硅

基、铌酸锂、飞秒激光直写透明介质、III-V组材料

(InP和 GaAs)、稀土材料等实验平台 [6,30−32]. 关于

不同材料的优缺点和用途, 读者可以查阅相应的文

献, 本文简要介绍目前几种应用于量子模拟的主流

的集成光学材料体系: 1)硅基集成光芯片, 如硅、

掺杂二氧化硅、氮化硅波导等. 一方面, 通常所采

用的互补金属氧化物半导体 (CMOS)半导体加工

技术经历了五十多年的发展, 具有成熟的工艺; 另一

方面, 由于该体系有较高的折射率对比度, 因而具备

较好的光场束缚能力, 可以实现更加小型化、集成

化的系统. 基于硅的高三阶非线性系数, 可以利用

四波混频效应在硅基波导中产生量子光源 [9,33−40],

另外还可以集成超导纳米线实现光子探测. 在量子

模拟方面, 基于热调相位的马赫-曾德尔干涉仪构

建可重构的离散型量子网络可用于研究量子随机

行走过程、量子化学模拟等, 但存在相位调节的稳

定性和调制速度慢的问题. 2)铌酸锂基集成光芯

片, 在制备波导时通常采用质子交换或者钛扩散技

术以实现芯层折射率的增大. 该系统具有超低的损

耗, 较高的二阶非线性系数和电光系数, 因此可以

利用自发参量下转换过程制备量子光源 [41−43]. 电

调相位调制速度快的优势使其成为制备主动非线

性器件 (如光开关、频率转换器件)的优秀材料体

系. 此外, 光子探测和电子学器件也可集成到这一

系统中. 目前该系统主要应用在实现量子通信功

能, 近来被用于研究非线性系统中的拓扑物理. 作

为一种新兴的可动态调控的材料, 期望基于铌酸锂

基的集成光芯片体系未来能够应用于实现更多物

理模型量子模拟, 并且结合量子光学发挥更多的实

际用途. 3)飞秒激光直写光芯片, 通过物镜将短脉

冲、高峰值功率的飞秒激光聚焦到透明材料 (如玻

璃、聚合物)中, 触发非线性吸收过程从而改变聚

焦位置处材料折射率. 该系统利用高精度位移台控

制样品的移动以决定波导走向, 具备可三维加工、

可快速制备的优势, 因此利用飞秒激光直写技术制

备的光波导阵列成为近些年实现一些难以控制的

电子系统中的凝聚态物理模型量子模拟的优秀实

验平台 [31]. 该系统目前存在调制难度高, 尺寸大的

问题.

如图 1所示, 在集成光学系统中, 实现凝聚态

物理模型量子模拟主要用到了光波导阵列、耦合环

腔阵列、光子晶体等结构, 这一类量子模拟可以归

结为模拟型量子模拟; 而基于级联的分束器或者马

赫-曾德尔干涉仪的多端口干涉仪结构常被用于研

究离散型量子随机行走、玻色取样、量子化学模拟

等, 属于离散型量子模拟. 接下来介绍不同系统用

于实现量子模拟的基本原理, 将在第 3和第 4节中

介绍这些结构在集成光量子模拟方面的研究进展. 

 

(a)

(c)

(b)

(d)

2D core




500 nm

10 mm

图 1    几种常见的用于量子模拟的集成光学系统　(a) 耦合

光波导阵列 [44]; (b) 光子晶体 ; (c) 耦合环腔阵列 [45]; (d) 多

端口干涉仪 [17]

Fig. 1. Several integrated optical platforms for quantum si-

mulation:  (a)  Coupled  optical  waveguide  array[44];  (b)  ph-

otonic crystal; (c) array of coupled ring resonators[45]; (d) mul-

tiport interferometer[17]. 
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2.1    光波导阵列

r⊥

Ψ (r⊥, T ) neff

λ0

在傍轴近似条件下, 任意 T 时刻在光波导阵

列垂直于传播方向的横截面  位置上的光场波函

数  (单波导有效折射率为  , 真空光波长

为  )满足薛定谔形式的传播方程 [25,46−48]: 

iℏ
∂Ψ

∂T
= − ℏ2

2mopt
∇2

⊥Ψ (r⊥, T ) + Vopt (r⊥)Ψ (r⊥, T ) ,

(1)

mopt = ℏβ/v
v = c/neff β = neffk0 ℏ

k0 = 2π/λ0 r⊥

n (r⊥) Vopt = (ℏk0c)×
[(n2 (r⊥)− n2eff)/(2n

2
eff)]

其中有效光学质量为  (光在波导中的群

速度  , 传播常数  ,   为约化普朗

克常数, 波矢大小  ), 波导阵列  处的折

射率分布  等效为有效光学势场 

 . 为了直观地与电子系统中

的薛定谔方程对比, (1)式中光沿传播方向的演化

转换成了光场随时间的演化关系. 由于传播方程与

量子力学中薛定谔方程的相似性, 光在波导阵列中

的传播类似于电子在固体系统 (如周期晶格结构、

无序系统、准晶结构)中的传播过程. 光波导阵列

系统中 (通常考虑单模波导), 每个波导位置处折射

率分布对应于固体系统中的在位束缚势 (on-site

potential), 每个波导的模式之间的重叠引起的光

在波导之间的耦合对应着固体系统中电子隧穿

(tunneling). 通过控制波导阵列结构中折射率的空

间分布, 可以调制光在系统中的传播行为. 1965年,

研究者基于耦合的光纤结构理论研究一维波导链

中光的衍射行为 [49], 并随后于 1972年在等间距砷

化镓波导阵列中实验观察到了光的弹道式扩散过

程 [50]. 目前描述耦合光波导阵列的能带分布以及

光的传播普遍采用紧束缚近似模型处理, 即从亥姆

霍兹方程出发, 把光在每个波导位置处的折射率分

布作为零级近似, 其他位置波导的折射率分布作为

微扰项进行处理. 紧束缚近似下, 耦合光波导阵列

的哈密顿量可以表示为 [13]
 

Ĥ =
∑
i,j

[
βia

†
iai + Ci,ja

†
jai + Cj,ia

†
iaj

]
, (2)

βi i Ci,j i

j a†i (ai)

i

idÂ/dz = [Â, Ĥ]

其中,    是第   根波导的传播常数,    为光从第  

根波导耦合到第   根波导的耦合系数,    为光

在第  根波导的产生 (湮灭)算符, 满足玻色子对易

关系. 根据海森伯演化方程  可以得

到光在沿 z 轴传播的波导阵列中的传播方程: 

i
da†i
dz

= −βia†i −
∑

j
Ci,ja

†
j . (3)

(2)式和 (3)式是利用光波导阵列实现凝聚态物理

模型量子模拟的基础, 通过控制波导的折射率分布

或者波导之间的间距, 可以模拟周期系统连续型量

子随机行走、无序系统安德森局域化等现象. 

2.2    光子晶体

不同于光波导中光场通常束缚在高折射率介

质中, 基于光子晶体的波导其光场可以在低折射率

介质中传播, 并且可以在结构中实现剧烈角度的弯

折. 光子晶体是由高低折射率交替变化的介质材料

组成的周期性介电结构, 其周期长度与光波长的数

量级相近. 光子晶体具有类似于固体物理的晶格结

构, 按照周期排布方式可以分为一维、二维和三维

光子晶体. 光子晶体中光的传播依赖于周期结构中

的布拉格反射过程, 当入射光的波长接近光子晶体

的晶格周期时, 这种周期结构界面处的多重反射光

会发生干涉从而形成光子能带. 特别地, 在折射率

差较大的光子晶体结构中将出现光子带隙 (对于具

有特定偏振在一定频率范围内的特定方向入射的

光全部反射).

ε (r)

Hn,k (r) = eik·r · un,k (r)
un,k (r)

ω

如图 1(b)所示, 以二维光子晶体为例 (电介质

中的空气孔或者空气中的电介质), 介质介电常数

 在 (x, y)平面内周期排布, 其磁场满足布洛赫

定理 , 因此可以表示为   ,

其中 n, k分别是能带数和波矢,   和晶格具

有相同的周期性. 电介质中频率为  的磁场满足如

下传播方程 [51]: 

∇×
(

1

ε (r)
∇×H (r)

)
=
ω2

c2
H (r) , (4)

c ∇ ·H (r) = 0其中  表示真空光速, 且有  , 结合布洛

赫定理求解本征值方程 (4)可以得到周期性光子

晶体结构中横电模 (TE)和横磁模 (TM)的能带结

构. 在光子晶体结构中通过引入线缺陷可以破坏晶

格结构的对称性从而在缺陷位置形成缺陷态, 通过

设计晶格结构可以使缺陷态处在光子带隙中, 这种

方法被用于制备光子晶体波导 [51−53]. 近些年来, 研

究者开始利用紧束缚近似模型求解光子能带 [54−57],

从而在光子晶体结构中实现拓扑绝缘体结构的模

拟, 进而实现在微纳结构中光的方向性操纵和鲁棒

性传输. 

2.3    光学腔阵列

耦合腔阵列是由多个通过倏逝场耦合的具有

高品质因数 (Q 值)回音壁模式的光学微腔或者
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缺陷腔构成 [58]. 考虑弱耦合的情况 (耦合光学腔阵

列中单个腔的模式可以用独立的腔模近似), 类似

于光波导阵列和光子晶体的处理方式, 耦合光学腔

阵列系统可以利用紧束缚近似模型来求解光子能

带及本征电磁场分布. 光学微腔可以支持多个简并

的模式, 如图 2所示的顺时针和逆时针光学模式

(赝自旋), 相邻两个环腔之间通过连接的波导实现

光的耦合. 基于图 2(a)所示的结构, Hafezi等 [59]

于 2011年提出可以实现量子自旋霍尔系统的模

拟, 基本原理是设计环腔和连接波导的长度保证光

分别在两个结构中发生相长和相消干涉, 从而将光

束缚在环腔中. 同时要求连接左右两个环腔的上下

分支波导的长度不同, 使得顺时针/逆时针光学模

式从左边耦合到右边和与之相反方向上的耦合存

在相位差异, 并且与赝自旋有关. 描述图 2(a)所示

的二维方格子耦合环腔阵列的哈密顿量为 

H = − κ

( ∑
σ,x,y

â†σx+1,yâσx,ye
−i2παyσ

+ â†σx,yâσx+1,yei2παyσ + â†σx,y+1âσx,y

+ â†σx,yâσx,y+1

)
, (5)

κ â†σx,y(âσx,y)其中  是相邻两个环腔之间的耦合系数,  

σ = ±1是光子在位置为 (x, y)处的赝自旋   (顺时针/

逆时针光学模式)的产生 (湮灭)算符. 对于两个正

交的赝自旋模式, 光子沿着由相邻的 4个环腔构

成的闭合路径运动时将获得一个与赝自旋有关的

相位, 这种行为类似于带电粒子在外加磁场下沿闭

合路径运动积累的 Aharonov-Bohm相位. 由这样

的单元组成的周期耦合环腔阵列可以实现光子的

有效磁场, 进一步被用于模拟量子自旋霍尔效应,

在每个赝自旋表象下对应着整数霍尔效应系统.

Hafezi研究组 [45] 的这一构想随后被他们于 2013

年在硅光子芯片上实现, 他们通过输入波导耦合进

频率与拓扑边界模式共振的激光, 观察到了拓扑边

界态的传播, 随后他们又利用该系统研究了边界态

的鲁棒性的传输和拓扑数的测量. 2013年, Chong

研究组 [60,61] 在上述模型的基础上调制描述两个环

腔之间耦合的散射矩阵 (图 2(b)), 系统表现出了

周期驱动 (Floquet)拓扑绝缘体的能带结构, 该模

型不需要精细调节连接波导引起的相位; 2020年

Afzal等 [62] 首次在微纳光学系统 (硅基八边形腔

阵列系统)实现了这种反常 Floquet拓扑绝缘体 [62].

2018年 ,  Leykam等 [63] 设计图 2(c)所示结构 [63],

通过中心连接环波导实现格点环腔之间的近邻和

次近邻耦合 (类似于 Haldane模型 [64]), 随后他们
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图 2    用于模拟拓扑绝缘体结构的耦合环腔阵列　(a) 量子自旋霍尔效应系统 [59]; (b) 周期驱动 Floquet拓扑绝缘体结构 [60]; (c) 反

常量子霍尔效应系统 [63]. (a)—(c)上列为周期阵列结构, 下列为周期结构中基本单元的物理图像

Fig. 2. Arrays of coupled ring resonators for simulations of topological insulators: (a) Quantum spin Hall effect[59]; (b) Floquet topo-

logical insulators[60]; (c) anomalous quantum Hall effect[63]. The upper panel in (a)–(c): periodic coupled resonator arrays; lower pan-

el: basic units in the periodic structures. 
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利用硅环腔结构实现了这种反常量子霍尔系统模

拟 (零磁通量), 并观察到了鲁棒性的拓扑边界态的

传输 [65].
 

2.4    多端口干涉仪

多端口干涉仪主要由分束器和相移器组成, 可

以实现多端口的任意幺正变换. 1994年, Reck等 [66]

最早提出图 3(a)所示的三角形结构, 随后 2016年

Clements等 [67] 提出矩形结构的多端口干涉仪结

构, 使得原先实现 N 端口任意幺正变换的结构深

度缩短到 N 步. 这两种结构能够实现 N 端口任意

幺正变换的原理都是基于对幺正矩阵的分解, 通过

将某一特定幺正矩阵多次分解得到对角矩阵, 分解

过程可以拆分成多个变换矩阵 Tp,q 相乘 (变换矩

阵仅作用在 p, q 两个端口). 对角矩阵实验上通过

处在特定端口的相移器实现, 变换矩阵 Tp,q 由可

调分束比的分束器和相移器实现. 这两种构型的多

端口干涉仪可用于实现离散型量子随机行走、玻色

取样以及量子化学模拟等研究.
 

3   模拟型量子模拟
 

3.1    无序系统

无序系统普遍出现在固体物理体系中关于输运

过程、电导等的研究 [69−72], 1958年, Phillip Ander-

son[73] 提出晶格结构中的无序导致电子局域化 (安

德森局域化), 随后 Mott[74] 提出迁移率边的概念,

即迁移率边以上的高能量电子表现出扩展性质, 低

能量电子表现出局域化性质. 安德森局域化现象依

赖于介质的维度, 对于一维无序系统所有的态都是

局域的. 随着对无序系统的深入了解, 研究发现无

序系统中局域态的局域化长度以及波的传播受到

其结构的种类影响 [69]. 无序种类由无序谱表征 ,

两个极端情况分别为有序系统和非关联无序系统,

目前对于无序系统分类所使用的有序度量 (order

metric)的研究仍是一个开放的问题. 尽管对于无

序分类的度量及其影响无序系统中波传播行为的

理论计算是个很复杂的问题, 近些年来利用集成光

学系统研究无序系统中的物理问题取得了一系列

的进展, 这得益于该系统的可操纵能力, 可以对无

序结构进行灵活设计.

早在 1989年就已经有理论预言光在无序系统

中横向的局域化现象 [75], 直到 2007年以色列理工

学院 Segev研究组 [76] 才首次在二维光子晶体结构

中观察到这一现象 (如图 4(a)). 他们利用光感应技

术在 10 mm长铌酸锶钡光折变晶体 (SBN:60)中

诱导周期性的三角晶格式折射率分布, 进一步在每

个格点上加入随机扰动使得折射率以一定的无序

度改变, 另外结构中要保证无序是不随时间变化

的, 即沿传播方向折射率分布不变 [76]. 2008年 Lahini
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图 3    多端口干涉仪用于量子模拟　(a) 三角形结构 (左)[66] 和矩形结构 (右)[67] 的多端口干涉仪用于实现任意的幺正变换; (b)双

光子在离散型量子随机行走芯片中的安德森局域化现象 [14]; (c) 硅基多端口干涉仪 [68], 由可调马赫-曾德尔干涉仪组成

Fig. 3. Multiport interferometer for quantum simulation: (a) Realizing arbitrary unitary operator using triangular (left)[66] and rect-

angular (right)[67] mesh of beam splitters; (b) two-photon Anderson localization in discrete-time quantum random walk circuits[14];

(c) multiport interferometer in a silicon-on-insulator platform[68], which is consist of tunable Mach-Zehnder interferometers. 
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等 [44] 在一维等间距的耦合光波导阵列 (铝砷化镓

波导)中也实验观察到了安德森局域化现象, 描述

该系统的哈密顿量可以用 (2)式表示, 实验中他们

控制耦合波导之间间距不变, 而每个波导的宽度在

一定范围内随机变化 (对角无序). 他们理论预测并

且实验观察到了局域态的传播, 对于有限系统同时

也存在扩展的本征态, 而这些扩展态在无限系统下

将是局域的, 只是局域化长度会更大. 早期这两项

研究工作也都讨论了非线性效应对于安德森局域

化的影响, 他们发现非线性效应会增强局域化过

程, 这与更早之前非线性自聚焦效应导致的光孤子

的结论相像 [77]. 随后研究者也在波导间距随机变

化 (非对角无序)的飞秒激光直写玻璃光波导阵列

中观察到了安德森局域化现象 [78]. 光在不同无序

度下的扩散过程也被广泛研究并被实验上观察到,

如光在周期系统中的扩散是弹道式输运过程 [13],

在无序系统中表现出局域化特征 [44,71,76], 在一定无

序度的结构中表现出扩散式过程 [79](扩散速度介于

前二者之间). 安德森局域化要求势场是不随时间

变化的, 而对于无序含时的系统, Segev 研究组 [80]

发现波的输运表现出超传输 (hyper-transport)现

象, 即扩散速度快于周期系统中的弹道式输运过

程, 并且动量空间谱宽也随时间扩展. 近来, 人们

在无序铌酸锂光子晶体和硅光子晶体结构中也观

察到了安德森局域化现象 [81,82].

耦合光波导阵列系统灵活的可调控能力也被

用来研究准周期晶格结构 (介于周期系统与无序系

统之间)中的物理. 准周期系统缺少长程平移对称

性, 表现出准周期性 (长程有序), 其中两个典型的

例子分别为 Harper模型和 Fibonacci模型. Harper

模型是外加磁场的二维方格模型在一维模型上的

投影, 可以用来研究 Hofstadter蝴蝶能谱、拓扑边
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图 4    (a) 二维无序光子晶格中的安德森局域化现象 [76]; (b) 一维准周期飞秒激光直写光波导阵列 [85]; (c) 飞秒激光直写螺旋式波

导阵列结构实现 Floquet拓扑绝缘体 [25]; (d) 弯曲波导阵列实现等效磁场, 模拟 Aharonov-Bohm效应 [89]; 在耦合环腔阵列结构中

产生 (e) 拓扑绝缘体激光 [90]、(f) 拓扑保护多光子量子光源 [91]; (g) 基于谷光子晶体结构设计等比分束器并实现双光子量子干涉 [57];

(h) 无序拓扑安德森绝缘体结构 [92]; (i) 基于一维 SSH模型在硅基结构中产生关联光子对 [93]; (j) “含时”哈密顿量系统用于研究拓

扑泵浦[87]; (k) 奇偶-时间对称与对称破缺交界面处局域的拓扑边界态[94]; (l) 非厄米 SSH模型中非线性对奇偶-时间对称相变过程的影响[22]

Fig. 4. (a) Anderson localization in a two-dimensional photonic lattice[76]; (b) simulation of one-dimensional quasicrystals in femto-

second-laser-written (FLW) optical waveguides[85]; (c) realization of photonic Floquet topological insulators in a FLW helical wave-

guide array[25]; (d) realization of an effective magnetic field and simulation of Aharonov-Bohm effect using curved waveguide arrays[89];

generation of (e) topological insulator laser[90] and (f) multiphoton quantum source[91]  in coupled resonator arrays; (g) design of a

1∶1 topological beam splitter in valley photonic crystals and realize the two-photon quantum interference[57]; (h) photonic topologic-

al Anderson insulator[92]; (i) generation of biphoton state in a SSH photonic lattice[93]; (j) topological pumping in a system described

by a time-varying Hamiltonian[87]; (k) topological edge state in a photonic lattice at the interface between the structures with and

without parity-time symmetry[94]; (l) nonlinear tuning of PT symmetry and non-Hermitian topological states[22]. 
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界态等 [83]. Harper模型和 Fibonacci模型理论上

具有相同的拓扑分类 [84], 随后实验上通过对局域

边界态有无的观察证实了这一观点 [85](如图 4(b)

所示). 通过调制波导折射率和耦合系数的分布, 研

究者实验上分别实现了对角 [86] 和非对角 [87] 准周

期一维光波导阵列, 并在相应系统中观察到了局

域-去局域化转变过程. 另外, Segev研究组 [88] 利用

原先样品的制备技术在准周期系统中引入无序度,

并且观察到了与周期系统不同的无序增强准周期

系统输运过程的现象. 

3.2    拓扑光子学

拓扑绝缘体是一类在材料体内绝缘, 特定边界

上表现出导体性质的结构. 这一类结构具有一些优

良的性质, 如电子的鲁棒性传输, 没有背向散射

等 [23,95]. 2016年诺贝尔物理学奖颁给了 David Th-

ouless,  Michael  Kosterlitz和 Duncan Haldane三

位物理学家以奖励他们在拓扑相变方面的研究. 拓

扑绝缘体的研究起源于对于量子霍尔效应的拓展

探索, 即电子在二维周期晶格势场下外加电磁场的

行为. Thouless等 [96] 发现电子电导跟描述系统能

带的常数有关 (TKNN数), 系统的拓扑相由该拓

扑数描述. 在具有不同拓扑性质的域 (domain)的

边界上有局域的边界态, 边界态的个数与两个域的

拓扑数有关, 即体边对应关系. 拓扑相变不具备传

统相变中的自发对称破缺过程, 而是伴随着拓扑数

的突然变化. 2008年, Haldane和 Raghu[97] 从基本

的麦克斯韦方程出发, 理论提出在破坏时间反演对

称性的光子晶体结构中也具备像电子系统中的拓

扑边界态现象. 随后 2009年Wang等 [98] 在磁光子

晶体中进行了实验验证, 但相应材料体系的磁光系

数较低, 往往需要超强的磁场, 这在实验上是比较

难实现的. 近些年来随着集成光学系统加工工艺的

成熟, 很多新奇的拓扑物理现象得以被实验实现.

拓扑相变过程要求系统的能带被打开, 对于二

维周期系统, 需要通过破坏其时间反演对称性或者

空间反转对称性来实现. 前面提到的在周期晶格结

构中外加磁场可以破坏时间反演对称性, 而光学系

统的磁效应比较弱难以实现拓扑能带, 取而代之的

是通过设计哈密顿量实现有效磁场, 如周期性调制

格点间跃迁概率、采用螺旋式波导阵列等. 2013年

Rechtsman等 [25] 提出利用螺旋形波导结构破坏时

间反演对称性 (z-reversal symmetry), 他们利用飞

秒激光直写技术制备如图 4(c)所示的六角晶格光

波导阵列, 通过坐标变换将势场分布转换为不含时

的分布, 系统的哈密顿量可以表示为 

i∂zψ = − 1

2k0
(∇+ iA (z))

2
ψ − k0R

2Ω2

2
ψ − k0∆n

n0
ψ,

(6)

A(z)=k0RΩ[sin(Ωz),− cos(Ωz), 0]

i∂zψn=
∑

⟨m⟩
ceiA(z)·rmnψm

ψn =

exp (iβz)ϕn ϕn

π

等效规范势   , W,

R 分别为螺旋波导的转弯频率和半径. 紧束缚近似

下, 波函数的演化满足  ,

其中 c 是波导间耦合系数. 由于哈密顿量耦合项是

“含时”的 , 其本征态需要用 Floquet模式  

 (  是关于 z 的周期函数)求解. 对于螺

旋形六角晶格结构, 他们求解发现系统能带在狄拉

克简并点打开, 并且在带隙中存在方向性传输的拓

扑边界态. 由于拓扑边界态仅支持顺时针方向的模

式, 因此该系统中边界态的传播没有背向散射, 并

且对于边界上的缺陷或者无序的存在不敏感, 他们

进一步在实验上证实了这些结论. 2014年 Longhi[99]

提出通过线性调制光晶格中波导的传播常数来实

现有效磁场, 从而用于构建 Aharonov-Bohm笼子

(AB cage, 有效磁通量为  ). 这一理论设计于 2018

年被Mukherjee等 [89] 在飞秒激光直写光波导阵列

中观察到. 实验上他们采用图 4(d)所示的弯曲式

波导阵列结构, 等效地使得传播常数线性变化. 在

加工每一根波导时沿着传播方向周期变化直写速

度, 使得传播常数“含时”变化, 另外需要控制波导

间距不变使得耦合系数近似恒为常数, 系统的等效

哈密顿量为 

Heff = |Jeff|
∑
s

(
eiθ1 â†sb̂s + e−iθ2 â†sb̂s−1

+ e−iθ3 â†sĉs + eiθ4 â†sĉs−1 + H.c.
)
, (7)

Jeff â†s b̂†s ĉ†s âs b̂s

ĉs

Φ =
∑

j
θj

π

π

其中有效耦合系数   是复数,    ,    ,    (  ,    ,

 )分别表示粒子在第 s 个晶胞 A, B, C 三种格点

上的产生 (湮灭)算符. 哈密顿量中的有效磁通量

 与周期调制传播常数的控制参数有关.

实验上他们展示了磁通量为  时, 分别在体内和边

界上激发时光强的呼吸运动现象, 边界态的呼吸

频率要远低于体态的呼吸频率 . 值得一提的是 ,

2018年 Keil等提出通过在两个耦合波导中引入传

播常数失谐的辅助波导也可以实现等效的  相位的

耦合 [100], 他们进而以此构建了 AB笼子并且观察

到了体态和边界态的呼吸运动现象 [101].
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在 2.3节中介绍的基于耦合环腔阵列的拓扑

结构具有时间反演对称性, 但是在考虑了赝自旋

后, 哈密顿量中则引入了等效磁场, 对于两种赝

自旋其边界模式的手性相反. 在这些系统中, 只要

结构的缺陷或者无序大小不会引起两种赝自旋模

式混合, 单向的边界模式就能受到拓扑保护. 这

些模型近来也被应用于拓扑激光、量子信息的研究:

2018年 Bandres等 [90] 在磷砷化镓铟 (InGaAsP)

环腔阵列中实现拓扑绝缘体激光, 他们发现在拓扑

平庸环腔阵列中出射多模激光, 而在拓扑结构中出

射单模激光 (如图 4(e)所示), 并且在拓扑结构中

产生的激光可以沿着边界传播, 不受结构缺陷的影

响, 他们采用的环腔阵列结构基于图 2(a)所示的

量子自旋霍尔系统. 同年Mittal等 [102] 基于硅四波

混频效应在类似的结构中 (硅环腔阵列)实现了关

联光子对的产生, 并且发现当泵浦光、信号光和闲

频光与边界模式的频率一致时, 光子对的产生概率

增强. 随后 2021年 Mittal等 [103] 基于反常量子霍

尔模型以及双泵浦技术在硅环腔阵列中产生频率

可调光子对 , 产生的光子对具有能量-时间纠缠

特性, 并用于量子干涉实验. 2022年 Dai等 [91] 基于

Floquet拓扑绝缘体结构在硅环腔阵列中产生多光

子纠缠态 (如图 4(f)所示), 并且测量了在有无缺

陷的结构中产生的纠缠态的保真度, 从而证明了产

生的 Einstein-Podolsky-Rosen态受到了拓扑保护.

除了前面提到的具有时间反演对称性的耦合

环腔阵列系统, 研究发现在光子晶体中通过破坏系

统的空间反转对称性也可以产生拓扑绝缘体结构.

2007年, 牛谦研究组 [104] 设计石墨烯六角晶格结构

使得两个亚晶格格点能量不同, 从而破坏空间反转

对称性. 他们发现该系统支持一对具有固有磁矩的

赝自旋模式, 并且与能带中能谷的位置有关 (狄拉

克简并点). 他们进一步提出在外加电场下, 不同能

谷位置的载流子将沿着相反的方向传输, 即能谷霍

尔效应. 基于这一模型, 2013年 Khanikaev等 [105]

在六角光子晶格结构中观察到了边界态传输, 对于

两个相反的赝自旋态激发条件下光子的传播方向

相反. 他们实验上也证实了当结构中的缺陷或无序

大小不引起两个能谷的边界态模式混合时, 边界态

的传播受到拓扑保护. 随后这种能谷霍尔拓扑绝缘

体结构也被拓展到近红外波段, 如飞秒激光直写光

波导阵列 [106]、硅光子晶体结构 [107,108]. 近来谷光子

晶体中的拓扑保护边界态也被用到量子信息领域:

2018年 Barik等 [109] 在中心具有外延生长的 InAs

量子点的 GaAs谷光子晶体结构中观察到了量子

单光子源不同圆偏振模式的方向性发射. 2021年

任希锋研究组与董建文研究组在 [57] 硅能谷光子晶

体结构中基于谷霍尔效应设计等比分束器结构 (如

图 4(g)所示), 并在该结构中实现了量子干涉过程.

谷光子晶体中的这类边界模式也被用于实现拓扑

激光 [110], 由于此设计基于光子晶体结构, 因此结构

尺寸比耦合环腔阵列系统更加集成化.

值得一提的是, 2018年 Stutzer等 [92] 利用扭

曲的六角晶格结构的波导阵列实现了光拓扑安德

森绝缘体模型. 实验上他们通过控制光入射到一维

等间距波导阵列的角度来控制耦合进二维六角晶

格波导阵列中的能量大小, 从而实现处于带隙中心

的模式的激发 (如图 4(h)所示). 他们在破坏空间

反演对称性的基础上改变子晶格中两个格点的能

量 (折射率)来破坏空间反转对称性, 使得系统能

带从拓扑相转变到平庸相, 实验表现为观察不到边

界态模式的激发. 他们进一步又对每个格点的能量

分布引入无序度 (通过改变加工波导所使用的飞秒

激光的扫描速度来改变折射率), 系统能带又转变

为拓扑能带, 实验上观察到了手形边界态的方向性

传播.

对于一维系统, 产生拓扑相要求系统具有某种

对称性, 其中一个典型的例子是基于聚乙炔结构

的 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)模型 .  SSH模型具

有手性对称性, 系统的哈密顿量可以表示为 [111]
 

H =

N∑
n=1

(t+ δt) c†A,ncB,n

+

N−1∑
n=1

(t− δt) c†A,n+1cB,n + H.c. (8)

c†A,n c†B,n cA,n cB,n

t± δt

其中  ,   (  ,   )分别表示粒子在第 n 个

晶胞 A, B 两种格点上的产生 (湮灭)算符. 哈密顿

量中描述粒子在元胞内和元胞间的跃迁概率分别

为  , 通过计算能带的卷绕数 (winding number)

来描述 SSH模型的拓扑相. 2009年Malkova等 [112]

首次基于光学系统在光折变铌酸锶钡非线性晶体

材料中实现了 SSH模型模拟和拓扑边界态的观察.

之后, 2016年 Blanco-Redondo等在硅基光芯片上

基于 SSH模型观察到了拓扑边界态, 并且研究了

它们的波长依赖行为 [113], 随后他们在该系统中产

生了拓扑保护关联光子对 [93](如图 4(i)所示). 基于
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飞秒激光直写光波导系统, 金贤敏研究组利用体态

的演化过程测量了 SSH模型的拓扑数 [36], 并研究了

双光子经过该系统传输后的拓扑保护性质 [114]. SSH

模型可以很容易扩展到二维系统, 近几年在光子晶

体、飞秒激光直写系统中得以实现 [37,115−117]. 另外,

基于 SSH模型的边界态也被用于激光的研究 [118,119],

拓扑激光的概念最开始是由这些实验实现.

除了上述拓扑模型, 耦合光波导阵列系统可用

于构造“含时”哈密顿量来实现拓扑泵浦. 在这一类

系统中, 通过绝热改变系统的某个参数能够实现拓

扑边界态的绝热演化, 即从其中一个边界态绝热演

化到另一个边界态, 而不需要边界态之间的耦合.

2012年 Kraus等 [87] 在铝砷化镓 (AlGaAs)和飞秒

激光直写玻璃光波导中分别研究了准晶结构中的

拓扑边界态及其拓扑泵浦现象. 用于研究拓扑泵浦

的结构如图 4(j)所示, 系统的哈密顿量可表示为 

H (ϕ)ψn = t [1 + λcos (2πbn+ ϕ)]ψn+1

+ t [1 + λcos (2πb(n− 1) + ϕ)]ψn−1. (9)

ϕ

k = ϕa, a

ϕ

其中波导之间的耦合系数按照准周期分布, 而控制

绝热泵浦的参数   沿着波导传播方向 (z 轴)缓慢

变化. 他们研究发现二维整数量子霍尔系统的哈密

顿量在考虑其中一个方向的周期性后, 与之对应的

动量 k 与绝热泵浦参数有关 (  为晶格常

数), 因此通过扫描参数   可以实现拓扑边界态在

动量空间的绝热演化. 实验上他们观察到了光从阵

列格点的一端穿过格点绝热演化到另一端的现象.

近几年“含时”变化的波导阵列结构也被用来研究

合成维度拓扑绝缘体 [120]、四维量子霍尔效应 [121]、

Thouless泵浦 [122,123] 等物理现象. 

3.3    非线性和非厄米系统

光在非线性介质中的传播存在群速度色散以

及自相位调制效应, 可以产生超短脉冲或者光孤

子. 非线性光波导阵列中的光孤子现象在 1988年

被首次提出 [124], 1998年在铝砷化镓光波导阵列中

实验观察到 [77], 随后 2003年在二维光折变 SBN

光子晶格中也观察到了非线性光孤子现象 [125]. 描

述这一类系统的哈密顿量为 [124]
 

i
dEn
dz

+ βEn + c (En+1 + En−1) + λ|En|2En

+ µ
(
|En+1|2 + |En−1|2

)
En = 0, (10)

En其中   表示第 n 个格点处的电场强度, c 表示粒

λ|En|2En子在相邻波导间的跃迁概率. 非线性项  

描述了第 n 个波导中的自相位调制, 最后一项表示

了相邻波导的非线性重叠作用. 通常自相位调制起

主导作用, 最后一项被省略. 早些年有大量的关于光

波导阵列中光孤子的理论和实验研究工作 [77,125,126].

非线性导致光局域化增强的现象很容易让人联想

到拓扑绝缘体中局域的边界态, 近些年开始研究非

线性效应对于拓扑结构的拓扑相和拓扑边界态的

影响 [127]: 2018年 Dobrykh等 [128] 在微波环腔阵列

中研究 SSH模型拓扑边界态的非线性调谐, 他们

发现随着泵浦功率的增大, 电磁场更加局域在边界

处, 并且观察到了非线性蓝移现象; 2020年 Szameit

研究组 [26] 利用飞秒激光直写光波导系统实验观察

到光 Floquet拓扑绝缘体中的孤子现象 [21], 随后他

们又发现非线性效应可以改变系统能带拓扑性质,

从而使得原本拓扑平庸的结构在非线性作用下转

变为拓扑绝缘体.

上述讨论的物理模型中描述系统的哈密顿量

是厄米的, 即满足能量守恒定律. 而在真实的物理

体系中, 系统与外界环境之间往往存在耦合, 有效

非厄米哈密顿量近似是目前处理这一问题普遍采

用的方法 [129]. 非厄米系统中一个有趣的现象是当

系统满足奇偶-时间对称性 (PT对称)时, 系统表

现出与厄米系统一样的实数能谱. 通过调制哈密顿

量非厄米项的大小, 系统可以从 PT对称未破缺相

转变到 PT对称破缺相. 系统处在 PT对称破缺相

时, 能谱不再是实数分布, 本征函数不再组成正交

基. 非厄米系统表现出许多新奇的物理现象, 如趋

肤效应、光漏斗效应等 [130,131]. 集成光学系统在一

定程度上可以实现光增益或损耗, 近些年来被用于

实现非厄米系统的量子模拟: 2010年 Rüter等 [132]

基于掺铁铌酸锂材料研究光在具有 PT对称的非

厄米耦合波导结构中的传播, 他们利用材料中的光

折变非线性效应在其中一根波导中引入光学增益,

实验上观察到了非互易的光的传输, 即改变输入

端口后输出端光强分布发生变化. 2017年 Szameit

研究组 [94] 利用图 4(k)所示的扭曲的飞秒激光直写

光波导阵列结构实现了非厄米 SSH模型的模拟,

他们研究了该系统中 PT对称未破缺-破缺相转变

过程与 SSH模型二聚作用大小 (dimerization)的

关系, 最终实验上观察到了两个不同 PT对称拓扑

相的交界面上存在局域的边界态. 2021年陈志刚

研究组 [22] 利用图 4(l)所示的分段式波导阵列结构

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 24 (2022)    244207

244207-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


实现非线性非厄米 SSH模型的模拟, 他们理论研

究了非线性项以及非厄米项对于系统能谱和本征

态的影响, 并提出通过判断波导阵列中光流向有损

或有增益的波导的方式来判断非线性作用是否破

坏了系统的 PT对称性. 实验上他们使用弱相干光

在偏置光折变晶体 (SBN:61)中写入这种带有损耗

的分段式结构 (折射率改变可以维持 1 h以上), 通

过控制在界面缺陷波导处输入的偏置场的方向来

实现自聚焦和自散焦非线性效应, 在实验上观察到

了 PT对称系统转变为 PT对称破缺的系统. 另外

非厄米系统的模拟也在光子晶体和环腔结构中得

以实现 [133]. 

4   数字型量子模拟

|Ψ± ⟩ =
1√
2
(|H ⟩ |V ⟩±|V ⟩ |H⟩) |H /V ⟩

2.4节介绍了矩形多端口干涉仪, 它的简化版

本 (MZ干涉仪替换为等比分束器加相移器)被用

于模拟可实现通用量子计算的离散量子随机行走

模型, 干涉仪网络中的分束器相当于同时实现了经

典随机行走的抛硬币操作 (coin operator)和平移

操作 (shift operator). 2012年 Osellame研究组 [12]

利用飞秒激光直写系统制备离散型量子随机行

走芯片, 他们通过输入双光子偏振纠缠态  

 (  表示水平/竖直偏振),

测量输出端口双光子的分布实验展示了玻色子 (费

米子)的聚束 (反聚束)特征. 2013年他们又利用该

系统制备了无序分布的离散型量子随机行走线路 [14],

通过改变波导的相对长度使得光子在两个行走方

向的其中一臂引入随机相位, 从而在无序离散型量

子随机行走芯片中观察到了安德森局域化现象, 并

观察到了偏振纠缠光子对的局域化现象 (如图 3(b)

所示). 2017年 Pitsios等 [134] 利用激光直写技术制

备级联芯片模拟自旋链淬火后的纠缠增长过程, 其

中第 1个芯片通过双光子离散型量子随机行走过

程模拟 5个格点的自旋链上的演化过程, 第 2个芯

片上的热光相移器用于测量输出模式的纠缠度.

玻色取样问题研究的是 n 个不可区分的单光

子输入到 m(m > n)模式干涉仪中输出端光子数

的分布, 这一问题的求解对于经典计算机而言是

#P-hard问题. 对于一些特定的取样问题, 基于这

一模型近些年来在超导系统和光学系统中展示出

了量子优越性 [135−137]. 在集成光学系统中, 2013年

同年有 3篇研究工作分别在飞秒激光直写光波导

以及 SOI波导系统中实验实现了玻色取样 (光子

数为 3, 最多 6个光学模式)[15−17], 2019年 Paesani

等 [138] 在同一个硅芯片上实现了标准玻色取样、散

射玻色取样, 以及高斯玻色取样 (8光子, 12个光

学模式), 关于玻色取样的具体的介绍可以查阅文

献 [139].

2n × 2n

H

|ψ⟩ H

H

⟨ψ|H|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

另外基于多端口干涉仪的集成光学芯片也被用

来量子化学模拟, 如在硅基光芯片上利用量子相位估

计以及变分本征值求解法求解分子基态能量 [138,140].

对于具有 n 个量子比特的量子态, 描述系统演化的

哈密顿量的维度为   , 在量子化学中系统的

哈密顿量  可以表示成关于系统尺寸具有多项式

个数的泡利矩阵叠加的形式. 因此, 对于给定量子

态  , 算符  的期望值可以拆分成多个泡利算符

期望值的线性叠加 [141], 泡利算符及其张量积的期

望值可以通过对每个量子比特的局部测量得到. 对

于矩阵   的本征值求解问题, 其最小本征值对应

的本征态将使得 Rayleigh-Ritz商数  最小,

因而可以归结为变分问题. 基于这种思想, 量子变

分本征值求解法可以用于分子基态能量的求解: 首

先制备初始量子态, 利用量子期望值测量估计待测

哈密顿量的期望值, 进一步计算 Rayleigh-Ritz商

数, 根据得到的商的大小反馈回初始态制备过程,

循环往复使得 Rayleigh-Ritz商数最小. 在 2014年

Peruzzo等 [140] 考虑 He-H+分子的哈密顿量可以表

示成: 

H (R) =
∑
iα

hiα (R)σ
i
α +

∑
ijαβ

hijαβ (R)σ
i
ασ

j
β , (11)

σiα

i = x, y, z h

H

|ψ⟩ ϕ

ϕ P (ϕ)

其中 R 表示核间距,    表示子系统 i 中的泡利算

符 (  ), 展开系数  是实数. 实验中他们在

硅基芯片上通过热调相移器和干涉仪的结构完成

初始量子态的制备以及期望值的测量. 将输出端符

合计数的测量结果发送至经典处理单元, 进一步反

馈到初态制备的量子线路中, 最终经过多次迭代可

以得到不同核间距下 He-H+分子的基态能量. 2017

年 Paesani等 [138] 利用贝叶斯估计在硅基芯片上模

拟氢分子基态能量, 他们的设计思想是基于贝叶斯

量子相位估计算法 [142]: 对于给定的哈密顿量   ,

其本征矢量   所对应的相位为   . 首先假定要估

计的相位  满足高斯分布  (先验条件概率), 基

于贝叶斯定理根据量子态经过幺正变换以及泡利
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ϕZ 算符后的测量结果来计算相位   的后验概率分

布, 然后将先验概率分布替换为后验概率分布, 通

过多次迭代提高相位估计的置信度. 实验上他们在

硅基芯片上利用干涉仪以及热调相移器完成初始

态制备以及控制幺正操作, 氢气分子哈密顿量的本

征态则利用 Jordan-Wigner变换转化到量子比特

基矢, 进一步他们在硅基芯片上模拟了不同原子间

距下的氢分子键能 [138]. 2018年 Sparrow等 [27] 利

用可编程的三角形结构的干涉仪结构模拟了分子

振动模式的动力学演化, 他们首先将分子中集体的

振动模式分解成多个局域的振动模式的叠加, 这些

局域的振动模式对应于芯片中不同的路径, 振动模

式的演化则利用可实现任意幺正变换的干涉仪结

构实现, 实验上改变不同的输入态模拟了分子中不

同振动模式之间的振荡、能量转移以及振动弛豫等

过程. 

5   总结和展望

本文总结了集成光学芯片上实现不同种类的

量子模拟的研究进展, 首先介绍了几种常用光学体

系用于实现量子模拟的基本物理原理, 然后基于不

同的实验平台介绍了集成光学芯片的几种用途: 实

现无序系统、拓扑绝缘体结构、非线性和非厄米系

统的量子模拟, 实现离散型量子随机行走、玻色取

样模型, 以及模拟量子化学中的分子能谱等. 其中

飞秒激光直写光波导系统可以对波导折射率以及

空间构型做灵活的调制, 在相应的结构上观察到了

无序系统安德森局域化现象, 利用“含时”波导阵列

结构可以实现周期驱动 Floquet拓扑绝缘体结构、

合成规范场、拓扑泵浦等结构的量子模拟; 耦合环

腔阵列系统由格点环腔和连接波导组成, 通过调节

连接波导中引入的相位或调节环腔之间耦合的透

过率可以用于模拟量子自旋霍尔效应、反常量子霍

尔效应以及 Floquet拓扑绝缘体, 进一步结合硅基

系统中的四波混频效应可以用于产生具有拓扑保

护的量子光源; 光子晶体结构具有更加集成化的尺

寸, 通过破坏体系的空间反转对称性可以实现谷霍

尔效应, 从而在平面内对光实现大角度的无散射弯

折; 在线性物理模型中加入非线性效应可以引起结

构能带的变化, 如使周期系统从拓扑平庸相转变到

拓扑相、使非厄米系统从 PT对称相转变到 PT对

称破缺相, 这些新物理现象的实现需要用到如铌酸

锂、铝砷化镓、磷砷化镓铟、铌酸锶钡光折变晶体

等非线性光学材料; 另外, 基于硅基的多端口干涉

仪结构具有很强的可重构能力、成熟的加工工艺,

并且能够产生片上量子光源, 实现任意的幺正变

换, 被用于实现离散型量子随机行走过程, 玻色取

样以及分子能谱的研究.

限于篇幅, 其他一些在集成光学芯片上有趣的

实验进展没有涉及, 如利用线性调制波导阵列中

单根波导的传播常数来模拟周期系统中的电子在

外加力作用下的布洛赫振荡或者 Zener隧穿效

应 [143−145], 通过调节波导间距来研究量子系统中的

耗散问题 [146]、分形结构中的量子输运过程 [147]、六

角图上的快速到达问题 [148] 等, 另外还有实现如高

阶拓扑绝缘体 [149]、非阿贝尔几何相 [150,151] 量子模

拟等.

集成光学系统不同的材料平台能够发挥不同

的优势, 从而用于实现某些特定任务的量子模拟.

关于不同研究领域的交叉往往能催生出新物理原

理或者新技术的突破, 如关于非厄米、非线性以及

拓扑绝缘体结构的研究催生了拓扑激光这种未来

可能有实用化前景的技术. 新奇的拓扑结构应用到

量子信息领域有可能可以解决制备量子光源中频

率稳定性的问题, 而基于集成光学芯片系统结合机

器学习算法有可能进一步推动新物理结构量子模

拟和更加实际化用途的实现. 另外, 需要指出的是

利用集成光芯片实现量子模拟也会面临一些挑战,

如需要尽可能的提升系统的可扩展性、可操纵能

力. 为了实现量子优越性展示或其他特定的实际应

用, 多比特、大规模、复杂系统量子模拟将成为未

来的发展趋势. 在实验技术层面上, 大规模的集成

光学系统将面临着损耗、测量技术、实验成本等方

面的问题, 通过尝试新材料或者开发新技术, 结合

多种材料体系的优势或许可以解决一些关键难题.

复杂系统的量子模拟同样要求理论方面的同步推

进, 反过来实验上对于未知物理现象的观察同时也

能进一步完善描述复杂物理系统的理论.
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Abstract

Quantum simulation  is  to  use  a  controllable  quantum  system  to  simulate  other  complicated  or  hard-to-

control quantum system, and to deal with some complex unknown quantum systems that cannot be simulated

on classical computers due to the exponential explosion of the Hilbert space. Among different kinds of physical

realizations  of  quantum  simulation,  integrated  optical  systems  have  emerged  as  an  appropriate  platform  in

recent years due to the advantages of flexible control, weak decoherence, and no interaction in optical systems.

In  this  review,  we attempt to  introduce  some of  the  basic  models  used for  quantum simulation in  integrated

photonic  systems.  This  review  article  is  organized  as  follows.  In  Section  2,  we  introduce  the  commonly  used

material  platforms  for  integrated  quantum  simulation,  including  the  silicon-based,  lithium  niobate-based

integrated  circuits,  and  the  femtosecond  laser  direct  writing  optical  waveguides.  Several  integrated  optical

platforms  such  as  the  coupled  waveguide  arrays,  photonic  crystals,  coupled  resonator  arrays,  and  multiport

interferometers are also introduced. In Section 3, we focus on the analog quantum simulations in the integrated

photonic platform, including Anderson localization of  light in disordered systems,  various kinds of  topological

insulators, nonlinear and non-Hermitian systems. More specifically, in Subsection 3.1, we present the integrated

photonic  realizations  of  disordered  and  quasi-periodic  systems.  In  Subsection  3.2,  we  review  the  integrated

photonic realizations of the topological insulators with and without time-reversal symmetry, including Floquet

topological  insulators,  quantum  spin  hall  system,  anomalous  quantum  hall  system,  valley  hall  system,  Su-

Schrieffer-Heeger  (SSH)  model,  and  photonic  topological  Anderson  insulators.  Besides,  topological  insulator

lasers and topologically protected quantum photon sources are briefly reviewed. In Subsection 3.3, we review the

nonlinear and non-Hermitian integrated optical systems. In Section 4 we present the integrated digital quantum

simulations based on the multiport  interferometers,  including the discrete-time quantum random walk,  Boson

sampling,  and  molecular  simulation.  In  Section  5,  we  summarize  the  content  of  the  article  and  present  the

outlook  on  the  future  perspectives  of  the  integrated  photonic  quantum  simulation.  We  believe  that  the

integrated  photonic  platforms  will  continue  to  provide  an  excellent  platform  for  quantum  simulation.  More

practical applications will be found based on this system through combining the fields of topological photonics,

laser technologies, quantum information, nonlinear and non-Hermitian physics.

Keywords: quantum  simulation,  integrated  photonic  circuits,  simulation  of  condensed  matter  physics,

multiport interferometer
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1980年 , 美国科学家 Paul  Benioff和前苏联科学家 Yuri  Manin提出了量子计算的概念 ,

1981年诺贝奖费曼提出了量子模拟, 1985年 David Deutsch证明了量子计算概念的普适性. 至此,

完成了建立量子计算概念的第一个阶段. 1986-1993年, 是量子计算机研究的自由探索阶段. 1994年

开始, 量子算法取得重大突破, Shor大数分解算法和 Grover搜索算法两大算法诞生, 极大地推动了

量子计算研究在全世界的发展, 量子计算进入到大强度基础研究阶段. 2016年开始, 以 IBM推出

5比特量子云平台为标志的, 量子计算进入到工程研发的第四个发展阶段.

量子计算的发展受到国际的普遍关注, 为了满足广大作者和读者的需求, 进一步促进我国学者

在该领域研究的学术交流和国内外影响, 《物理学报》专门组织了量子计算的专题, 邀请活跃在研

究一线的学者, 贡献最新研究成果论文或综述文章, 系统全面地反映该领域的研究成果以及最新进

展. 本专题得到踊跃相应, 征集到近 20篇高水平的研究论文和综述文章, 内容涵盖发展迅速的超导

量子计算、量子硬件系统与模拟、光量子计算、新奇量子系统模拟、量子算法进展等五个方向, 将在

《物理学报》陆续发表.
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不确定关系是量子力学的基本特征之一, 随着量子信息理论的蓬勃发展, 不确定关系更是在其中发挥着

重要的作用. 特别是将熵引入来描述不确定关系之后, 不确定关系在量子信息技术中涌现出多种应用. 众所

周知, 熵不确定度关系已成为几乎所有量子密码协议安全分析的核心要素. 这篇综述主要回顾不确定关系的

发展历史和最新研究进展, 从 Heisenberg提出不相容测量其结果是不能被预测伊始, 许多学者在该观点的启

发下, 做了进一步的相关扩展研究, 将可观测物体与环境之间的量子关联结合起来, 对不确定关系进行各种

推广从而得到更普适的数学表达式. 除此以外, 本文还重点介绍了量子存储下的熵不确定度关系及其发展,

也介绍了在某些物理系统中对应的动力学特性. 最后讨论了熵不确定度关系在量子信息领域的各种应用, 从

随机数到波粒二象性再到量子密钥分发.

关键词：熵不确定度关系, 量子存储, 量子关联

PACS：03.65.–w, 03.67.–a, 03.67.Hk 　DOI: 10.7498/aps.71.20212197

 

1   引　言

量子力学颠覆了我们一直以来用经典力学的

方式来研究世界运行规律的传统观念, 许多无法用

经典力学理论来解释的微观现象, 量子力学都可以

解释. 在量子力学领域, 不确定关系是一个极为重

要的概念, 也被称作测不准关系, 它实质上反映的

是微观粒子运动的基本规律, 这也是量子力学区别

于经典力学的判据之一. 1927 年, Heisenberg[1] 通

过对假想实验的分析首次提出不确定关系 (示意图

参照图 1), 该不确定关系展示了人们无法同时准

确预测一对非对易观测量的测量结果, 也就是说,

对粒子动量预测的结果准确性越高, 那么对其位置

预测的准确性就越低, 反之亦然. 随后, 这个关系

式由 Kennard[2] 给出了严格证明. 随着深入研究,

人们发现, 不确定关系不仅适用于位置和动量这对

非对易物理量, 对于其他成对的非对易可观测量同

样适用, 比如谐振子的相位与激发数、粒子的角度

与轨道角动量等. 据此, 关于任意两个可观测量,

Robertson[3] 提出了更为普适的不确定度不等式.

值得注意的是, 这个公式虽然普适, 但也不是量化

 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12075001, 61601002, 12004006, 12175001)、安徽省自然科学基金 (批准号: 1508085QF139)和中国

科学院量子信息重点实验室开放基金 (批准号: No. KQI201701)资助的课题.
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图 1    每个从粒子源发出的粒子都是用 P 或 Q 来测量的 ,

测量的选择是随机的. 不确定关系指出我们不能预测 P 和

Q 的测量结果

Fig. 1. Each  particle  emitted  from  the  particle  source  is

measured by P or Q, and the choice of measurement is ran-

dom. The uncertainty relation indicates that we cannot pre-

dict the outcomes of both P and Q. 
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不确定性的最佳不等式, 它亦有不足之处, 这点本

文将在第 2节中给出具体分析.

随着量子信息理论的不断发展, Deutsch[4] 指

出标准差用来量化不确定度有它自身的局限性, 同

时学者们发现标准差并不是量化不确定度的唯一

方式, 所以也逐渐衍生出许多其他方式来量化不确

定度. 其中, Everett[5] 和 Hirschman[6] 首次提出关

于位置和动量的熵不确定度关系, 这也是第一个熵

不确定度关系. 随后, 这个不确定关系被推广到任

意两个非对易的可观测量. 由于 Robertson提出的

不等式下界是依赖于系统的态, 为了克服这一弊

端, Deutsch[4] 利用信息熵构造了一个全新的熵不

确定度不等式 . 之后在 Kraus[7] 推测的启发下 ,

Maassen和 Uffink[8] 延续 Deutsch的结论进而提

出了一个著名的熵不确定度关系式. 除上述方式之

外, 本文第 2节将回顾多种形式的不确定关系.

ρA

ρA

通常情况下, 人们可用猜测游戏来演示不确定

关系的物理意义. 在猜测游戏中 (如图 2所示), 假

设有两位观察者 Alice和 Bob, 现在 Bob准备了一

个任意的态  并且将它发送给了 Alice, Alice在收

到这个态之后, 随机在两个 (或多个)测量选择中

选定某一个作用在态  上, 并记录下测量结果, 随

后 Alice告诉 Bob她的测量选择, Bob的任务就是

猜出 Alice的测量结果. 不确定性原理告诉我们,

如果 Alice做了两个不相容的测量, 那么 Bob就无

法准确地猜测出两次测量的结果, 这也正好对应了

制备不确定性的概念. 而熵不确定度关系, 比如

Maassen-Uffink关系式可以被认为是最佳猜测概

率的基本约束. 这个猜测游戏引发学者继续思考:

在刚提及的游戏中, Bob只能通过经典信息来获得

关于被测粒子制备的相关信息, 若让 Bob除经典

信息外还能获取相关量子信息 , 那么能否提高

Bob对 Alice的测量结果的猜测概率呢？具体来说

也就是如果 Bob准备的是一个双粒子系统, 且这

两个粒子之间是相互关联的, 随后 Bob 只发送了

其中一个粒子给 Alice, 留下另一个粒子作为量子

存储, 那么在这种情况下, Bob就可以通过两粒子

之间的关联获取量子信息, 考虑到这些, Berta等 [9]

以及 Renes和 Boileau[10] 顺着这个思路完成了相

关研究, 并提出了一种新的熵不确定度关系, 被称

为量子存储下的熵不确定度关系, 随后也有许多工

作在该主题下展开, 比如三体系统的熵不确定度关

系, 还有各种模型下熵不确定度动力学等, 这些工

作进展都将在本文的第 3节中一一展示.

除了在理论上对不确定关系进行不断地探索

之外, 量子信息理论的蓬勃发展也为不确定度关系

打开了应用的大门. 目前, 不确定度关系广泛应用

于包括纠缠目击、量子隐形传态、量子密码学、量

子密钥分发、随机数等量子信息研究领域, 相关应

用将会在第 4节进行详细的讨论. 

2   不同种类的不确定关系

不确定关系最开始是基于动量和位置提出的,

随着量子信息理论的兴起和发展, 众多学者在研究

不确定关系的过程中引入标准差、熵等概念, 逐渐

形成了不同种类的不确定关系分支, 本节主要考虑

单个系统 A 的不确定关系, 介绍几种不同形式的

不确定关系. 

2.1    基于标准差的不确定关系

首先, Heisenberg[1] 提出了著名的不确定性关

系, 并由Kennard进行了严格的证明, 它可以表示为 

∆p ·∆x ⩾ ℏ
2
, (1)

∆x ∆p

∆τ =

√
⟨τ2⟩ − ⟨τ⟩2 (τ = x, p) ℏ

这里的   和   分别代表位置和动量的标准差

 ,   是普朗克常数. 该

不确定关系指出人们无法同时确定地获得某个粒

子的位置和动量的精确测量结果. 在此基础上, 对

于任意两个非对易的可观测量 Q 和 R, Robertson[3]

推广得到了一个新的不等式: 

∆Q ·∆R ⩾ 1

2
|⟨[Q,R]⟩|, (2)

 



=







=



Alice Bob

ρA

Q R
图  2    玩家 Alice和 Bob的猜测游戏 . 首先 , Bob准备  

并把 A 发送给 Alice. 然后, Alice以相等的概率进行   或  

测量 , 并将测量选项存储在 Q 中 . 第三 , Alice得出测量结

果并将其存储在 K, 且向 Bob透露测量选择 Q. Bob的任务

是猜测 K (给定 Q)

ρA

Q R

Fig. 2. A  guessing  game  between  players  Alice  and  Bob.

First, Bob prepares     and sends A to Alice. Then, Alice

performs  measurement      or     with  equal  probability  on

A,  and  stores  the  measurement  options  in Q.  Third,  Alice
stores  the  measurement  result  in  the K  bit  and  tells  Bob

about her option Q. Bob’s task is to guess K (given Q). 
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[Q,R] = QR−RQ ⟨τ⟩ = ⟨ψ|τ |ψ⟩
τ |ψ⟩

这里的   ,    是可观测

量   在量子态   下的期望值 . 正如引言所说 ,

(2)式并不是完美的, 它的缺点是当系统准备的态

是选取的两个可观测量的本征态时, 通过计算可

知, Robertson不等式所展现出的下界 (不等式的

右侧)就会变为零, 此时结果显得过于平庸. 也就

是说这个不等式的下界依赖于系统的态. 接着 Schrö-

dinger[11] 通过附加一个反对易子项强化 (2)式得出: 

∆Q2 ·∆R2 ⩾
∣∣∣1
2
⟨[Q,R]⟩

∣∣∣2 + ∣∣∣1
2
⟨{Q,R}⟩ − ⟨Q⟩⟨R⟩

∣∣∣2.
(3)

|⟨[Q,R]⟩| = 0
∣∣∣1
2
⟨{Q,R}⟩ − ⟨Q⟩⟨R⟩

∣∣∣ = 0

然而, (2)式和 (3)式的下界是与状态相关的. 如果

系统由Q 或R 中的某一个本征态制备, 很容易算出来

 ,    , 即 (2)式

和 (3)式的下界为零, 这意味着在这种情况下, 用

标准差来测量不确定性将变得没有意义 . 随后

Maccone和 Pati[12] 为了消除了这个缺点提出了一

个新的不确定关系: 

∆Q2 +∆R2 ⩾ max {B1,B2} , (4)

B1 = ±i|⟨[Q,R]⟩|+ |⟨ψ|Q± iR|ψ⊥⟩|2 B2 =
1

2
|⟨ψ⊥

Q+R|Q+R|ψ⟩|2 |ψ⊥⟩ |ψ⟩

这里的   ,   

 , 态   正交于   .  (4)式表

示的不确定关系已经在实验 [13−15] 上得到了验证. 

2.2    基于熵的不确定关系

从技术上讲, 除了上面提到的偏差以外还有另

一种有效而直接的方法来描述不确定性关系, 即

熵. Everett[5] 和Hirschman[6] 首次引入熵来描述测不

准原理. 随后, Białynicki-Birula和 Mycielski[16] 严

格证明了关于位置与动量的微分熵不确定度关系: 

h(Q) + h(R) ⩾ log2(eπ), (5)

h Γ (q)其中  表示的是微分熵, 考虑一个由概率密度 

控制的随机变量 Q, 微分熵可以表示为 

h(Q) = −
∫ ∞

−∞
Γ (q) log2 Γ (q)dq. (6)

假设这个量属于高斯概率分布, 则满足 

Γ (q) =
1√

2π∆(Q)
2
exp

[
−(q − q̄)

2∆(Q)
2

]
, (7)

q̄

∆(Q)

这里的  表示 q 的平均值. 高斯概率分布在这个情

况下是特别的: 对一个固定的标准差  , (7)式

的分布形式会使得 (6)式中的熵最大化, 这一点利

用拉格朗日乘数的变分演算就可以展现出来.

将 (7)式代入 (6)式来计算高斯分布的熵更直

观, 代入得到: 

h(Q) = log2
√

2πe∆(Q), (8)

又由于高斯概率分布使熵最大化, 所以对于一个一

般分布的随机变量, 下面的不等式始终成立: 

h(Q) ⩽ log2
√

2πe∆(Q). (9)

现在考虑粒子平移自由度的任意量子态, 它分别产

生位置和动量的随机变量 Q 和 P, 然后将得到的

结果不等式代入到 (5)式得出 

log2(2πe∆(Q)∆(R))

= log2
√
2πe∆(Q)

2 log2
√
2πe∆(R)

2 (10)
 

⩾ h(Q) + h(R) (11)
 

⩾ log2(eπ). (12)

∆x ·∆p ⩾ ℏ/2
最后, 结合 (10)式和 (11)式很容易推断出之前关

于位置与动量的结果  .

众所周知, 香农熵 [17] 在信息论中起着基础而

又关键的作用, 在经典物理学领域量化了给定系统

状态下的信息量. 通过引入香农熵, Deutsch[4] 提出

了一个不确定关系, 写成 

H(Q) +H(R) ⩾ 2 log

(
2

1 +
√
c(Q,R)

)
, (13)

H(Q) = −
∑

i
pq log2 pq

pq = Tr(|Qq⟩⟨Qq|ρ)
c =

maxij{cij} = |⟨ψQi |ψRj ⟩|2 |ψQi ⟩

|ψRi ⟩

其中,    就是香农熵的计算

公式 ,    是关于 Q 的测量结果

q 的概率 ;  c 是指 Q 和 R 的最大重叠量 ,   

 ,    指代可观测量 Q 的

本征矢,   也是一样.

ρA

随后, 基于 Deutsch的开创性工作, Maassen

和 Uffink[8] 遵循 Kraus的猜想对 (13)式进行了优

化, 对任意的态  , 

H(Q) +H(R) ⩾ log2
1

c(Q,R)
=: qMU . (14)

注意 (13)式和 (14)式中的下界都是和初态无关

的, 这一点和 Robertson提出的下界形成了对比.

Korzekwa及其团队 [18] 表示, 通过考虑总的不确定

性, 单比特系统的 Maassen-Uffink不等式可以改

进为 

H(Q) +H(R)

⩾ log2
1

c(Q,R)
+H(ρ)[2 + log2 c(Q,R)]. (15)
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此外, 从香农熵出发, Rényi[19] 提出一个相对

更普遍的熵版本, 可以为具有高或低信息量的事件

提供更大的权重. 由于其固有的数学性质, 这些不

同类型的熵可以很好地应用于量子密码学和信息

论. 一般来说, x 阶的 Rényi熵定义为 

Hx(Q) =
1

1− x
log2

∑
q

pxq , (16)

[0,∞] x = 1

x, y ⩾ 1

2

1

x
+

1

y
= 2

x 的范围是   . 当   时, Rényi熵就会恢复

到 Shannon熵, Shannon熵可以说是 Rényi熵的

一种特殊形式 .  Maassen和 Uffink[8] 还指出 , 从

Rényi熵的角度出发 (14)式会变得更普适, 对任意

的  且  , 有以下关系:
 

Hx(Q) +Hy(R) ⩾ qMU . (17)

x = y = 1 x→ ∞,

y → 1

2

当   时, (17)式和 (14)式一致, 当  

 时, 可以得到另一个关于 (17)式用最小熵和

最大熵来描述的特殊例子: 

Hmin(Q) +Hmax(R) ⩾ qMU . (18)

由于最小熵表征了正确猜测结果 Q 的概率, 因此

这种类型不确定关系在量子密码学和量子信息论

中应用最为广泛.

除上面说的三种熵不确定度关系外, 也有学者

推导出了时间 -能量熵不确定度关系 [20], 比如

Rastegin[21]通过 Pegg[22] 的方法推导出了能量-时

间的熵不确定度关系. 

2.3    Majorization 不确定关系

X = {Xx}x Z = {Zz}z
ρA

PX(x) = Tr(ρAXx) PZ(z) = Tr(ρAZz)
P ↓
X P ↓

Z

另外一种获得与熵直接相关的不确定关系的

方法就是 Majorization方法 , 代替之前的概率

之和, 该方法采用的是概率的乘积. 这个想法是由

Partovi[23] 首次提出, 然后由 Friedland小组 [24] 和

Puchała小组 [25] 进一步推广和发展. 现有两个半

正定算子值 (positive  operator-valued  measures,

POVM)   和  , 用这两个测量对

系统   进行测量, 根据玻恩定则可以得到概率分

布分别为   和     .

可以用  和  来表示相应的重新排序的向量, 方

便概率按从大到小的顺序排列.

P ↓
X P ↓

Z

µ = {µ(1),

µ(2), · · · , µ(|X||Z|)}

现在需要找到一个向量使得   和   张量积

最大, 也就是说需要找到一个概率分布 

 使得 

P ↓
X × P ↓

Z ≺ µ (19)

∀ρ ∈ S(H)对  即希尔伯特空间都成立. 这样的关系

式给乘积分布如何展开设置了一个界, 一个满足

(19)式的概率分布µ可以这样来构造 , 考虑到

(19)式中乘积分布的最大概率: 

p1 = P ↓
X · P ↓

Z = pguess(X) · pguess(Z). (20)

p1我们知道如果两个测量是不相容的, 那么  总是会

远离 1, 因为不可能两个测量都有一个确定的结果.

举例说明, 回想一下 Deutsch的结果, 可以得到 

pguess(X) · pguess(Z) ⩽ b2 =: µ1, (21)

b =
1

2
[1 +

√
c ] µ1 = {µ1,

1− µ1, 0, · · · , }

其中   , 因此 , 很明显向量  

 符合 (19)式, 且构成了一个简单而

不平凡的不确定关系式.

{µk}|X|−1
k=1

除此以外, Friedland小组和 Puchała小组都

提到了用一套有效的方法来构造一个向量序列

 , 形式为
 

µk = {µ1, µ2 − µ1, · · · , 1− µm−1, 0, · · · , 0}, (22)

µk ≺ µk−1

µk

同时   满足 (19)式并且带来了一个越来

越紧致的不确定关系.   的表达式是根据Majori-

zation问题给出的, 并且会随着 k 的增加而变得越

来越难.

这里要说明的是, Rényi熵的熵不确定度关系

是直接由 Majorization关系派生而来的, 这是由

于 Rényi熵是 Schur凹的 , 且具有可加性 . 这代

表了 

P ↓
X × P ↓

Z ≺ µ ⇒ Hα(X) +Hα(Z) ⩾ Hx(V ), (23)

x→ ∞

这里的 V 是一个根据µ规律分布的随机变量, 与公

式 (7)中的Maassen-Uffink关系相比, (23)式中的

不确定关系具有不同性质, 因为它给出了具有相同

参数的 Rényi的总和的下界. 作为一个  的特

例, 又恢复到了 Deutsch提出的熵不确定度关系: 

H(Q) +H(R) ⩾ Hmin(Q) +Hmin(R) (24)
 

⩾ log
1

b2
=: qD, (25)

α = 1

第一行的不等式是通过以 a 为参数的 Rényi熵的

单调性推出的, 若  , 再根据 (23)式, 可以得到 

H(X) +H(Z) ⩾ Hbin(b
2) =: qmajorization, (26)

Hbin(Λ) = −Λ logΛ− (1− Λ) log(1− Λ)这里的  指二

元熵.
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3   量子存储下的熵不确定度关系
 

3.1    背　景

在开始介绍量子存储下的熵不确定度关系之

前, 为了更好地理解接下来的内容, 需要先引入几

个概念及他们的数学表达式, 首先 von Neumann[26]

为了描述量子体系将熵的概念推广到量子范畴, 即

冯诺依曼熵, 它可以用来表征量子态的不确定度,

计算方法如下: 

S (ρ) = −Tr (ρ logρ) = −
∑
j

λj logλj , (27)

λj

ρAB

  代表量子态 r 的本征值. 对于一个双边量子态

 , 量子联合熵、量子条件熵以及量子互信息可

以表示为 

S (AB) = −Tr (ρAB logρAB) ; (28)
 

S (A|B) = S (AB)− S (B) ; (29)
 

I (A : B) = S (A) + S (B)− S (AB)

= S (A)− S (A|B) . (30)

C (B|A)
D (B|A)

接着可以利用下面的式子来计算经典关联 

和量子失谐  : 

C (ρAB) = S (ρB)− min
{EA

k }
S
(
B|
{
EAk
})
, (31)

 

D (B|A) = I (ρAB)− C (B|A) , (32)

I (ρAB) S(B|{EAk }) =∑
k
pkS(ρB|EA

k
) ρB|EA

k
= TrA(EAk ρAB)/pk

EAk pk = Tr(EAk ρAB)

  表 示 系 统 态 的 互 信 息 ,    

 , 其中   指

的是经过 POVM   测量后的态,  

表示测量结果 k 的概率.

目前为止, 上面所展现出的不确定关系都是有

限制的, 他们都只允许观察者获得有限的经典信

息, 前面的猜测游戏中提出的问题, 即如果 Bob除

了经典信息之外还能根据两个关联的粒子获取相

关的量子信息, 是否可以提高 Bob对 Alice测量结

果的概率呢？Renes和 Boileau[10] 在这个问题上做

出了尝试并且得到了相关的结果, 也为熵不确定度

关系研究打开了一个新的局面, 他们利用两个互补

的测量基 X 和 Z 得到了如下的不等式: 

S(X|B) + S(Z|B) ⩾ log2 d+ S(A|B),

S(X|B) + S(Z|E) ⩾ log2 d, (33)

d 代表 A 粒子维度, E 代表窃听者 Eve的系统.

接着, Berta等 [9] 在 Renes和 Boileau的结论

Q R

ρAB

S(Q|B)

S(R|B)

上做出了新的突破, 将 (33)式进一步推广到了任

意两个可观测量, 现在解释 Berta等提出的不确定

游戏是如何实现的. 与之前猜测游戏不同的是, 这

个游戏的规则是允许 Bob保留量子存储系统来帮

助他猜测 Alice的测量结果, 如图 3所示. 两个游

戏玩家必须事先知晓两个测量  和  , Bob先准备

一个双粒子系统态   , AB 粒子相互纠缠, Bob

将粒子 B 留下, 将粒子 A 发送给 Alice, Alice随机

选择对粒子 A 进行测量, 并且把自己的测量选择

告诉 Bob, Bob的任务仍然是预测 Alice的测量结

果, 此时 Bob这里有和粒子 A 存在纠缠的量子存

储粒子 B, Bob可以通过利用他所收到的经典信息

来对粒子 B 进行测量.   是用来衡量 Bob关

于 Alice 用可观测量 Q 的测量结果的不确定度,

 也是同样的意义. Berta等 [9] 提出了量子存

储支撑下的熵不确定度关系: 

S(Q|B) + S(R|B) ⩾ log2
1

c
+ S(A|B), (34)

 

S(Q|B) + S(R|E) ⩾ log2
1

c
, (35)

S(A|B) = S(ρAB)− S(ρB)

ρAB S(Q|B) = S(ρQB)− S(ρB)

ρQB

其中 ,  代表测量前的态

 的条件熵 ,    代表的

是经过 Q 测量过后的态   的条件熵, 可以通过

如下的式子求出经过测量的态: 

ρQB =
∑
i

(ΠQ
i ⊗ IB)ρAB(Π

Q
i ⊗ IB), (36)

ΠQ
i = |ψQi ⟩⟨ψ

Q
i |

|ψQi ⟩
其中   是作用在子系统 A 上的测量

算子,    指代可观测量 Q 的本征矢. 现在来解

读 (36)式 , 当可观测量 Q 和 R 完全互补且粒子

 

 


 

Alice

Bob

=




=



ρAB

Q

R

图 3    量子存储下的不确定游戏. 首先, Bob准备态   ,

然后把子系统 A 发送给 Alice. 第二 , Alice对 A 进行   和

  测量 , 然后向 Bob告知测量选择 Q. Bob的任务是正确

猜测 K

ρAB

Q R

Fig. 3. The guessing game with a quantum memory system.

First, Bob prepares    and sends A to Alice, Then, Alice

performs measurement    or    on A, and stores the meas-

urement options in Q. Third, Alice tells Bob about her op-
tion Q. Bob’s task is to guess K correctly. 
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c = 1/d S(A|B) = − log2 d
A 与 B 处于最大纠缠时, 通过计算可以得出此时

 ,   , 可以发现式子右边也

就是下界等于 0, 也就是说, 此时 Berta可以精准

预测出 Alice对粒子 A 执行测量 Q 和 R 的结果.

Berta等的结果已在全光平台中得到验证 [27−28],

也有人提出了利用金刚石氮空位色心体系进行验

证 [29]. 除这些以外, 量子存储下的熵不确定度关系

在近些年也在不断发展、完善, 这些进展都会在接

下来的章节中介绍. 

3.2    进　展

3.1节主要介绍了量子存储下熵不确定度关系

的背景起源, 接下来展示的是近些年来量子存储下

熵不确定度关系的发展方向及进程. 

3.2.1    两粒子系统量子存储下的熵不确定度

关系

首先在两粒子量子存储下熵不确定度关系方

面, 继 Berta之后, 许多学者也在不断进行探索,

他们发现考虑到粒子 A, B 间的量子关联, 可以得

到比 (34)式更为优化的下界 ,  Pati等 [30] 证明了

(34)式可以更加紧致: 

S (Q|B) + S (R|B) ⩾ log
1

c
+ S (A|B) +max {0, δ1} ,

(37)

δ1 = D (ρAB)− C (ρAB) C(ρAB)

D(ρAB)

S(X|B) = S(X)−
I(ρXB) Q,R I(ρXB) ⩽ C(B|A)
H(Q)+H(R) ⩾ qMU

ρAB

|ψABC⟩

其中   ,    是经典关

联,    是量子失谐 [31], 数学表达式如 (31)式

和 (32)式 . 证明方程的关键是  

 (X 表示测量   ),    和

   , 这表明当量子失谐大于经典

关联时, Pati等提出的不确定度下界较 (34)式的

下界更为收紧 . 如果考虑到量子态   的纯化

 , 量子失谐和经典关联之间的差异遵循单配

性分配 [32,33]: 

δD = D(BC|A)−D(B|A)−D(C|A), (38)

ρAB |ψABC⟩
D (BC|A) ⩾ D (B|A) +D (C|A)

因此只有在量子态   的纯化   违反单配性

不等式  时, Berta等

的不确定度下界才会被提高.

同样的, (35)式下界也可以被优化为 

S(Q|B) + S(R|E) ⩾ log
1

c
+max{0, δ′1}, (39)

δ′1 = C (B|A)−D (BE′|A) D (BE′|A)

ABE

ρABE = TrE′ (|Ψ⟩ABEE′⟨Ψ|)

其中 ,    ,    代表

系统 A 和 BE'之间的量子失谐, E'指代   的纯

化系统, 即  .

{cij} c2

回到 (34)式的下界优化问题上, 2014年, Coles

和 Piani[34] 在紧致界方面做出了突破, 他们引入

 中第二大的参数  先推导出了新的不确定度

关系式: 

S(Q|B) + S(R|B)

⩾ log
1

c
+

1−
√
c

2
log

c

c2
+ S(A|B), (40)

并进一步证明了下面紧致的不确定度关系下界: 

S(Q|B) + S(R|B) ⩾ q(ρA) + S(A|B), (41)

q(ρA) = max{q(ρA, Q,R), q(ρA, R,Q)}式中的   , 计

算方式如下: 

q(ρA, Q,R) =
∑
j

pQj log
1

maxkcjk
, (42)

 

q(ρA, R,Q) =
∑
j

pRj log
1

maxkcjk
, (43)

pQj = Tr
(∏Q

i
ρA

)
pRj

d = 2

d ⩾ q2

其中  指 Q 的测量结果概率分布,

 也是一样. 仔细观察可以发现, 如果系统 A 的维

度   , (41)式所表示的熵不确定度关系下界和

Berta的下界是一致的, 但是如果维度  , (41)式

的结果可能会比 Berta的下界更为紧致.

ρA q(ρA)

q = minρA
q(ρA)

还可以在全套的  找出最小的  , 也就是

 , Coles和 Piani提出这种最小化可

以通过以下步骤实现: 

q = max
0⩽p⩽1

λmin[∆(p)], (44)

λmin[∆(p)] var∆(p) = p∆QR + (1− p)∆RQ  表示矩阵  

的最小本征值, 其中 

∆QR =
∑
j

log2
( 1

maxk cjk

) ∣∣∣ψQj ⟩⟨ψQj ∣∣∣,
∆RQ =

∑
k

log2
( 1

maxj cjk

) ∣∣ψRk ⟩⟨ψRk ∣∣, (45)

max {0, δ1}
同样, (40)式和 (41)式的不确定下界可以通过在

不等式右侧加上额外的一项  而变得更为

紧致.

Adabi等[35] 以及Haseli和Ahmadi[36] 从Holevo

量和互信息方面出发, 提出了如下表达式: 

S (Q|B) + S (R|B) ⩾ log
1

c
+ S (A|B) +max {0, χ2} ,

χ2 = I(ρAB)− I(ρQB)− I(ρRB), (46)

I(ρQB)

I(ρRB) I(ρAB)

其中  代表着 Bob对 Alice的测量 Q 可获取

的信息量,   也是一样, 因此当互信息 
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δ1 = χ2

大于 Bob可获取的信息之和时, (46)式给出的下

界将会比 Berta给出的下界更为优化, 对于两粒子

纯态, 经计算可得  , 此时, (46)式给出的下

界将会和 (34)式和 (37)式的下界保持一致, 除此

之外, Adabi等 [35] 还讨论了对Werner态, (46)式

的下界将会和 (37)式的下界重合, 但是对于贝尔

对角态和两量子比特 X 态, Adabi的下界结果明

显优于 (34)式和 (37)式的.

{Mi}Ni=1

由 Berta等 [9] 提出的熵不确定度关系适用于

两个可观测量的情况, 实际上这个关系可以被推广

到更一般情况, 也就是多测量设置情况, 沿着这个

想法, 不少学者也在这个方向上做出了突破 [37], 下

面给大家展示一些代表性的相关工作, Berta等提

出的不确定游戏中是两测量 (Q 和 R), 那么多测

量的情况会是怎么样？根据 Liu等 [38] 提出的新量

子存储下熵不确定度关系 , 假设这两个测量被

N 个测量  所代替, 那么有:
 

N∑
i=1

S(Mi|B) ⩾ log
1

b
+ (N − 1)S(A|B), (47)

 

b=max
iN

 ∑
i2∼iN−1

max
i1

[
c
(
ψ1
i1 , ψ

1
i2

)]N−1∏
m=2

c
(
ψmim , ψ

m+1
im+1

) ,

(48)

c
(
ψmim , ψ

n
in

)
= max

imin

∣∣⟨ψmim |ψnin⟩
∣∣2{∣∣ψmim⟩} Mm

N = 2 b = c c = maxij {cij}

{Mi} εnin

Mm

其中 ,  b 是参数 ,        ,

 指代  的本征矢. 观察 (47)式可以发现,

当  , 也就是两测量时,   ,   ,

(47)式中下界便会恢复到和 (36)式一样的情况.

随后将 e 表示为测量  的新顺序, 且将  表示

为  对应的按 e 顺序排列的本征矢, 在此基础上,

Zhang等 [39] 得到了一个相对 (47)式更为紧致的下

界, 数学表达式如下:
 

N∑
i=1

S(Mi|B) ⩾ max
ε

{ℓε}+ (N − 1)S(A|B), (49)

式中
 

ℓε = −
∑
iN

pεNiN
log

∑
ik,N⩾k⩾1

max
i1

N−1∏
n=1

∣∣∣⟨εnin |εn+1
in+1

⟩
∣∣∣2,

pεNiN
= Tr

(∣∣εNiN⟩⟨εNiN ∣∣⊗ IB
)
ρAB.

此外, 也可以利用其他方式来优化 (49)式的

下界, Dolatkhah等 [40] 采用 Adabi等在这篇文章

中一样的方法推导出
 

N∑
i=1

S (Mi|B) ⩾ log
1

b
+ (N − 1)S (A|B)

+max {0, χN} , (50)

χN = (N − 1)I(ρAB)−
∑N

i=1
I(ρMiB)

C(B|A) ⩽ I(ρMiB)

其中   , 经对

比 (50)式和 (49)式可知, 当  时,

(50)式的下界相对于 (49)式呈现的下界更优化.

除此以外, 利用 Pati等紧致下界的方法思路,

也有学者推导出了在没有量子存储器的情况下多

测量的熵不确定度关系 [38]: 

N∑
i=1

S (Mi) ⩾ log
1

b
+ (N − 1)S (A) , (51)

可以得到 

N∑
i=1

S(Mi|B) =

N∑
i=1

S(Mi)−
N∑
i=1

I(ρMiB)

⩾
N∑
i=1

S(Mi)−NC(B|A)

⩾ log
1

b
+ (N − 1)S(A)−NC(B|A)

= log
1

b
+ (N − 1)S (A|B)

+ (N − 1)D (B|A)− C (B|A) . (52)

将 (52)式进行整合简化, 可以得到一个比 Liu等

的下界 ((47)式)更为紧致的下界, 表示如下: 

N∑
i=1

S (Mi|B) ⩾ log
1

b
+ (N − 1)S (A|B)

+max {0, δN} , (53)

δN = (N − 1)D (B|A)− C (B|A)这里的  .

ρAB1B2···BN−1

B1B2 · · ·BN−1

Hu和 Fan[41] 从另外的角度来分析量子存储

下的熵不确定度关系, 他们从 Berta等提出的结

论 ((34)式)出发, 将不确定游戏推广到了这样情

况, 现有 N 个玩家共享量子态  , 所有

玩家都知道这个态的具体形式除了, 玩家 Alice, 那

么玩家   之间禁止交流, 他们的任务

就是预测出 Alice作用在粒子 A 上的测量结果, 依

赖于冯诺依曼熵的强次加性和条件熵的次加性 [42],

可以得到: 

N∑
i=1

S(A|Bi) ⩾ 0, (54)

从 (54)式联系到上面的游戏情况, 可以这样理解,
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B1B2 · · ·BN−1

Alice对粒子 A 的测量结果不能被其余玩家

 同时准确预测, 从这个角度分析得

出的 (54)式被认定为是不同种的不确定关系. 

3.2.2    三粒子系统量子存储下的熵不确定度

关系

2009年 Renes和 Boileau[10] 给出了三粒子系

统中量子存储下熵不确定度关系的具体形式: 

S(X|B) + S(Z|C) ⩾ log2
1

c
=: qMU , (55)

ρABC

这里可以用单配性游戏来解释. 如图 4所示, 假设

现在有一个输出三粒子系统态  的发射源, 现

将子系统A, B 和C 分别发送给Alice, Bob和Charlie

三人, 接着, Alice对系统 A 进行 X 或 Z测量, 如果

选择 X 测量, 将选择告诉 Bob, Bob的任务就是以

最小的不确定性猜出测量结果. 同样, 如果选择

Z 测量, 将选择告诉 Charlie, Charlie需要以最小的

不确定性猜出对应的测量结果, 在这个游戏里, 玩

家 Bob和 Charlie与玩家 Alice是对手 , 在 Alice

得到测量结果 K 并将测量选择告知 Bob和 Charlie

后, 只有在这两个玩家同时猜出结果为 K 时, 他们

两个才算赢了玩家 Alice. 但是从 (55)式可以看出,

由于测量选择 X 和 Z 的互补性, Bob和 Charlie对

猜测结果的不确定性是一种此起彼伏的关系, 即如

果在玩家 Alice测量选择为 X 时, Bob准确地猜测

出了结果为 K, 那么 Charlie就无法在 Alice测量

选择为 Z 时, 正确猜测到结果为 K, 反之亦然.

对于 Renes的结论, 会发现它的下界在两个可

观测量确定下来后就是一个常量, 这是有一定的局

限性. 于此, Ming等 [43] 在 Renes和 Boileau的结

论基础上, 得到了一个更为优化的下界, 具体形式

如下: 

S(X|B) + S(Z|C) ⩾ qMU +max{0,∆}, (56)

∆ = qMU + 2S(ρA)− [I(A : B) + I(A : C)]+

[I(Z;B) + I(X;C)]−H(X) I(A : B)

I(X;C) = S(ρB)−
∑

i
piS(ρ

B
i )

i

pi=TrAB
(∏A

i
ρAB

∏A

i

)
ρBi =

1

pi
Tr
(∏A

i
ρAB

∏A

i

)
H(X)

H(Z)

其中 ,   

 中 ,    是互信息 ,

 是 Holevo量, 它代

表的是 Bob对于 Alice测量结果可获取信息的上

界, Alice对粒子 A 进行 X 测量, 得到第  次的测量

结果对应的概率为  , 此时

粒子 B 对应的量子态为  .

  代表的是对 A 粒子执行测量 X 的香农熵,

 也是同样的意义, 推导过程如下: 他们利用两

粒子存储下的熵不确定度关系 

S(X|B) + S(Z|B) ⩾ S(A|B) + qMU , (57)
 

S(X|C) + S(Z|C) ⩾ S(A|C) + qMU , (58)

将两式结合便可得到一个新的不等式 

S(X|B)+S(Z|C) ⩾ 2qMU+S(A|B)+S(A|C) (59)
 

−S(Z|B)− S(X|C). (60)

S(A)=I(A : B)+S(A|B) S(A)=I(A : C)+

S(A|C) H(Z)=I(Z;B)+S(Z|B) H(X)=I(X;C)+

S(X|C)

∆

σx, σz

H(X) +H(Z) = S(ρA)+ qMU ∆

∆ = S(ρA)− [I(A : B) + I(A : C)]+

I(Z;B) + I(X;C)

再 将   ,   

 ,   和 

 整理, 即可推出Ming等的结果. 值得注意

的是, 在几个特殊的情况下  可以被简化: 1)当可

观测量 X 和 Z 是完全互补且子系统 A 是最大混合

态时, 比如 GHZ态; 2)当可观测量是泡利测量即

 测量, 子系统又是非相干态时, 例如 GHZ类

态、广义的W态和Werner类态; 在这两种情况下

都可以得到     , 那么  

可以被简化为  

 .

随后 , Dolatkhah等 [44] 在 Ming等 [43] 的工作

基础上提出了新的下界, 形式如下: 

S(X|B) + S(Z|C)

⩾ qMU +
S(A|B) + S(A|C)

2
+max{0, δ}, (61)

δ=
I(A :B)+I(A :C)

2
−[I(X : B)+I(Z : C)]这里的  ,

 



Alice Bob

?

?


=



=



ρABC图 4    三粒子量子存储器设置图. 首先, 粒子源准备  ,

并将 A 发送给 Alice, B 发送给 Bob, C 给 Charlie. 接着 ,

Alice在 A 上进行 X 或 Z 测量 , 然后在已经给 Bob粒子

B 的情况下 , 询问 Bob关于 Alice的 X 测量结果的不确定

性 , 在已经给 Charlie粒子 C 的情况下询问 Charlie有关

Alice的 Z 测量结果的不确定性. 只有他们两个同时猜出结

果 K 这个游戏才能算 Bob和 Charlie胜利

ρABC

Fig. 4. The  tripartite  quantum  memory  setup.  First,  the

particle source prepares    , and sends A to Alice, B to

Bob,  and C  to  Charlie.  Next,  Alice  performs measurement

X or Z on A, and asks Bob about the uncertainty of Alice’s

X  measurement outcome,  ask  Charlie  about  the   uncer-

tainty  of  Alice’ s  Z  measurement  outcome.  Only  both  of

them guessed  that  the  output  is K, the  game  can  be   con-

sidered a victory for Bob and Charlie. 
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与 Ming等的下界相比, 该下界在广义W态及混

合三量子比特态中明显更为紧致, 如图 5所示. 

3.3    熵不确定度关系动力学

仅仅分析熵不确定度关系本身是远远不够的,

对于熵不确定度关系的研究应该落实到具体的量

子系统中来, 所以本节主要介绍熵不确定度关系在

各类量子系统中的动力学演化.
 

3.3.1    马尔科夫和非马尔科夫噪声

从实际的角度出发, 量子系统通常是开放系

统, 开放系统 [45] 退相干效应会或多或少地影响不

确定度的大小. 从这个意义上说, 在量子测量中,

了解环境如何影响不确定性的大小变得不可或缺

和至关重要. 到目前为止, 在各种环境噪声下的量

子存储下熵不确定度关系的研究方面已经做了大

量的工作. 一般来说, 环境的类型可以分为马尔科

夫和非马尔科夫环境. 如果一个系统的信息以单向

的方式从系统流向环境, 没有信息回流, 就说环境

是马尔可夫的; 相反, 如果存储在中心系统中的信

息是在系统和环境之间双向流动的, 也就是存在信

息回流的情况, 则称该环境为非马尔可夫环境.

我们小组 [46] 在研究了在没有量子存储器的情

况下, 当一个量子比特经历马尔科夫和非马尔科夫

的交叉时, 熵不确定性的动力学. 该系统由一个两

能级原子与一个复合环境 (一个单模腔和一个多层

级热库)耦合而成. 通过研究发现, 腔体与热库相

对较强的耦合强度可以减少不确定性. 即原子与腔

之间相对较强的耦合强度是产生非马尔科夫的原

因, 而弱耦合强度则会导致马尔可夫性. 原子腔耦

合强度越强, 信息就会回流到原子中, 具体表现为

测量不确定度的振荡. 值得注意的是, 当原子腔的

耦合强度较强于临界耦合强度时, 不确定度在测得

的不确定度的范围内振荡, 当原子腔耦合强度小于

临界耦合强度时, 不确定性不断减小, 并在长时间

限制内达到下界.

随后, 在马尔科夫和非马尔科夫交叉的情况下

讨论了由两个独立耦合到结构玻色子储层的原子

组成的中心系统中量子存储下的熵不确定度关系 [47],

该不确定关系由两个独立耦合到结构玻色子储层

的原子组成. 量子记忆辅助熵不确定性的动力学在

马尔可夫和非马尔可夫制度中非常独特. 强烈的非

马尔可夫性会导致测量不确定度和下限的大幅度

和长周期振荡. 然而, 对于马尔可夫制度, 不确定

性和下限会随着时间的推移先增加然后减少到一

个固定值. 此外, 还有一些工作 [48−50] 来观察受非

马尔可夫性影响的熵的不确定性的动力学特征. 

3.3.2    几种特定的系统中的熵不确定度关系

动力学

弯曲时空下系统, Feng等 [51] 在 2015年首次

观测到在 Schwarzschild黑洞框架中的量子存储下
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图  5    这两张图引用自参考文献 [44] 中的第三 , 四幅图 ,

图片展示了Ming等的结果 (图上的 Ref. [45]就是本文参考

文献 [43])和 Dolatkhah等结果的对比 , 这里选取的测量是

泡利测量 :  . 图中蓝线是式 (61)左式 , 红线

对应右式 , 重合表明对应的量子态、界与不确定度重合 .

(a) 广义 W态量子存储下的熵不确定度及下界的图像 .

(b)混合三比特态量子存储下的熵不确定度及下界的图像

X = σx, Z = σz

Fig. 5. These  two  pictures  are  quoted  in  the  third  and

fourth  pictures  in  the  reference  [44].The  picture  shows  the

comparison  of  the  results  of  Ming  et  al.  (Ref.  [45]  on  the

picture is the reference [43] in this text) and Dolatkhah et

al.. The  measurement  selected  here  is  the  Pauli   measure-

ment:    .  The  blue  line  in  the  figure  is  the

left side of the formula (61), and the red line corresponds to

the  right  side.  Their  overlap  indicates  the  corresponding

quantum state,  and  the  bounds  coincide  with  the   uncer-

tainty.  (a)  Different  lower  bounds  of  the  tripartite

quantum-memory-assisted  entropic  uncertainty  relation

(QMA-EUR)  for  the  generalized  W  state;  (b)  Different

lower  bounds  of  the  tripartite  QMA-EUR  for  symmetric

family of mixed three-qubit states. 
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的熵不确定度关系, 这个 Schwarzschild黑洞被认

为是提供弯曲时空的一个. 研究可以发现, 霍金辐

射可以对不确定性下界进行重要修正. 对于自由落

体的观察者与其拥有与待测量子子系统初始相关

的量子存储器的静态合体之间的不确定性博弈, 因

此源于霍金辐射的信息丢失不可避免地导致不确

定性量的增加. 熵不确定性对黑洞的质量、量子存

储器的模式频率以及观察者与黑洞表面的距离很

敏感. 此外, 为了显示其结果的普遍性, 将熵不确

定度与其他不确定度测量, 即 Aharonov-Anandan

时间- 能量不确定度进行了比较.

S(A|B) < 0

考虑到两个静态玩家之间的不确定性博弈,

Alice持有的测量系统 A 和 Bob充当量子存储器

的 B 通常可以通过一对两能级原子与黑洞外波动

的无质量量子标量场相互作用来模拟. 经过模拟可

以注意到复合系统最终会达到平衡. 事实上, 子系

统 A 的量子信息是通过它们之间产生的纠缠来传

递并存储在量子存储器中的. 值得注意的是, 可以

通过  纠缠被目击到.

最近 ,  Huang等 [52] 研究了在 Schwarzschild

黑洞表面附近, 有自旋和无自旋的 Dirac场方向的

熵不确定度关系, 证明了其边界可以用 Holevo量

重写. 结果表明, 与互信息相比, Holevo下界比更

紧致. 此外, 当量子存储器离开黑洞时, 不确定性

和所提议的下界之间的差异不变, 并且不依赖于黑

洞的任何属性. 此外, 已经有学者 [53−55] 研究了在

Garfinkle-Horowitz-Strominger背景下用于 Dirac

粒子膨胀黑洞量子存储下的熵不确定度关系.

我们还关注了自旋链系统中的熵不确定度关

系, Heisenberg自旋链也有许多分类, 一维 Heisen-

berg的 XYZ 链哈密顿量可以表示为 

H=
1

2

n∑
k=1

(
Jxσ

x
kσ

x
k+1+Jyσ

y
kσ

y
k+1+Jzσ

z
kσ

z
k+1

)
, (62)

σγk (γ = x, y, z) Jγ

Jz = 0

Jx = Jy

XX

  指代 k 位置的泡利算符,    是关于

自旋-自旋相互作用的实际耦合强度. 如果  ,

且   , 相应的 Heisenberg链称为 XX 模型 .

第一个将量子存储下熵不确定度关系应用到两比

特   自旋模型的是 Huang等 [56]. 他们的结果表

明, 两个自旋量子位之间的耦合系数越大越会降低

不确定度, 对于相对较大的耦合系数, 熵不确定度

甚至会达到零. 随后, 在其他 Heisenberg自旋链模

型和具有 Dzyaloshinski-Moriya (DM)相互作用

的 Heisenberg模型中, 也有一些关于量子存储下

熵不确定度关系的研究 [57−59].

XY Z

此外, 团队还探讨了在非均匀磁场中一般海森

伯   模型中熵不确定度与量子关联之间的关

系 [13]. 值得注意的是, 我们得到一个有趣的结果,

(55)式中表示的下界可以改写为 

UR = S(ρAB)− S(ρB) + log2
1

c

= log2
1

c
+ min

{πBi }
[S{πBi }(ρA|B)]−D(ρAB), (63)

D(ρAB)从 (63)式中可以发现, 下界与量子关联  是

成反关联的 . 此外 ,  Zheng等 [60] 和 Huang等 [61]

还研究了系统的纠缠与下界之间的关系, Heisenberg

模型中具有 DM相互作用的熵不确定度的紧密性.

Ming等 [62] 比较了 DM相互作用的不同部分对降

低熵不确定度的影响, 并且发现不确定关系的下界

与量子相干密切相关, 但不完全依赖于量子相干.

Yang等 [63] 也研究了具有 DM相互作用的一般

Heisenberg XYZ 模型的熵不确定度的动力学特性.

Zhang等 [64] 和 Shi等 [65] 研究了高维 Heisenberg

模型量子存储下熵不确定度关系, 最近 Li等 [66] 及

Ju等 [67] 研究了自旋混合链中的熵不确定度关系.

除了上面说的两种系统, 还有非惯性坐标系 [68]、金

刚石中的单氮空位中心 [29]、中微子 [69,70]等系统中

熵不确定度关系的演化.

实际上在现实量子信息处理中, 任何量子系统

都不可避免地会与周围环境相互作用, 从而导致退

相干或耗散, 这也会对不确定性产生影响 [71], 考虑

到这一点, 在执行量子任务时需要有效地抑制退相

干. 而为了获得更精确的测量结果, 一些研究人员

致力于追求利用各种操作如非坍缩操作 [72−75]、过

滤操作 [76,77]、非厄米操作 [78−81] 等对熵不确定度进

行调控. 

4   不确定关系在实际中的应用
 

4.1    量子隐形传态

(34)式中量子存储下的熵不确定度关系也可

以用来识别非经典隐形传态 [82] 的信道状态. 基于

平均隐形传态的保真度 

Fav =
1

2
+

1

6
Tr
√
T †T , (64)

是局部酉不变的事实, 同时任意两量子比特态是局
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ρAB

S(A|B)

部么正的, 几何上表明, 与没有量子记忆存储下的

情况相比, 任意对应于 Berta等提出的不确定下界

改进的态  对于量子隐形传态来说更有用. 也就

是说 , 当一个人观察到一个负的条件熵  

时, 可以确定保真度能超越经典极限 2/3. 

4.2    导引不等式

ρAB

在 1935由 Schrödinger[83] 首先强调 , 导引是

一种与纠缠相关的双量子系统的现象 (尽管不完全

相同). 考虑有两个参与者 Alice和 Bob两方的远

程实验室范例, 他们俩各自掌握着子系统 A 或 B.

导引表示一个子系统 A 的测量选择可能导致另一

个子系统 B 上的不同状态集合. 并不是所有的量

子态都是可导引的, 举个例子, 可分离态就是不可

导引的. 此外只要是违反贝尔不等式的态都是可导

引的, 贝尔不等式是根据局部隐变量模型推出的.

Wiseman等 [84] 将可导引的概念形式化为那些不允

许局域隐态模型 (LHS)的态   , LHS模型可以

这样来解释, 系统 B 有一个局部量子态, 它与系统

A 上的任意可观测物经典地相关. 这种形式化的描

述使得研究人员推导出了导引不等式, 与贝尔不等

式类似.

XA XB

Walborn等 [85] 和 Schneeloch等 [86] 展示了如

何利用熵不确定性关系来推导导引不等式. 如果

B 有一个局部隐态, 那么它的测量概率必须服从单

系统的不确定性关系, 即使它们是以 A 的测量结

果为条件的. 更准确地说, LHS模型意味着 A 和

B 上的离散可观测量  ,   的联合概率分布为 

P (XA, XB) =∑
λ

P (Λ = λ)P (XA|Λ = λ)PQ(XB |Λ = λ), (65)

Λ λ

PQ(XB |Λ = λ)

这里  是决定 Bob的局部状态的隐变量,   是这个

变量可以取的一个特定值, 而  上的

下标 Q 强调了概率分布来自于单个量子态. 然后

得到 

H(XB |XA) ⩾ H(XB |XAΛ) (66)
 

=
∑
λ

P (Λ = λ)H(XB |XAΛ = λ) (67)
 

=
∑
λ

P (Λ = λ)H(XB |Λ = λ), (68)

H(XB |XAΛ = λ) XA

Λ = λ XB

这里的   可以被解读为以   为条

件, 以  为条件的  的熵. 因此, 对于两个在

XB ZB

XA ZA

B 上的可观测量  和  和其他两个在 A 上的可

观测量  和  , 可以得到 

H(XB |XA) +H(ZB |ZA)

⩾
∑

λ
P (Λ = λ)[H(XB |Λ = λ) +H(ZB |Λ = λ)].

(69)

将其与Maassen-Uffink的不确定度关系 (31)式相

结合, 得到如下的导引不等式 [86]: 

H(XB |XA) +H(ZB |ZA) ⩾ qMU , (70)

qMU

ρAB

其中,   对应着 Bob的可观测量, 任何允许 LHS

模型的状态  必须满足 (70)式. 因此, (70)式的

实验违反可以构成导引的演示. 对于连续变量, 也

可以推导出类似的导引不等式 [85].

ρAB

Zhen等 [87] 通过局域不确定原理证明了 EPR

(Einstein-Podolsky-Rosen) 导引. 他们指出如果下

面的不等式被违背, 那么就说明两比特态  是可

导引的 (A 可以导引 B), 不等式如下:  ∑
i

δ2(αiAi +Bi) ⩾ CB , (71)

δ2(M)=⟨M2⟩−⟨M⟩2 CB=minρB

∑
i
δ2(Bi)

{αi}

其中,   ,   ,

  均为实数. 

4.3    随机数

随机数是许多日常信息处理任务中的关键资

源, 应用范围之广可以从在线赌博到科学模拟和密

码学, 因为计算机被设定来执行确定性操作, 所以

随机数是一种稀缺资源. 经典物理是确定性的, 换

句话来说, 如果观察者对物理学系统的初始状态和

在该系统上进行的操作有充分的了解, 那么从原理

上来说, 实验的每一个结果都可以被准确地预测,

而伪随机的研究试图规避这个问题 [88].

{0, 1}l

量子力学固有的不确定性不允许人们去考虑

随机性更强的概念, 即在信息领域层面上来说, 随

机数是安全的. 形式上, 想生成一个随机变量 L 可

以均匀分布在设定长度 l 上的所有位串   上.

此外, 我们还希望这个随机变量独立于观察者可能

拥有的任何边信息包括用于计算 L 的过程和任何

用来准备 L 的随机种子. 经典量子积态 

πLE =
1

2l

2l∑
i=1

|i⟩⟨i|L ⊗ πE , (72)

描述了独立于其环境或边信息 E 的 l 位均匀随机

数. 通常我们最期待的结果就是接近这个态, 也就
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是说如果  ∥∥∥∥∥∥ρLE − 1

2l

2l∑
i=1

|i⟩⟨i|L ⊗ ρE

∥∥∥∥∥∥
Tr

⩽ δ, (73)

ρLE

∥·∥Tr
1

2
(1 + δ)

那么可以说   描述了一个 L 是 d 接近 l 位均匀

随机数且独立于 E 的态, 这里的  代表迹范数.

这个界意味着 L 有超过   的概率不能够从

一个均匀且独立的随机变量中被区分开来. 这个观

点是通用可组合安全框架的核心 [89,90], 也保证了满

足此属性的密钥可以安全地用于任何需要秘钥的加密

协议.

熵不确定度关系可以帮助我们实现真正的随

机数. 因为他们表明了量子测量产生的随机变量是

不确定的. 然而, 为了提取近似均匀和独立的随机

数, 还需要一个额外的步骤, 也是接下来要介绍的.

{fs}s fs : χ→ [2l]

fs L = fS(X)

先讨论条件最小熵的现实意义. 最小熵在密码

学中的重要性部分归功于剩余哈希原理 (leftover

hashing lemma)[91−93], 该原理指出, 存在一个函数

族  (  ), 叫做哈希函数, 这样, 当初

始的最小熵足够大时, 通过应用含有均匀随机选择

的种子 S 的函数   得到的随机变量   接

近均匀随机数, 且与 S 无关.

Hmin(X|E) ⩾ k

更正式地来说, Renner[94] 和 König[95] 展示了

量子情况下的结果. 对于任意   的经

典量子态 

ρXE =
∑
x

PX(x)|x⟩ ⟨x|X ⊗ ρxE , (74)

fs

ρLES

都存在一组哈希函数. 经过应用函数   之后的经

典-量子-经典态  为 

ρLES =
∑
s,x

PX(x)

|S|
|fS(x)⟩⟨fS(x)|L ⊗ ρxE ⊗ |s⟩⟨s|S ,

(75)

δ = 2
(l−k)

2

它描述的是一个态中的 L 是 d 接近 l 位均匀随机

数且独立于 E 和 S, 这里的  .

在计算机科学中, 对环境 E 是平凡的特殊例

子进行了广泛的讨论. 由于哈希是一个经典的进

程, 人可能认为边信息的物理性质是非相关的, 且

一个经典处理就足够了, 事实上, 这在一般情况下

是不会成立的. 举个例子, 如果某些提取器的输入

侧信息被存储在量子存储器中, 那么它们的输出可

能是部分已知的, 同时, 相同的输出几乎一致地限

制了任意经典边信息, 具体例子见 Gavinsky等 [96]

的文章.

ε− smooth Hε
min(X |E)

ε > 2)

{fs}s
Hε

min(X |E) ⩾ k ρXE L = fS(x)

δ + ε

L = fS(x)

{fs}s
Hε′

min(X|E) ⩾ l ε′ =
√
2ε

通过考虑  最小熵 (记为  ,

其中   的变化, 可以对这一结果进行推广, 这

是通过最大化状态的最小熵来定义的, 这些态处在

围绕态 r周围半径为 e 的球中. 推广后的剩余哈希

引理 [94,97,98] 断言, 存在一个函数族  , 使得对任

意   的 态   ,  发 现   是

 接近 l 位均匀随机数且独立于 E 和 S, 这里

的 d 和（75）式中定义的一样. 推广后的结果在以

下情况下是紧致的, 即如果   对任意的函

数族  都是 e 接近均匀随机数且独立于 E 和 S,

那么就可以得到   , 这里的   .

由于这个紧密性结果, 有理由说, 平滑最小熵描述

了 (至少近似地)与其环境 E 相关的随机源 X 中可

以提取多少均匀随机数.

Hε
min(X |E)实际上, 如果可以得出   很大, 那么

验证了属于量子随机数. 原则上来说, 所有涉及量

子存储的熵不确定度关系都适用于这项任务, 只要

可以验证熵的下界. 三体不确定关系特别适合这个

任务, 下面量子密钥分发的安全性取决于做出这种

估计的能力. 举个例子, Vallone等 [99]专门研究了

最大熵和最小熵的不确定关系 

Hmin(X|B) +Hmax(Z|C) ⩾ qMU , (76)

从而得出 

Hmin(X|E)ρ ⩾ log2d−Hmax(Z), (77)

Hmax(Z) =

H1/2(Z)

Hmin(X|E)

这里的 X 和 Z 是 d 维希尔伯特空间中相互无偏基

测量 , E 是被测系统的环境 , 最大熵  

 可以通过统计学检验估算得出, 导致了对

 充满信心. 正如讨论的那样, 剩余哈希

引理允许从 X 中提取均匀随机数.

X Z

Miller和 Shi[100] 推导出了基于熵差的下界, 而

不是条件熵, 假设  和  是在一个量子比特上互补

的二元测量, 那么下面的关系式始终成立: 

Hα(XB)ρ −Hα(B) ⩾ q(α, δ) α ∈ (1, 2], (78)

这里的 d 是由下面的等式得出的: 

Tr
[⟨
Z0 |ρAB |Z0

⟩α]
= δTr [ραB ] , (79)

lim
α→1

q(α, δ) = 1− 2h(δ)q 是满足   的函数. 然后继续

使用这个结果来限定 smooth最小熵, 并继续应用

到广义剩余哈希引理上.
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4.4    波粒二象性

Z = {|0⟩⟨0|, |1⟩⟨1|}

P = 2pguess(Z)− 1

pguess(Z)

波粒二象性是指单个量子系统既可以表现出

波的行为, 也可以表现出粒子性行为的基本概念,

无法设计出能够同时显示两种行为的干涉仪. 这

一观点先被 Feynman定性地讨论了, 随后Wooter

和Zurek[101]、Jaeger等[102]、Englert[103] 和Bergou[104]

及其他学者 [105] 将其进行了定量的讨论, 这些学者

都是证明了广为人知的波粒二象性关系不等式的

人. 然后在 Mach–Zehnder干涉仪下, 推导了单光

子的一些相关关系. 在所有的这些情况下, 粒子性

行为与已知的光子传输路径相关, 当有人改变了一

对干涉仪臂之间的相对相位时, 波行为和在特定输

出模式下探测光子的概率中看到的振荡有关, 将

which-path可观测量表示为  , 粒

子性行为可以通过路径可预测性 

来量化 , 路径可预测性和精准猜测路径的概率

  有关. 波行为是由边缘可见度来量化的:
 

ν =
pmax
0 − pmin

0

pmax
0 + pmin

0

,

pmax
0 := max

ϕ
p0; pmin

0 := min
ϕ
p0, (80)

p0 D0这里的  是指光子被  探测到的概率, 可以在图 6

中看到. Wootter和 Zurek[101] 证明了
 

P 2 + ν2 ⩽ 1, (81)

P = 1 ν = 0即   时,    (也就是说, 完全的粒子性行为

就意味着没有波行为), 反之亦然.

更一般地, 假设光子与干涉仪内部的某个环境

系统 E 相互作用. 测量 E 可能揭示一些比如说关

于光子路径的一些信息, 所以很自然地考虑路径的

可分辨性 

D = 2pguess(Z|E)− 1. (82)

Jaeger等 [102] 和 Englert[103] 证明了 (81)式的加强

版本, 即: 

D2 + ν2 ⩽ 1. (83)

像 (81)式和 (83)式的波粒二象性关系概念上经常

被认为不同于不确定关系, 尽管这点一直以来都存

在争论. 如Dürr和Rempe[106] 以及Busch和 Shilla-

day[107] 发现某些波粒二象性关系与 Robertson

涉及标准差的不确定度关系之间存在联系 .

Coles等 [108] 表示 (81)式和 (83)式以及其他一些

波粒二象性关系实际上是伪装的熵不确定度关系.

特别地, 它们对应于 (76)式中最小和最大熵不确

定度关系, 应用于互补量子位可观测量. 即 (81)式

等价于不确定度关系 

Hmin(Z) + min
W∈XY

Hmax(W ) ⩾ 1, (84)

min
W∈XY

其中  对应于最小化 Bloch球 x-y 平面上的所

有可观测量. 同样地, (83)式等价于不确定关系 

Hmin(Z|E) + min
W∈XY

Hmax(W ) ⩾ 1. (85)

这将波粒二象性原理与熵测不准原理统一起来, 说

明前者是后者的一个特例.

自然地, 其他熵可以用来代替最小和最大熵,

虽然人们可能无法得到与波粒二象性关系的精确

对等关系, 但概念意义可能是相似的. Bosyk等 [109]

采用了用其他熵来替代最大最小熵的方法，他利用

的是包含了 Rényi熵的不确定关系 .  Vaccaro[110]

根据互信息采用香农熵来表示波粒二象性关系. 此

外, 还补充了一个概念, 即波和粒子的行为分别与

对称性和非对称性有关. Englert等 [111] 还考虑了具

有两条以上路径的干涉仪的波和粒子行为的熵

测量. 

4.5    量子密钥分发

密钥分发方案的目标是让诚实的两方通过公

共通道进行通信, 以使密钥不被任何潜在的对手窃

 





BS1

BS2

D0





D1

Z |0⟩, |1⟩

D0 D1

图 6    这张图引用自参考文献 [105]中的第 18幅图 , 展示

的是一个Mach-Zehnder单光子干涉仪. 一个光子撞击分束

器 , 然后通过   的基态   标记这两个可能的路径 , 光

子可能与干涉仪内部的某个环境 E 相互作用. 然后将一个

相位 f 应用于下路径, 再将这两个路径在第二个波束分束

器上重新组合. 最后在   或   处检测到光子

Z |0⟩, |1⟩

E

D0 D1

Fig. 6. This picture  is  from  the  18 th  picture  in  the   refer-

ence  [105].  The  picture  shows  a  Mach-Zehnder  single

photon interferometer. A photon hits the beam splitter, and

then we pass the ground state of    (  ) to mark these

two possible paths. The photon may be related to an envir-

onment in the interferometer     Interaction. Then apply a

phase  f  to  the  lower  path,  and  then  recombine  the  two
paths on the second beam splitter. Finally, a photon is de-

tected at    or   . 
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取, 从而达成共享密钥的协议. 传统上, 试图共享

密钥的两个诚实方被称为 Alice和 Bob, 而窃听者

被称为 Eve. 通过简单的对称论证, 很明显, 如果

只考虑经典信息, 密钥分配是不可能的, 因为 Eve

会听到所有 Alice对 Bob的沟通, 在协议的任意点

上, 她至少和 Bob拥有同样多的关于 Alice密钥的

信息, 如果 Bob知道 Alice的密钥, 那么 Eve也知

道. Bennett等 [112] 首先提出量子密钥分配, 随后

由 Ekert[113] 提出了更优化方案 [114]. 由于非复制和

非克隆的量子信息特征 [115], 当 Alice和 Bob共享

密钥并通过量子信道进行通信时, 对称性的论点就

不再适用了. 简单地说, 不管窃听者什么时候与信

道进行相互作用, 对粒子进行测量, 她的行为都会

不可避免地在量子通信过程中产生噪声. 因此, 他

们能够检测并立即终止协议.

Z = {|0⟩⟨0|,
|1⟩⟨1|} X = {|+⟩⟨+|, |−⟩⟨−|}

这里先介绍一种简单的协议, 采用的是删节版

的 Ekert[113] 协议. 首先准备工作: Alice和 Bob使

用公共信道共享一个最大纠缠的双量子位态 .

Eve可以与信道进行连续的相互作用. 然后测量:

他们随机同意 (使用公共通道), 在基  

 或  进行, 并在此基底上

测量各自的量子比特 (这两个步骤重复了很多次).

参数评估: Alice会公布她的测量结果. 如果双方的

测量结果在大多数回合中都是一致的, 就可以得出

结论, 双方之间关联存在一些保密性, 然后继续改

正错误并提取一个密钥. 如果没有, Alice, Bob双

方就中止协议.

针对一般性攻击的量子密钥分发安全性首先

由 Mayers[116],  Biham等 [117],  Lo和 Chau[118] 以及

Shor和 Preskill[119] 正式建立. 在所有这些安全性

讨论中, 互补性或不确定原理以某种形式被调用来

论证如果 Alice和 Bob在一个基础上测量的量子

比特有很大的一致性, 那么 Eve关于在互补基础

上测量的比特的信息必然是低的.

熵不确定度关系首次被 Cerf等 [120] 和 Gross-

hans等 [121] 用于这方面. 特别是 Koashi利用Maa-

ssen-Uffink关系建立了安全性. 然而, 熵不确定性

与量子存储器之间的关系提供了一个更直接的途

径来 QKD的安全性参数进行形式化描述, 如下所

示. 这里遵循 Berta等 [9] 提出的论点. 首先要注意,

在准备步骤中, 窃听者可能会干扰, 因此没有人知

道在准备步骤完成后, Alice和 Bob是否确实共享

最大纠缠态. 然而, 在不失一般性的前提下, 可以

ρABE

X

Z

H(Y |BΘ) =
1

2
[H(X|B) +H(Z|B)]

H(Y |EΘ) =
1

2
[H(X|E) +H(Z|E)]

假设 Alice,  Bob和 Eve在制备步骤后共享一个

任意态   , 其中 A 和 B 是量子位 , E 是 Eve

持有的任意量子系统. 设 Q 是一个处于完全混合

状态的二进制寄存器, 它决定了量子位是在基  还

是基   中被测量 , 并用 Y 表示 Alice测量的输

出. 就可以得到  

和   . 因此 , 可以

将具有量子存储器的三体熵不确定度原理写为 

H(Y |EΘ) +H(Y |BΘ) ⩾ qMU = 1, (86)

qMU = 1 X Z

ρYΘBE

Ŷ

H(Y |BΘ) ⩽
H(Y |Ŷ ) H(Y |EΘ) ⩾ 1−H(Y |Ŷ )

H(Y |Ŷ )

  是基于测量基   和   得出的. 在对 Alice

量子位进行测量后, 对态  进行熵的计算. 接

着再对 B 进行测量, 这会产生一个 Y 中的估算  ,

再根据数据处理不等式可以得出  

 , 因此总结得出   .

这就保证了只要条件熵  很小, Eve对于Alice

测量结果的不确定度 (就 von Neumann  熵而

言)就会很大. 这就是安全准则的量化表达.

除上述应用外, 还有许多其他重要的应用, 比

如两方密码学 [122−124]、纠缠目击 [125,126] 等, 还有熵

不确定度关系与量子相干 [127−130]、量子纠缠 [131]、失

谐 [30−32, 132] 等之间的联系. 

5   结论与展望

本文从海森伯测不准原理出发, 追溯了熵不确

定度关系的历史, 讨论了海森伯不确定原理和它的

各类衍生关系式及其最新进展. 首先从标准差、熵

和优化方法的角度回顾了不确定关系, 接着又着重

介绍了量子存储下熵不确定度关系的发展, 这些关

系与许多量子信息处理任务直接相关. 许多学者仍

在探索不确定关系, 各种新的工具不断被拿来并试

图推出新的不确定关系. 如 Majorization方法, 用

Majorization方法来度量不确定度仍有很大的发

展前景; 关于量子存储下熵不确定度关系, Dupuis

等 [123] 在 2015年建立了推导不确定关系的元定理.

但据了解, 并不是所有体系推出的不确定关系都很

紧致, 因此也需要进一步改善加强.

本文提到的各种技术应用如量子密钥分发等

为获得更精细的熵不确定度关系提供了动力. 例

如, 要证明涉及两次以上测量的量子密钥分发协议

的安全性, 就需要新的熵不确定度关系, 即允许量

子存储和多次测量的熵不确定度关系. 这是一个需
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要更多研究的重要前沿领域. 与设备无关的随机

数, 即证明从不可信的设备获得的随机数是另一种

新兴应用, 熵不确定度关系在这方面应该是很有潜

力的.

对于熵的不确定度关系, 除了对各种技术应用

有着推进作用, 它还让人们对基础物理学有了更深

的了解. 如熵的不确定度关系使不确定原理与波粒

二象性原理统一起来. 将熵不确定度关系应用于干

涉仪, 很可能成为量化波粒二象性的一个自然框

架, 同样, 量子基础的一个热门话题是测量不确定

性. 也可以将制备不确定度的概念与可逆性测量相

结合 [133], 相应的熵不确定度关系在 IBM[134] 量子

实验上测试成功, 不确定关系在实验研究方面也有

着相当多的进展 [135−137]. 除上述以外, 熵不确定度

关系可能在凝聚态物理的相变研究 [138,139] 中发挥

作用, 也在狭义和广义相对论的背景下 [140,141] 进行

了研究. 鉴于量子信息在宇宙学中 [142] 扮演着越来

越重要的角色, 希望在未来, 熵不确定度关系在宇

宙学等相关背景下有着进一步的发展. 期待不确定

度在未来得到更多的关注, 在学者们的共同努力下

取得一些新的成果.
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Review on entropic uncertainty relations*
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Abstract

The Heisenberg uncertainty principle is one of the characteristics of quantum mechanics. With the vigorous

development of quantum information theory, uncertain relations have gradually played an important role in it.

In particular,  in order to solved the shortcomings of  the concept in the initial  formulation of  the uncertainty

principle,  we  brought  entropy  into  the  uncertainty  relation,  after  that,  the  entropic  uncertainty  relation  has

exploited the advantages to the full  in various applications.  As we all  know the entropic uncertainty relation

has became the core element of the security analysis of almost all quantum cryptographic protocols. This review

mainly introduces development history and latest progress of uncertain relations. After Heisenberg's argument

that  incompatible  measurement  results  are  impossible  to  predict,  many  scholars,  inspired  by  this  viewpoint,

have  made  further  relevant  investigations.  They  combined  the  quantum  correlation  between  the  observable

object and its environment, and carried out various generalizations of the uncertainty relation to obtain more

general  formulas.  In  addition,  it  also  focuses  on  the  entropy  uncertainty  relationship  and  quantum-memory-

assisted entropic uncertainty relation, and the dynamic characteristics of uncertainty in some physical systems.

Finally,  various  applications  of  the  entropy  uncertainty  relationship  in  the  field  of  quantum  information  are

discussed, from randomnesss to wave-particle duality to quantum key distribution.

Keywords: entopic uncertainty relation, quantum memory, quantum correlation
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

量子存储式量子计算机与无噪声光子回波*

周宗权 1)†

1) (中国科学技术大学, 中国科学院量子信息重点实验室, 合肥　230026)

(2021 年 12 月 5日收到; 2022 年 1 月 11日收到修改稿)

量子计算机一个重要的应用是攻破经典密码. 以往的研究表明, 攻破广泛使用的 2048位 RSA密码所需

要的量子比特数目在 2000万左右, 远远超出了目前的技术水平. 近期法国研究人员提出, 如使用配备了多模

式量子存储的量子计算机, 则只需要 1.3万个量子比特即可攻破 2048位的 RSA密码. 这一研究把量子存储器

的应用推广到量子计算领域, 为研制实用化量子计算机提供了一条新的技术路线. 量子存储式量子计算机需

要微波段的量子存储器, 这是目前亟待开发的新技术. 基于对量子存储过程中原子辐射本质的分析,近期我们

提出了无噪声光子回波方案, 成功解决了光子回波的自发辐射噪声难题, 有望进一步实现微波段量子存储并

应用于量子存储式量子计算机中.

关键词：量子计算, 量子存储, RSA, 光子回波
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1   量子计算

量子计算有望为人类提供前所未有的强大算

力, 引起了各国政府和大型公司的广泛重视和投

入. 近年来该领域一个重要的研究进展是实现了量

子优越性的证明 [1,2], 即针对一个人为设计的特定

问题, 证明量子计算机或量子模拟机相比经典计算

机具有求解速度上的优势. 值得注意的是, 这个问

题并非一个有用的问题, 量子优越性的证明只需

要 100个左右的物理量子比特. 求解一个有用的问

题自然是量子计算机发展的终极目标, 其中一个最

具代表性的例子就是攻破经典密码. 要完成这样的

目标, 一般需要对物理量子比特进一步执行纠错编

码获得逻辑量子比特并且需要大量的逻辑比特, 其

资源需求是非常庞大的.

经典通信的加密原理主要是基于特定数学问

题的计算复杂性. RSA密码是目前最广泛使用的

一类加密算法, 其对应的数学问题是质因数分解.

比如我们可以快速算出 353 × 797 = 281341. 但

是当问题变成 281341应分解成哪两个质数的乘

积, 这个问题求解起来就变困难很多了. 当 RSA

密码的位数长至 2048位时, 即便使用目前最强大

的超级计算机也无法在一个合理的时间内攻破它.

1994年 , 美国数学家 Shor提出著名的 Shor

算法, 证明使用量子计算机可以快速地实现大数的

因数分解. 2019年, Google公司Gidney和瑞典KTH

皇家理工学院的 Ekera证明量子计算机只需要

8个小时即可攻破 2048位的 RSA密码, 但是需要

2000万个物理量子比特 [3]. 这一需求远远超出了目

前量子计算研究的技术水平 (约 100个物理量子比

特), 看起来遥不可及. 如何降低实用化量子计算机

的物理资源需求是理论研究的一个重要难题.
 

2   量子存储式量子计算机

在冯诺依曼架构的经典计算机中, 存储器扮演

了一个重要的角色, 即用来保存处理器的中间计算
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结果. 冯诺依曼架构的量子计算机也早有实验研

究, 但是由于量子存储器本身也较难实现, 目前大

多量子计算实验研究都没有引入量子存储器. 近

期 , 法国国家科学中心的 Gouzien和 Sangouard

在《物理评论快报》上发表论文 [4], 证明使用配备

量子存储器的量子计算机, 可以大幅度地降低量子

计算机对物理量子比特数目的需求.

法国团队提出的方案示意图如图 1, 其基本结

构是一个二维的超导量子计算芯片, 和一个三维

(二维空间加一维时间)的多模式量子存储器. 每个

量子比特由空间模式指数和时间模式指数来寻址.

当一个量子比特需要处理时, 相应的存储器将以微

波光子的形式向计算芯片中对应的量子比特传输

量子态信息. 当处理完成, 量子比特的量子态重新

被存入存储器直到下一次操作. 量子计算芯片每个

时间点处理存储单元中的一个切片 (即具有同样时

间模式指数的所有存储单元), 整个过程可以形象

地理解为借助量子存储器实现对量子计算芯片的

时间域复用.
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图 1    “量子存储”量子计算机的架构图 [4]

Fig. 1. Quantum  computing  architecture  with  multimode

quantum memories[4].
 

他们的理论分析表明, 这种量子存储式量子计

算机求解 2048位 RSA密码只需要 1.3万个物理

量子比特和 177 天的时间. 其额外的代价是需要

2800万空间模式和 45个时间模式的量子存储器,

且存储时间约为 2 h. 对比前人的结果, 这个方案

降低量子计算机的物理比特数目需求达 3个量级,

进一步逼近了目前的技术水平, 而它对量子存储模

式数和寿命的需求则较为苛刻. 当然, 在这个工作

中存储器资源的需求并没有仔细优化, 后续研究也

许会进一步缩减这方面的需求.

长寿命的量子存储必须基于长相干寿命的物

质系统来实现 . 本团队近期利用稀土掺杂晶体

(Eu:YSO晶体)实现了对光波段光场长达 1 h的

相干存储, 是目前光存储时间的最长记录 [5]. 该工

作中使用的存储方案是原子频率梳, 它要求光谱烧

孔技术来制备梳状结构吸收带, 不能直接用于微波

段量子存储. 在法国团队的论文中, 作者们提出在

稀土离子掺杂晶体中执行光子回波方案来实现微

波段的多模式量子存储. 光子回波方案无需裁剪原

始吸收带, 故在微波段上也易于执行, 但是其应用

到量子存储领域仍存在重大挑战. 

3   无噪声光子回波量子存储

光子回波是原子系综在与电磁脉冲相互作用

时产生的一种相干辐射. 1950年, 美国物理学家

Hahn在射频波段上首次发现了光子回波现象, 历

史上也习惯称之为自旋回波或 Hahn回波. 光子回

波目前最重要的应用是医学上的核磁共振成像, 这

一领域的研究已获得过多次诺贝尔奖.

如果能够把光子回波推向量子领域, 则有望实

现任意频段的量子存储. 遗憾的是, 前人的理论研

究表明标准光子回波不能用于量子存储 [6], 这是因

为大量原子被激发到激发态, 带来不可区分的自发

辐射噪声并淹没量子信号. 这一本质困难导致近十

年来有关光子回波量子存储的研究基本处于停滞

状态. 为了探究光子回波的噪声是否本质上不可消

除, 我们仔细研究了已有的量子存储方案及各种类

型的光子回波方案.

在光与物质相互作用的过程中, 原子系综的辐

射从本质上可分为两大类, 即受激辐射与自发辐

射 (表 1). 进一步考虑其激励来源, 来自于信号所

激励的受激辐射, 本质上正是我们所需要的输出信

号. 而来自于其他控制光所激励的受激辐射, 是一

种相干噪声. 这种噪声的模式 (包括空间、偏振、频

率及位相)由其激励光场所决定, 所以原理上是与

信号光可区分的. 自发辐射必定源自激发态的布居

数, 由于辐射位相随机, 其输出一定是噪声. 与相

干噪声不同, 自发辐射的模式任意, 故无法通过选

择信号的模式来滤除. 值得一提的是, 以上分析是

普适的, 无论信号是经典信号还是量子信号. 经典

数字光通讯的中继放大器之间的距离不能相距过

远, 从量子不可克隆定律的角度来看待这个问题 [7],

其本质是确保传输衰减后的信号大小, 来保证信号

相比放大介质的自发辐射噪声仍占主导优势.
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基于上述分析, 构造量子存储方案的本质可以

理解为构造一种光与原子相互作用的方案, 以高效

率地获取量子信号所激励的受激辐射, 同时避免引

入不可区分的相干噪声或自发辐射噪声. 而光子回

波方案从原理上必须使用光学 π 脉冲来使得原子

系综演化相位重聚, 所以一定会激发大量原子到激

发态, 带来不可避免的自发辐射噪声. 这也是前人

工作 [6] 认为标准光子回波不可能实现量子存储的

根本原因. 事实上, 已取得成功的所有量子存储方

案, 包括原子频率梳、电磁感应致透明、可控非均

匀加宽、失谐拉曼方案等, 全部都避免引入激发态

布居数来避免自发辐射噪声问题.

自发辐射噪声在光子回波方案中不可避免, 但

是否与信号完全不可能区分呢? 仔细考察所有的

光子回波方案, 会发现它们的一个共性问题: 其发

射信号的上能级发射信号的激发态正是被大量布

居数占据的激发态, 这导致自发辐射噪声与信号不

可区分, 所以消除自发辐射噪声的关键在于如何分

离信号辐射的激发态与布居数占据的激发态.

基于这个思路, 我们提出了“无噪声光子回波”

方案 (noiseless photon echo, 简称 NLPE), 成功地

解决了光子回波中的自发辐射噪声问题 [8], 首次在

有大量原子被激发的条件下仍然实现了量子存储.

我们扩大了原子系统的希尔伯特空间为包含两个

激发态能级和两个基态能级的四能级结构, 并在其

中施加与信号不同频率的四个 π 脉冲, 最终成功使

得发射信号的激发态与布居数占据的激发态可区

分, 借助频率滤波即可严格消除自发辐射噪声. 由

于施加的 π 脉冲与信号光频率不同，相干噪声也很

容易滤除.本团队在 Eu:YSO晶体中执行了光波段

的 NLPE实验演示 [8], 成功观察到单光子的光子回

波且信噪比超过 42.5 ± 7.5, 并实现了 time-bin量

子比特的存储. 在掺 Eu材料中, NLPE取得的存

储效率和信噪比相比此前唯一可用的原子频率梳

方案 [9] 获得了超过四倍的提升. 在光量子 U盘应

用中, Eu:YSO晶体在磁场下的能级退简并及其尺

寸限制将导致样品吸收很弱 [5], 如采用原子频率梳

方案, 则需要进一步裁剪吸收带导致存储效率过于

低下. 而 NLPE方案完整利用了介质的原始吸收

带, 故有望成为量子 U盘应用的有效存储方案. 由

于 NLPE方案无需裁剪原子吸收带, 与标准光子回

波一样易于执行, 故也有望成为微波段量子存储的

有效方案, 在量子存储式量子计算机中取得应用. 

4   总　结

此前, 有关量子存储器的研究主要聚焦于量子

通信领域的应用, 比如基于多模式量子存储建立量

子中继 [10], 从而构建远程的量子互联网, 或者是基

于超长寿命量子存储实现可移动的量子 U盘 [5]. 而

法国团队的这一成果 [4] 则定量地展现了量子存储

器在量子计算机中的价值, 成功推广了量子存储器

的应用范围.

法国团队的工作目前还没有考虑存储装置的

效率、噪声和相干寿命等问题, 这些在实验上也是

比较重大的挑战. 匹配多模式量子存储器的量子计

算机是否会比不带量子存储的更大规模量子计算

机更容易研制? 这个问题目前人们并没有完全确

定的答案, 但法国团队的工作为实用化量子计算机

的研制提供了一条可行的技术路线, 有待人们去进

一步探索. 该技术路线面临的一项重大挑战在于微

波段量子存储至今还没有在任何物质系统中实现

过. 本团队的理论分析和光波段的实验已经证明

NLPE是一种有效的量子存储方案 [8], 这一方案在

微波段的实际表现也有待实验上的进一步探索.

参考文献

 Arute F, Arya K, Babbush R, et al. 2019 Nature 574 505[1]
 Zhong H S, Wang H, Deng Y H, et al. 2020 Science 370 1460[2]
 Gidney C, Ekerå M 2021 Quantum 5 433[3]
 Gouzien E, Sangouard N 2021 Phys. Rev. Lett. 127 140503[4]

表 1    光与原子相互作用中的辐射分类
Table 1.    1. Radiations from the atomic ensemble when interacting with light.

辐射类型
Radiation Type

来源
Source

输出结果
Output

受激辐射
Stimulated emission

信号激励
Signal pulses

目标信号
Target signal

控制光激励
Control pulses

特定辐射模式的相干噪声
Coherent noise with certain modes

自发辐射
Spontaneous emission

激发态布居数
Population in the excited state

辐射模式任意的非相干噪声
Incoherent noise with arbitrary modes

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 7 (2022)    070305

070305-3

http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1038/s41586-019-1666-5
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.1126/science.abe8770
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.22331/q-2021-04-15-433
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.127.140503
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


 Ma Y, Ma Y Z, Zhou Z Q, et al. 2021 Nat. Commun. 12 2381[5]
 Ruggiero J, Le Gouët J L, Simon C, Chanelière T 2009 Phys.
Rev. A 79 053851

[6]

 Scarani V, Iblisdir S, Gisin N, et al. 2005 Rev. Mod. Phys. 77
1225

[7]

 Ma Y Z, Jin M, Chen D L, Zhou Z Q, Li C F, Guo G C 2021[8]

Nat. Commun. 12 4378

 Jobez P, Laplane C, Timoney N, Gisin N, Ferrier A, Goldner

P, Afzelius M 2015 Phys. Rev. Lett. 114 230502

[9]

 Liu X, Hu J, Li Z F, Li X, Li P Y, Liang P J, Zhou Z Q, Li C

F, Guo G C 2021 Nature 594 41

[10]
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computers

“Quantum memory” quantum computers and
noiseless phton echoes*
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Abstract

One of the most important applications of quantum computing is to crack classical cryptosystem. Previous

studies showed that the number of qubits required to crack the widely used 2048-bit RSA cipher is about 20

million,  which  is  far  beyond  the  current  technology  for  quantum  computing.  Recently,  É.  Gouzien  and  N.

Sangouard of the French Alternative Energies and Atomic Energy Commission proposed a quantum computing

architecture  based  on  a  two-dimensional  grid  of  superconducting  qubits  and  a  three-dimensional  multimode

quantum memory. They showed that only 13k qubits are required to crack a 2048-bit RSA integer with the help

of  a  long-lived quantum memory with  28  million  spatial  modes  and 45  temporal  modes.  Their  results  clearly

demonstrate the values of quantum memories in quantum computing and provide an alternative approach for

building  practically  useful  quantum  computers.  Quantum  computers  require  quantum  memories  to  work  at

microwave  band,  which  remains  an  outstanding  challenge.  Based  on  a  detailed  analysis  of  atomic  radiations

during  the  quantum  storage  process,  we  recently  proposed  a  noiseless-photon-echo  protocol  which  can

successfully  eliminate  the  spontaneous  emission  noise  in  photon  echoes.  This  protocol  is  expected  to  further

enable microwave quantum storage and the construction of “quantum memory” quantum computers.

Keywords: quantum computing, quantum memory, RSA, photon echoes
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

周期驱动的二能级系统中的准宇称-
时间对称动力学*

胡洲 1)#    曾招云 2)#    唐佳 1)#    罗小兵 1)2)†

1) (浙江理工大学物理系, 杭州　310018)

2) (井冈山大学数理学院, 吉安　343009)

(2022 年 2 月 14日收到; 2022 年 3 月 10日收到修改稿)

本文研究了一个周期驱动的非宇称-时间对称二能级量子系统的非厄米动力学. 通过经典相空间分析方

法,解出了该非厄米系统的 Floquet态和准能谱, 并解析构造了由该非厄米哈密顿量支配下的量子态的非幺正

时间演化算符, 给出了不同参数区域的量子态演化. 本文数值和分析证明, 该非宇称-时间对称二能级 Floquet

系统, 类似于宇称-时间对称系统, 存在一个准能谱从实数谱到复数谱的相变. 本文还揭示了在量子态的动态

演化中存在一种准宇称-时间对称动力学, 即, 该系统的粒子布居概率演化完全满足时间空间对称 (宇称-时间

对称), 但是由于相位演化违反了宇称-时间对称性的要求, 因此包含相位信息的量子态演化不满足时间空间

对称 (宇称-时间对称). 这些结果加深了对非厄米物理的理解, 拓展和推广了传统的宇称-时间对称概念.

关键词：宇称-时间对称, 周期驱动二能级系统, 非厄米物理, 动力学演化

PACS：42.50.Dv, 03.67.–a, 11.30.Er, 03.65.Yz 　DOI: 10.7498/aps.70.20220270

 

1   引　言

众所周知, 量子体系的状态演化由哈密顿量确

定并服从薛定谔方程. 传统量子力学认为, 描述一

个量子力学系统的哈密顿量必须具有厄米性, 才具

有实数的能量本征值, 从而保证能量的可观测性和

体系概率守恒. 1998 年, Bender和 Boettcher[1] 发

现, 满足宇称-时间 (parity-time, PT)对称性的非

厄米哈密顿量的本征值也可以为实数. 当非厄米参

数强度增大时, PT对称系统的能量本征值存在一

个从实数谱到复数谱的对称破缺相变. 尽管 PT对

称量子理论源于量子力学, 但随后被类比到经典物

理系统中, 在光学 [2−6]、力学 [7]、电学 [8]、声学 [9,10] 等

多种经典系统中被实验验证. 但受制于量子力学的

退相干性及量子实验系统的复杂性, 真正的量子体

系中实现宇称时间对称哈密顿量的演化具有巨大

挑战. 最近, 人们在光子 [11−13]、冷原子 [14]、腔自旋

波混合系统 [15,16]、金刚石氮-空位色心 [17]、核磁共

振 [18,19]、离子阱 [20,21] 等量子体系实验平台中成功

构造了等效 PT对称量子哈密顿量. PT对称物理

的发展不但加深了人们对量子力学基本问题的理

解, 而且为单向隐身 [10,22−24]、相干完美吸收 [25]、非

互易性传输 [5,6,26]、超灵敏传感 [27,28]、单模激光 [29,30]、

无线传能 [31]、拓扑相的控制 [4,32] 等一系列应用技术

带来了新的前景.

同时, PT对称的非厄米量子系统相应的数学

结构也吸引了人们的关注 [33−37]. 实际上, 算符厄米
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H

η

ηHη−1 = H†

性只是本征值为实数的充分条件, 而非必要条件.

2002年 ,  Mostafazadeh[35,36] 在数学上拓展了 PT

对称理论: 对于一个任意哈密顿量  , 若在线性厄

米算符  的作用下, 可以将该哈密顿量变成它的厄

米共轭, 即满足   , 则这个哈密顿量是

赝厄米的, 其本征值也可以为实数. 这种赝厄米哈

密顿量更为广泛, 它包含了 PT对称哈密顿量. 由

于非厄米物理带来了丰富的新奇效应, 构造和理解

具有实本征谱的非 PT对称的非厄米哈密顿量也

引起了人们的兴趣. 例如, Nixon 和 Yang[38] 最近

在数学上构造了一类具有任意增益和耗散分布的

复数势函数, 证明了这类非厄米哈密顿量不仅具有

实数谱, 而且和 PT对称体系一样, 能量本征谱存

在一个从实数谱到复数谱的相变. 这类非 PT对称

势函数简洁而且容易调控, 有望在多能级原子系

统 [39] 等实验平台中实现.

对非厄米哈密顿量量子体系加以周期性调控,

可以实现许多平衡态系统中无法达到的新奇的物

理学现象, 如非厄米 Floquet拓扑物态 [12,40]、Floquet

调控下的 PT相变 [41−44]、Floquet调控实现增益和

双向隐身 [45] 等. 周期调制的宇称-时间对称性物理

已经在经典电路 [42]、冷原子 [14]、光子 [12] 等体系中

实验实现. 二能级系统 (称为量子比特)是量子信

息和量子计算的基本单元, PT对称二能级非厄米

量子系统自然引起了理论和实验的关注和兴趣. 人

们可以将宇称-时间对称哈密顿量扩展成更大空

间中的厄米哈密顿量, 从而实现量子比特子系统在

非厄米哈密顿量支配下的演化. 在前期工作中研究

了周期性驱动对 PT对称二能级系统的量子调

控 [41,46−48], 并获得了一些精确解 [47,48], 有助于对非

厄米哈密顿量的精确操控. 但是, 目前对具有实能

谱的非 PT对称二能级非厄米量子系统的 Floquet

调控的研究较少.

本文研究了一个周期驱动的非 PT对称二能

级量子系统的非厄米动力学. 通过经典相空间分析

方法, 首先得到了该非厄米系统的 Floquet态和准

能谱, 从而解析构造了非幺正时间演化算符, 分析

了不同参数区域量子态演化行为. 通过解析和数值

证明, 该非 PT对称二能级 Floquet系统, 类似于

PT对称系统, 存在一个准能谱从实数谱到复数谱

的相变. 而且, 在量子态的动态演化过程中, 存在

一种准 PT对称量子动力学: 该系统的粒子布居概

率演化满足时间空间对称 (PT对称), 但是量子态

演化 (由于相位演化违反 PT对称性要求)不满足

时间空间对称 (PT对称). 这种准 PT对称量子动

力学推广了传统的 PT对称概念, 加深了对非厄米

物理和非传统量子力学的理解. 

2   模　型

考虑一个一般的周期驱动的非厄米二能级哈

密顿量系统, 其动力学演化满足的薛定谔方程可

写成: 

i
d
dt

|ψ⟩ = H |ψ⟩ , (1)

|ψ⟩ = (ψ1, ψ2)
T

H

其中, 态矢量  (文中上标 T表示矩阵

转置), 哈密顿量  具有如下形式 

H(t) =

(
γ0 + iγ1 V (t)

V ∗(t) −γ0 − iγ1

)
. (2)

γ0 γ1

V (t)

V (t+ T ′) = V (t)

这里,    为两能级的静态失谐,    为非厄米参数,

 为两能级间的耦合强度, 假定两能级的耦合强

度具有时间周期性, 即  .

H(t) PT

[H,PT ] = 0

P =

(
0 1
1 0

)
T i →

−i, t0 + t→ t0 − t t0

γ0 = 0 V (t0 + t) = V (t0 − t)

[H,PT ] = 0

|ψ⟩ = |φ⟩ e−iεt |φ(t+ T ′)⟩ =

|φ(t)⟩
|φ⟩ = (φ1, φ2)

T

首先介绍 PT对称系统的 Floquet本征模和

准能量的基本概念和性质. 若哈密顿量  与 

算符满足对易关系, 即  , 则该哈密顿量

被认为具有 PT不变性, 这里的   为

宇称算符,    是时间反演算符, 具有如下效应  

 这里,   为某个时间反演点. 可以

证明: 当  , 且  时, 哈密顿

量 (2)系统变成了标准的具有 PT对称性的二能级

Floquet系统, 此时  . 与厄米 Floquet系

统一样, 周期驱动的非厄米 (不限于 PT)系统 (1)同

样具有Floquet态解, 即  ,  

  在把时间作为另外一个维度的广义希尔伯特

空间中, 态矢量   满足如下本征值方程:
 

F |φ⟩ = ε |φ⟩ , (3)

F F :=

H − i∂/∂t ε |φ⟩
[H,PT ] = 0 [F ,PT ] =

0

|φ⟩ PT |φ⟩
ε∗

FPT |φ⟩ = ε∗PT |φ⟩ ε = ε∗

PT F PT |φ⟩ =
eiβ |φ⟩ β

这里的   称为 Floquet哈密顿量, 其定义为  

 ,   称为准能量,   称为 Floquet态本征

模 (或简称Floquet态). 若  , 则 

 也同样成立, 该 Floquet系统具有 PT对称性. 对

于具有 PT对称性的 Floquet系统, 如果 Floquet

态  满足本征值方程 (3), 那么  也是 Floquet

哈密顿量的本征模, 具有复共轭的准能量   , 即

 . 当准能量为实数时, 即  ,

 算符和   算符具有共同的本征态,   

 ,   为任意相位 (可以通过一个简单的规范变
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PT

F

换去掉), 此时系统具有稳定的本征动力学模, 处

于 PT对称未破缺相. 当准能量为复数时,    算

符和   算符不再拥有共同的本征态 , 系统处于

PT对称破缺相. 在 PT对称系统中, 准能谱从实

能谱到复能谱的转变, 称为 PT对称破缺相变.

t0± = t0 ± t

|ψ(t0±)⟩ = [ψ1(t0+), ψ2(t0+)]
T

PT |ψ(t0+)⟩ = [ψ2
∗(t0−), ψ1

∗(t0−)]
T

[ψ1(t0+)e−iξ, ψ2(t0+)e−iξ]T ξ

t0 ψ1(t0) = ψ2
∗(t0)eiξ

PT |ψ(t0+)⟩ e−iξ |ψ(t0+)⟩

其次, 简单讨论具有 PT对称性的二能级系

统的一般量子态演化的性质. 定义  , 如

果   是薛定谔方程 (1)

的解 , 那么   和

 (  为任意相位)也是薛定

谔方程 (1)的解. 假如在  时刻,   ,

则   和   是薛定谔方程 (1)的

同一个解, 即:  (
ψ1(t0 + t)

ψ2(t0 + t)

)
=

(
ψ∗
2(t0 − t)

ψ∗
1(t0 − t)

)
eiξ. (4)

方程 (4)等价于 

|ψ1(t0 + t)| = |ψ2(t0 − t)| , (5)
 

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) = ξ. (6)

t0

+t

−t

其物理含义是, 在 PT对称二能级系统中, 从  时

刻开始演化的量子动力学, 沿着   方向演化和沿

着  方向演化在宇称算符 (交换两个基矢, 空间反

演)操作下是完全相同的.

一个有趣的问题自然提出: 是否存在非 PT对

称的非厄米 Floquet系统, 它具有类似 PT对称的

性质 , 其准能谱也存在从实数谱到复数谱的相

变? 如果存在, 那么其一般量子态的动力学演化是

否有可能也和 PT对称系统一样, 仍然存在某种对

称性呢?

本文以一个具体的 Floquet模型为例尝试去

回答上述问题. 在哈密顿模型 (2)中, 选择简单的

驱动 [49]: 

V (t) = ν cosωt− iνsinωt. (7)

B =

(Bx, By, Bz)

t0 V (t0 + t) = V (t0 − t)

这样的哈密顿量可以描述一个被外磁场  

  驱动的二能级非厄米系统. 在实验方

面, 以双势阱系统为例, 这样一个依赖于时间的复

数隧穿系数, 可以同时调制两个势阱间的势垒高度

和两个势阱的量子态的相角来实现. 容易证明, 对

于任意时刻   , 等式   都不成

立, 即这个二能级非厄米 Floquet系统本质上不具

有 PT对称性. 在下一节, 本文将求解该二能级非

厄米系统的 Floquet态本征模和任意量子态的非

幺正演化. 

3   Floquet态和准能谱
 

3.1    约化的有效哈密顿量

n(t) = ⟨ψ(t) | ψ(t)⟩ =
|ψ1|2 + |ψ2|2

由于哈密顿量的非厄米性, 该系统不再保持概

率守恒, 即量子态的模 (范数) 

 不再为常数, 它随时间的演化可由非

厄米薛定谔方程 (1)得到: 

dn
dt

= 2γ1

(
|ψ1|2 − |ψ2|2

)
. (8)

因此, 引入归一化的量子态: 

|ψ′(t)⟩ = |ψ(t)⟩√
n(t)

. (9)

该归一化的量子态满足新的薛定谔方程: 

i
d
dt

|ψ′(t)⟩ = H ′(t) |ψ′t)⟩ , (10)

约化后的有效哈密顿量的形式为: 

H ′(t) = iγ1(|ψ′
1|
2 − |ψ′

2|
2) + νcos(ωt)σx

+ ν sin(ωt)σy + (γ0 + iγ1)σz. (11)

σx, σy, σz

H ′

d
dt

⟨ψ′(t) |ψ′(t)⟩ = 0

其中,   为泡利矩阵的 3个分量. 值得强调

的是, 虽然有效哈密顿量  是非厄米的, 但此时新

的量子态的范数保持守恒, 即  .
 

3.2    赝定点

ψ′
1 = |ψ′

1| eiθ1 , ψ′
2 = |ψ′

2| eiθ2

Z(t) = |ψ′
1|

2 − |ψ′
2|

2
θ′ =

θ2 − θ1

由于   , 定义两能级

的布居数差   和相对相位  

 , 归一化后的新量子态可以表述为: 

(
ψ′
1

ψ′
2

)
=


√

1 + Z(t)

2
eiθ1√

1− Z(t)

2
eiθ2

 . (12)

Z θ′以布居数差  和相对相位  为两个独立变量,

薛定谔方程 (10)变成了如下的两个耦合方程: 

dZ
dt

= 2γ1
(
1− Z2

)
+ 2ν

√
1− Z2 sin(θ′ − ωt),

dθ′

dt
= 2γ0 − 2ν

Z√
1− Z2

cos(θ′ − ωt). (13)

(Z, θ′)现在我们可以在  的相空间研究系统的动力学

演化, 在相空间定义一种“赝定点”, 

dZ
dt

= 0,
dθ′

dt
= ω. (14)
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T ′ = 2π /ω

θ = θ′ − ωt

这样一种“赝定点”可以认为是非含时哈密顿量系

统的传统定点在 Floquet系统的一种拓展. 它描述

量子态在两能级的布居数差不随时间变化, 但相对

相位线性增长 (每隔一个驱动周期相对相位增长

2π, 等价于每隔一个驱动周期   , 相对相

位不变). 实际上, 这样一种“赝定点”对应周期驱动

量子系统的 Floquet态. 为了方便研究这种“赝定

点”, 我们引入一个新的变量 ,    , 方程

(13)变成:
 

dZ
dt

= 2γ1
(
1− Z2

)
+ 2ν

√
1− Z2 sin θ,

dθ
dt

= 2γ0 − ω − 2ν
Z√

1− Z2
cos θ. (15)

dZ
dt

= 0,
dθ
dt

= 0

这样, 寻找“赝定点”就转化为寻找方程 (15)的定

点,   .

2γ0 = ω

首先, 考虑共振 (即两能级的失谐等于外场驱

动频率,    )情况的定点. 为了方便计算, 若

γ1
ν
< 1 sinα =

γ1
νγ1

ν
> 1 coshα =

γ1
ν

γ1
ν
< 1

(Zf , θf ) = (0, 2π − α) (Zf , θf ) = (0, α+

π ) sinα =
γ1
ν

γ1
ν

= 1

(Zf , θf ) =

(
0,

3π
2

)
γ1
ν
> 1

(Zf , θf ) =

(
± sinhα
coshα

,
3π
2

)
coshα =

γ1
ν

无特殊说明 , 本文设定 : 当   时 ,    ;

当  时,   . 在共振情况下, 方程 (15)

的定点可以分成以下三类情况: 1)当  时, 存

在两个定点  ,  

 , 这里   ;  2)当   时 , 只存在一个

定点  ; 3)当  时, 存在两个

定点  , 这里  .

2γ0 ̸= ω

Zf ̸= 0
dZ
dt

= 0,
dθ
dt

= 0

Zf

其次, 考虑非共振 (  )情况. 由方程 (15)

可知, 非共振时,   . 令  , 可以

得到关于  的四次方程, 

− γ21Z
4
f −

[(
γ0 −

1

2
ω

)2

+ ν2 − γ21

]
Z2
f

+

(
γ0 −

1

2
ω

)2

= 0. (16)

求解方程 (16), 得到定点的布居数差:
 

 

Zf = ±

√√√√√ 1

−2γ21

{[
−γ21 +

(
γ0 −

1

2
ω

)2

+ ν2

]
−

√√√√[−γ21 +

(
γ0 −

1

2
ω

)2

+ ν2

]2
+ 4γ21

(
γ0 −

1

2
ω

)2
}
. (17)

这些定点解的稳定性可以通过计算雅可比矩阵:  
−4γ1Zf −

2νZf sin θf√
1− Z2

f

2ν
√

1− Z2
f cos θf

−2ν
cos θf(

1− Z2
f

) 3
2

2νZf sin θf√
1− Z2

f

 .

(18)

λ1,2

2γ0 = ω
γ1
ν
< 1 (Zf , θf ) = (0, 2π − α) (Zf , θf ) =

(0, α+ π ) λ1,2 =

±2iν
√
1− γ21

ν2
γ1
ν

= 1 (Zf , θf ) =(
0,

3π
2

)
λ = 0

γ1
ν
> 1 (Zf , θf )=

(
± sinhα
coshα

,
3π
2

)
λ1 = −2γ1Zf , λ2 =

− 2νZf√
1− Z2

f

Zf =
sinhα
coshα

的本征值  来分析. 如果雅可比矩阵两个本征值

的实部都小于或等于 0, 则这个定点是稳定的, 否

则, 定点是不稳定的. 在共振 (  )情况下, 当

 时, 两个定点  ,  

 对应的雅可比矩阵的本征值为  

 . 雅可比矩阵的本征值为纯虚数, 因此,

这两个定点是稳定的. 当  时, 定点 

 对应的雅可比矩阵的本征值  , 对应临界

稳定. 当  时, 两个定点 

对应的雅可比矩阵的本征值为 

 . 其中, 定点  对应的雅可比

2γ0 ̸= ω

γ1

矩阵的两个本征值都为负的实数, 为稳定的结点;

另外一个定点对应的雅可比矩阵的两个本征值

都为正的实数 , 为不稳定的结点 . 同理 , 非共振

(  )情况的雅可比矩阵分析可知, 对于任意

大小的非厄米参数  , 一个定点是稳定的, 一个定

点是非稳定的.

(Z, θ)

2γ0 = ω

2γ0 ̸= ω

图 1给出了  的经典相图. 图 1(a)—(c)给

出了共振 (  )的 3种情况, 图 1(d)给出了非

共振 (  )情况. 图中的红点表示定点. 文中

所有参数都已经无量纲化.
γ1
ν
< 1

Zf = 0

γ1

(Zf , θf ) =

(
0,

3π
2

)
Zf = 0

γ1
ν

= 1

(Zf , θf ) =
(
0,

3π
2

)
γ1
ν
> 1 θf =

3

2
π Zf ̸= 0

如图 1(a)所示, 当  时, 两个定点都位于

 处, 它们各自被一层层封闭轨道包围, 两者

都是稳定的定点 (中心). 如果增大非厄米参数  

的强度, 两个定点相互趋近, 向 

处移动, 保持   . 当   时, 两个定点合并

成了一个定点   , 如图 1(b)所示.

当  时, 如图 1(c)所示, 两个定点都居于 

 处, 但   , 意味着两能级上的布居数不对
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Zf > 0

Zf < 0

γ1

θf =
3

2
π Zf = 1

Zf = −1

2γ0 ̸= ω

γ1 Zf ̸= 0

Zf > 0

Zf < 0

称 (一个能级上占有的粒子数相对于另外一能级的

粒子数占优势), 这是由于非厄米导致的自囚禁 (布

居数不对称)量子态. 这时, 其中一个定点 (  )

为收点 (sink), 邻域的所有轨线最终都要落在其上,

另外一个定点 (  )为源点或发点 (source),

邻域中的所有解都要远离它. 如果继续增大非厄米

参数   的强度, 这两个自囚禁 (布居数不对称)的

定点会沿着   移动, 一个趋向   , 另一

个趋向  , 量子态的自囚禁效应增强. 图 1(d)

给出了非共振 (  )情况, 这时, 取任意小的

非厄米参数  , 两能级上的布居数都不相等,   ,

系统也存在一个稳定的收点 (  ), 一个不

稳定的源点 (  ), 所有轨线都发自源点流向

收点.
 

3.3    Floquet 态和准能量

|ψ′⟩ = |φ′⟩ e−iε′t |φ′(t+ T ′)⟩ =

|φ′(t)⟩ T ′ = 2π /ω

ε′ |φ′⟩ (H ′−

i∂t) |φ′⟩ = ε′ |φ′⟩ (Zf , θf )

|ψ′⟩

本节将从相空间的赝定点构造系统的 Floquet

态和准能量. 约化后的薛定谔方程 (10)存在归一

化的 Floquet态解   ,   

 , 这里,    , 量子态的归一化条件要

求   为实数. Floquet态   满足本征值方程  

 . 由定点   可以构造出归一

化的 Floquet态解  :
 

(
ψ′
1

ψ′
2

)
=

(
φ′
1

φ′
2

)
e−iε′t

=


√

1 + Zf
2

e−iωt√
1− Zf

2
eiθf

 e−iε′t−imωt. (19)

Zf

θ2 − θ1 = θf + ωt

−mωt
m = 0

显然, 态向量中两组分的布居数差为  , 相位差为

 , 对应经典相空间的赝定点. 式中

的相位   反映了准能谱的类似布里渊区的周

期性结构. 本文中如无特殊说明取   , 把准能

量限制在一个布里渊区内.

由 (9)式可以得到原始哈密顿量的Floquet态解: 

|ψ⟩ =
√
n |ψ′⟩ =

√
⟨φ | φ⟩ |φ′⟩ e−iε′t+Im(ε)t. (20)

n = ⟨φ | φ⟩ e2Im(ε)t ε = Re(ε)+

i Im(ε) |ψ⟩ = |φ⟩ e−iεt,

|φ⟩ =
√

⟨φ | φ⟩ |φ′⟩ ε′ = Re(ε)

此处用到关系式   ,   

 . (20)式和原始 Floquet态解  

相比较, 可得到具有时间周期性的 Floquet态本征

模   , 以及   , 也就是说,

归一化的 Floquet态解的准能量是原始 Floquet态

解的准能量的实部, 其值求解如下: 

ε′ = ⟨φ′|H ′ |φ′⟩ − i ⟨φ′| d
dt

|φ′⟩

= γ0Zf +
√
1− Z2

fν cos θf − ω/2− Zfω/2 +mω.

(21)

由 (8)式可知, 原始哈密顿量 Floquet态解的

模 (范数)随时间的演化方程满足, 

n(t) = n(0)e2γ1Zf t, (22)

n(0) t = 0

n = ⟨φ | φ⟩ e2Im(ε)t

式中的  表示初始时刻  的原始哈密顿量 Flo-

quet态解的模 (范数). (22)式与 

比较, 可以得到原始 Floquet态解的准能量的虚部, 

Im(ε) = γ1Zf , (23)

以及, 

⟨φ | φ⟩ = n(0). (24)

n(0) = 1假如设定  , 则原始哈密顿量的 Floquet

态解 (20)可以简化为: 

|ψ⟩ = |φ′⟩ e−iεt, (25)

准能量为: 

ε = ε′ + i Im (ε)

= (γ0 + iγ1)Zf +
√
1− Z2

fν cos θf

− 1

2
ω − 1

2
Zfω +mω. (26)

 

0 1 2

/p

0 1 2

/p

1.0

0.5

0

-0.5



-1.0

1.0

0.5

0

-0.5



-1.0

(a) (b)

(c) (d)

ω = 2, ν = 1 γ0 =

1, γ1 = 0.5 γ0 = 1, γ1 = 1 γ0 = 1, γ1 = 2

γ0 = 2, γ1 = 0.5

图 1    不同系统参数下的相空间轨道 (  )　(a)  

 ;  (b)    ;  (c)    ;

(d)  

ω = 2, ν = 1 γ0 = 1, γ1 = 0.5 γ0 = 1,

γ1 = 1 γ0 = 1, γ1 = 2 γ0 = 2, γ1 = 0.5

Fig. 1. Phase-space trajectories  with  different  system para-

meters(  ):  (a)    ;  (b)   

 ; (c)   ; (d)   . 
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Zf = 0

Zf ̸= 0

由 (26)式可知, 如果 Floquet态在两能级上

的占有概率 (布居数)相等,   , 那么准能谱是

全实数谱, 如果两能级上的占有概率 (布居数)不

相等,   , 准能谱就会变成复数谱.

Z = Zd + Za (t) Zd

Zd =
1

T ′

∫ T ′

0

Zdt

Za (t)

n(t) = n(0)e2γ
∫ t
0
Zadte2γ1Zdt, n = ⟨φ | φ⟩ e2Im(ε)t

Im(ε) = γ1Zd

⟨φ | φ⟩ = n(0)e2γ
∫ t
0
Zadt

|ψ⟩ =
√
n |ψ′⟩ =

√
⟨φ | φ⟩ |φ′⟩ e−iε′t+Im(ε)t

Zd

本文所考虑的周期驱动非厄米系统, 在归一化

的相空间中具有特殊的“赝定点”, 它对应不依赖时

间的布居数差和依赖于时间的相对相位. 但是对于

更一般的周期驱动非厄米系统, 在归一化的经典相

空间中 ,  Floquet态本征模应该对应庞加莱截面

(每隔驱动周期间隔采样)的定点. 即, 布居数差一

般是时间的周期函数,    , 这里,   

是常数 (   ), 代表庞加莱截面的定

点位置,    是平均值为 0的时间周期函数. 这

时, Floquet态解的模 (范数)随时间的演化方程满

足   与 

比较, 可以得到, 准能量的虚部为,    ,

以及   , 这样, 原始哈密顿量

的概率不守恒的Floquet态解可以构造出来, 即:  

  . 可以知道, 原始

哈密顿量 Floquet态解的准能量的虚部由  决定.

2γ0 ̸= ω

Zf ̸= 0 v
√
1− Z2

f cos θf =

2γ0 − ω

2Zf

(
1− Z2

f

)
m = 0

结合 (19), (25), (26)式, 可以确定薛定谔方程

(1)的 Floquet态和准能量. 考虑非共振 (  )

情况, 其定点解 (17)  , 结合 

 , 给出准能量 (  )为:
 

ε =
2γ0 − ω

2Zf
+ iγ1Zf −

1

2
ω. (27)

Zf ̸= 0

γ1

显然, 在非共振情况下, 由于   , 对于任意非

零的非厄米强度  , 其准能量都是复数.

2γ0 = ω接下来, 本文侧重于研究共振 (  )情况

的本征模和量子动力学演化, 将分别给出共振情况

三类定点对应的 Floquet态和准能量.
γ1
ν
< 1

(Zf , θf ) = (0, 2π − α)

1)  . 这时, 方程 (15)有两个布居数对称的定

点 . 定点   对应的 Floquet态

解为: 

(
ψ1

ψ2

)
=

(
φ1

φ2

)
e−iεt =


√

1

2
e−iωt

√
1

2
e−iα

 e−iεt, (28)

准能量为: 

ε = − (γ0 − ν cosα) . (29)

(Zf , θf ) = (0, α+ π )另外一个定点  对应的 Floquet

态解为: 

(
ψ1

ψ2

)
=

(
φ1

φ2

)
e−iεt =


√

1

2
e−iωt

−
√

1

2
eiα

 e−iεt, (30)

准能量为: 

ε = − (γ0 + ν cosα) . (31)
γ1
ν

= 1

(Zf , θf ) =

(
0,

3π
2

)2)  . 这时 , 两个定点合并成一个定点

 , 其对应的 Floquet态解为:
  (

ψ1

ψ2

)
=

1√
2

(
ie−iωt

1

)
e−iεt, (32)

ε = −γ0准能量为  . 这时, 两个 Floquet态本征模塌

缩成一个, 这个参数点被称为奇异点 (exceptional

point). 系统能谱在奇异点附近有独特的拓扑结构,

将带来许多新奇的物理现象和应用, 如增强传感灵

敏度 [27,28,50], 非对称模式转化和手性传输 [4] 等.
γ1
ν
> 1

(Zf , θf ) =

(
sinhα
coshα

,
3π
2

)3)  . 这时, 两个布居数不对称的定点出

现 . 其中一个定点   对应

的 Floquet态解为:  (
ψ1

ψ2

)
=

1√
1 + e - 2α

(
ie−iωt

e−α

)
e−iεt, (33)

准能量为: 

ε = iν sinhα− γ0. (34)

(Zf , θf ) =

(
− sinhα
coshα

,
3π
2

)
另一个定点   对应

的 Floquet态解为:  (
ψ1

ψ2

)
=

1√
1 + e2α

(
ie−iωt
eα

)
e−iεt, (35)

准能量为: 

ε = −iν sinhα− γ0. (36)

2γ0 = ω

γ1/ν

V (t0 + t) ̸= V (t0 − t)

图 2给出了非厄米系统 (1)在周期驱动 (7)作

用下共振 (  )情况时的准能量的实部 (见

图 2(a))和虚部 (见图 2(b))随参数   的关系 .

红线和蓝线代表直接对角化一个驱动周期的时间

演化算符的数值结果, 圆圈代表经典相图中赝定点

对应的准能量解析结果. 如图所示, 数值结果和

解析结果完全符合. 尽管在周期驱动 (7)作用下,

 , 从而非厄米系统 (1)不具有
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[H,PT ] ̸= 0

PT

ε = − (γ0 − ν cosα)

|φ (t0 + t)⟩ = 1√
2
(e−iω(t0+t),−eiα)T

t0

PT对称性,   , 但可发现, 它和 PT对称

系统一样, 存在一个准能谱从实数谱到复数谱的相

变. 当非厄米系统 (1)的准能谱为实数时, 将  

算符作用在实数准能谱  对应的

Floquet态本征模 

上, 可以验证, 对于任意的时刻点  ,
 

PT

(
φ1 (t0 + t)

φ2 (t0 + t)

)

=
1√
2

−e−iα

eiω(t0−t)

 ̸= C

(
φ1 (t0 + t)

φ2 (t0 + t)

)
, (37)

C

|φ (t0 + t)⟩ PT

ε = − (γ0 + ν cosα)

PT

式中,    为任意常数. 这说明, 该实数准能谱对应

的 Floquet态   不是   算符的本征模 .

同理可证, 另外一支实数准能谱 

对应的 Floquet态也不是  算符的本征模. 这进

一步说明, 在周期驱动 (7)作用下的非厄米 Floquet

系统 (1)具有实数准能谱, 但该系统不具有 PT对

称性.
 

4   量子态的非幺正动力学演化

2γ0 = ω

在第 3节中, 已经通过相空间中的定点方法解

析构造了系统的 Floquet态本征模和准能量. 由这

些 Floquet态和准能量, 我们可以求解任意量子态

的时间演化. 在共振情况下, 即使本文所研究的

Floquet系统不具有 PT对称性, 也存在能谱从实

数谱到复数谱的相变. 那么, 一般量子态的动力学

演化又会具有什么独特的量子性质呢? 分 3种情

况求解在共振 (  )情况下的一般量子态的

动力学演化.
γ1
ν
< 11)  . 由两个基本的 Floquet态解 (28)和

(30), 构造通解: 

ψ1 (t) = C1ei(γ0−ν cosα)te−iωt + C2ei(γ0+ν cosα)te−iωt,

ψ2 (t) = C1ei(γ0−ν cosα)te−iα − C2ei(γ0+ν cosα)teiα,
(38)

C1, C2式中叠加系数  由初态决定.

t = 0 |ψ(0)⟩ = [ψ1(0),

ψ2(0)]
T

假设给定  时刻的态矢量,  

 , 时间演化算符作用在该态矢量上, 可得:
 

ψ1 (t) = U11 (t, 0)ψ1 (0) + U12 (t, 0)ψ2 (0) ,

ψ2 (t) = U21 (t, 0)ψ1 (0) + U22 (t, 0)ψ2 (0) . (39)

|ψ(0)⟩ C1, C2

t = 0

由初态  决定 (38)式的叠加系数  后, 比

较 (38)和 (39)式, 可以写出从  开始的非幺正

时间演化算符的具体的矩阵形式: 

U (t, 0) =

(
U11(t, 0) U12(t, 0)　

U21(t, 0) U22(t, 0)

)
=

1

1 + e2iα

×

(
e2iαa∗ (t) + b (t) eiα [a∗ (t)− b (t)]

eiα [b∗ (t)− a (t)] b∗ (t)－e2iαa (t)

)
.

(40)

a (t) = ei(νcosα+
ω
2 )t b (t) = ei(νcosα−

ω
2 )t式中,    ,   .

ψ1 (0) = 1, ψ2 (0) = 0以初始条件  为例, 由 (39)

和 (40)式可知: 

ψ1 (t) =
1

1 + e2iα
[
e2iα−i(γ0+νcosα)t + ei(νcosα−

ω
2 )t
]
,

(41)
 

ψ2 (t) =
eiα

1 + e2iα
[
e−i(νcosα−ω2 )t − ei(νcosα+

ω
2 )t
]
.

(42)

|ψ1(t)|2 =
cos2(α−νt cosα)

cos2α
|ψ2(t)|2 =

sin2(νt cosα)
cos2α

θ1(t) = −ω
2
t+ arg[cos(α− νt cosα)]

因 此 有 ,    ,   

 ,    ,
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Im
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-0.5

R
e
(
)
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0.5

1.0
(a)

2γ0 =

ω γ1/ν

γ0 = 1, ω = 2

图 2    非厄米系统 (1)在周期驱动 (7)作用下共振 ( 

 )情况时的准能谱的实部 (a)和虚部 (b)随参数   的

关系. 红线和蓝线代表直接对角化一个驱动周期的时间演

化算符的数值结果, 圆圈代表经典相图中赝定点对应的准

能量解析结果. 参数取为  

γ1/ν

2γ0 =

ω

γ0 = 1, ω = 2

Fig. 2. Real (a)  and  imaginary  (b)  parts  of  the   quasiener-

gies as a function of    for the non-Hermitian system (1)

subject to a periodic modulation (7) in the resonant ( 

 ) case.  The red and blue  lines  denote  the  numerical   res-

ults of  quasienergies  computed  through  direct   diagonaliza-

tion  of  the  time-evolution  operator  over  one  period  of  the

driving,  while  the  circles  denote  exact  analytical  results  of

quasienergies  corresponding  to  the  pseudo  fixed  points  in

phase  space.  The  system  parameters  are  set  as

 . 
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θ2(t) =
ω

2
t+

3

2
π + arg[sin(νt cosα)] arg

π t0 =

α−(k+1/2)π
2νcosα

k |ψ1(t0+t)|2 =

|ψ2(t0 − t)|2, θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) = ξ − ωt

ξ = θ1 (t0) + θ2 (t0) =
3

2
π + arg [cos (α− νt0 cosα)]+

arg [sin (νt0 cosα)]

 . 其中,   代表

某函数的相角, 当函数取值为正实数时, 该相角为

0, 当函数取值为负实数时 , 该相角为   . 当  

 (  为整数)时, 可以验证,  

   , 其中 ,

 .

ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0

γ1
ν
< 1

|ψ1|2 |ψ2|2

t0 =
α− (k + 1/2) π

2νcosα
k

|ψ1|2 = |ψ2|2 t0 = −0.605

t0

+t −t
|1⟩ |2⟩

|ψ1(t0 + t)|2 =

|ψ2(t0 − t)|2 θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t0 ξ = θ1(t0) + θ2(t0)

以  为初态直接数值模拟原

始薛定谔方程 (1), 图 3给出了在共振情况下, 当

 时的系统动力学. 从图 3可以看出, 两能级

上的占有概率   和   随时间周期振荡 , 当

 (  为整数)时, 在两能级上的

占有概率相等 ,    . 图中以  

为例说明了这个特性. 图 3显示, 从   时刻开始,

沿着正向演化 (  方向)和沿着反向演化 (  方

向)在宇称算符 (交换两个基矢   和   , 空间反

演)操作下, 概率是完全相同的, 即  

 . 但相位之和 ,    ,

却不等于  时刻的值  , 反而随时

t间   线性变化. 注意, 在数值中, 相位每隔 2π 有个

跳跃. 图中的数值结果完全符合理论预言.

γ1/ν = 12)  . 这时, 系统处于奇异点, 只有一

个 Floquet态解 (32), 但可以构造出另外一个线性

无关的基本解:  (
ψ1

ψ2

)
= eiγ0t

 ite−iωt

t− 1

ν

 . (43)

因此, 由这两个线性无关的基本解, 可以写出

薛定谔方程 (1)的通解: 

ψ1 (t) = (C1 + C2t) iei(γ0−ω)t, (44)
 

ψ2 (t) =

[
C1 + C2

(
t− 1

ν

)]
eiγ0t, (45)

C1, C2

t = 0

式中叠加系数  由初态决定. 由 (44)和 (45)式,

可以得到, 从  开始的非幺正时间演化算符为 

U (t, 0) =

 (1 + νt) e−iω2 t −iνte−iω2 t

−iνtei
ω
2 t (1− νt) ei

ω
2 t

 .

(46)
t = 0 ψ1 (0) = 1, ψ2 (0) = 0

t = 0

当  时刻的态制备为  时,

把时间演化算符 (46)作用在  的态矢量上, 可得: 

ψ1 (t) = (1 + νt) e−iω2 t, (47)
 

ψ2 (t) = −iνtei
ω
2 t. (48)

t0=− 1

2ν
|ψ1(t0+t)|= |ψ2(t0−t)|,

θ1(t0 + t)+θ2(t0 − t) = π /2−ωt

可以证明, 当  时,  

 .

ψ1 (0) = 1, ψ2 (0) = 0

γ1/ν = 1

t0 = −0.5

+t t

|ψ1(t0 + t)|2 =

|ψ2(t0 − t)|2 θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t0 t

2π

取  为初态, 通过直接数值

积分模拟原始薛定谔方程 (1), 图 4给出了在共振

情况下, 当   时的系统动力学演化. 从图 4

可以看出, 两能级上的占有概率从   开始

沿着正向演化 (  方向), 呈时间   的平方增长 .

如理论预期一样 , 数值结果显示 ,   

 , 相位之和 ,    , 却

不恒等于  时刻的相位之和, 而是随时间  线性减

小. 注意, 在数值中, 相位每隔  有个跳跃.

γ1/ν > 13)  . 由系统的两个基本的 Floquet态

解 (33)和 (35), 可以构造在这种情况下的通解 

ψ1 (t) = C1iei(γ0−ω)t+ν sinhαt + C2iei(γ0−ω)t−ν sinhαt,
(49) 

ψ2 (t) = C1e−αeiγ0t+ν sinhαt+C2eαeiγ0t−ν sinhαt. (50)

C1, C2

t = 0

式中叠加系数  由初态决定. 同理, 由 (49)和

(50)式, 可以得到, 从  开始的非幺正时间演化
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γ1
ν
< 1

|ψn|2 n = 1, 2 θn n =

1, 2 t0 = −0.605

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) γ0 = 1, γ1 = 0.5,

ω = 2, ν = 1 ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0

图 3    在共振情况下的系统动力学 (  )　(a) 两能级

上的占有概率  (  )随时间演化; (b)相位  ( 

 )随 时 间 演 化 ;  (c)以   为 时 间 反 演 点 的

 演化. 系统参数取为 

  初态为  

γ1
ν
< 1

ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0

|ψ1|2 |ψ2|2

θ1(t) θ2(t)

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t0 = −0.605

γ0 = 1, γ1 = 0.5, ω = 2, ν = 1

Fig. 3. System  dynamics  for  the  resonance  case  with  the

non-Hermitian  parameters    ,  starting  the  system

with the  state    :  (a)  Time evolutions

of  the  occupation  probabilities      and    ;  (b)  time

evolutions of phases     and    ; (c) time evolution of

the sum of phases,    . Here we choose

the  time-inversion  point    . The  system   para-

meters are   . 
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算符为   

U (t, 0) =


e−iω2 t+νtsinhα

1− e−2α
+
e−iω2 t−νtsinhα

1− e2α
−i

(
e−αe−iω2 t+νtsinhα

1− e−2α
+
eαe−iω2 t−νtsinhα

1− e2α

)
　

−i

(
e−αei

ω
2 t+νtsinhα

1− e−2α
+
eαei

ω
2 t−νtsinhα

1− e2α

)
−e−2αei

ω
2 t+νtsinhα

1− e−2α
− e2αei

ω
2 t−νtsinhα

1− e2α
　　

 .

(51)

t = 0 ψ1 (0) = 1, ψ2 (0) = 0当   时刻的态制备为  

时, 把时间演化算符 (51)作用在该态矢量上, 可得 

ψ1 (t) =
e−iω2 t + νt sinhα

1− e−2α
+
e−iω2 t−νt sinhα

1− e2α
, (52)

 

ψ2 (t) = −i

(
e−αei

ω
2 t + νt sinhα

1− e−2α
+
eαei

ω
2 t−νt sinhα

1− e2α

)
.

(53)

t0 = − α

2ν sinhα
|ψ1(t0 + t)| = |ψ2(t0 − t)| , θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) =

ξ − ωt ξ = θ1 (t0) + θ2 (t0) = π /2

类 似 地 , 可 以 证 明 , 当   时 ,

    

 , 这里  .

γ1/ν > 1

ψ1(0) = 1, ψ2(0) =

0

图 5给出了在共振情况下, 当  时的系

统动力学演化. 同样地, 这里也是以 

 为初态直接数值模拟了原始薛定谔方程 (1). 如

t0 = −0.380

+t

|ψ1(t0 + t)|2 =

|ψ2(t0 − t)|2, θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t

图 5所示, 两能级上的占有概率从   开

始沿着正向演化 (  方向), 呈指数形式增长. 类似

地, 如理论预期的一样, 数值结果显示,  

  相位之和 ,    , 随

时间  线性减小.
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1, 2 t0 = −0.380

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) γ0 = 1, γ1 = 2,

ω = 2, ν = 1 ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0

图 5    在共振情况下的系统动力学.   .　(a) 两能

级上的占有概率  (  )随时间演化. (b)相位  ( 

 )随 时 间 演 化 .  (c)以   为 时 间 反 演 点 的

 演化. 系统参数取为  

  初态为  

γ1/ν > 1

ψ1(0) = 1, ψ2(0) = 0

|ψ1|2 |ψ2|2

θ1(t) θ2(t)

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t0 = −0.380

γ0 = 1, γ1 = 2, ω = 2, ν = 1

Fig. 5. System  dynamics  for  the  resonance  case  with  the

non-Hermitian  parameters    ,  starting  the  system

with  the  state    .  (a)  Time  evolutions

of  the occupation probabilities     and    .  (b)  Time

evolutions of phases    and   . (c) Time evolution of

the sum of phases,    .  Here the time-

inversion point is given by    . The system para-

meters are   .
 

t0 +t

−t

以上分析和数值证明 , 具有周期驱动形式

(7)的系统 (1)虽然不具有 PT对称性, 但在共振

情况下, 其量子态演化具有类似 PT对称的性质.

当非厄米参数强度小于某个临界值时, 两能级系统

布居概率呈周期振荡; 当非厄米参数强度大于该临

界值时, 布居概率呈指数增强. 而且, 在共振情况

下, 从  时刻开始演化的量子态, 沿着正方向 ( 

方向)演化和沿着反方向 (  方向)演化在宇称算

符 (交换两个基矢, 空间反演)操作下, 概率是完全
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图 4    在共振情况下的系统动力学 (  )　(a) 两能

级上的占有概率  (  )随时间演化;(b)相位  ( 

 )随 时 间 演 化 ;  (c)以   为 时 间 反 演 点 的

 演化. 系统参数取为  

  初态为  

γ1/ν = 1

ψ1 (0) = 1, ψ2 (0) = 0

|ψ1|2 |ψ2|2

θ1(t) θ2(t)

θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t)

t0 = −0.5

γ0 = 1, γ1 = 1, ω = 2, ν = 1

Fig. 4. System  dynamics  for  the  resonance  case  with  the

non-Hermitian  parameters    ,  starting  the  system

with the state    : (a) Time evolutions

of  the  occupation  probabilities      and    ;  (b)  time

evolutions of phases     and    ; (c) time evolution of

the sum of phases,    .  Here the time-

inversion  point  is  given  by    . The  system   para-

meters are   . 
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|ψ1(t0 + t)| = |ψ2(t0 − t)| ,
θ1(t0 + t) + θ2(t0 − t) = ξ

ξ t0

相同的. 也就是说, 从系统粒子布居概率来看, 该

非厄米系统的动力学和 PT对称系统完全一样. 但

实际上, 两能级系统的概率幅的相位不满足 PT对

称性的要求. 从数学上讲, 该系统只满足 PT对称

的其中一个条件:     但不

满足另外一个条件  , 这里

 是个常数, 由   时刻的概率幅的相位决定. 我们

把这种类似 PT对称性的量子动力学称为准 PT

对称量子动力学. 

5   结　论

采用经典相空间分析方法研究了一个周期驱

动的非 PT对称二能级量子系统的非厄米物理特

性. 由于哈密顿量的非厄米性, 体系概率不守恒,

引入一个归一化的量子态, 并把薛定谔方程转化成

了一个以两能级布居数差和相对相位为两个独立

变量的经典动力学方程. 研究发现, 该量子系统的

Floquet态对应经典相空间的“赝定点”, 即不随时

间变化的布居数差和依赖于时间的相对相位. 在经

典相空间“赝定点”的基础上, 我们解析构造了由该

非厄米哈密顿量支配下的量子态的非幺正时间演

化算符, 给出了不同参数区域的量子态演化. 研究

结果表明, 该非 PT对称二能级量子系统也存在类

似 PT对称系统一样的从对称未破缺区到破缺区

的过渡, 而且在该系统量子态的动力学演化中, 存

在一种准 PT对称量子动力学, 即系统粒子布居概

率演化完全满足时间空间对称 (PT对称), 但由于

相位演化不满足 PT对称性的要求, 因此, 该量子

态演化不满足时间空间对称 (PT对称). 这些研究

结果有利于进一步加深对非厄米量子系统, 特别是

对 PT对称概念的理解.

对于更一般的周期驱动非厄米系统, 在归一化

的经典相空间中, Floquet态本征模对应庞加莱截

面 (每隔驱动周期间隔采样)的定点. 本文建立的

经典相空间定点同 Floquet态和准能量的数学联

系, 可以推广到非线性的非厄米量子系统中, 有助于

研究开放量子多体系统的经典和量子对应, 有助于

构造新的超越标准量子极限的快速演化非幺正量

子门 [18,51], 这些都是未来进一步的研究工作的重点.
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Quasi-parity-time symmetric dynamics in periodically driven
two-level non-Hermitian system*

Hu Zhou 1)#    Zeng Zhao -Yun 2)#    Tang Jia 1)#    Luo Xiao -Bing 1)2)†

1) (Department of Physics, Zhejiang Sci-Tech University, Hangzhou 310018, China)

2) (School of Mathematics and Physics, Jinggangshan University, Ji’an 343009, China)

( Received 14 February 2022; revised manuscript received 10 March 2022 )

Abstract

In recent years, there have been intensive studies of non-Hermitian physics and parity–time (PT) symmetry
due  to  their  fundamental  importance  in  theory  and  outstanding  applications.  A  distinctive  character  in  PT-
symmetric  system  is  phase  transition  (spontaneous  PT-symmetry  breaking),  i.e.  an  all-real  energy  spectrum
changes into an all-complex one when the non-Hermitian parameter exceeds a certain threshold. However, the
conditions  for  PT-symmetric  system  with  real  energy  spectrum  to  occur  are  rather  restrictive.  The
generalization of PT-symmetric potentials to wider classes of non-PT-symmetric complex potentials with all-real
energy spectra is a currently important endeavor. A simple PT-symmetric two-level Floquet quantum system is
now being actively explored, because it holds potential for the realization of non-unitary single-qubit quantum
gate.  However,  studies  of  the  evolution  dynamics  of  non-PT-symmetric  two-level  non-Hermitian  Floquet
quantum system are still relatively rare.

In  this  paper,  we  investigate  the  non-Hermitian  physics  of  a  periodically  driven  non-PT-symmetric  two-
level quantum system. By phase-space analysis, we find that there exist so-called pseudo fixed points in phase
space representing the Floquet solutions with fixed population difference and a time-dependent relative phase
between  the  two  levels.  According  to  these  pseudo  fixed  points,  we  analytically  construct  a  non-unitary
evolution operator and then explore the dynamic behaviors of the non-PT-symmetric two-level quantum system
in different parameter regions. We confirm both analytically and numerically that the two-level non-Hermitian
Floquet  quantum system,  although  it  is  non-parity-time-symmetric,  still  features  a  phase  transition  with  the
quasienergy  spectrum  changing  from  all-real  to  all-complex  energy  spectrum,  just  like  the  PT  symmetric
system.  Furthermore,  we  reveal  that  a  novel  phenomenon called  quasi-PT symmetric  dynamics  occurs  in  the
time evolution process. The quasi-PT symmetric dynamics is so named in our paper, in the sense that the time-
evolution  of  population  probabilities  in  the  non-PT-symmetric  two-level  system  satisfies  fully  the  time-space
symmetry  (PT  symmetry),  while  time-evolution  of  the  quantum  state  (containing  the  phase)  does  not  meet
such a PT symmetry, due to the fact that time-evolution of the phases of the probability amplitudes on the two
levels violates the requirement for the PT symmetry.

Keywords: parity-time  symmetry,  periodically  driven  two-level  systems,  non-Hermitian  physics,  dynamical
evolution
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

规范势下正方形格点超导量子比特电路中
的量子态输运*
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5) (中国科学院大学物理学院, 北京　100190)

(2022 年 12 月 11日收到; 2023 年 3 月 23日收到修改稿)

4π

借助于电感型耦合器产生人造规范势 (有效磁通), 本文研究了正方形传输子量子比特模型中的量子态

输运性质. 理论计算发现, 单粒子本征态与单空穴本征态具有相同的本征能谱, 并且相同能量下, 两者的平均

粒子流与平均空穴流受有效磁通正弦调制后互为相反数. 当初态为占据一个格点的单粒子与单空穴时, 如果

系统时间反演对称 (有效磁通为   的整数倍), 单粒子与单空穴的含时波函数各分量相等, 否则不等. 分析证

明, 以上计算结果是由于对体系哈密顿量的粒子-空穴操作等价于对其做时间反演. 此外还发现, 有效磁通为

π 时, 单粒子或单空穴只在初始比特与两个相邻比特之间输运, 有效磁通为 0时, 单粒子或单空穴通过两个相

邻比特输运到对角比特, 然后再反向输运; 无论有效磁通如何取值, 两者具有相同的平均 (粒子或空穴)流和

格点占据概率.

关键词：规范势, 量子态输运, 量子态制备

PACS：03.67.Ac, 03.67.–a 　DOI: 10.7498/aps.72.20222349

 1   引　言

20世纪末, 由 Feynman[1] 提出的使用一种人

工可控的量子系统来模拟另一种现实中真实的量

子系统的研究方案——量子模拟, 在凝聚态材料研

究领域具有广阔的应用前景. 特别地, 作为一种新型

思路, 量子模拟方法可以避免经典计算机在处理多

体量子态时面临的数据存储困难 [2]. 因此, 在人造量

子系统中进行已知现象的演示, 或未知现象的探索

已经成为凝聚态物理量子模拟研究的重要方向.

规范势理论在凝聚态物理的发展中充当十分

重要的角色. 20世纪末的贝里相位 [3]、整数 [4]、分数 [5,6]

量子霍尔效应, 以及 21世纪初的量子自旋霍尔效

应 [7−11] 和拓扑绝缘体 [12], 都得益于规范势的发展,

激起了在量子模拟中引入规范势的研究. 其中, 比

较突出的是冷原子平台 [13], 例如利用空间变化的

激光与原子内态的耦合可以产生人造磁场 [14−18],

如果进一步控制失谐量随时间变化甚至可以产生

人造电场 [16]. 但在集成化方面, 冷原子平台还面临

着不小的困难. 而超导量子电路 [19−21] 则因传承了

传统的微电子工艺, 在集成方面享有独特的优势,
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这有望催生面向量子模拟的专用超导量子芯片. 因

而立足此平台开展关于规范势的量子模拟研究具

有难以估量的应用前景.

自 1999年单个电荷量子比特中呈现出量子振

荡 [22] 后, 多比特研究一直在追逐比特参数一致性

以及良好相干性的过程中前进. 相应地, 基于超导

量子电路的规范势研究也经历了从单比特到多比

特的过程. 如何在格点之间产生规范势也是限制多

比特下规范势研究的一个难点. 对于单比特系统而

言, 研究重心主要集中在动量空间, 即利用量子比

特哈密顿量的可调性来研究绝热变化下的贝里相

位、陈数 (或缠绕数)以及拓扑性质 [23−27]. 随着高

品质芯片中比特数目的有效提高 [28], 在多比特构

造的格点空间中研究规范势诱导的拓扑效应的报

导越来越多. 这也得益于合成格点间有效磁通 (阿

贝尔规范势)的若干方案被相继提出, 例如周期调

制量子比特频率 [29−31] 以及利用约瑟夫森结的非线

性 [32−34] 等思路. 较典型地, 2017年, Roushan等 [34]

在三角形格点原包中利用周期调制的电感耦合器

实现了光子的有效磁通, 并观察到了时间反演对称

破缺诱导的单光子态与单空穴态的手性输运现象.

由于此三角形原包可看作实现分数量子霍尔效应

的基本单元, 此研究为实现最终的二维分数量子霍

尔效应奠定实验基础.

类似地, 由于正方格点原包是整数量子霍尔效

应的基本单元, 受文献 [34]启发, 本文将研究有效磁

通对正方形格点原包中量子态的影响. 考虑利用电

感耦合器产生有效磁通, 系统研究正方格点中单粒

子本征态、单空穴本征态、单粒子态以及单空穴态

的制备方法, 输运性质以及测量方案. 同时, 将根据

主流实验参数考虑环境对这些过程的影响. 虽然调

制比特频率的方法产生有效磁通对样品制备的要

求简单, 但耦合器对比特间的相互作用控制更加完

美, 在需要精确开关比特耦合的场景更有优势. 本工

作为研究规范势下更复杂模型中的量子行为, 特别

是整数量子霍尔效应, 提供重要的基础参考数据.

 2   理论模型

Cj

L0 LTj

如图 1所示, 本文研究的正方格点体系由传输

子量子比特以及耦合器构成. 其中, 传输子量子比

特由超导量子干涉仪 (SQUID), 分流电容   与自

感   构成. 电感耦合器由约瑟夫森结   与自感

L0 Φext;j,j+1

M0 Φext;j,j+1

 组成的环路构成, 并且可通过外部磁通 

进行控制. 借助于量子比特与耦合器之间的互感

 , 比特之间可形成受   控制的等效耦合.

如果进一步考虑 4个量子比特分别被经典场 (图中

未明确标出)驱动, 则经过一些列正则量子化与二

能级近似操作, 体系的哈密顿量可以表示为
 

H =

4∑
j=1

ℏωj
2
σzj

+

4∑
j=1

ℏgj,j+1 (t)
(
σ+
j + σ−

j

) (
σ+
j+1 + σ−

j+1

)

+

4∑
j=1

[
ℏΩj
2

ei(νjt+φj)σ−
j + H.c.

]
. (1)
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0
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0
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图 1    四量子比特电路结构示意图. 在该示意图中量子比

特是由电容、电感和约瑟夫森结组成 , 而耦合器由电感与

约瑟夫森结组成的环路构成. 相邻两个量子比特之间通过

耦合器实现耦合, 每一个耦合器可以调节外加磁通来实现

可调耦合. 其中,   表示量子比特,   与  (j = 1, 2, 3, 4)

都代表约瑟夫森结电感 ,   代表电容 ,   代表电感 ,  

表示相邻电感之间的互感

Qj

Lj LTj

Cj

L0 M0

Fig. 1. Schematic diagram  of  the  four  qubit  circuit   struc-

ture. In this diagram, a qubit is composed of a capacitor, an

inductance  and  a  Josephson  junction,  while  a  coupler  is

composed  of  a  loop  consisting  of  an  inductance  and  a

Josephson  junction.  The  coupling  between  two  adjacent

qubits is realized by a coupler, where the external magnetic

flux can be tuned to achieve adjustable coupling. Here,   

stands  for  a  qubit,      and    (j = 1,  2,  3,  4)  stand  for

Josephson  junction  inductance,      stands for  the   capacit-

ance,    stands for the inductance,    denotes the mutu-

al inductance between adjacent inductances. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    100304

100304-2



j = 4 j + 1 = 1 Q1 Q3

Q2 Q4 ωj =(√
8EC;jEJ;j − EC;j

)
/ℏ Qj |gj⟩

|ej⟩ σzj = |ej⟩⟨ej | − |gj⟩⟨gj |
σ+
j = |ej⟩⟨gj | σ−

j = |gj⟩⟨ej |

Qj Ωj = Cc|Vin|
√

2ωj
ℏCJ;j

νj ϕj = − arg {Vin} − π/2

为自洽起见 , 约定在 (1)式的下标中 , 如果

 , 应取   . 这里选取量子比特   与  

完全相等 , 量子比特   与   完全相等 ,   

 代表量子比特  从基态 

到激发态   的跃迁频率 ,   

为泡利算符,     (  )为量子

比特   的上升 (下降)算符,    ,

 与   分别代表经典场的驱动

强度、频率以及相位. 此外耦合器产生的比特间耦

合强度为 

gj,j+1 =
1

2

M2
0
√
ωjωj+1√

LJ;jLJ;j+1LTj
cos (Φext;j,j+1) ,

Φext;j,j+1 Φ0

EC;j = e2/(2CJ;j)

EJ;j = [Φ0/(2π)]2 /LJ;j

LJ;j CJ;j

Cc Vin

M0 L0

LT;j Φext;j,j+1

gj,j+1(t) ≡ gj,j+1 ̸= 0

gj,j+1(t) ≡ 0 Φext;j,j+1

其大小受偏置磁通  控制. 其中  表示磁通

量子,    表示约瑟夫森电荷能, e表

示元电荷量,    表示约瑟夫森

能,   表示量子比特线性电感,   表示量子比特

的电容,    表示施加驱动场耦合电容,    表示入

射电压复振幅 ,    是相邻电感   之间的互感 ,

 表示约瑟夫森结线性电感. 1)当  仅含

静磁场时 , 可以控制耦合的开关 [35,36]. 例如 , 当

 时 , 比 特 间 耦 合 打 开 ; 当

 时, 比特间耦合关断. 2)而当  

包含时变磁场时, 可以产生复数跳跃项 [34] 或双粒

子激发 (湮灭)[37]. 后面可知, 前者是合成有效磁通 [38]

的基本原理, 后者可用于单空穴态的制备. 由此可

见, 调控经典场以及比特间耦合强度可以来控制哈

密顿量 H. 借助于此, 将围绕单粒子本征态, 单空

穴本征态, 单粒子态以及单空穴态展开具体研究.

 3   单粒子本征态和单空穴本征态

gj,j+1(t) = 2g0 cos(∆j,j+1t+ φj,j+1)

∆j,j+1 =

ωj+1 − ωj σ+
j σ

+
j+1

σ−
j σ

−
j+1

φj,j+1 = ΦS/4

要产生正方格点中的有效磁通, 则需对耦合器

施加时变偏置磁通 , 使得耦合强度满足形式

 
[34]. 当耦合器的

调制频率满足两端量子比特的频率差  

 时, 根据旋波近似理论, 可以忽略 

与   两项. 此外, 进一步调节耦合器调制相

位, 使其满足   . 此时, 相互作用表象

下的系统哈密顿量可以写为 

HI = Heff +

4∑
j=1

(
ℏΩj
2

e−i(ϵjt+ϕj)σ+
j + H.c.

)
.

其中, 有效哈密顿量为 

Heff =

4∑
j=1

ℏg0
(
σ+
j σ

−
j+1e

iΦS
4 + σ−

j σ
+
j+1e

−iΦS
4

)
, (2)

ΦS =
∑4

j=1
φj,j+1

g0 =

M2
0
√
ωjωj+1/

(
2
√
LJ;jLJ;j+1LT

)

ϵj = νj − ωj

其描述了正方格点量子比特的耦合情况. (2)式可

以映射为弱磁场下带电粒子的哈密顿量 [38], 因此,

将这里的相位   称为穿过正方格

点的有效磁通. 此外, 在驱动项中, 裸耦合强度为 

 , 其中取 LTj ≡ LT,

并且由于量子比特 Q1 与 Q3 完全相等, 量子比特

Q2 与 Q4 完全相等, 使得裸耦合强度相等; 驱动场

与量子比特的频率差为  .

σ+
j =

1√
4

4∑
n=1

e−iknjΣ+
n σ−

j =
1√
4

4∑
n=1

eiknjΣ−
n

kn = (n− 1) 2π/4

Σ+
n Σ−

n

为考察有效哈密顿量的本征态激发行为, 对

量子比特的上升下降算符进行离散傅里叶变换,

 以 及   .

其中,    称为波矢, n = 1, 2, 3, 4,

算符   (  )代表量子比特的集体上升 (下降)算

符. 这时可以得到 

HI =

4∑
n=1

[
ℏω̃nΣ+

nΣ
−
n +

(
ℏAn
2

Σ+
n + H.c.

)]
,

其中 

ω̃n = 2g0 cos (kn + Φs/4) ,

An =
1√
4

4∑
j=1

eiknjΩje−i(ϵjt+ϕj).

|kn⟩ = Σ+
n |0⟩ |0⟩ = |0000⟩

|q1q2q3q4⟩ qj = 0 qj = 1

Qj |gj⟩ |ej⟩

利用量子比特的集体上升算符, 单粒子本征态可以

表示为  , 这里  表示 (四比特)

基态. 此后约定, 右矢  中,   和 

分别表示比特  处于基态  和激发态  .

|0⟩

|kn⟩
νj Qj

ωj ϵj = ω̃n

Ωje−iϕj =
1√
4
e−iknjBn

ℏBn
2

e−iω̃ntΣ+
n + H.c.

t0 |Bn| (t1 − t0) = π

|0⟩ |kn⟩

基于以上模型, 可以从基态    (可在关断比

特间所有耦合及驱动场的条件下自然冷却获取)

出发, 制备单粒子本征态   . 具体方法为: 调节

驱动场并使驱动频率   与量子比特   的跃迁频

率   满足共振条件   , 并使驱动强度与相

位满足  , 此时驱动项只剩下

 . 那么, 在强驱动条件下, 从初

始时刻   施加一个 π 脉冲   , 体系

便可从基态   一次演化到单粒子本征态   . 这

里, 强驱动条件是指驱动强度远大于量子比特的

衰减率.
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|kn⟩ ΦS

Heff Ij,j+1

Qj Qj+1

考察单粒子本征态   在有效磁通   下的手

性输运性质. 关闭量子比特的所有驱动场后, 系统

演化只受   约束. 如果定义粒子流算符   表

示单位时间由量子比特  流向量子比特  的粒

子数 , 那么它应满足如下的连续性方程 , 即 

d(σ+
j σ

−
j )

dt
=

[
σ+
j σ

−
j ,Heff

]
iℏ

= Ij−1,j − Ij,j+1. (3)

经过简单计算, 可以得到粒子流算符的形式为 

Ij,j+1 = ig0(σ+
j σ

−
j+1e

iΦS
4 − H.c.). (4)

|kn⟩ ⟨Ij,j+1⟩kn =

⟨kn|Ij,j+1|kn⟩ = −g0
4

sin
(
kn +

ΦS

4

)
g0/(2π) = 4MHz

|kn⟩
ΦS ΦS

kn

单粒子本征态   下的平均粒子流为  

 . 在图 2中 , 蓝

色实线展示了裸耦合强度取   时 ,

平均粒子流在不同单粒子本征态   下随有效磁

通  的变化. 可以看到, 平均粒子流与有效磁通 

呈正弦函数关系, 波矢   主要决定正弦函数的初

始相位.

|0⟩h = |1111⟩
σ+
j σ−

j

σ+
h,j σh−

h,j

如果将处于基态的量子比特看作一个空穴的话,

那么系统同样存在单空穴本征态, 即只有一个量子

比特处于基态的本征态. 这时,   可以看

做空穴的真空态, 并且  (  )可以看做空穴的湮

灭 (产生)算符  (  ). 那么, 相互作用表象下的

系统哈密顿量可以写为 

Hh
I =H

h
eff+

4∑
j=1

(
ℏΩj
2

ei(ϵjt+ϕj)σ+
h,j+H.c.

)
.

 

Hh
eff=

4∑
j=1

ℏg0
(
σ+
h,jσ

−
h,j+1e

−iΦS
4 +σ−

h,jσ
+
h,j+1e

iΦS
4

)
, (5)

−ΦS

σ−
h,j=

1√
4

4∑
n=1

e−iknjΣ−
h,n σ+

h,j=
1√
4

4∑
n=1

eiknjΣ+
h,n

用来描述  磁通下空穴的有效哈密顿量. 经过变

换   ,   

Hh
I =

4∑
n=1

[
ℏω̃nΣ+

h,nΣ
−
h,n +

(
ℏAn
2

Σ−
h,n + H.c.

)]
ℏω̃n |kn⟩h = Σ+

h |0⟩h

|0000⟩
Q1 Q4

|0⟩h
νj Qj

ωj ϵj = −ω̃n
Ωje−iϕj = e−iknjBn/

√
4

ℏBn
2

eiω̃ntΣ−
h,n + H.c.

t0 |Bn| (t1 − t0) = π

|0⟩h
|kn⟩ |0⟩h

Q1 Q2

g1,2(t) =

2g0 cos(∆1,2t+ φ1,2) ∆1,2 = ω1+ ω2

σ+
1 σ

+
2 σ−

1 σ
−
2

g0t =
π
2

|0⟩

|1100⟩ Q3 Q4

g3,4(t) = 2g0 cos(∆3,4t+ φ3,4) ∆3,4 = ω3 + ω4

σ+
3 σ

+
4 σ−

3 σ
−
4

g0t =
π
2

|0⟩h

之后,   .

属于本征值  的单空穴本征态为  .

要制备单空穴本征态主要分为两步. 首先, 以真空

态   为初态, 在关断比特耦合的情况下, 顺次

对 4个比特  —  施加 π 脉冲, 制备到空穴真空

态  . 然后, 打开耦合器形成有效磁通, 同时调节

驱动场并使驱动频率  与量子比特  的跃迁频率

 满足共振条件   , 并使驱动强度与相位

满足   , 此时驱动项只剩下

 . 那么, 在强驱动条件下, 从初

始时刻   施加一个 π 脉冲   , 体系

便可从空穴真空态   一次演化到单空穴本征态

 . 值得指出的是, 空穴真空态  的制备也可以

通过调制耦合器达到. 首先, 打开  —  耦合, 改

变耦合器偏置磁通使耦合强度满足形式  

 , 其中,     . 根据旋

波近似理论, 仅保留   与   两项. 这时, 仅

需一个脉冲  , 体系便可从基态  到达量子

态  . 接着同样只打开  —  耦合, 使耦合强

度   ,    .

这时仅保留  与  两项. 类似地, 只需一个

脉冲  , 便可获取空穴真空态  .

类似地, 通过考察空穴的连续性方程, 同样可

以求得空穴流算符为 

Ihj,j+1 = ig0(σ+
h,jσ

−
h,j+1e

−iΦS
4 − H.c.). (6)

|kn⟩h那么, 在本征态  下空穴流的平均值为 

⟨Ij,j+1⟩h,kn = h⟨kn|Ihj,j+1|kn⟩h

=
g0
4

sin
(
kn +

ΦS

4

)
= −⟨Ij,j+1⟩kn .
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<,+1> <,+1>h

|kn⟩ |kn⟩h ⟨Ij,j+1⟩kn ⟨Ij,j+1⟩h,kn

ΦS g0/(2π) = 4MHz
图 2    当 n分别取 (a) 1, (b) 2, (c) 3, (d) 4时, 单粒子 (空穴)本征态   (  )下的平均粒子 (空穴)流   (  )

随有效磁通   的变化曲线. 取裸耦合强度   . 此外, 蓝色实线 (红色虚线)代表平均粒子 (空穴)流

⟨Ij,j+1⟩kn ⟨Ij,j+1⟩h,kn |kn⟩ |kn⟩h
ΦS

g0/(2π) = 4MHz

Fig. 2. Average particle (hole) current     (  ) in the single-particle (hole) eigenstate     (  ) against the

effective  magnetic  flux      for  n  taking  (a)  1,  (b)  2,  (c)  3,  and  (d)  4,  respectively.  We  have  taken  the  coupling  strength

 . Additionally, the solid blue (dashed red) curves represent the particle (hole) current.
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|q1q2q3q4⟩
|q1q2q3q4⟩h qj = 0

qj = 1 Qj

Hh
eff Heff

Hh
eff = THeffT

−1

2ℏg0 cos
(
kn +

ΦS

4

)
|kn⟩h = T |kn⟩T−1

Ihj,j+1 = −TIj,j+1T
−1

可见, 在属于相同本征值的单粒子本征态与单

空穴本征态下, 平均粒子流与平均空穴流方向相

反, 如图 2中红色虚线所示. 这种相反的空穴与粒

子流, 可以从时间反演的角度来进行深度解释. 暂

不考虑粒子态和空穴态带来的物理上的区别, 仅在

数学上将所有的算符 (量子态)都看成对应的矩阵

(向量), 亦即将粒子态基矢  与空穴态基矢

 进行一一映射 . 在后者中 ,     与

 分别表示量子比特  处于激发态和基态. 这

时, 对体系有效哈密顿量的粒子-空穴操作之后, 空

穴的有效哈密顿量  与粒子的有效哈密顿量 

互为时间反演, 即  . 其中 T为时间

反演算符, 此处单指取复共轭. 因此, 属于相同本

征值  的单空穴本征态与单粒子

本征态必互为时间反演, 即  , 这可

由本征态具体表达式轻易验证. 另一方面, 发现粒

子流与空穴流算符满足关系    .

因此, 对于平均粒子流, 可得 

⟨Ij,j+1⟩h,kn = h⟨kn|Ihj,j+1|kn⟩h

= (T ⟨kn|T−1)(−TIj,j+1T
−1)(T |kn⟩T−1)

= − T ⟨kn|Ij,j+1|kn⟩T−1 = −⟨Ij,j+1⟩kn ,

ΦS

Heff = Hh,eff ℏω̃n
|kn⟩ |kn⟩h

该式最后利用了平均粒子流是实数的性质. 这就从

时间反演的角度解释了为什么在属于相同本征值

的单粒子与单空穴本征态下, 平均粒子流与平均空

穴流互为相反数. 特别地, 当有效磁通   为零时,

有效哈密顿量满足时间反演对称, 此时, 有效哈密

顿量   , 且均在本征值   处有两个简

并的本征态  与  .

 4   单粒子态

|j⟩ = σ+
j |0⟩

|1⟩ |0⟩
Q1

ν1 = ω1 t0

Ω1 (t1 − t0) = π

|0⟩ |1⟩

单粒子态指只有一个量子比特被激发的态, 可

表示为   , 其中 j取值 1—4. 以单粒子态

 为例, 其制备可以由基态  一步获取. 这只需在

关断比特间所有耦合的情况下, 只对量子比特  

施加共振驱动场, 即  . 以  为初始时刻, 经

历一个 π 脉冲  , 那么体系便可从初

态  演化到单粒子态  .

|1⟩现在, 考察单粒子态   在有效磁通下的手性

输运性质. 通过关闭量子比特所有驱动场, 并打开

所有耦合器, 对体系合成 (2)式中的有效哈密顿量

Heff |1⟩

|ψ(t)⟩ = exp
(
− i

ℏ
Hefft

)
|1⟩

 . 由于  不是有效哈密顿的本征态, 因此会进

行时间演化 . 经过时间 t后的波函数可记为

 . 将初态展开为单粒子

本征态 (见第 3节)的线性叠加, 即可获得波函数

的具体形式: 

|ψ (t)⟩ =
4∑
j=1

ψj(t)|j⟩ =
1

2
[cos (ω̃0t) + cos (ω̃3t)] |1⟩

+
1

2
[−i sin (ω̃0t)− sin (ω̃3t)] |2⟩

+
1

2
[cos (ω̃0t)− cos (ω̃3t)] |3⟩

+
1

2
[−i sin (ω̃0t) + sin (ω̃3t)] |4⟩. (7)

ω̃0=2g0 cos
ΦS

4
ω̃3=2g0 sin

ΦS

4
Heff

⟨Ij,j+1(t)⟩1=⟨ψ1 (t) |Ij,j+1|ψ1(t)⟩

如前所述,    和   是有效

哈密顿量  的两个本征频率. 进一步算得任意时

刻的平均粒子流   ,

可得 

⟨I12⟩1 = −⟨I41⟩1

=
g0
2
[cos (ω̃0t) + cos (ω̃3t)]

×
[
cos

ΦS

4
sin (ω̃0t) + sin

ΦS

4
sin (ω̃3t)

]
, (8)

 

⟨I23⟩1 = −⟨I34⟩1

= − g0
2
[cos (ω̃0t)− cos (ω̃3t)]

×
[
cos

ΦS

4
sin (ω̃0t)− sin

ΦS

4
sin (ω̃3t)

]
. (9)

ΦS = π+

2nπ Q3 ⟨I23⟩1 =

⟨I43⟩1 ≡ 0 ΦS = π

ΦS = 0 Qj Qj+1 ⟨Ij,j+1⟩1
|j⟩ Pj = |ψj(t)|2

观察平均粒子流表达式 , 容易发现 , 在  

  (n为整数)时比特  无粒子流入, 即 

 . 图 3(a)—(g) (图 3(i)—(p))给出了 

(  )时 ,    —   间平均粒子流   和

量子态  占据概率  的演化曲线. 这里,

蓝色虚线 (红色实线)排除 (包含)了环境的影响.

其中, 环境的影响可以用下面的主方程来描述: 

d
dt
ρ(t) =

[Heff, ρ]

iℏ
+

4∑
j=1

Lj [ρ] , (10)

ρ(t)其中,   为四比特体系的密度算符. 

Lj [ρ] =− γj⟨ej |ρ |ej⟩ |ej⟩ ⟨ej |

+ γj⟨ej |ρ |ej⟩ |gj⟩ ⟨gj | −
Γj
2
⟨ej |ρ |gj⟩ |ej⟩

× ⟨gj | −
Γj
2
⟨gj |ρ |ej⟩ |gj⟩ ⟨ej |,
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Lj [ρ] Qj

γj(Γj) Qj

g0/(2π) = 4

γj/(2π) ≡ 0.05 Γj/(2π) ≡ 0.1

⟨I12⟩1 ⟨I41⟩1 ⟨I23⟩1 ⟨I34⟩1
ΦS 0

ΦS = π
Q1 Q2 Q4

Q3 P3

这里,   表示量子比特  的林德布拉德耗散项,

 是量子比特  的弛豫速率 (退相速率). 取耦

合器裸耦合强度     MHz, 弛豫速率

  MHz, 退相速率   MHz.

结合上述的平均粒子流公式, 在图中可以很容易地

看出粒子流  与  ,   与  在数值上

互为相反数, 并且当有效磁通  为  和 π 时, 平均

粒子流和量子态演化存在着不同的情况. 当 

时, 发现单粒子由  同时向着  和  演化, 同时

 上的占据概率  始终为零. 观察平均粒子流也

ΦS = π ω̃0 = ω̃3 =
√
2g0

|3⟩ ψ3(t) ≡ 0

2ω̃0

ΦS = 0 Q1

Q2 Q4 Q3

ΦS ω̃0 = 2g0 ω̃3 = 0

ω̃0 2ω̃0

可以看出, 只有量子比特 Q1—Q2 和 Q1—Q4 之间

出现非零的平均粒子流. 更直接地, 这是因为当

 时 ,    , 进而由波函数公式

(见 (7)式)容易验证  上的概率振幅  . 另

外, 非零的占据概率和平均粒子流均以频率  正

弦振荡, 对应周期约为 0.088 µs, 这也可以在图中

明显发现. 当  时, 发现单粒子由  同时沿着

 和  向  输运, 并且相邻两个量子比特之间均

存在粒子流 . 当   取 0时 ,    以及   .

此时, 可以验证平均粒子流以  ,   两种频率正
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S=0

ΦS = π ΦS = 0 |1⟩ Qj −Qj+1

⟨Ij,j+1⟩1 |j⟩ Pj

g0/(2π) = 4 Qj γj/(2π) ≡ 0.05 Qj Γj/(2π) ≡ 0.1

图  3    当有效磁通取    (  )时 , 单粒子态   演化时间 t后 (a)—(d) [(i)—(l)]比特   之间的平均粒子流

 与 (e)—(h) [(m)—(p)]量子态   上的占据概率   的变化曲线. 其中, 蓝色虚线 (红色实线)指排除 (包含)环境影响, 此

外, 取裸耦合强度    MHz,   弛豫速率    MHz,   退相速率    MHz

Qj Qj+1 ⟨Ij,j+1⟩1
Pj |j⟩ ΦS = π ΦS = 0

|1⟩
g0/(2π) = 4 Qj γj/(2π) ≡ 0.05 Qj

Γj/(2π) ≡ 0.1

Fig. 3. Variation curves of both the (a)–(d) [(i)–(l)] average   –   particle current    and (e)–(h) [(m)–(p)] occupation

probability     on the quantum state      for the effective magnetic flux taking     (  ) after the time  t  for which the

single-particle state    evolves. Here, the dashed blue (solid red) curves represent the environment influence is exluded (included).

Additionally, we specify the bare coupling strength     MHz,     relaxation rate     MHz, and     dephas-

ing rate    MHz.
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P1 P3 P2

P4 2ω̃0

弦振荡, 对应周期分别为 0.125 µs和 0.0625 µs, 这
就是图中平均粒子流不是单纯正弦函数的原因. 类

似的振荡情况也适用于占据概率   和   . 而   ,

 则只以频率   做正弦振荡. 两种有效磁通下,

环境影响均可忽略不计, 这是由于在所取典型参数

下, 系统处于强耦合区.

 5   单空穴态

|j⟩h = σ−
j |0⟩h

|0⟩ |1⟩h
Q2 Q3 Q4

Q2 Q3

g2,3(t) = 2g0 cos(∆2,3t+ φ2,3)

∆2,3 = ω2 + ω3

σ+
2 σ

+
3 σ−

2 σ
−
3 g0t = π/2

|0110⟩ Q4

|1⟩h = |0111⟩

不同于单粒子态只有一个比特处于激发态, 单

空穴态中只有一个量子比特处于基态, 其余的量子

比特都处于激发态, 即   . 假设初态为

基态  , 以  为例, 其制备可通过在关断比特间

所有耦合时, 顺次对   ,    ,    施加 π 脉冲来实

现. 另一种制备方法可以利用耦合器的可调耦合.

仅打开   —   间耦合, 改变耦合器偏置磁通, 使

得耦合强度满足   
[34],

其中,   . 根据旋波近似理论, 仅保留

 与  两项. 这时, 仅需一个脉冲  ,

即可制备到  . 然后, 仅需对  施加一个 π 脉

冲, 即可制得单空穴态  .

|1⟩ |1⟩h

Heff

|ψh (t)⟩ = exp
(
− i
ℏ
Hefft

)
|1⟩h

对比单粒子态  , 继续考察单空穴态  在有

效磁通下的手性输运性质, 此时继续对系统合成有

效哈密顿量   ((2)式). 通过将单空穴态展开为

单空穴本征态 (第 3节)的线性叠加, 可以计算任

意时刻的波函数为   ,

结果为 

|ψh (t)⟩ =
4∑
j=1

ψh
j(t)|j⟩h =

1

2
[cos (ω̃0t) + cos (ω̃3t)] |1⟩h

+
1

2
[−i sin (ω̃0t) + sin (ω̃3t)] |2⟩h

+
1

2
[cos (ω̃0t)− cos (ω̃3t)] |3⟩h

+
1

2
[−i sin (ω̃0t)− sin (ω̃3t)] |4⟩h. (11)

⟨Ij,j+1(t)⟩h,1 =

⟨ψh (t) |Ihj,j+1|ψh (t)⟩

利用此结果以及空穴流的表达式 ((6)式), 可以进

一步计算任意时刻的平均空穴流  

 , 可得
 

⟨I12⟩h,1 = −⟨I41⟩h,1

=
g0
2
[cos (ω̃0t) + cos (ω̃3t)]

×
[
cos

ΦS

4
sin (ω̃0t) + sin

ΦS

4
sin (ω̃3t)

]
, (12)

 

⟨I23⟩h,1 = −⟨I34⟩h,1

= − g0
2
[cos (ω̃0t)− cos (ω̃3t)]

×
[
cos

ΦS

4
sin (ω̃0t)− sin

ΦS

4
sin (ω̃3t)

]
, (13)

P h
j = Pj P h

j = |ψh
j(t)|2

⟨Ij,j+1⟩h,1 = ⟨Ij,j+1⟩1
g0/(2π) = 4 γj/(2π) = 0.05

Γj/(2π) = 0.1 P h
j ⟨Ij,j+1⟩h,1

ψh
1 ≡ ψ1 ψh

3 ≡ ψ3 ΦS = 4nπ

ψh
2 ≡ ψ2 ψh

4 ≡ ψ4 ψh
2 ̸≡ ψ2

ψh
4 ̸≡ ψ4 ΦS = 4nπ

Heff|Q2↔Q4 = Heff

THeffT
−1 = Heff

对比单粒子态波函数 (7)式与单空穴态波函数

(11)式, 容易发现波函数在各个基矢上的占据概率

满足关系  , 其中,   . 此外, 对于

平均粒子流 (8)式和 (9)式与平均空穴流 (12)式和

(13)式, 可得   . 采取与图 3相

同的参数,    MHz,    MHz,

  MHz, 图 4给出了   以及  

的演化曲线. 可见, 无论是单粒子态或单空穴态,

对应格点处的占据概率 , 以及平均 (粒子或空

穴)流具有相同的含时演化曲线, 因此, 其具体细

节的描述可参考第 4节. 但这并不意味着单粒子态

和单空穴态具有完全等价的演化行为, 这是因为波

函数不一定完全等价, 例如通过仔细观察可发现,

虽然   ,    , 但是, 当且仅当  

(n为整数)时,    ,    , 否则,    ,

 . 可以验证, 条件    (n为整数)意

味着哈密顿量满足空间对称       以

及时间反演对称  .

|q1q2q3q4⟩h |q1q2q3q4⟩
ΦS

|1⟩h −ΦS |1⟩

下文从空间对称性分析单粒子态与单空穴态

具有相同格点占据概率以及平均 (粒子或空穴)流

的原因. 由于单粒子的上升 (下降)算符等价于空

穴的下降 (上升)算符 , 据前所述 , 将空穴基矢

 与粒子基矢   进行一一映射, 且

不考虑它们的区别. 这样, 有效磁通  下单空穴态

 的运动可以等价为有效磁通  下单粒子态 

的运动, 即 

|ψh(t)⟩ΦS = |ψ(t)⟩−ΦS , (14)
 

Hh
eff|ΦS = Heff|−ΦS , (15)

 

Ihj,j+1|ΦS = Ij,j+1|−ΦS . (16)

ΦS |1⟩

|ψ(t)⟩ΦS =
∑4

j=1
ψj(t)|j⟩

−ΦS

Q2 Q4

±ΦS

对于有效磁通  下单粒子态  的运动行为, 其含

时波函数可以记为  . 现在,

将此体系沿 Q1—Q3 连线旋转角度 π, 在原始坐标

系下观测, 即可得到有效磁通  下的单粒子态的

运动. 旋转之后的波函数 (算符)也可以通过将旋

转之前的波函数 (算符)表达式中关于   和   的

量相互交换得到. 可以验证, 有效磁通  下的有
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效哈密顿量, 粒子流算符, 以及含时波函数分别

满足:
 

|ψ(t)⟩−ΦS = |ψ(t)⟩ΦS,Q2↔Q4
, (17)

 

Heff|−ΦS = Heff|ΦS,Q2↔Q4
, (18)

 

Ij,j+1|−ΦS = Ij,j+1|ΦS,Q2↔Q4
. (19)

ΦS

ΦS |ψh(t)⟩ = ψ1(t)|1⟩h+

通过对比 (14)—(16)式与 (17)—(19)式 , 可

以建立   下单空穴态与单粒子的联系, 这时将去

掉下标   .  1)对于波函数 ,   

ψ4(t)|2⟩h + ψ3(t)|3⟩h + ψ2(t)|4⟩h ΦS = 4nπ

ψ2(t) ≡ ψ4(t) |ψh(t)⟩ ≡ |ψ(t)⟩ ψ2(t) ̸≡

ψ4(t) |ψh(t)⟩ ̸≡ |ψ(t)⟩

Heff|Q2↔Q4 = Heff Hh
eff = Heff

|ψh(0)⟩ = |0⟩h |ψ(0)⟩ = |0⟩

⟨Ij,j+1⟩h,1 = ⟨Ij,j+1⟩1|Q2↔Q4 ⟨I12⟩h,1 =

⟨I14⟩1 ⟨Ij,j+1⟩1|Q2↔Q4 = ⟨Ij,j+1⟩1 ⟨I14⟩1 =

 . 如果  , 则

 ,    ; 否则 , 由于  

 ,    . 前者导致了空间对称性

 , 这更意味着  . 又因为

初始时刻波函数   与   可认

为相等, 因此, 单空穴与单粒子经历相等哈密顿量

演化后的波函数一定一致. 2)对于平均 (粒子或空

穴)流, 有   (如 

 ), 又由于   (如 
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ΦS = π ΦS = 0 |1⟩h Qj

⟨Ij,j+1⟩h,1 |j⟩h P h
j

g0/(2π) = 4 Qj γj/(2π) ≡ 0.05 Qj Γj/(2π) ≡ 0.1

图  4    当有效磁通取    (  )时 , 单空穴态   演化时间 t后 (a)—(d) [(i)—(l)]比特   —Qj+1 之间的平均空穴流

 与 (e)—(h) [(m)—(p)]量子态   上的占据概率   的变化曲线. 这里, 蓝色虚线 (红色实线)指排除 (包含)环境影响,

此外, 取裸耦合强度   MHz,   弛豫速率    MHz,   退相速率    MHz

Qj Qj+1 ⟨Ij,j+1⟩1
P h
j |j⟩h ΦS = π ΦS = 0

|1⟩h
g0/(2π) = 4 Qj γj/(2π) ≡ 0.05 Qj

Γj/(2π) ≡ 0.1

Fig. 4. Variation  curves  of  both  the  (a)–(d)  [(i)–(l)]  average    –    hole  current      and  (e)–(h)  [(m)–(p)]  occupation

probability     on the quantum state     for the effective magnetic flux taking     (  ) after the time t for which the

single-hole state     evolves. Here, the dashed blue (solid red) curves represent the environment influence is exluded (included).

Additionally, we specify the bare coupling strength     MHz,     relaxation rate     MHz, and     dephas-

ing rate    MHz.
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⟨I12⟩1 ⟨Ij,j+1⟩h,1 = ⟨Ij,j+1⟩1
P h
j = Pj |Q2↔Q4 Pj |Q2↔Q4 =Pj P2 = P4

P h
j = Pj

 ), 可得   . 3) 对于占据概

率,   . 由于   (如  ),

因此, 可得   . 这就从空间对称性分析了单

粒子态和单空穴态含时波函数与平均 (粒子或空穴)

流占据概率方面的异同.

|q1q2q3q4⟩h |q1q2q3q4⟩

ΦS

ΦS

|ψh(t)⟩
|ψ(t)⟩ ψj(t) −t

从时间反演对称性这个角度来分析单粒子态

与单空穴态具有相似演化行为的原因. 这里把空穴

基矢   与粒子基矢   进行一一映

射, 且不考虑它们的区别. 进一步对体系有效哈密

顿量的粒子-空穴操作, 使得有效磁通  下的单空

穴哈密顿量等价于对有效磁通  下的单粒子哈密

顿量做时间反演. 这样, 单空穴态所对应的含时波

函数   等价于将单粒子态对应的含时波函数

 的各个系数  中的 t替换为  并取共轭, 即 

|ψh(t)⟩ = |ψ∗(−t)⟩, (20)
 

Hh
eff = THeffT

−1, (21)
 

Ihj,j+1 = −TIj,j+1T
−1. (22)

ΦS

|1⟩

|ψ(t)⟩ΦS =
∑4

j=1
ψj(t)|j⟩

其中 T为时间反演算符, 对于有效磁通  下单粒

子态   的运动行为 , 其含时波函数可以记为

 .

|ψh(t)⟩ = ψ∗
1(−t)|1⟩h +

ψ∗
2(−t)|2⟩h+ψ∗

3(−t)|3⟩h+ψ∗
4(−t)|4⟩h ψ∗

1(−t)
≡ ψ1(t) ψ∗

3(−t) ≡ ψ3(t) ΦS = 4nπ ψ∗
2(−t)

≡ ψ2(t) ψ∗
4(−t) ≡ ψ4(t) |ψh(t)⟩ ≡ |ψ(t)⟩

ψ∗
2(−t) ̸≡ ψ2(t) ψ∗

4(−t) ̸≡ ψ4(t) |ψh(t)⟩ ̸≡

|ψ(t)⟩ Hh
eff =

THeffT
−1 = Heff

|ψh(0)⟩ = |0⟩h
|ψ(0)⟩ = |0⟩

|⟨ψh(t)|ψ(t)⟩|
|ψh(t)⟩ |ψ(t)⟩

|⟨ψh(t)|ψ(t)⟩| = 1 +
1

2
cos (2ω̃3t)

ΦS ΦS = 4nπ

|⟨ψh(t)|ψ(t)⟩|

|ψh(t)⟩

通过对比 (20)—(22)式, (7)—(9)式和 (11)—

(13)式 .  1)对于波函数 ,   

 , 其 中  

 ,    , 如果   ,   

 ,   ,   ; 否则, 由

于   ,      , 使得  

 . 可以看出前者满足时间反演对称性  

 , 即单空穴与单粒子的哈密顿量

等价 . 又因为初始时刻波函数   与

 可认为相等, 因此, 单空穴与单粒子经

历相等哈密顿量演化后的波函数一定一致. 这里定

义相近度   表示单空穴态含时波函数

 与单粒子态含时波函数   之间的区别 ,

并给出相近度表达式  .

当有效磁通   满足条件   时 , 相近度

 始终为 1, 如图 5中红色实线所示, 可

以认为单粒子态与单空穴态的含时波函数相等, 不

存在区别. 当不满足条件时则发生了时间反演破

缺, 此时单空穴与单粒子的哈密顿量不等价, 虽然

初始波函数相同, 但是单空穴态含时波函数 

|ψ(t)⟩

2ω̃3 ω̃3 = 2g0 sin
ΦS

4

ΦS = π/4

ΦS = π/2

ΦS 4nπ

4nπ+ 2π |⟨ψh(t)|ψ(t)⟩| ΦS

与单粒子态含时波函数   会随时间产生区别,

如图 5中蓝色点段线和绿色虚线所示, 由相近度表

达式得知变化的频率为   , 其中   ,

当有效磁通   时, 与之对应的周期近似为

0.32 µs, 而当有效磁通  时, 与之对应的周

期近似为 0.163 µs, 这个在图 5中不难看出. 还有

在相同的较小时刻且有效磁通   处于   至

 区间, 相近度   随有效磁通  

增大而减小. 2)对于平均 (粒子或空穴)流, 有
 

⟨Ij,j+1 (t)⟩h, 1 = T ⟨Ij,j+1 (t)⟩h, 1T−1

= T ⟨ψh (t) |T−1TIhj,j+1T
−1T |ψh (t)⟩T−1

= − ⟨ψ (−t) |Ij,j+1|ψ (−t)⟩1

= − ⟨Ij,j+1 (−t)⟩1 = ⟨Ij,j+1 (t)⟩1,

⟨Ij,j+1(t)⟩h,1 = ⟨Ij,j+1(t)⟩1 ⟨I12(t)⟩h,1 =

⟨I12(t)⟩1 P h
j = |ψ∗

j (−t)|2

|ψ∗
j (−t)|2 = |ψj(t)|2

P h
j = Pj

因此, 可得   (如 

 ). 3)对于占据概率,      , 又因

为  , 因此, 无论是满足时间反演

还是在时间反演破缺条件下，   . 以上就是

从时间反演对称性分析了单粒子态和单空穴态含

时波函数与平均 (粒子或空穴)流占据概率方面的

异同. 最后可认为如果采用量子层析测量 [39] 的方

法就能够知道单粒子态与单空穴态的区别.

 

1.0

0.8

0.6

0.4

|<


h
(
)

|
(
)

>
|

0.2

0 0.1 0.2

/ms

S Sp Sp

0.3 0.4 0.5

0

ΦS = 0 ΦS = π/4
ΦS = π/2

|ψh(t)⟩ |ψ(t)⟩
|⟨ψh(t)|ψ(t)⟩| g0/(2π) = 4

图  5    当有效磁通取   (红色实线),    (蓝点

段线)或   (绿色虚线)时 , 演化时间 t后单空穴态

含时波函数   与单粒子态含时波函数   的相近度

 的变化. 这里取裸耦合强度    MHz

|⟨ψh(t)|ψ(t)⟩|
|ψh(t)⟩

|ψ(t)⟩
ΦS = 0 ΦS = π/4

ΦS = π/2

g0/(2π) = 4

Fig. 5. Variation  curves  of  the  similarity  degree

   between  the  time-dependent  wave  function

   in  the  single  hole  state  and  the  time-dependent

wave function     in the single particle state for the ef-

fective magnetic  flux taking      (solid  red),   

(dash-dotted  blue)  or    (dashed  green)  after  an

evolution  time  t.  Here,  we  specify  the  bare  coupling

strength    MHz.
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 6   粒子流和空穴流的测量方法

j + 1

Hj,j+1 = ℏg0σ+
j σ

−
j+1 + H.c.

γj Γj

j + 1

对于前面所提到的粒子流可以通过测量得到,

下面来叙述一下测量方法, 此方法借鉴于文献 [31].

首先需要将现有的四量子比特方格结构进行解耦,

得到相邻两个量子比特 j与  之间的哈密顿量

 , 由于其会受到环境因

素 (弛豫速率   与退相速率   )的影响, 因此 j与

 两个量子比特间的相互作用可以使用以下林

德布拉德主方程来描述: 

d
dt
ρj,j+1 =

[Hj,j+1, ρj,j+1]

iℏ
+ Lj [ρj,j+1]

+ Lj+1 [ρj,j+1] + Lj+2 [ρj,j+1]

+ Lj−1 [ρj,j+1] .

Lj [ρj,j+1]这里,   表示林德布拉德耗散项:
 

Lj [ρj,j+1]

= − γj ⟨j| ρj,j+1 |j⟩σjj + γj ⟨j| ρj,j+1 |j⟩σ00

−Γj
2

⟨j| ρj,j+1 |0⟩σj,0−
Γj
2

⟨0| ρj,j+1 |j⟩σ0,j ,
(23)

其中, 投影算符为

σjj = |j⟩⟨j| , σ00 = |0⟩⟨0| , σj,0 = |j⟩⟨0| , σ0,j = |0⟩⟨j| .

g0 ≫ γj , Γj

Pj,j+1 (t) = ⟨j + 1|ρj,j+1 |j + 1⟩ − ⟨j|ρj,j+1 |j⟩
在满足强耦合  条件时, 可以定义粒子差

   , 并且

可以由林德布拉德主方程推导得出: 

Pj,j+1 (t) = e−Γ̄ t

×
[
Pj,j+1 (0) cos (g0t) +

2⟨Ij,j+1⟩
g0

sin (g0t)
]
, (24)

Γ̄ = (γj + γj+1 + Γj + Γj+1) /4 Ij,j+1

j + 1

P h
j,j+1 (t) =

h⟨j + 1|ρhj,j+1|j + 1⟩h − h⟨j|ρhj,j+1|j⟩h

  ,    表示由 j 位

置量子比特流向   位置量子比特的粒子流 .

同 理 ， 也 定 义 空 穴 差 表 达 式 为  

 , 由林德布拉

德主方程推导得出: 

P h
j,j+1(t) = e−Γ̃ t

×

[
P h
j,j+1(0) cos(g0t) +

2⟨Ihj,j+1⟩
g0

sin(g0t)

]
, (25)

Γ̃ = (γj + γj+1 + 2γj+2 + 2γj−1 + Γj + Γj+1)/4,

⟨Ihj,j+1⟩ j + 1其中,    表示由 j位置量子比特流向   位

⟨Ij,j+1⟩
⟨Ihj,j+1⟩

置量子比特的空穴流. 最终需要将仿真图像与实验

数据进行拟合才可以得到粒子流  和空穴流

 .

|q1q2q3q4⟩h |q1q2q3q4⟩

Γ̄ Γ̃

|j⟩ |j⟩h |j + 1⟩ |j + 1⟩h
Lj−1 [ρj,j+1] Lj+2 [ρj,j+1]

Lj−1

[
ρhj,j+1

]
Lj+2

[
ρhj,j+1

]
Γ̄ Γ̃

将空穴基矢  与粒子基矢  进

行了一一映射, 对比 (24)式与 (25)式, 最大的差

异主要来自于参数  和  . 假设单粒子 (空穴)态在

 (  )与   (  )间演化, 其中单粒子态

下林德布拉德耗散项   和  

没有对林德布拉德主方程作出贡献, 而在考虑单空

穴态时, 单空穴态下林德布拉德耗散项 

和   对林德布拉德主方程作出贡献, 这

个原因导致了参数  和  的不同.

 7   结　论

|kn⟩
|kn⟩h

⟨Ij,j+1⟩kn
⟨Ij,j+1⟩h,kn ΦS

ΦS = 4nπ
ψj(t)

ψh
j(t)

ΦS = π

|j⟩ |j⟩h
|j + 1⟩ |j + 1⟩h |j − 1⟩

|j − 1⟩h
ΦS = 0

|j⟩ |j⟩h
|j + 1⟩ |j + 1⟩h

|j − 1⟩ |j − 1⟩h

本文基于电感型耦合器调制比特间耦合产生

人造规范势 (有效磁通), 且每个比特受独立的经典

场驱动的四传输子量子比特正方形格点体系, 研究

了单粒子本征态、单空穴本征态、单粒子态以及单

空穴态在格点环路存在有效磁通时的输运性质. 经

过理论计算得到单粒子本征态   与单空穴本征

态  具有相同的本征能谱, 并且相同能量下, 单

粒子本征态的平均粒子流  与单空穴本征

态的平均空穴流   都是有效磁通   的正

弦函数, 二者的数值在相同有效磁通时互为相反

数. 当初态为只占据一个格点的单粒子 (空穴)时,

如果系统时间反演对称 (有效磁通  , n为

整数), 单粒子与单空穴的含时波函数各分量 

与  相等, 否则系统时间反演破缺, 单粒子与单

空穴的含时波函数不相等. 进一步分析证明, 得到

上述计算结果是由于对体系哈密顿量的粒子-空穴

操作等价于对其做时间反演. 除此以外，还发现单

粒子态与单空穴态的演化行为比较相似, 存在两种

特殊的情况: 1)当有效磁通   时, 单粒子 (空

穴)只在初始比特与两个相邻比特之间输运, 即单

粒子态   (单空穴态   )同时演化到单粒子态

 (单空穴态   )和单粒子态   (单空

穴态   ), 然后再同时反向演化; 2)当有效磁

通   时, 单粒子 (空穴)由初始比特通过两个

相邻比特输运到初始比特的对角量子比特, 然后再

反向输运, 即单粒子态  (单空穴态  )先同时演

化到单粒子态   (单空穴态   )和单粒子

态   (单空穴态   ), 再演化到单粒子态
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|j + 2⟩ |j + 2⟩h

ΦS ⟨Ij,j+1⟩1
⟨Ij,j+1⟩h,1
Pj P h

j

ΦS = 4nπ

ψ2(t)

ψ4(t)

 (单空穴态  ), 随时间推移再次反向演

化回到初始单粒子 (空穴)态. 并且无论有效磁通

 取何值时 , 平均 (粒子或空穴 )流   和

 相等, 以及单粒子与单空穴的占据概率

 和   也相等. 另外，对体系哈密顿量的粒子-空

穴操作也等价于对体系做空间旋转, 在考虑单粒子

与单空穴为初始态 , 有效磁通   (n为整

数)时, 经理论计算, 单粒子含时波函数分量 

与   相等, 使得单粒子与单空穴含时波函数相

等; 否则不相等. 对于平均 (粒子或空穴)流, 以及

单粒子与单空穴的占据概率得到的结论与时间反

演情况一致. 本文也介绍了单粒子本征态、单空穴

本征态、单粒子态以及单空穴态理想条件下制备流

程, 以及粒子流与空穴流的测量方案，希望对今后

的实验中提供一些帮助. 本文中使用的量子体系可

以作为二维正方格点体系的一个基本单元, 对今后

的二维体系量子模拟, 特别是整数量子霍尔效应的

研究中具有一定的参考意义.
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Abstract

In this paper, we study the transport properties of quantum states in the square-lattice quantum bit model

by using  inductive  couplers  to  generate  the  artificial  gauge  potential  (effective  magnetic  flux).  It  is  found by

theoretical  calculation  that  the  eigenstates  of  single  particle  and  single  hole  have  the  same  eigen  energy

spectrum, and the average particle and hole currents, sinusoidally modulated by the effective magnetic flux, are

opposite to each other with respect to the same eigen energy. For an initial single-particle or single-hole state

where only one lattice site is occuplied, if the time-inversion symmetry is preserved (the effective magnetic flux

is an integral multiple of 4π), the components of the time-dependent wave functions of the single particle and
the single  hole  are equal,  otherwise they are not equal.  The analysis  demonstrates  that the above calculation

results are due to the fact that the particle-hole operation for the system Hamiltonian is equivalent to the time

inversion. In addition, it is found that when the effective magnetic flux is π, a single particle or a single hole is
only  transported  between  the  initial  bit  and  two  adjacent  bits,  and  when  the  effective  magnetic  flux  is  0,  a

single  particle  or  a  single  hole  is  transported  to  the  diagonal  bit  through  two  adjacent  bits,  and  then

transported in reverse. Regardless of the value of effective magnetic flux, both the single-particle and single-hole

states share the same average (particle or hole) current and lattice site occupation probability.

Keywords: gauge potential, quantum state transport, quantum state preparation
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专题: 量子计算新进展: 硬件、算法和软件

多能级系统中的动力学解耦
张治达 1)2)3)4)#    易康源 1)2)3)4)#    陈远珍 1)2)3)4)†    燕飞 1)2)3)‡

1) (南方科技大学, 深圳量子科学与工程研究院, 深圳　518055)

2) (国际量子研究院, 深圳　518055)

3) (南方科技大学, 广东省量子科学与工程重点实验室, 深圳　518055)

4) (南方科技大学物理系, 深圳　518055)

(2022 年 12 月 16日收到; 2023 年 3 月 2日收到修改稿)

动力学解耦技术能有效地抑制由低频环境噪声导致的退相干过程, 因此在量子信息领域获得了广泛的

应用. 传统的动力学解耦方案通过对简单的二能级体系, 如量子比特, 施加特定的 π 脉冲序列来实现解耦效

果. 随着量子计算研发的深入, 对于像超导量子比特这种天然的多能级系统, 研究者不再局限于二能级子空

间, 而是提出和实现了一系列基于多能级体系的量子调控手段和量子算法. 目前对于如何抑制这些体系中的

退相干尚缺乏深入研究. 本文利用较易在实验中实现的紧邻能级间的 π 脉冲, 构建了多种针对多能级系统的

动力学解耦序列. 结果表明这些序列可以很好地消除准静态噪声的影响. 此外, 通过计算滤波函数, 还分析了

这些序列及其拓展方案对于高斯噪声的抑制作用, 并结合控制函数对滤波效果给出了物理解释. 研究结果对于

多能级体系中的相关噪声研究, 包括噪声功率谱密度和关联性的刻画以及退相干的抑制等, 均具有启发意义.

关键词：多能级系统, 噪声, 退相干, 动力学解耦, 滤波函数

PACS：03.67.Lx, 03.67.Pp, 85.25.–j 　DOI: 10.7498/aps.72.20222398

 1   引　言

量子计算使用量子叠加和量子纠缠等资源进

行计算, 有望提供经典计算难以企及的算力, 解决

社会生活中一些难以求解的问题. 对于任何量子系

统, 由环境噪声造成的退相干过程都是不可避免

的, 它使得量子态中存储的信息会逐渐流失到环境

中去, 从而导致体系量子性的消失. 信息流失越多,

错误发生的概率也越大, 因此有效执行量子算法

(包括纠错算法)所需的容错阈值将确定算法执行

时间的上限. 过快的退相干是实现通用量子计算的

瓶颈之一, 因此如何抑制系统的退相干是量子计算

发展过程中非常重要的问题. 在各种形式的环境噪

T2

声中, 低频噪声的主要影响体现在对量子比特频率

产生扰动, 从而导致比特的相位退相干现象, 物理

上可以用相位相干时间  表征这种影响 [1]. 由于低

频噪声的特征时间远大于相位退相干时间, 所以其

对比特频率的扰动具有准静态特性. 对于这样的准

静态噪声, 动力学解耦是一类行之有效的抑制其影

响的技术 [2−4]. 其中最常见的是 Hahn[2] 提出的自

旋回波 (spin echo)方法, 以及在此基础上由 Carr,

Purcell[5] 和 Meiboom, Gill等 [6] 拓展得到的, 可以

修正更高阶噪声的 CPMG方法. 通过对动力学解

耦序列进行嵌套得到的所谓级联动力学解耦

(concatenated dynamical decoupling, CDD)方法,

理论上可以修正任意阶数的噪声, 但代价是消耗的

资源指数上升 [7−9]. 为了克服这一问题, Uhrig[10−13]
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n

n

提出了新的动力学解耦 (Uhrig’s dynamical decoup-

ling, UDD)方法, 只用  个脉冲即可实现对噪声的

第  阶修正.

实验方面, Bylander等 [14] 首先在超导量子线

路上用动力学解耦提升了比特的相干时间, 并完成

了对噪声的频谱分析, 后来他们又在实验上实现了

针对连续参数驱动过程的旋转回波 (rotary echo)

方法 [15]. 此后动力学解耦方法被广泛应用于超导

量子计算和量子模拟的相关实验, 包括在不同比特

的能级之间的动力学解耦也已经实现 [16]. 值得一

提的是, 最近 Google在量子纠错方向上的突破性

工作 [17] 中也使用了 CPMG动力学解耦方案.

除了利用动力学解耦延长比特寿命, 节省量子

计算所需的时间, 如何通过更加有效地利用硬件资

源来提高算力也是非常关键的问题. 对于像超导量

子比特这类天然就是多能级体系的情形, 一个自然

的想法是将其高能级也利用起来进行量子信息编

码, 从而获得比只使用二能级情形更大的可用计算

空间 [18−20]. 尤其是作为当前主流超导量子比特类

型之一的 transmon比特, 它是一个弱非谐系统,

因此作为二能级比特使用时, 本来也需要考虑如何

抑制高能级的影响, 例如从计算空间向高能级的泄

露等. 所以, 如果能够在其上实现更好的多能级操

控, 则不但可以扩展计算空间的维度, 提升硬件资

源的使用效率 [21−24], 由此发展的技术也可以帮助

优化现有的基于二能级的操控方案.

近年来研究者沿着这一思路取得了一系列实

验进展. 例如, 通过利用高能级来替代辅助比特,

大幅减少门线路所需的比特数量, 研究人员实现了

三能级量子与门 [25]. 此外, 三能级控制相位门具有

更高的效率和更好的可扩展性 [26]; 基于三能级体

系的量子模拟则可以展示更多的演化模式和预测

更多的物理性质[27]. 在量子精密测量[28] 和量子通讯[29]

等领域, 多能级体系也存在一定的优势.

当然, 使用更多的能级进行量子信息处理, 也

意味着需要面对更为复杂的退相干过程和更高的

错误率, 因此多能级体系中退相干的抑制是一个更

具有挑战性的难题. 相较于针对二能级体系丰富的

动力学解耦方案, 目前还较少有面向多能级系统的

相关技术. 现有的一些理论研究都存在局限性, 例

如最近提出的通用连续动力学解耦方案 (general

continuous  dynamical  decoupling,  GCDD)[30], 它

使用连续波形, 原则上可以实现具有动力学解耦效

果的任意能级的门操作, 但是该方法的实验实现具

有很大难度. 另外, 将 UDD应用于 N 能级体系的

方案 [31] 只能保护特定的量子态, 且同样具有较高

的实验难度.

N本文提出了一种针对  能级体系中量子操作

的动力学解耦方案. 这个方案只需要使用相邻能级

间的 π 脉冲. 首先考虑了准静态噪声, 求得具有噪

声解耦性质的脉冲序列结构; 然后研究这些序列对

于更普遍的高斯噪声的作用, 通过计算得到了高斯

噪声情形中不同序列对应的滤波函数, 并对滤波函

数做出了物理解释; 最后研究了这些序列的可扩展性.

 2   多能级体系动力学解耦序列的构造

 2.1    多能级解耦序列结构

考虑一个 N 能级体系, 其能级间距受到准静态

噪声影响而存在涨落. 在远小于准静态噪声的特征时

间的时间尺度上, 可以近似认为体系的能级间距的变

化是一些定值, 因此其哈密顿量可以写成如下形式: 

H =


0

δ1

· · ·
δN−1

 , (1)

δi i

π N

N − 1 π π01, π12, . . . ,

π(N−1)N

其中  代表第  个激发态和基态之间能量差的准静

态涨落值. 这种准静态噪声会造成体系在演化时,

各能量本征态积累不同但均正比于时间的额外相

位. 因此, 为了消除其影响, 可以基于 spin echo方

法的原理来构造脉冲序列. 一种可行的方法是只使

用紧邻能级之间的  脉冲来构造序列. 对于一个 

能级体系, 存在  个这样的  脉冲:  

 .

考虑如下的序列:  (
τ1−→ Ω1

τ2−→ Ω2 · · ·
τN−1−−−→ ΩN−1

τN−−→
)N

, (2)

Ωi代表从π01, π12, · · · , π(N−1)N

τi

N N

其中   中随机但不重

复选取的脉冲,   代表相邻脉冲之间的自由演化时

间, 指数   代表将括号内序列重复   次. 因此, 整

个演化过程可以表示为  (
eiHτNΩN−1eiHτN−1 · · ·Ω2eiHτ2Ω1eiHτ1

)N
=eiC. (3)

π假定自由演化部分的时间远大于   脉冲的持续时

间, 则在上述演化后, 各能量本征态积累的由准静

态噪声引起的额外相位将彼此相等, 相当于体系演

化的波函数多了一个整体相位, 从而等效消除了准
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π01, π12

τ3 = 0

静态噪声的影响. 以三能级为例, 按照 (3)式只需

要将   两个脉冲重复 3次即可, 实际的动力

学解耦序列结构可以用图 1(a) 表示, 为了方便展

示, 这里令  . 图 1(b)为在这个序列下不同初

始态的演化过程, 可以看到每个态在不同能级上停

留的时间都相同, 所以由准静态噪声积累的额外相

位都相等.

π01 π12另外在实际实验中像   和   这两个涉及到

同一个能级的脉冲是不能同时施加的. 但可以选择

以下组合方式:  [
τ1−→
(
π01π23 . . . π(N−2)(N−1)

) τ2−→

(
π12π34 . . . π(N−1)N

) τ3−→
]N

, N为偶数. (4)

在这种组合方式下括号内的脉冲可以同时施加, 这

将大大缩短序列的长度.

 2.2    高斯噪声和滤波函数

δi (t)

∆ϕ =

∫ t

t0

δi (t
′) dt′

⟨ei∆ϕ⟩ = e− 1
2 ⟨∆ϕ

2⟩

2.1节讨论了准静态噪声的情形, 但实际环境

中存在的噪声一般都会包含非准静态的成分, 所以

此时 (1)式中的能级间距应表示为含时形式  .

假定所考虑的噪声仍可归属于高斯噪声的范畴, 则

其导致的相位误差   也是满足高

斯分布的随机信号, 因此有   . 所

⟨∆ϕ2⟩

⟨∆ϕ2⟩

以不同噪声导致的退相干的具体形式, 以及不同动

力学解耦序列的效果, 均可通过计算  加以确

定 . 下面首先介绍控制函数的概念 , 这是计算

 的重要辅助工具.

N

n m

一个   能级体系在经历由 (3)式给出的演化

之后, 其第  个和第  个能级积累的由噪声导致的

额外相位的差可以通过下式计算:
 

∆ϕnm = ϕn − ϕm

=

N−1∑
i=1

∫ tend

t0

δi (t) f
nm
i (tend − t0, t) dt, (5)

fnmi (τ = tend − t0, t)

∆ϕnm |n ⟩, |m⟩

π

i

δi (t)

|n ⟩ fnmi (τ, t) = 1 |m ⟩

fnmi (τ, t) = −1 fnmi (τ, t) = 0

fn0i fni

⟨∆ϕ2n⟩

这里的  即为控制函数. 它是一

个分段函数, 通过在不同的自由演化时段中取 1,

–1或 0等不同的值, 来体现作用于不同能级的噪

声对   的贡献 (图 1). 例如, 考虑   两个

初态的演化, 它们将在一系列  脉冲的翻转作用下

遍历所有的能级后再回到自身. 当它们被翻转到 

能级的时候会受到噪声   的影响, 所以可以在

 受影响的时间区间内取  , 在  受

影响时取  , 其他时候取  .

图 1给出了三能级情形的一个实例. 由于一般只需

考虑激发态和基态之间的相位差, 所以下文将这种

情形的控制函数  简记为  , 而将相应的相位差

涨落记为  , 后者由下面的计算给出:
 

 

⟨
∆ϕ2n

⟩
=

⟨∫ t

t0

∫ t

t0

N∑
i=1

δi (t
′
1) f

n
i (τ, t′1)

N∑
j=1

δj (t
′
2) f

n
j (τ, t′2) dt′1dt′2

⟩

=

∫ t

t0

∫ t

t0

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨δi (t′1) δj (t′2)⟩fni (τ, t′1) f
n
j (τ, t′2) dt′1dt′2

=

∫ t

t0

∫ t

t0

∫ ∞

−∞

N∑
i=1

N∑
j=1

Sij (ω) eiw(t′2−t
′
1)fni (τ, t′1) f

n
j (τ, t′2)

dω
2π

dt′1dt′2

=

N∑
i=1

N∑
j=1

∫ ∞

−∞

dω
2π
Sij (ω) f̃ni (τ, ω) f̃nj (τ, ω)

∗

=

N∑
i=1

∫ ∞

−∞

dω
2π
Si (ω)F

n
i (τ, ω) + 2

∑
i<j

∫ ∞

−∞

dω
2π
Sij (ω)F

n
ij (τ, ω) , (6)

S, F δi δi, δj

⟨δi (t1) δj (t2)⟩ = 0, Sij (ω) = 0

这里   分别是噪声   或   之间关联的功率密

度函数和滤波函数. 如果两个噪声之间没有关联,

则  .

利用 (6)式可以计算高斯噪声在特定动力学

解耦序列下的相位积累, 进而评价该序列对噪声

的抑制效果. 另外还可以根据实际噪声的功率谱

密度来调整解耦序列的参数, 从而优化其噪声抑制

表现.
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 2.3    三能级动态解耦滤波函数的分析

|0⟩ |1⟩ |0⟩ |2⟩

f (τ, t)

f̃ (τ, ω)

首先在图 1(a)所示的三能级动力学序列下

可以得到  ,   之间和  ,   之间的控制函数, 见

图 1(c), (d). 对控制函数  进行傅里叶分析得

到   :
 

f̃11 (τ, w) =
1

iω
(−eiωt0 + 2eiωt1 − eiωt2 − eiωt3

+ 2eiωt4 − eiωt5),

f̃12 (τ, w) =
1

iω
(
eiωt2 − 2eiωt4 + eiωt6

)
,

f̃21 (τ, w) =
1

iω
(eiωt1 − 2eiωt2 + eiωt3 + eiωt4

− 2eiωt5 + eiωt6),

f̃22 (τ, w) =
1

iω
(
−eiωt0 + 2eiωt2 − eiωt4

)
. (7)

τ1 = τ2 =
τ

6
, τ3 = 0 π

tj = j
τ

6

考虑两种典型的时间间隔选取方式 , 一种是令

(3)式中的   , 即所有的  脉冲之

间都是等间隔的. 将   代入 (7)式可以得到

(6)式中的滤波函数:
 

F 1
1 = F 2

1 (τ, ω) =
1

ω2
64cos

(ωτ
4

)2
sin
(ωτ
12

)4
,

F 1
2 = F 2

2 (τ, ω) =
1

ω2
16sin

(ωτ
6

)4
,

F 1
12 = F 2

12 (τ, ω) =
1

ω2

[
− 128cos

(ωτ
12

)3
×
(
−1 + 2cos

(ωτ
6

))
sin
(ωτ
12

)4
×
(

cos
(ωτ

4

)
− isin

(ωτ
4

))]
. (8)

Fnij Sij

1/f

Fnij

这里的  的虚部为奇函数, 如果关联噪声密度 

是实对称函数, 比如线性关联的白噪声或  噪声,

那么只需要考虑  的实部, 这是因为:
  ∫ ∞

−∞

dω
2π
Sij (ω)F

n
ij =

∫ ∞

−∞

dω
2π
Sij (ω)Re

[
Fnij
]
, (9)

这里关联项实部的符号与自身项的符号相反, 所以

在此序列下, 噪声间的正关联会抑制退相干效应,

负关联则会增强退相干效应.

τ1 =
τ

3
, τ2 = 0,

τ3 = 0 t1 = t2 =
τ

3
, t3 = t4 =

2τ

3
, t5 = t6 = τ

另一种时间间隔选取方式是令 

 .  将   代

入 (7)式得到滤波函数:
 

F 1
1 (ω, τ) =

1

ω2
16sin

(ωτ
6

)2
sin
(ωτ

3

)2
,

F 1
2 (ω, τ) = F 2

1 (ω, τ) = F 2
2 (ω, τ)

=
1

ω2
16sin

(ωτ
6

)4
. (10)

Fn12  的形式较为复杂, 没有在 (10)式中详细写出.

图 2给出了两种不同的间隔选取方式所对应的滤

波函数.

 3   滤波函数的物理解释及拓展

 3.1    滤波函数的物理解释

1/ω2

ωt

Fω2 = sin(ωτ/2)2

如果忽略滤波函数中的   衰减项, 则它们

都是   的周期函数. 通过对比控制函数和序列内

噪声周期数量的关系, 可以直观地理解这些函数

的周期性. 为了方便理解, 先来看最简单的二能

级体系中的 Ramsey过程 , 见图 3. 这个过程的

控制函数始终取常数值 1, 其滤波函数则满足

 .

 

(a)
p01 p01 p01p12 p12 p12

1

0 1 2 4 5 6 3

2 1 12 2

(b) |2>

|1>

|0>

0

1

−1

(c)
1

1

1
2

(d)

0

1

−1


1

2


2

2

t1, t2, · · · , t6 t0, t6

|0⟩ |1⟩ |0⟩, |2⟩

图 1    针对三能级体系的动力学解耦脉冲序列、能级演化

及控制函数　(a) 动力学解耦序列 , 脉冲施加的时刻分别

为  ,   是整个序列开始和结束的时刻; (b) 不

同初态在演化过程中的变化, 每个初态都走遍了不同的能级;

(c), (d) 分别是   ,   之间和   之间的控制函数

π
t1, t2, · · · , t6, t0, t6

π

|0⟩ |1⟩ |0⟩ |2⟩

Fig. 1. Pulse sequence for dynamical decoupling, state evol-

ution and control  function in the case  of  a  three-level   sys-

tem: (a)  The pulse  sequence;     pulses  are  applied at  time

      are the start and end moments of the

whole sequence; (b) evolution of different initial states; each

state  is  sequentially  flipped  into  all  other  states  by  the   

pulses  in  the  sequence;  (c),  (d)  plot  the  control  functions

linking states   ,    and   ,   , respectively.
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    100305

100305-4



ωτ 2π
τ

ωτ π/2

不难发现, 满足  为  的整数倍的噪声频率

分量, 其在一个演化周期  内的累积相位为零, 因

此这些频率处的滤波函数达到最小值 0. 相反, 如

果  等于  的奇数倍, 则噪声累积相位为局部最

大, 从而滤波函数达到最大值.

δ (t) =∫
C (ω) eiωtdω

对 于 具 有 不 含 时 频 谱 的 噪 声 , 即  

 , 相应的相位积累为
 

∆ϕ =

∫ τ

0

δ (t) f (τ, t) dt

=

∫ ∞

−∞

∫ τ

0

C (ω) f (τ, t) eiωtdtdω

=

∫ ∞

−∞
C (ω) f̃(τ, ω)

∗dω. (11)

δ (t)

⟨δ (0) δ (τ ′)⟩ =
∫
S (ω) eiωτ ′

dω

⟨∆ϕ2⟩

而对于频谱随时间变化的噪声, 虽然  不是一个

稳定的函数, 因此不能进行傅里叶展开, 但是噪声

的关联函数  是一个稳

定的函数, 所以依然可以对本文所关注的  进

行傅里叶展开:
 

⟨∆ϕ2⟩ =
∫ ∞

−∞

∫ τ

0

∫ τ

0

S (ω) eiw(t′2−t
′
1)

× f (τ, t′1) f (τ, t
′
2) dt′1dt′2dω

=

∫ ∞

−∞
S (ω)

∣∣∣f̃ (τ, ω)∣∣∣2dω. (12)

1/2π C (ω)S (ω)

F (ω) = |f̃ (τ, ω) |2

f̃ (τ, ω)

注意 (12)式只保留了对应于 (6)式的自身项, 而忽

略了关联项, 因此以下讨论将不包含不同能级感受

到的噪声之间关联的贡献. 此外, (12)式省略了

 系数, 因为可以将之合并到   中. 频

谱变化噪声的滤波函数    是由

 决定的, 通过和 (11)式对比可以发现, 这就

是某一频率的稳定噪声在控制函数下积累的相位:
 

f̃ (τ, ω) = ∆ϕω =

∫ τ

0

f (τ, t) eiωtdt

=

∫ τ

0

f(τ, t) cos(ωt)dt+ i
∫ τ

0

f(τ, t) sin(ωt)dt. (13)

 

(a)

0.2

0.1

0
1 2 3 4 5 6

-0.1




p

1

1

1

2

1

12

2 2

(b)

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

1 2 3 4 5 6


p

1

1

1

2

1

12

π π图 2    滤波函数　(a)所有   脉冲等间隔分布; (b)一次重复中的两个   脉冲间隔为零

Fig. 2. Filter functions: (a) For equal intervals between consecutive pulses; (b) for zero interval between the two pulses during one

repetition. 

 

1

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0
2 3 4 5 6


2p

(a)




2

(b)

图 3    二能级体系 Ramsey过程的滤波函数的周期性　(a) 去掉衰减项后的滤波函数; (b) 操作时间内的噪声周期数

Fig. 3. Periodicity of the Ramsey filter function: (a) The filter function without the attenuation term; (b) noise period during opera-

tion time. 
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所以滤波函数正比于固定频率噪声在控制方程下

积累相位的模平方. 图 4是三能级滤波函数的例

子, 通过对比不同频率噪声的贡献 (图 4(b), (c))

可以很好地理解滤波函数的周期部分.

 3.2    滤波函数的关联项

Fi

Fij

|1⟩ , |2⟩

ω

0, ω,  2ω − α |1⟩ , |2⟩
δ2 (t) = 2δ1 (t)

以上讨论是针对同一能级噪声的滤波函数  ,

而用来刻画不同能级间噪声关联贡献的滤波函数

 的解析形式一般非常复杂, 但从三能级体系的

例子中可以发现,   能级间关联滤波函数的实

部是负值, 也就是说如果两个噪声之间是正相关

的, 那么关联项积累的效果可以对各个能级起到一

定的抵消作用. 一个最简单的例子是在频率可调的

比特中, 磁通噪声会造成比特频率  的涨落, 但是

这种涨落并不会改变三能级体系哈密顿量的形式,

后者将保持   的形式, 所以此时  

能级之间的噪声为线性关联   , 因此

可以将方程 (5)中的关联项写成: 

S12 (ω) =

∫
⟨δ1 (0) δ2 (τ)⟩e−iωτdτ

= 2

∫
⟨δ1 (0) δ1 (τ)⟩e−iωτdτ = 2S1 (ω) . (14)

最终积累的相位为 

⟨∆ϕ⟩2n =

∫ ∞

−∞

dω
2π
S1 (ω) [F

n
1 (τ, ω) + 4Fn2 (τ, ω)

+ 4Re[Fn12(τ, ω) ]] , n = 1, 2. (15)

Fn = Fn1 (τ, ω) + 4Fn2 (τ, ω)+

4Re[Fn12(τ, ω)]

这里总的滤波函数是 

 . 如果假设一二能级的噪声是非同源

S2 (ω) = 4S1 (ω) Fn
′
=

Fn1 (τ, ω) + 4Fn2 (τ, ω)

的, 但是仍具有  的关系, 则有 

  

将上述结果代入 (7)式, 结果如图 5所示, 其

中蓝线为有关联项的滤波函数, 可以看出噪声之间

的关联性加强了滤波的效果.

ng

⟨∆ϕ⟩2n

另一方面, 电荷噪声   则会改变哈密顿量的

形式, 所以能级之间不再满足上文所述的固定关

系, 而且相邻能级的能量随电荷噪声变化的方向

相反 [32], 如图 6所示, 因而此时噪声之间的关联会

导致  增大.

 3.3    动力学解耦序列的扩展

对于二能级体系, 可以通过重复或嵌套的方式

来拓展简单的动力学解耦序列, 这一思想同样可用

于多能级体系的动力学解耦序列. 以下仍以三能级

体系为例进行讨论. 如果规定 (2)式给出的一个完

 

2

15
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5

4 6 8

F


2

(a)


p

(b)4

2

0

-2

-4

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0


p 2/4

Dsin

Dcos

(c) 0: 0 -1 -1 1 1

0: 0 -1 -1 1 1

F =
1

ω2
16sin

(ωτ
6

)4
Fω2, ω∆ϕsinω ω∆ϕcosω

Fω2

图 4    三能级体系滤波函数的周期性　(a)   中的周期部分; (b)    和   之间的关系 (为了

方便比较将   除以 4); (c) 噪声与控制函数的比较, 上图中噪声周期数为 1.5, sin类型的噪声积累了最大的相位, cos类型的噪

声与自身完全抵消; 下图中噪声周期数为 3, 两种类型的噪声都与自身完全抵消

F =
1

ω2
16sin

(ωτ
6

)4

Fω2, ω∆ϕsinω ω∆ϕcosω

Fig. 4. Periodicity of the filter function in the case of a three-level system; (a) Periodic part of    ; (b) relation

among      and    ;  (c)  comparison  between  some  periods  of  noise  and  control  function.  The  number  of  noise

cycles in the upper figure is 1.5. sin-type of noise accumulates a maximum phase, while the cos-type of noise completely cancels out

itself. The number of noise cycles in the bottom figure is 3, and both types of noise completely cancel out themselves. 
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图 5    关联与非关联噪声滤波函数

Fig. 5. Filter function with and without correlation. 
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m

Ti

整序列为一个单元, 则后续可以重复施加  个不同

或相同的单元, 假定其中单个单元的长度为  , 那

T =
∑m

i=1
Ti么序列总长度就是  . 最终的控制函数

是每部分控制函数的求和: 

f ′ (T, t) =

m∑
i=1

f i (Ti, t) . (16)

i

f i

为简洁起见, 这里没有写出具体涉及的能级的指

标, 只是用新的上标   代表不同单元. 下面考虑最

简单的情形, 即所有单元都包含相同的序列, 因此

所有  也是相同的. 这样可以将控制函数的傅里叶

级数写成: 

f ′ (T, ω) =

m∑
n=1

ei6(n−1)ωtf (τ, ω) . (17)

F ′ = |f ′|2利用  得到:
 

 

F ′ (T, ω) =

∣∣∣∣∣
m∑
n=1

ei6(n−1)ωt

∣∣∣∣∣
2

F (τ, ω) =



[
−1 + 2

2n−1=m∑
n=1

cos [(n− 1)ωτ ]

]2
F (τ, ω) , m为奇数,

4

[
2n=m∑
n=1

cos
[
2n− 1

2
ωτ

]]2
F (τ, ω) , m为偶数.

(18)

F (τ, ω)代入 (7)式中的  可以得到新的滤波函数: 

F ′
1 (T, ω) =

1

ω2
64

[
m∑
n=1

cos
[
(2n− 1)

4
ωτ)

]]
sin
(

1

12
ωτ

)4

,

F ′
2 (T, ω) =



1

ω2
16

[
−1 + 2

2n−1=m∑
n=1

cos [(n− 1)ωτ ]

]2
sin
(
1

6
ωτ

)4

, m为奇数,

1

ω2
64

[
2n=m∑
n=1

cos
[
2n− 1

2
ωτ

]]2
sin
(
1

6
ωτ

)4

, m为偶数.

(19)

m从图 7可以看出, 随着  的增加, 滤波函数的峰宽在逐渐变窄, 这也代表可以被过滤的频率范围在增

加, 而代价是峰值位置的噪声会被加强.
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图 6    电荷比特能级与电荷噪声的关系

Fig. 6. Energy  levels  of  a  charge  qubit  as  a  function  of

charge noise. 
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图 7    m 不同时, 重复序列下的滤波函数周期性　(a) m = 1; (b) m = 2; (c) m = 3

Fig. 7. Periodicity of filter functions for repeated sequences with different m: (a) m = 1; (b) m = 2; (c) m = 3. 
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 4   结　论

本文讨论了一个针对多能级体系的动力学解

耦方案. 该方案只需要使用紧邻能级的 π 脉冲, 因

此具有很好的实验可行性. 通过巧妙地构造由这样

的 π 脉冲组成的序列, 可以有效地消除由准静态噪

声导致的额外相位积累. 然后进一步分析了这些解

耦序列在高斯噪声情形下的滤波函数, 通过滤波函

数来反向调整序列结构, 可以实现更加针对性的噪

声抑制效果. 滤波函数本质上是控制函数的傅里叶

变换, 它可以被视为是不同频率的噪声分量在解耦

序列调制下导致的相位积累. 此外还发现, 关联项

的存在可以对正关联的噪声起到抑制效果, 而对反

关联的噪声起到增强效果. 最后, 还对简单的动力

学解耦序列进行了拓展, 结果显示同一单元的重复

施加可以收窄滤波函数进而扩大滤波的频率范围.

在二能级情形中, 研究者已经实现了将动力学

解耦和量子门结合, 得到具有动力学解耦效果的量

子门, 即所谓的 dynamically corrected gate. 对于

基于多能级体系的量子线路, 也可以按照这一思路

去发展相应的方案, 本文研究结果可以作为这类探

索的基础.

参考文献 

 Clerk  A  A,  Devoret  M  H,  Girvin  S  M,  Marquardt  F,
Schoelkopf R J 2010 Rev. Mod. Phys. 82 1155

[1]

 Hahn E L 1950 Phys. Rev. 80 580[2]
 Slichter C P 1990 Principles of Nuclear Magnetic Resonance
(3rd Ed.) (NewYork: Springer) pp1–7

[3]

 Viola L, Lloyd S 1998 Phys. Rev. A 58 2733[4]
 Carr H Y, Purcell E M 1954 Phys. Rev. 94 630[5]
 Meiboom S, Gill D 1958 Rev. Sci. Instrum. 29 688[6]

 Grégoire I  2005 Ph. D. Dissertation  (Paris:  Université Pierre
et Marie Curie - Paris VI)

[7]

 Khodjasteh K, Lidar D A 2005 Phys. Rev. Lett. 95 180501[8]
 Khodjasteh K, Lidar D A 2007 Phys. Rev. A 75 062310[9]
 Uhrig G S 2007 Phys. Rev. Lett. 98 100504[10]
 Uhrig G S 2009 Phys. Rev. Lett. 102 120502[11]
 Uhrig G S 2008 New J. Phys. 10 083024[12]
 Uhrig G S, Pasini S 2010 New J. Phys. 12 045001[13]
 Bylander  J,  Gustavsson  S,  Yan  F,  Yoshihara  F,  Harrabi  K,
Fitch G, Oliver W D 2011 Nat. Phys. 7 565

[14]

 Gustavsson S,  Bylander  J,  Yan F,  Forn-Díaz  P,  Bolkhovsky
V, Braje D, Oliver W D 2012 Phys, Rev. Lett. 108 170503

[15]

 Qiu J, Zhou Y, Hu C K, Yuan J, Zhang L, Chu J, Huang W,
Liu  W,  Luo  K,  Ni  Z,  Pan  X,  Yu  D  2021 Phys.  Rev.  A  16
054047

[16]

 Google 2023 Nature 614 676[17]
 Gottesman D 1999 Chaos Solitons Fractals 10 1749[18]
 Grassl  M,  Rötteler  M,  Beth  T  2003  Inter.  J.  Foundat.
Compu. Sci. 14 757

[19]

 Bullock S S, OLeary D P, Brennen G K 2005 Phys. Rev. Lett.
94 230502

[20]

 Campbell  E T, Anwar H, Browne D E 2012 Phys. Rev. X 2
041021

[21]

 Campbell E T 2014 Phys. Rev. Lett. 113 230501[22]
 Anwar H, Brown B J, Campbell E T, Browne D E 2014 New
J. Phys. 16 063038

[23]

 Krishna A, Tillich J P 2019 Phys. Rev. Lett. 123 070507[24]
 Chu J, He X, Zhou Y, Yuan J, Zhang L, Guo Q, Hai Y, Han
Z, Hu C K, Huang W, Jia H, Yu D 2023 Nat. Phys. 19 126

[25]

 Luo K, Huang W, Tao Z, Zhang L, Zhou Y, Chu J, Liu W,
Wang B,  Cui  J,  Liu  S,  Yan F,  Yu D 2023 Phys.  Rev.  Lett.
130 030603

[26]

 Blok  M  S,  Ramasesh  V  V,  Schuster  T,  O’ Brien  K,
Kreikebaum J M, Dahlen D, Morvan A, Yoshida B, Yao N Y,
Siddiqi I 2021 Phys. Rev. X 11 021010

[27]

 Suslov  M V,  Lesovik  G B,  Blatter  G 2011 Phys.  Rev.  A 83
052317

[28]

 Bouchard F, Fickler R, Boyd R W, Karimi E 2017 Sci. Adv.
3 e1601915

[29]

 Napolitano R J, Fanchini F F, da Silva A H, Bellomo B 2021
Phys. Rev. Research 3 013235

[30]

 Mukhtar M, Saw T B, Soh W T, Gong J 2010 Phys. Rev. A
81 012331

[31]

 Koch J,  Terri  M Y, Gambetta J,  Houck A A, Schuster D I,
Majer J, Blais A, Devoret M H, Girvin S M, Schoelkopf R J
2007 Phys, Rev. A 76 042319

[32]

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    100305

100305-8

http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1155
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1155
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1155
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1155
http://doi.org/10.1103/RevModPhys.82.1155
http://doi.org/10.1103/PhysRev.80.580
http://doi.org/10.1103/PhysRev.80.580
http://doi.org/10.1103/PhysRev.80.580
http://doi.org/10.1103/PhysRev.80.580
http://doi.org/10.1103/PhysRev.80.580
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.58.2733
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.58.2733
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.58.2733
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.58.2733
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.58.2733
http://doi.org/10.1103/PhysRev.94.630
http://doi.org/10.1103/PhysRev.94.630
http://doi.org/10.1103/PhysRev.94.630
http://doi.org/10.1103/PhysRev.94.630
http://doi.org/10.1103/PhysRev.94.630
http://doi.org/10.1063/1.1716296
http://doi.org/10.1063/1.1716296
http://doi.org/10.1063/1.1716296
http://doi.org/10.1063/1.1716296
http://doi.org/10.1063/1.1716296
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.180501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.180501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.180501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.180501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.95.180501
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.062310
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.062310
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.062310
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.062310
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.75.062310
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.100504
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.120502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.120502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.120502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.120502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.102.120502
http://doi.org/10.1088/1367-2630/10/8/083024
http://doi.org/10.1088/1367-2630/10/8/083024
http://doi.org/10.1088/1367-2630/10/8/083024
http://doi.org/10.1088/1367-2630/10/8/083024
http://doi.org/10.1088/1367-2630/10/8/083024
http://doi.org/10.1088/1367-2630/12/4/045001
http://doi.org/10.1088/1367-2630/12/4/045001
http://doi.org/10.1088/1367-2630/12/4/045001
http://doi.org/10.1088/1367-2630/12/4/045001
http://doi.org/10.1088/1367-2630/12/4/045001
http://doi.org/10.1038/nphys1994
http://doi.org/10.1038/nphys1994
http://doi.org/10.1038/nphys1994
http://doi.org/10.1038/nphys1994
http://doi.org/10.1038/nphys1994
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.170503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.170503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.170503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.170503
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.170503
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.16.054047
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.16.054047
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.16.054047
http://doi.org/10.1103/PhysRevApplied.16.054047
http://doi.org/10.1038/s41586-022-05434-1
http://doi.org/10.1038/s41586-022-05434-1
http://doi.org/10.1038/s41586-022-05434-1
http://doi.org/10.1038/s41586-022-05434-1
http://doi.org/10.1038/s41586-022-05434-1
http://doi.org/10.1016/S0960-0779(98)00218-5
http://doi.org/10.1016/S0960-0779(98)00218-5
http://doi.org/10.1016/S0960-0779(98)00218-5
http://doi.org/10.1016/S0960-0779(98)00218-5
http://doi.org/10.1016/S0960-0779(98)00218-5
http://doi.org/10.1142/S0129054103002011
http://doi.org/10.1142/S0129054103002011
http://doi.org/10.1142/S0129054103002011
http://doi.org/10.1142/S0129054103002011
http://doi.org/10.1142/S0129054103002011
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.230502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.230502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.230502
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.94.230502
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.2.041021
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.2.041021
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.2.041021
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.2.041021
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.230501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.230501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.230501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.230501
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.113.230501
http://doi.org/10.1088/1367-2630/16/6/063038
http://doi.org/10.1088/1367-2630/16/6/063038
http://doi.org/10.1088/1367-2630/16/6/063038
http://doi.org/10.1088/1367-2630/16/6/063038
http://doi.org/10.1088/1367-2630/16/6/063038
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.070507
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.070507
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.070507
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.070507
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.123.070507
http://doi.org/10.1038/s41567-022-01813-7
http://doi.org/10.1038/s41567-022-01813-7
http://doi.org/10.1038/s41567-022-01813-7
http://doi.org/10.1038/s41567-022-01813-7
http://doi.org/10.1038/s41567-022-01813-7
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.130.030603
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.130.030603
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.130.030603
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.130.030603
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021010
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021010
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021010
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021010
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.11.021010
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.052317
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.052317
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.052317
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.052317
http://doi.org/10.1126/sciadv.1601915
http://doi.org/10.1126/sciadv.1601915
http://doi.org/10.1126/sciadv.1601915
http://doi.org/10.1126/sciadv.1601915
http://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.3.013235
http://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.3.013235
http://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.3.013235
http://doi.org/10.1103/PhysRevResearch.3.013235
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.81.012331
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.81.012331
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.81.012331
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.81.012331
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.042319
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.042319
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.042319
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.042319
http://doi.org/10.1103/PhysRevA.76.042319


SPECIAL  TOPIC —Recent  advances  in  hardware,  algorithms  and  software  of
quantum computers

Dynamic decoupling for multi-level systems

Zhang Zhi -Da 1)2)3)4)#    Yi Kang -Yuan 1)2)3)4)#

Chen Yuan -Zhen 1)2)3)4)†    Yan Fei 1)2)3)‡

1) (Shenzhen Institute for Quantum Science and Engineering, Southern University of Science and Technology, Shenzhen 518055, China)

2) (International Quantum Academy, Shenzhen 518055, China)

3) (Guangdong Provincial Key Laboratory of Quantum Science and Engineering, Southern

University of Science and Technology, Shenzhen 518055, China)

4) (Department of Physics, Southern University of Science and Technology, Shenzhen 518055, China)

( Received 16 December 2022; revised manuscript received 2 March 2023 )

Abstract

π

Dynamical  decoupling  refers  to  a  family  of  techniques  that  are  widely  used  to  suppress  decoherence  in

various quantum systems, caused by quasi-static environmental noise. They have broad applications in the field

of  quantum  information  processing.  Conventional  dynamical  decoupling  targets  at  noise  in  two-level  system

such  as  qubits  and  often  consists  of  specifically  engineered  sequences  of      pulses  that  swap  between  two

different states. On the other hand, researchers do not limit their study within simple two-levels systems any

more, but go and seek for even more efficient quantum hardware. A variety of quantum algorithms and schemes

of quantum control using multi-level systems, such as qutrits and qudits,  for quantum information processing

have  been  proposed  and  implemented  successfully.  However,  decoherence  in  such  a  multi-level  system  is

inherently more sophisticated than that in two-level systems. So far there has been little systematic research on

how to tackle decoherence problems in such systems.

π
In this work, we propose several sequences of dynamical decoupling for multi-level systems that only rely

on     pulses linking neighboring levels, which is easy to implement experimentally. Our results show that these

sequences can efficiently suppress quasi-static noise presented in multi-level systems. In addition, by calculating

the  corresponding  filter  functions  of  these  sequences,  we  are  able  to  further  analyze  their  effect  on  generic

Gaussian  noise  that  may  not  be  quasi-static.  We  also  give  a  physical  explanation  of  the  noise  filtering

mechanism of these sequences by considering their control functions. Other topics discussed in our work include

power spectral density and correlation of noise in multi-level systems. Our work may be regarded as a first step

towards a more systematic investigation of dynamical decoupling techniques applicable to multi-level systems.

Keywords: multi-level system, noise, decoherence, dynamic decoupling, filter function
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