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专题: 计算物理的近期发展和应用

基于路径积分分子动力学与热力学积分方法的

高压氢自由能计算∗

陈基1) 冯页新1) 李新征2)† 王恩哥1)

1)(北京大学量子中心, 北京 100871)

2)(北京大学物理学院, 北京 100871)

( 2015年 5月 15日收到; 2015年 6月 29日收到修改稿 )

在相图研究中, 严格计算一个真实系统在特定温度、压强下的自由能是近年来该领域理论方法发展的前
沿. 自Mermin提出有限温度密度泛函理论后, 在电子结构层面, 弱关联系统中人们就其在对自由能贡献的描
述已相对完善, 但在原子核运动的描述上, 热运动与量子运动的非简谐项却总被忽视. 本文将路径积分分子
动力学与热力学积分结合, 对 300 GPa下氢晶体Cmca 结构中原子核热涨落与量子涨落对自由能的影响进行

了分析. 发现在 100 K核量子涨落非简谐项的贡献约为 15 meV每原子, 远大于不同结构间静态焓的差别. 该
研究提醒人们简谐近似在核量子效应描述中可能存在的不准确性 (即使在低温下). 同时, 我们采取的方法也
为人们进行自由能的准确计算提供了一个简单有效的手段.

关键词: 路径积分, 分子动力学, 热力学积分, 高压氢
PACS: 31.15.A–, 62.50.–p, 71.15.Pd DOI: 10.7498/aps.64.183101

1 引 言

在相图研究中, 不同相在特定的温度、压强下
相对稳定性的严格判据是其自由能之间的竞争. 因
此, 就材料模拟方法的发展而言, 如何在理论层面
严格地计算出一个真实系统在一个特定的温度、压

强下的自由能也成为近年来该领域理论方法发展

的一个前沿. 自 20世纪 60年代Mermin提出有限
温度下密度泛函理论以后, 在电子结构层面, 弱关
联系统中人们就其对自由能贡献的描述已相对完

善 [1−3]. 当不同相之间的竞争牵扯到电子结构层
面non-trivial的变化时, 人们会进一步结合各种第
一性原理与模型哈密顿量电子结构计算方法, 对不
同相的电子结构和相变行为给出较为准确的量子

描述 [4,5]. 但就原子核运动的描述而言, 目前依赖

更多的还是经典、静态的近似. 当原子核本身的热
涨落以及量子涨落对系统自由能的影响不得不被

考虑时, 人们会采用简谐近似的方法对这部分能量
进行估计 [6]. 这样的描述方法带来的一个直接的
后果就是原子核在有限温度下热涨落与量子涨落

的非简谐项对自由能的贡献会被完全忽视. 在由
相对较重元素的原子组成的晶体体系中, 如果温度
比较低, 这种忽视一般来说还不会对物性描述带来
很大的偏差. 但当这两个条件 (元素相对比较重以
及温度比较低)不满足时, 人们在计算这个真实体
系的自由能时, 有限温度下热涨落和量子涨落的
非简谐项对自由能的贡献可能在不同相之间自由

能的竞争中发挥一定作用. 在具体材料模拟中, 一
个最常见的例子就是高温高压下一些体系熔化温

度的计算以及不同固态相相对稳定性的对比, 比
如地心中的铁. 在这些计算中, 就需要采用热力学
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积分的方法结合有限温度下分子动力学或蒙特卡

罗采样 [7−9], 对 5000 K以上温度区域内铁的各种
凝聚态相包含热涨落非简谐项的自由能进行计算,
这样, 理论模拟的结果才会对该温度、压强区域内
地心物质的结构与物性给出较为准确的描述 [10,11].
目前, 作为一种普适的算法, 这种处理方式已经在
凝聚态体系内电子结构不发生non-trivial 改变的
情况下, 在有限温度、压强下到原子核构型不同的
各相之间相对稳定性的描述中发挥着重要的作用.
但不得不说的是, 原子核的量子涨落非简谐项对这
些体系自由能的贡献在绝大部分的计算中还是经

常被忽略的.
作为最典型的一个例子, 即使是氢这样一个由

最轻的元素构成的体系, 在具体相图研究中考虑原
子核量子涨落对系统自由能贡献的计算也都几乎

没有. 而实际上, 作为宇宙中最为广泛存在的一个
元素, 由氢构成的凝聚态体系以及与之相关的相
图研究自 1935年Wigner 与Huntington [12]提出金

属氢的假说之后, 一直是高压物理研究中一个热
点 [13−19]. 依赖静态高压钻石砧技术, 人们可以获
取的压强已经达到了 360 GPa [20], 但是人们对这
些压强下系统具体结构的认识还很不完善. 实验
上, 这个很好理解, 达到这样的压强首先已经比较
困难, 同时氢原子对电子和X射线的散射截面又很
小, 这就使得我们在实验上利用传统手段得到晶体
结构几乎不大可能. 而理论上, 要想知道系统真实
的晶体结构, 除了要对这个系统进行足够完备的结
构搜寻之外 [6,21], 因为真实材料都在有限温度下存
在的, 对这个系统的自由能的计算也就成为必须.
而实际上, 就这个材料有限温度下的自由能计算,
绝大部分现有工作都还停留在上面讲到的简谐近

似的层面.
本文将基于第一性原理电子结构计算的路

径积分分子动力学与热力学积分方法结合, 对
200—300 GPa 下氢晶体的Cmca 结构中原子简谐

运动、热涨落以及量子涨落对其自由能的影响进行

了系统的计算. 该方法以简谐晶格作为参照体系,
可通过调节路径积分分子动力学模拟中用到的系

统像 (bead) 数, 可以分别求出热涨落以及量子涨
落对晶体自由能的改变. 我们发现在 100 K左右,
热涨落非简谐项对系统自由能的改变几乎可以忽

略, 但量子涨落的非简谐项对系统能量的贡献却始
终保持在 15 meV每原子左右, 并且这个具体的值

会随着压强的增加而变大. 需要注意的是, 这是一
个远远大于不同晶体结构间静态能的普遍差别的

能量值, 因此也意味着当计算中考虑这部分量子涨
落的非简谐项对不同固态项的贡献时, 不同固态项
之间自由能的相互竞争关系可能受到比较大的影

响. 这项研究为人们在相似晶体中进行准确的自由
能计算提供了一个方法的选择, 同时也提示我们在
氢原子体系核量子效应简谐近似的描述可能不准

确, 类似包含原子核运动非简谐项的计算应该更加
经常地被用到.

2 理论方法

2.1 路径积分分子动力学

在原子核之间的相互作用通过第一性原理电

子结构计算方法产生的基础上, 我们所采用的第一
性原理路径积分分子动力学方法的一个最基本的

思想就是利用量子力学的路径积分表述, 将一个量
子体系有限温度下的密度矩阵通过对温度的虚时

处理投影到如下所述的一个虚构的polymer上面：

ρ (x0,xP , β)

= lim
P→∞

 N∏
j=1

(
mjP

2βπ~2

)P
2

∫
V

∫
V

· · ·
∫
V

exp
{
−β

×
P∑
i=1

[ N∑
j=1

1

2
mjω

2
P

(
xj
i − xj

i−1

)2
+

1

2P

(
V (x1

i , · · · ,xN
i )+V (x1

i−1, · · · ,xN
i−1)

)]}
× dx1dx2 · · · dxP−1. (1)

在这里, P代表的是将温度进行虚时处理时, 在这
个虚的时间轴上进行路径积分时将时间差分成的

段数, 简单地说就是路径积分的采样点数. 当P取

1时, 上述密度矩阵回到其经典极限; 当P趋近与

无穷时, 上述密度矩阵趋近其量子极限. 实际计算
中, 由于采样点不可能取无穷多个, 我们都会对感
兴趣的物理量的统计平均值就这个参数的收敛性

进行测试, 以达到数值上的收敛. mj代表的是第 j

个原子的质量. β等于 1/(kBT ), 其中kB是玻尔兹

曼常数, T是温度, ωP 等于
√
P/(β~). xi代表的是

在路径的第 i个像 (叫 image, 也叫bead)上整个系
统的原子核构型, xj

i代表在这个构型下第 j 个原子

的实际位置, 而V (x1
i−1, · · · ,xN

i−1)代表的是这个
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构型下系统原子核之间的实际相互作用势. 关于这
个方法的严格推导, 请参考文献 [7]的第七章.

在上式中, 当取xP = x0时, 密度矩阵就演化
为其对角项, 也就是这个量子体系的密度函数. 再
对这个密度函数在构型空间做关于xP 的积分, 就
进一步得到这个量子系统的配分函数：

ZQ

= lim
P→∞

[ N∏
j=1

(
mjP

2βπ~2

)P
2
]

×
∫
V

∫
V

· · ·
∫
V

exp
{
− β

P∑
i=1

[ N∑
j=1

1

2
mjω

2
P

×
(
xj
i − xj

i−1

)2
+

1

2P

(
V (x1

i , · · · ,xN
i )

+ V (x1
i−1, · · · ,xN

i−1)
)]}

dx1dx2 · · · dxP . (2)

由统计力学基本原理, 我们所关心的系统的所有统
计性质都可以从这个配分函数得到.

2.2 热力学积分

我们在这项研究中关心的是特定压强下一个

氢的具体晶体相在真实的原子核之间相互作用下

的自由能. 我们所采取的方法是热力学积分, 从一
个已知自由能的参考系统往这个未知自由能的真

实系统过渡. 具体方法如下.
对 (2)式, 如果用V0代表已知其自由能的体系

的原子核之间的相互作用, 用V1 表示要求的真实

体系中原子核之间的相互作用, 那么所取的参考的
量子体系与真实的量子体系的配分函数就可以分

别写成

ZQ
0 = lim

P→∞

[ N∏
j=1

(
mjP

2βπ~2

)P
2
]

×
∫
V

∫
V

· · ·
∫
V

exp
{
− β

P∑
i=1

[ N∑
j=1

1

2
mjω

2
P

×
(
xj
i − xj

i−1

)2
+

1

2P

(
V0(x

1
i , · · · ,xN

i )

+ V0(x
1
i−1, · · · ,xN

i−1)
)]}

dx1dx2 · · · dxP (3)

与

ZQ
1 = lim

P→∞

[ N∏
j=1

(
mjP

2βπ~2

)P
2
]

×
∫
V

∫
V

· · ·
∫
V

exp
{
− β

P∑
i=1

[ N∑
j=1

1

2
mjω

2
P

×
(
xj
i − xj

i−1

)2
+

1

2P

(
V1(x

1
i , · · · ,xN

i )

+ V1(x
1
i−1, · · · ,xN

i−1)
)]}

dx1dx2 · · · dxP , (4)

再利用配分函数与自由能之间的关系, 参考的已知
体系 (相互作用为V0)与真实体系 (相互作用为V1)
的自由能分别为

FQ
0 = − 1

β
lnZQ

0 , (5)

与

FQ
1 = − 1

β
lnZQ

1 . (6)

这时, 在真实体系与参考体系中如果加入一系列中
间态, 这个中间态里原子核之间的相互由

Vλ(x
1
i , · · · ,xN

i )

= V0(x
1
i , · · · ,xN

i ) + λ[V1(x
1
i , · · · ,xN

i )

− V0(x
1
i , · · · ,xN

i )] (7)

描述. 那么当λ = 0时, 系统就处于已知自由能的
参考态, 相应的Fλ = F0. 而当λ = 1时, 系统就处
于未知自由能的真实态, 相应的Fλ = F1. 因此, 如
果把Fλ看作一个λ的函数, 则由

FQ
1 − FQ

0 =

∫ 1

0

F ′
λdλ (8)

可知求解这个真实体系与参考体系自由能差别

的关键就落在了对F ′
λ这个Fλ对λ的导数的计算

上. 这样只要求我们从Vλ出发, 先求出其对应的
中间系统的配分函数, 然后由这个配分函数出发
写出Fλ的解析式. 基于这个解析式对λ求导, 就可
以得到

F ′
λ =

1

P

⟨ P∑
i=1

[
V1(x

1
i , · · · ,xN

i )

− V0(x
1
i , · · · ,xN

i )
]⟩

λ

, (9)

其中, 最后的下标λ代表在中间态模拟中需要进行

的还是路径积分采样, 只不过在这个采样中原子核
之间的相互作用满足 (7)式.

这也就意味着在参考体系和真实体系中插入

一系列的中间态, 对每个中间态利用 (9)式做一个
单独的路径积分分子动力学模拟, 就可以在数值上
严格地求出参考系统与真实系统之间自由能的差

别了. 在下面的计算中, 参考系统是简谐晶格, 对
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于这样一个参考系统, 其自由能满足下式:

F0 = E0 + kBT

∫ ∞

0

dωg(ω)ln
[
2sinh

( ~ω
kBT

)]
,

(10)
这里, E0代表对晶格进行弛豫后系统的静态总能;
而右边的第二项代表的是简谐振子在有限温度下

对自由能的贡献; g(ω)是声子的态密度. 这样, 结
合 (8)—(10)式, 就可以求出这个真实晶体的自由
能了.

需要注意的是, (10)式给出的是简谐晶格量子
的自由能, 而 (8)与 (9) 式描述的是真实晶体与这
个参考的简谐晶格的偏差. 根据P的取值, 如果P

取 1, 通过这两个公式得到的是这个偏差中热涨落
的贡献; 如果P取无穷大, 通过这两个公式得到的
是这个偏差中热涨落与量子涨落共同的贡献; 两者
的差代表的是纯量子涨落对自由能的贡献. 这样,
通过对比P取值不同得到的结果, 可以清晰地得到
热涨落与量子涨落在这个实际晶体中起到的作用.
最后, 需要说明的是对于将路径积分分子动力学方
法与热力学积分结合, 在我们的工作开展之前最近
几年人们已经有了一些尝试, 讨论多集中在参考体
系的选取以及中间态的选择上 [22,23]. 这些讨论采
用比较多的是力场的模型来描述原子核之间的相

互作用. 这里, 我们所采取的方式依赖于第一性原
理的电子结构计算, 这样可以为更为复杂的系统提
供较为准确的自由能估计. 同时, 类似从简谐晶格
出发, 直接在真实体系与简谐晶格中建立中间态,
并且通过在各个中间态运行路径积分分子动力学

模拟对实际材料的自由能进行计算尚未见报道. 如
上所述, 我们认为这样的计算能够更为清楚地区分
开热涨落的非简谐项以及量子涨落的非简谐项对

系统自由能的影响.

2.3 程序与计算细节

这里所有的计算都基于VASP程序 [24]. 该程
序本身不包含路径积分分子动力学与热力学积分,
这部分功能是由我们与伦敦大学学院Dario Alfé教
授合作添加的 [25]. 在利用 (10)式对参考体系的简
谐晶格进行计算时, 我们采取的程序是PHON [26].

就计算细节而言, 电子结构计算部分基于密
度泛函理论, 在描述电子间交换关联相互作用
时, 采用的是广义梯度近似下的Perdew-Burke-
Ernzerhof (PBE) 交换关联 [27]. 其他细节包括：

1) 电子波函数的展开是基于投影缀加波赝势和
500 eV的能量阶段; 2) 200—300 GPa下氢的相结
构我们选取的是Cmca相; 3) 在该结构中, 每个原
胞包含 12个原子, 在进行路径积分分子动力学采
样时, 使用了一个 2 × 2 × 2的超胞; 4) 同时, 因
为在这个压强下PBE交换关联给出的电子结构
已经是金属, 在进行布里渊区积分时, 对超胞采
取的是一个 4 × 4 × 4这样一个较密的Monkhorst-
Pack格点; 5) 分子动力学与路径积分分子动力学
模拟的时长都大于 10 ps, 步长为 0.5 fs, 我们运行
的系综是NVT, 其中温度的取值是 100 K, 它是由
Nosé-Hoover Chain控制的.

3 结果与讨论

我们先从P取不同值时F ′
λ对λ的依赖关系出

发开始讨论. 图 1给出了一个统计平均在P取不同

值时随λ的变化行为. 根据 (8)式, 真实体系与参考
体系的自由能差等于这个量在λ从 0变化到 1时统
计量F ′

λ对λ的积分. 当P取 1时, 统计回到了经典
极限. 因此, 这个积分值代表的是原子核的经典热
涨落非简谐项对系统自由能的影响. 随着P的增

加, 原子核量子涨落的非简谐项越来越多地被包含
进来, 直至收敛.
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图 1 F ′
λ在不同 beads数取值时随着 λ的变化关系

Fig. 1. F ′
λ as a function of λ with different number of

beads.

在路径积分分子动力学模拟中, 计算量随着P

也即bead数的增长而线性增长, 因此, 对于计算中
采取的最大bead数, 我们只对F ′

λ在λ = 0.5时的

取值进行了采样. 对于bead数在1, 8, 16, 32, 48时
的F ′

λ, 都在 0与 1之间取足了 5个点来分别进行路
径积分分子动力学的模拟. 从图 1显示的结果可以
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看出两个显著的规律: 一是在bead数 (也就是P )
等于 1时, F ′

λ的统计平均几乎都在 0附近, 这意味
着在 100 K下, 热涨落的非简谐项对系统自由能的
贡献会很小; 二是随着bead数的增加, F ′

λ出现一

个收敛的趋势, 比如在bead数从1到8变化的时候,
F ′
λ在各个点的变化都很大, 但在bead数从 32增加
为48时, 这个变化就都很小了.

基于以上对F ′
λ的计算, 现在通过 (8)式来讨

论P取不同值时真实体系与参考体系的自由能差

F1 − F0, 结果在图 2中显示. 由图 2可以很清楚地
看到bead数等于 1 时, 也就是系统回到经典极限
的情况下, 热涨落的非简谐项对自由能的贡献很接
近零. 之后, 随着bead数的增加, 非简谐的结果呈
现出一系列的负值, 意味着相对于简谐近似, 考虑
了非简谐项会降低系统的自由能. 由于P等于 1时
F1 − F0几乎为零, 我们也可以很清晰地知道自由
能的降低几乎都来自系统量子涨落的非简谐项. 在
bead数取 32与48时, 最终结果收敛到∼ −16 meV
每原子. 而这两个bead数取值所带来的结果, 差别
在∼1 meV每原子左右.
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图 2 自由能差F1 − F0随着 beads数的变化关系
Fig. 2. Free energy difference F1 −F0 as a function of
beads number.

在这个认识的基础上, 再利用 (10)式结合
PHON程序给出的声子谱以及结构优化完的静
态能, 算出简谐晶格在有限温度下的亥姆霍兹自
由能. 这就是热力学积分计算中的F0, 基于这个
值, 将上面算出的基于 32个bead的路径积分分子
动力学模拟给出的F1 − F0加到这个F0上面去, 就
得到了真实体系中的自由能. 需要说明的是, 在
计算中模拟所采用的超晶胞是基于零温下静态的

定压结构优化 (针对静态焓)给出的参数. 也就是
说PV 项是静态的结果, 且该部分在亥姆霍兹自

由能中不考虑. F0包含的只是静态的内能加上

有限温度下声子简谐振动对亥姆霍兹自由能的贡

献. 图 3给出了200—300 GPa间, 基于静态结构优
化的晶胞, 在计算中通过上述方法所得到的亥姆
霍兹自由能作为晶体中每个原子所占的平均体积

的函数. 1.45 Å3/atom对应的是 300 GPa的情况,
1.64 Å3/atom对应的是 200 GPa 的情况. 简谐晶
格的自由能与标记为经典非简谐计算的自由能的

差别给出的是上述讨论中 (8)式取P = 1的结果,
也就是热涨落的非简谐项对系统自由能的贡献. 标
记为量子非简谐计算的自由能与简谐晶格的自由

能的差别, 给出的就是 (8)式取P = 32 的数值上收

敛到∼1 meV每原子的热涨落与量子涨落非简谐项
整体对系统自由能的贡献. 因此, 标记为经典非简
谐与量子非简谐结果的差别, 可以告诉我们量子涨
落非简谐项对系统自由能的影响.
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Fig. 3. Free energy as a function of volume.

通 过 这 个 对 比 可 以 看 到, 在 100 K下,
200—300 GPa之间热涨落的非简谐项对自由能
的贡献基本都可以被忽略. 而量子涨落非简谐项
对系统自由能的贡献, 大概在 15 meV每原子左右,
并且随着压强的增加, 也就是图 3中x轴的取值从

1.64 Å3/atom变到1.45 Å3/atom,这项贡献有整体
变大的趋势. 需要注意的是, 这里量子涨落非简谐
项对系统自由能贡献值的大小 (∼15 meV/atom)是
远远大于这个压强范围内不同晶体结构之间静态

焓的差别 [6,21], 并且这个贡献会随着压强的增加而
显著增加. 因此, 对这个系统进行准确的自由能的
比对时, 从数值模拟的角度, 仅仅基于静态结构优
化与简谐近似所算出的自由能的对比在很大程度

上是不充分的. 类似考虑了原子核热涨落与量子涨
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落非简谐项对系统自由能的贡献的模拟应该被更

为广泛地应用.

4 结 论

本文通过基于第一性原理电子结构计算的路

径积分分子动力学与热力学积分方法的结合, 系
统地计算了原子核本身的热涨落以及量子涨落对

200—300 GPa之间晶体氢Cmca结构的自由能的

贡献. 我们以简谐晶格作为参照体系, 通过路径积
分分子动力学采样, 将参考体系与真实体系连接了
起来. 当温度所对应的虚时轴上路径积分采样点数
(即bead数)等于 1时, 热力学积分给出这个真实晶
体中热涨落的非简谐项对系统自由能的贡献. 当
bead数收敛时, 热力学积分给出这个真实晶体中
热涨落与量子涨落非简谐项对系统自由能的贡献.
由此对比, 可以很清晰地区分出有限温度下系统自
由能各个部分的贡献. 通过模拟, 我们得到 100 K
下 200—300 GPa之间原子核热涨落的非简谐项对
系统自由能的贡献基本可以被忽略. 而量子涨落对
这个能量的贡献, 却有15 meV每原子左右, 并且这
个数值会随着压强的增加而增大. 这个计算告诉我
们, 对类似系统进行自由能比对时, 仅仅基于静态
结构优化与简谐近似所算出的自由能的对比从数

值模拟的角度在很大程度上是不充分的. 类似考虑
了原子核热涨落与量子涨落非简谐项对系统自由

能的贡献的模拟应该被更为广泛的应用. 本文所采
用的方法从数值模拟的角度也为类似计算提供了

一个较为普适的选择.

感谢伦敦大学学院Dario Alfe教授的讨论.
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Abstract
Hydrogen is the lightest and most abundant element in the universe. Ever since Wigner and Huntington’s prediction

that pressure induced metallization might happen in solid hydrogen, understanding the hydrogen phase diagram has
become one of the greatest challenges in condensed matter and high pressure physics. The light mass of hydrogen means
that the nuclear quantum effects could be important in describing this phase diagram under high pressures. Numerical
evaluations of their contributions to the structural, vibrational, and energetic properties, however, are difficult and up to
now most of the theoretical simulations still remain classical. This is particularly true for the energetic properties. When
the free-energies of different phases are compared in determining the ground state structure of the system at a given
pressure and temperature, most of the theoretical simulations remain classical. When nuclear quantum effects must be
taken into account, one often resorts to the harmonic approximation. In the very rare case, the anharmonic contributions
from the nuclear statistical effects are considered by using a combination of the thermodynamic integration and the ab
initio molecular dynamics methods, which helps to include the classical nuclear anharmonic effects. Quantum nuclear
anharmonic effects, however, are completely untouched. Here, using a self-developed combination of the thermodynamic
integration and the at initio path-integral molecular dynamics methods, we calculated the free-energies of the high
pressure hydrogen at 100 K from 200 GPa to 300 GPa. The harmonic lattice was taken as the reference and the Cmca

phase of the solid hydrogen was chosen. When the bead number of the path-integral (P ) equals one, our approach reaches
the so-called classical limit. Upon increasing P until the results are converged, our approach reaches the limit when both
classical and quantum nuclear anharmonic effects are included. Therefore, by comparing the free-energy of the harmonic
lattice and the thermodynamic integration results at P equals one, we isolate the classical nuclear anharmonic effects.
By comparing the thermodynamic integration results at P equals one and with those when they are converged with
respect to P , we isolate the quantum nuclear anharmonic effects in a very clean manner. Our calculations show that the
classical nuclear anharmonic contributions to the free-energy are negligible at this low temperature. Those contributions
from the quantum nuclear anharmonic effects, however, are as large as ∼15 meV per atom. This value also increases
with pressure. This study presents an algorithm to quantitatively calculate the quantum contribution of the nuclear
motion to free-energy beyond the often used harmonic approximation. The large numbers we got obtained also indicate
that such quantum nuclear anharmonic effects are important in describing the phase diagram of hydrogen, at/above the
pressures studied.

Keywords: path-integral, molecular dynamics, thermodynamic integration, high-pressure hydrogen
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专题: 计算物理的近期发展和应用

k = 0处的类狄拉克锥∗

黄学勤 陈子亭†

(香港科技大学物理系, 香港科技大学高等研究院, 香港)

( 2015年 5月 6日收到; 2015年 6月 15日收到修改稿 )

狄拉克锥在电子和经典波体系中分别被发现, 由于其线性能带关系, 伴随着很多独特的现象. 除了一般
存在于布里渊区边界处的狄拉克锥, k = 0处也存在包含线性能带关系的类狄拉克锥. 这个类狄拉克锥可以
由单极子和偶极子的偶然简并而形成. k = 0处的类狄拉克锥可以通过两维电介质光子晶体来实现, 利用等
效媒质理论, 此时的光子晶体在类狄拉克点频率可以等效为介电常数和磁导率都为零的材料. 电介质双零折
射率材料既可以避免阻抗的不匹配, 也可以避免体系推广到高频所引起的强烈损耗. 此外, k = 0处的类狄拉

克锥与双零折射率的概念可以从两维体系拓展到三维体系, 而且还可以从电磁波体系推广到声波和弹性波体
系. 利用具有类狄拉克点的两维光子晶体, 在材料参数都偏离类狄拉克点条件的两个半无限大光子晶体所构
成的界面中, 一定存在界面态. 这些界面态的存在可以通过层状多重散射理论得到的表面阻抗以及体能带的
几何相位来彻底解释.

关键词: 光子晶体, 类狄拉克锥, 零折射率, 界面态
PACS: 42.70.Qs, 42.25.–p DOI: 10.7498/aps.64.184208

1 引 言

狄拉克方程是描述自旋为 1/2的相对论粒子
的运动方程 [1]. 当粒子的等效质量为零时, 方程
给出能量E与动量 k之间满足线性关系. 在石墨
烯中, 由于晶格的对称性与时间反演不变性, 费米
能级附近的电子能带可以用等效质量为零的狄拉

克方程来描述 [2−15]. 在两维六角布里渊区的K和

K ′点, 电子能带由两个锥形的能带构成, 这两个
锥形能带被称为狄拉克锥, 它们相交于费米能级
中的一点, 这个相交点被称为狄拉克点. 这种线
性能带关系具有一些非常奇特的传输特性, 例如:
量子霍尔效应 [4−6], Zitterbewegung [7−11]和Klein
tunneling [12]. 狄拉克锥的概念不仅仅局限于电子
体系中, 在三角或六角晶格的经典波体系中, 布
里渊区的K和K ′点同样存在狄拉克锥 [16−25], 而
且, 也在经典波体系中发现了类似于石墨烯中的
Zitterbewegung [20,21]和Klein tunneling.

超材料是由尺寸远小于波长的金属共振单元

所构成, 由于其结构单元远小于波长, 因此人们可
以通过等效媒质理论来获得该体系的等效参数. 在
介电常数和磁导率的两维相图中, 日常的自然材
料, 介电常数和磁导率一般都大于零, 而在金属或
磁性材料中, 可以实现介电常数小于零、磁导率大
于零, 或者介电常数大于零、磁导率小于零. 自然
界中不存在介电常数和磁导率都小于零的材料, 而
且, 对于自然材料, 一般难以调控其介电常数和磁
导率的大小. 然而, 利用超材料, 人们可以实现介
电常数和磁导率为任意数值的材料 [26−40]. 超材料
可以实现自然界中不存在的很多有趣现象, 例如:
负折射 [27−31]、超透镜 [32,33]、隐身 [34−36]等 [37−40].
在介电常数与磁导率的相图中, 还存在着一类很
特殊的材料, 它们对应于相图中的横轴或纵轴, 也
就是折射率为零的材料. 在各向同性均匀的材料
中, 折射率由介电常数和磁导率的乘积来决定, 因
此零折射率材料既包含 “单零”折射率材料 (介电常

∗ 香港大学教育资助委员会卓越学科领域计划 (批准号: Hong Kong Research Grant Council grant AoE/P-02/12)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: phchan@ust.hk

© 2015 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn
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数或磁导率为零), 也包括 “双零”折射率材料 (介电
常数和磁导率都为零) [41−56]. 由于电磁波在零折
射率材料中传播不存在相位的变化, 于是利用零折
射率材料可以实现很多有趣的现象, 例如: 电磁波
在任意横截面的波导中传播 [41−49], 调控电磁波传
播的波前 [50−52], 以及隐身放在零折射率材料中的
物体 [53−56]. 然而对于单零折射率材料, 由于其只
包含介电常数或磁导率为零, 故它的阻抗要么等于
零要么等于无穷大, 这就使得其与背景材料的阻抗
非常不匹配, 从而当电磁波入射到单零折射率材料
与背景材料的界面处时, 会引起强烈的反射. 同时
电磁波在单零折射率材料中的群速度为零, 这不利
于电磁波的传播. 这些弊端可以通过双零折射率材
料来避免, 它可以避免阻抗与背景材料的强烈不匹
配, 同时电磁波在里面传播的群速度是一个常数.
通常, 人们要么利用假想的双零折射率材料来研究
电磁波的传播行为, 要么利用超材料来实现双零折
射率材料 [47]. 但是金属共振单元在高频时的吸收
非常厉害, 这就限制了它的应用.

狄拉克点与零折射率材料这两个课题看起来

毫不相关, 通过研究我们揭示了这两个毫不相干课
题之间的微妙联系 [57−59]. 由于时间反演不变性,
电子体系和经典波体系中的狄拉克点都位于布里

渊区的边界处 (K或K ′点), 在布里渊区的中心处
(k = 0), 一般不存在线性能带关系, 然而狄拉克点
又要求线性的能带关系. 这能否说明我们不能实现
k = 0 处的狄拉克点? 在各向同性均匀的色散材
料中, 在介电常数和磁导率都为零的频率下, k = 0

处存在着线性的能带关系 [60]. 但是麦克斯韦方程
除了支持横波模式, 还可以支持纵波模式, 当介电
常数或磁导率等于零时, 该频率处还存在着一个纵
波模式, 只是在各向同性均匀的材料中, 这个纵波
模式没有任何色散, 很难与外界电磁波耦合, 所以
常常被忽略. 然而这个纵波模式有其存在的物理
意义. 假如不存在纵波模式, k = 0 处的狄拉克点

是一个两重简并态, 它的Berry相位为π, 而如果考
虑纵波模式的存在, 此时的Berry相位就为 0 [58,61].
Berry相位是π或 0所对应的物理含义是完全不同
的, 因此纵波模式的存在有其必然性, 我们不能因
为它没有色散, 而随意忽略它. k = 0 处的狄拉克

点是一个三重简并态, 而传统在布里渊区边界处的
狄拉克点是一个两重简并态, 它们分别对应不同的
Berry 相位, 因此我们称k = 0处的狄拉克点为类

狄拉克点. 通过偶然简并, 我们发现k = 0处的类

狄拉克点与零折射率材料有着微妙的关系 [57−59].
在两维介质光子晶体中, 如果类狄拉克点是由单极
子和偶极子所形成, 体系在类狄拉克点频率处可以
等效为双零折射率材料. 而且, k = 0处类狄拉克

点与零折射率材料的概念可以从电磁波推广到声

波 [62]和弹性波 [63]. 除了单极子和偶极子的偶然简
并可以实现k = 0处的类狄拉克点, 偶极子和四极
子的偶然简并在k = 0处同样可以实现类狄拉克

点. 此外, k = 0 处的类狄拉克点可以拓展到正方

晶格中的M点, 由于此时体系不能通过等效媒质
来描述, 所以类狄拉克点与双零折射率材料就没有
必然关系 [58].

狄拉克点/类狄拉克点是两维的概念, Sakoda
教授提出利用Oh对称性, 在简立方晶格中实现
k = 0处的三维类狄拉克点 [64]. 这个三维类狄拉克
点是由一个单态A1g和一个三重简并态T1u的偶然

简并来实现, 然而在三维电磁体系中, A1g单态难

以利用实际结构来实现. 于是我们提出在三维简立
方光子晶体中, 通过两个三重简并态T1u和T1g 的

偶然简并来实现三维类狄拉克点 [59]. 这个三维类
狄拉克点由电偶极子和磁偶极子所构成. 通过等效
媒质理论, 我们发现此时的三维光子晶体在类狄拉
克点频率处可以等效为双零折射率材料. 在两维体
系中, 双零折射率的实现依赖于电磁波的极化, 而
在三维体系中, 双零折射率的实现并不依赖于电磁
波的极化. 在三维电磁体系中, A1g的单态难以利

用实际结构来实现, 然而在三维声学体系中, 该单
态很容易被实现, 因此Sakoda教授提出的三维类
狄拉克点很容易在三维声学系统中实现 [59].

类狄拉克点除了在某些特定的情况下可以用

等效媒质理论来描述, 它的存在也会带来其他的有
趣现象. 两维光子晶体中的界面态存在与否并不是
一个简单的问题, 只有在等效媒质理论成立的条件
下, 我们才能得到严格的解析表达式. 一般情况下,
人们都是通过数值模拟来计算系统是否存在界面

态. 然而我们发现, 在两个半无限大的两维光子晶
体构成的界面中, 如果两个光子晶体的系统参数都
偏离各自的类狄拉克点, 此时界面处一定会存在界
面态 [65]. 通过层状多重散射理论, 我们解释了界面
态的存在. 同时我们发现界面态的存在与两个光子
晶体体能带的几何相位是直接相关的.

本文的第二部分和第三部分分别介绍两维和

三维光子晶体中的类狄拉克点, 第四部分介绍两维
光子晶体中的界面态, 最后是总结.
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2 两维光子晶体中的类狄拉克点

首先, 我们来研究两维光子晶体中的类狄拉克
点 [57−59]. 相对介电常数为 ε, 半径为R的柱子以正

方晶格周期性排列, 正方晶格的晶格常数是a, 如
图 1 (a)中的插图所示. 对于横磁波极化 (电场沿着
柱子的轴向方向), 光子晶体的体能带如图 1 (a)中
所示. 其中, ε = 12.5, R = 0.2a. k = 0处, 能带
具有一个三重简并态. 它由两个线性能带和一个
二次型能带所构成. 由于这个三重简并态是偶然
简并而形成的, 如果固定柱子的 ε不变, 改变半径
R, 使得它偏离 0.2a, 三重简并态就会分裂成一个
两重简并态和一个单态. 当R = 0.19a, k = 0处,
两重简并态的频率要高于单态的频率, 如图 2 (a)
所示; 反之, 当R = 0.21a, k = 0处, 两重简并态
的频率要低于单态的频率, 如图 2 (c)所示. 两重简
并态与单态在k = 0处的频率高低对应不同的R,
具有能带反转的现象. 因此在能带反转的两个不
同R之间必然存在一个R使得k = 0处形成一个

三重简并态, 如图 2 (b)所示. 为了更形象地观察
三重简并态, 图 1 (b)中给出了三维的能带关系. 从

图中很明显看到两个锥形的能带接触在同一个频

率, 同时还有一个很平的能带穿过该频率. 除了正
方晶格的k = 0处存在类狄拉克点, 在三角晶格中,
同样存在k = 0处的类狄拉克点, 此时柱子的半径
R′ = 0.184a, 如图 1 (c)所示. 同时k = 0 附近的

三维能带关系如图 1 (d)所示. 为了进一步分析这
个三重简并态, 我们计算类狄拉克点附近沿ΓX方

向具有很小波矢k的三个本征模式, 如图 3 (c)—(e)
所示. 图中的颜色表示电场的分布, 箭头表示磁场
的分布. 图 3 (c)和图 3 (d)是两条线性能带所对应
的本征模式, 它们是电单极子 (图 3 (c))和横向磁偶
极子 (图 3 (d))的线性叠加. 图 3 (e)是平带所对应
的本征模式, 其磁场沿着波矢的方向, 故对应于准
纵向磁偶极子. 关于类狄拉克点是由两条线性能
带和一条二次型能带所构成, 我们可以通过多重散
射理论 [57], 紧束缚近似 [64,66,67] 或者k · p方法 [61]

来证明, 这里我们就不再详细介绍. 目前为止, 我
们通过偶然简并实现k = 0处的类狄拉克点, 同时
通过本征模式分析得知类狄拉克点是由单极子和

偶极子所构成, 因此可以通过等效媒质理论 [68], 来
计算体系在类狄拉克点频率附近的等效参数, 如
图 3 (a), (b)中的绿色虚线所示, 在类狄拉克点频率
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图 1 (a), (b)和 (c), (d)分别表示正方晶格和三角晶格两维光子晶体的体能带与k = 0处类狄拉克点附近的三维

能带图, 正方晶格的柱子半径R = 0.2a, 三角晶格的柱子半径R′ = 0.184a, 其中 a是晶格常数

Fig. 1. (a) and (c) are the bulk band structures of two-dimensional (2D) photonic crystals (PCs) in square
and triangular lattices, respectively; (b) and (d) are the three-dimensional band structures near the Dirac-
like point at k = 0 for (a) and (c), respectively. The radii of the cylinders in square and triangular lattices
are R = 0.2a and R′ = 0.184a, respectively. a is the lattice constant.
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图 2 不同柱子半径的两维正方晶格光子晶体的能带, (a), (b), (c) 分别对应于R = 0.19a, R = 0.2a, R = 0.21a;
其中柱子的相对介电常数都是 ε = 12.5

Fig. 2. The band structures of two-dimensional photonic crystals in a square lattice with different radii
of the cylinders at a fixed relative permittivity ε = 12.5. (a), (b) and (c) are for R = 0.19a, R = 0.2a,
R = 0.21a, respectively.
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图 3 (a)两维正方晶格光子晶体的体能带, 其中, ε = 12.5, R = 0.2a; (b)两维光子晶体在类狄拉克点频率附近的等效
介电常数和磁导率; (c)—(e)类狄拉克点附近的本征模式, 颜色代表电场的分布, 箭头代表磁场的分布
Fig. 3. (a) The band structure of a two-dimensional photonic crystal in a square lattice with ε = 12.5, R = 0.2a;
(b) the effective permittivity and effective permeability of the 2D PC as a function of frequency near the Dirac-
like point; (c)–(e) the eigen modes near the Dirac-like point with a small k along ΓX direction. The color
denotes the distribution of the electric field. The arrow denotes the magnetic field.

处, 体系的等效介电常数和磁导率都等于零. 通过
两维介质光子晶体, 我们实现等效介电常数和磁导
率都等于零的材料. 各向同性的零折射率材料具有
很多有趣的现象 [41−56], 通过光子晶体等效而成的
零折射率材料, 是否具有与各向同性均匀零折射率
材料同样的性质, 通过微波实验以及进一步的数值
模拟我们证明此时的两维光子晶体的确可以等效

成双零折射率材料 [57]. 后来人们把利用电介质材
料来实现双零折射率这个想法从微波频段推广到

光学频段 [69].
接下来, 我们要讨论零折射率材料中的群速

度、相速度与阻抗. 在各向同性均匀的色散材料
中, 相速度很容易通过 vp = c/n = c/

√
ε(ω)µ(ω)

得到, 当频率ω0使得 ε(ω0) = 0或者µ(ω0) = 0, 于
是 vp → ∞. 群速度

vg =
∂ω

∂k
=

[
1

c

√
ε(ω)µ(ω)
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+
ω

2c

(√
ε(ω)

µ(ω)

∂µ(ω)

∂ω
+

√
µ(ω)

ε(ω)

∂ε(ω)

∂ω

)]−1

.

对于零折射率材料, 群速度表达式可以简化为

vg =

[
ω

2c

(√
ε(ω)

µ(ω)

∂µ(ω)

∂ω
+

√
µ(ω)

ε(ω)

∂ε(ω)

∂ω

)]−1

.

由于零折射率材料既包含单零折射率材料 (ε = 0

或者µ = 0), 也包含双零折射率材料 (ε = µ = 0),
因此对于这两种不同的材料, 我们可以看到它们的
群速度是不同的. 对于单零折射率材料, vg = 0, 然
而对于双零折射率材料, vg是一个不等于零的常

数, 由类狄拉克锥的斜率决定. 此外, 我们还可以
从阻抗Z =

√
µ/

√
ε 看到单零折射率材料与双零折

射率材料的不同, 对于单零折射率材料, Z = 0或

∞, 而对于双零折射率材料, Z在类狄拉克点附近

是一个常数, Z =

√
∂µeff/∂ω√
∂εeff/∂ω

. 因此可以看出, 单

零折射率材料与背景材料的阻抗非常不匹配, 这就
造成电磁波在界面处的强烈反射.

该部分的最后, 我们还想指出, k = 0处的类狄

拉克点, 除了可以由单极子和偶极子形成, 也可以
由偶极子和四极子形成 [58], 同时k = 0处的类狄拉

克点可以拓展到正方晶格中的M点, 不过此时的
体系就不能用等效参数来描述 [58]. 因此, k = 0处

的类狄拉克点的概念比双零折射率材料更加普适.
而且, k = 0 处的类狄拉克点可以从电磁体系推广

到声波 [62]和弹性波 [63]体系.

3 三维光子晶体中的类狄拉克点

在第二部分中, 我们在两维类狄拉克点频率处
实现等效介电常数和磁导率都等于零, 然而此时的
等效参数依赖于电磁波的极化, 而且狄拉克点的概
念是一个两维概念. 接着, 我们将两维光子晶体中
的类狄拉克点概念拓展到三维情况, 并且实现不依
赖于极化的等效参数 [59]. 由于时间反演不变性, 在
简立方晶格中, k = 0处的能带一般都是二次型, 最
低能带是电偶极子或磁偶极子, 它们分别都是三重
简并态. 一般情况下, 这两个三重简并态在k = 0

处分别位于不同的频率, 如图 4的插图所示, 相对
介电常数 ε = 12, 半径R = 0.3a的介质球按简立方

排列, 其中简立方的晶格常数为a. 体系的能带如
图 4所示, 三重简并态T1u, T1g分别位于不同的频

率. 为了使得这两个三重简并态处于同一频率, 我
们引入壳层结构. 每个结构单元由一个球核和包围
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R
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0.4
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a
/
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c
)
 

图 4 简立方电介质球光子晶体的能带, 球的相对介电常
数和半径是 ε = 12, R = 0.3a, a是晶格常数
Fig. 4. The band structure of 3 D dielectric sphere
photonic crystal in a simple cubic lattice. The relative
permittivity and the radius of the sphere are ε = 12,
R = 0.3a The lattice constant is a.
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图 5 (a)三维简立方晶格光子晶体的能带, 光子晶体的结构单元
是壳层结构, 球核是完美金属, 半径为R1 = 0.102a, 外球壳是电
介质材料, 相对介电常数和半径分别为 ε = 12, R2 = 0.3a, 简立
方的晶格常数为 a; (b)三维光子晶体的等效介电常数和磁导率随
频率的变化关系; (c), (d)类狄拉克点处的本征模式的电场分布,
(c)表示沿 x方向的磁偶极子, (d)表示沿 x方向的电偶极子

Fig. 5. (a) The band structure of spheres arranged in a sim-
ple cubic lattice, the unit cell consists of a core-shell struc-
ture, the core is made of perfect electric conductor with radius
R1 = 0.102a, the dielectric shell is ε = 12, R2 = 0.3a, here, a
is the lattice constant; (b) the effective permittivity and effec-
tive permeability of the 3 D PC as a function of frequency; (c),
(d) the eigen modes at the Dirac-like point, the arrows denote
the directions of the electric fields, (c) represents a magnetic
dipole along the x-direction, (d) represents an electric dipole
along the x-direction.
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该球核的球壳构成, 球核是完美金属, 半径为
R1, 球壳是介电常数为 ε 的电介质材料, 厚度为
(R2−R1), 如图 5 (a)的插图所示. 简立方光子晶体
的能带如图 5 (a)所示, 其中, ε = 12, R1 = 0.102a,
R2 = 0.3a. k = 0处存在一个六重简并的三维类

狄拉克点. 这个六重简并态包含四个线性能带和
两个二次型能带. 为了分析这个六重简并态, 我们
计算类狄拉克点的本征模式, 其中两个本征模式如
图 5 (c)和 5 (d)所示, 它们分别对应x方向的磁偶

极子和x方向的电偶极子. 由此可见, 六重简并态
是由电偶极子和磁偶极子所形成. 通过等效媒质理
论, 我们计算此时体系的等效参数, 如图 5 (b)所示.
在类狄拉克点频率处, 等效介电常数和磁导率都等
于零.

通过偶然简并, 我们在声学体系中, 也可以实
现k = 0处的三维类狄拉克点. 此时的类狄拉克点
是一个四重简并态, 它由单极子和三重简并的偶极
子所构成. 同样利用等效媒质理论, 可以把体系等
效为等效质量密度ρeff与等效体模量的倒数 1/κeff

都等于零的材料 [59].

4 两维光子晶体中的界面态

在之前的讨论中, 我们研究了两维和三维类狄
拉克点, 并揭示了类狄拉克点与零折射率材料之间
的关系. 接下来我们要研究类狄拉克点所引起的有
趣现象. 在两维光子晶体中, 界面态的存在条件并

没有一个简单的解析表达式可以描述 [70], 只有在
等效媒质理论适用的条件下, 界面态的存在条件可
以通过解析表达式给出. 人们可以通过数值模拟
来研究光子晶体中是否存在界面态 [70]. 然而对于
具有类狄拉克点的两个半无限大两维光子晶体, 如
果调节其柱子的半径或者介电常数, 使得三重简并
的类狄拉克点变成一个单态和一个两重简并态, 此
时这两个光子晶体所构成的界面处一定存在界面

态 [65]. 如图 6 (a)所示, 两个半无限大正方晶格光
子晶体构成沿 y方向的界面, 界面左边 (蓝色)和右
边 (粉红色)光子晶体中柱子的相对介电常数和半
径分别为: ε1, R1和 ε2, R2. 两个光子晶体的体能带
如图 6 (b)所示, 蓝色表示 ε1 = 10, R1 = 0.205a的

光子晶体, 红色表示 ε2 = 12.5, R2 = 0.22a的光子

晶体, a表示正方晶格的晶格常数. 为了研究这两
个光子晶体的界面态, 我们算出两个光子晶体沿ky

方向的投影能带, 如图 6 (c)所示, 图中的蓝色和红
色分别对应左边和右边两个光子晶体的投影能带,
其中白色表示共同能隙. 如图所示, 投影能带有四
个共同能隙. 界面态存在的首要条件是两个光子晶
体必须具有共同能隙, 但是这并不代表只要有共同
能隙就肯定存在界面态. 现在两个光子晶体有四个
共同能隙, 究竟哪些能隙中容许界面态的存在, 哪
些又不容许? 通过数值计算我们可以得到界面态
的色散关系, 如图 6 (c)中的绿线所示, 界面态存在
于其中两个共同能隙中, 其余共同能隙则不支持界
面态.
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Projected band structures
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ε2=12.5֒ R2=0.22a

XΓ
− −
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图 6 (a)两个半无限大两维光子晶体构成沿 y方向的界面, 左边和右边光子晶体中柱子的相对介电常数和半径分别为
ε1, R1和 ε2, R2; (b)两个光子晶体的体能带, 蓝色表示 ε1 = 10, R1 = 0.205a的光子晶体, 红色表示 ε2 = 12.5, R2 =

0.22a的光子晶体, a表示正方晶格的晶格常数; (c)两个光子晶体沿ky方向的投影能带, 蓝色和红色分别表示左边和右边
光子晶体, 绿线表示界面态的色散关系
Fig. 6. (a) The schematic picture for the interface along the y-direction formed by two semi-infinite two-dimensional
photonic crystals, the relative permittivities and radii of the cylinders in the left and right PCs are ε1, R1 and ε2, R2,
respectively; (b) the bulk band structures for two PCs with ε1 = 10, R1 = 0.205a(blue color) and ε2 = 12.5, R2 =

0.22a(red color); (c) the projected band structures of the two PCs, blue and red colors denote the left and right
PCs, respectively. The two green lines represent bands of interface states.
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由于界面态具有比较大的波矢, 此时等效媒质
理论已经不再适用. 前人发现光子晶体之间界面态
存在的条件是两光子晶体的表面阻抗之和为零 [71].
利用层状多重散射理论, 我们可以得到两光子晶体
的表面阻抗 [72]. 在层状多重散射理论的计算中, 我
们只保留层间的 0阶衍射, 忽略高阶衍射, 得到有
限厚度光子晶体的透射系数和反射系数, 通过透射
和反射系数从而得到该光子晶体的表面阻抗. 由于
光子晶体没有损耗, 因此在投影能带的能隙中, 表
面阻抗是一个纯虚数, 而在投影能带的通带中则是
纯实数. 如图 7 (a)和 7 (b)中所示, 我们利用表面
阻抗的虚部来标记投影能带的不同区域, 绿色表示
表面阻抗的虚部为零, 对应着投影能带的通带, 蓝
色和红色分别表示表面阻抗的虚部大于零和小于

零, 它们对应着能隙. 而黑色区域表示高阶衍射起

作用的区域, 这并不是我们感兴趣的区域, 所以在
这里的讨论中就不再考虑. 从图 7 (a)和 7 (b)中可
以明显看到, 在某些频率处, 两个光子晶体表面阻
抗的符号正好相反. 对于固定的ky, 每个能隙中
的表面阻抗随着频率的变化都是单调的, 而且在表
面阻抗小于 0的区域, 随着频率的增加, 表面阻抗
从 0 变化到−∞, 而在表面阻抗大于 0的区域, 随
着频率的增加, 表面阻抗从+∞ 变化到 0 [65,73]. 因
此在表面阻抗符号相反的频率区域, 界面态存在
的条件一定得以满足, 也就是说此时一定存在界
面态. 这就解析了为什么图 6 (c)中存在两条界面
态色散曲线. 界面态的存在经常与体能带的拓扑
特性相关 [74−85]. 为了研究体能带的拓扑特性, 我
们固定ky = 0.6π/a, 如图 7 (a)和 7 (b)中的黄色虚
线所示,此时体能带就变成为沿kx方向的约化一维
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图 7 (a), (b)通过层状多重散射理论得到的光子晶体投影能带中表面阻抗 Im[Z(ω,ky)]的符号, 两光子晶体
的参数与图 6中一致, 红色和蓝色分别表示表面阻抗小于 0 和大于 0, 绿色表示投影能带的通带; (c), (d)固定
ky = 0.6π/a时, 两光子晶体的约化一维体能带, 每条能带的几何相位如图中所示
Fig. 7. (a), (b) The effective surface impedances Im[Z(ω,ky)] in the projected band structures of two PCs
calculated by the layer-by-layer multiple scattering theory, the parameters of two PCs are the same as shown
in Fig. 6, the red and blue colors denote Im[Z(ω,ky)] < 0 and Im[Z(ω, ky)] > 0, respectively, the green
color marks the propagating band region; (c), (d) the reduced 1D band structures for two PCs at a fixed
ky = 0.6π/a, the Zak phases of the bands are labeled with green colored numbers.
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能带, 如图 7 (c) 和 7 (d)所示. 在一维光子晶体中,
两个相邻能隙的表面阻抗 Im[Z(ω,ky)] 的符号与

这两个能隙之间的体能带的几何相位 (Zak 相位) ϕ
之间满足如下体与界面的对应关系 [65,73]:

Sgn [Im [Zn(ω,ky)]]

Sgn [Im [Zn−1(ω,ky)]]
= e i(ϕn−1+π). (1)

能带的几何相位ϕ可以根据能带的本征模式通过

具体的表达式由数值计算得到 [86], 同时也可以通
过约化一维能带的高对称性点处的本征模式的对

称性来得到 [65]. 对于横磁极化下, 我们很容易知道
最低能隙的表面阻抗总是小于 0, 通过约化一维能
带的几何相位ϕ, 就可以依次得到所有能隙的表面
阻抗符号. 基于表面阻抗的符号再加上能隙中表面
阻抗变化的单调性, 从图 7 (c)和 7 (d)中, 可以很容
易看到有两个共同能隙具有符号相反的表面阻抗,
因此在这两个能隙中存在界面态. 这与图 6 (c)中
数值模拟得到的界面态色散关系完全符合. 由此,
通过体能带的几何相位以及体与界面的对应关系,
我们解释了界面态的存在.

5 总 结

本文通过偶然简并实现k = 0处的两维和三维

类狄拉克点. 如果两维 (三维)类狄拉克点是由单极
子和偶极子 (电偶极子和磁偶极子)形成, 此时两维
(三维)光子晶体在类狄拉克点频率就可以等效为
双零折射率材料. 这就是类狄拉克点与零折射率材
料之间的微妙关系. 此外, 类狄拉克点还可以由其
他模式偶然简并而成, 不过此时体系就不能用等效
参数来描述. 利用k = 0 处的类狄拉克点, 我们发
现在两个半无限大的两维光子晶体所形成的界面

处一定存在界面态. 通过层状多重散射理论和体能
带的几何相位, 我们解释了界面态的存在.
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Abstract
Dirac cones and Dirac points are found at the K (K′) points in the Brillouin zones of electronic and classical

waves systems with hexagonal or triangular lattices. Accompanying the conical dispersions, there are many intriguing
phenomena including quantum Hall effect, Zitterbewegung and Klein tunneling. Such Dirac cones at the Brillouin zone
boundary are the consequences of the lattice symmetry and time reversal symmetry. Conical dispersions are difficult
to form in the zone center because of time reversal symmetry, which generally requires the band dispersions to be
quadratic at k = 0. However, the conical dispersions with a triply degenerate state at k = 0 can be realized in two
dimensional (2D) photonic crystal (PC) using accidental degeneracy. The triply degenerate state consists of two linear
bands that generate Dirac cones and an additional flat band intersecting at the Dirac point. If the triply degenerate
state is derived from the monopolar and dipolar excitations, effective medium theory can relate this 2D PC to a double
zero-refractive-index material with effective permittivity and permeability equal to zero simultaneously. There is hence a
subtle relationship between two seemingly unrelated concepts: Dirac-like cone and zero-refractive index. The all-dielectric
“double zero”-refractive-index material has advantage over metallic zero-index metamaterials which are usually poorly
impedance matched to the background and are lossy in high frequencies. The Dirac-like cone zero-index materials have
impedances that can tune to match the background material and the loss is small as the system has an all-dielectric
construction, enabling the possibility of realizing zero refractive index in optical frequencies. The realization of Dirac-like
cones at k = 0 can be extended from the electromagnetic wave system to acoustic and elastic wave systems and effective
medium theory can also be applied to relate these systems to zero-index materials. The concept of Dirac/Dirac-like
cone is intrinsically 2D. However, using accidental degeneracy and special symmetries, the concept of Dirac-like point
can be extended from two to three dimensions in electromagnetic and acoustic waves. Effective medium theory is also
applicable to these systems, and these systems can be related to isotropic media with effectively zero refractive indices.
One interesting implication of Dirac-like cones in 2D PC is the existence of robust interface states. The existence of
interface states is not a trivial problem and there is usually no assurance that localized state can be found at the boundary
of photonic or phononic crystal. In order to create an interface state, one usually needs to decorate the interface with
strong perturbations. Recently, it is found that interface state can always be found at the boundary separating two
semi-infinite PCs which have their system parameters slightly perturbed from the Dirac-like cone formation condition.
The assured existence of interface states in such a system can be explained by the sign of the surface impedance of the
PCs on either side of the boundary which can be derived using a layer-by-layer multiple scattering theory. In a deeper
level, the existence of the interface state can be accounted for by the geometric properties of the bulk band. It turns
out that the geometric phases of the bulk band determine the surface impedance within the frequency range of the band
gap. The geometric property of the momentum space can hence be used to explain the existence of interface states in
real space through a bulk-interface correspondence.

Keywords: photonic crystal, Dirac-like cone, zero-refractive-index, interface state
PACS: 42.70.Qs, 42.25.–p DOI: 10.7498/aps.64.184208
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专题: 计算物理的近期发展和应用

多元半导体光伏材料中晶格缺陷的计算预测∗

袁振坤1) 许鹏1) 陈时友2)†

1)(复旦大学物理系, 计算物质科学教育部重点实验室, 上海 200433)

2)(华东师范大学信息学院, 极化材料与器件教育部重点实验室, 上海 200241)

( 2015年 5月 4日收到; 2015年 6月 25日收到修改稿 )

半导体光伏材料的发展在过去 60多年中表现出了清晰的多元化趋势. 从 20世纪 50年代的一元Si太阳能
电池, 到 20世纪 60年代的GaAs和CdTe电池、70年代的CuInSe2电池、80年代的Cu(In, Ga) Se2、90年代的
Cu2ZnSnS4电池, 再到最近的Cu2ZnSn(S, Se)4和CH3NH3PbI3电池, 组成光伏半导体的元素种类从一元逐
渐增多到五元. 元素种类的增多使得半导体物性调控的自由度增多, 物性更加丰富, 因而能满足光伏等器件
应用的需要. 但是, 组分元素种类的增多也导致半导体中晶格点缺陷的种类大幅增加, 可能对其光学、电学性
质和光伏性能产生显著影响. 近 20年来, 第一性原理计算被广泛应用于半导体中晶格点缺陷的理论预测, 相
对于间接的实验手段, 第一性原理计算具有更加直接的、明确的优势, 并且能对各种点缺陷进行快速的研究.
对于缺陷种类众多的多元半导体体系, 第一性原理计算能预测各种点缺陷的微观构型、浓度和跃迁 (离化)能
级位置, 从而揭示其对光电性质的影响, 发现影响器件性能的关键缺陷. 因而, 相关的计算结果对于实验研究
有直接、重要的指导意义. 本文将首先介绍半导体点缺陷研究的第一性原理计算模型和计算流程; 然后, 总结
近 5年来两类新型光伏半导体材料, 类似闪锌矿结构的Cu2ZnSn(S, Se)4半导体和有机 -无机杂化的钙钛矿结
构CH3NH3PbI3半导体的点缺陷性质; 以这两类体系为例, 介绍多元半导体缺陷性质的独特特征及其对太阳
能电池器件性能的影响.

关键词: 多元半导体, 光伏材料, 晶格点缺陷, 第一性原理计算
PACS: 61.72.J–, 61.50.Ah, 71.20.Nr, 71.55.Gs DOI: 10.7498/aps.64.186102

1 引 言

自 1954年Bell实验室Chapin等 [1]报道第一

个效率 4.5%的单晶硅太阳能电池至今, 半导体
光伏材料的研究引起了广泛关注. 特别是近年来能
源紧缺和环境恶化等问题日益严重, 发展廉价、高
效、环保的太阳能电池光伏材料成为材料学、物理

学和化学等众多学科共同关注的热点课题.
经过 60多年的研究, 常见的半导体, 如单元素

的Si, Ge, 二元的 III-V族、III-VI族等半导体之中
带隙适合作为光伏材料的 (带隙在 1.0—1.5 eV左
右), 都已经进行了实验研究, 对其光伏性能的好坏

目前已经有较为明确的判断. 其中单晶Si电池效
率已提升到25.6%, GaAs电池到28.8%,薄膜CdTe
电池到 21.0%, 都成为代表性的光伏半导体材料 [2].
然而, 这些20 世纪 50—60年代就开始研究的一元、
二元光伏半导体都有着各自的不足. Si是间接带隙
半导体, 其电池的光吸收层需要上百微米的厚度才
能充分吸收太阳光, 因而原材料消耗非常大; GaAs
的制备成本高, 主要应用于卫星等空间设备; CdTe
薄膜电池的光吸收层仅需微米量级的厚度, 原材料
消耗小, 近年来制备成本也大幅下降, 但是其组成
元素Cd有毒性. 这些不足限制了Si, GaAs, CdTe
等简单光伏半导体的广泛应用.

∗ 国家重点基础研究发展计划 (批准号: 2012CB921401)、国家自然科学基金 (批准号: 91233121) 和上海市青年科技启明星项目 (批
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为了扩大光伏半导体的选择范围, 自 20世
纪 70年代开始了三元、四元乃至五元半导体的
研究, 包括CuInSe2, Cu(In, Ga) Se2, Cu2ZnSnS4,
Cu2ZnSnSe4等. 这些半导体可以看作是将二元半
导体ZnSe, ZnS中+2价的Zn替换为+1价的Cu、
+3价的 In或Ga、+4价的Sn 演化而来, 因而其晶
体结构、电子能带结构上都保持着类似的特征. 与
将两种半导体混合而成的合金半导体 (如 (In, Ga)
N, Zn(Se, S)等)不同, CuInSe2, Cu2ZnSnS4这些

三元、四元半导体在零温 (T = 0 K)下不会相分
离, 是稳定的化合物. 通过选取不同的组成元素,
三元、四元半导体的数目远远多于一元、二元, 其
结构、光学、电学等物性的调控更具弹性, 这为光
伏半导体的选取拓展了巨大的空间. 由于这些优
势, Cu(In, Ga) Se2, Cu2ZnSnS4, Cu2ZnSnSe4 近
年来都成为光伏半导体研究的热点, Cu(In, Ga)
Se2电池的效率已达到 21.7% [3], 进入了工业生产
阶段; Cu2ZnSn(S, Se) 4合金电池的效率也已经达

到12.6% [4].
除了这些由ZnSe, ZnS演化而来的多元半导

体, 另外一类多元光伏半导体自 2012年以来也引
起了特别关注, 即钙钛矿结构的有机 -无机复合半
导体CH3NH3PbI3 及与之同类的CH3NH3PbBr3
和CH3NH3SnI3等 [5−15]. 这类太阳能电池的发展
非常迅速, 短短几年时间就走过了其他光伏半导
体几十年的发展历程, 目前效率已增加到 20%以
上 [12,13]. 这一有机无机杂化的半导体体系在可见
光吸收系数、载流子迁移率和扩散长度等多面物性

上都有非常显著的优势, 是 II-VI, III-V族等常见
半导体所不具备的, 显示了多元化给半导体物性带
来的新特征.

多元化虽然带来了丰富新颖的半导体物性, 产
生了一系列新型光伏半导体, 但是, 多元化也导致
了新的问题, 一个重要的问题就是多元半导体中本
征晶格点缺陷的数目大大增加. 传统一元、二元半
导体 (如Si, GaAs, ZnO, ZnS等)中, 本征缺陷主要
是空位和间隙, 替位缺陷往往浓度较低, 但是在多
元半导体中, 不仅有空位和间隙, 而且替位缺陷以
及各种缺陷聚集在一起的缺陷簇也可能具有很高

的浓度 [16−18]. 多种类、高浓度的缺陷可能显著改
变晶体的周期势场, 并在半导体带隙中产生一系列
缺陷态能级, 对半导体中电子 -空穴的产生、分离和
复合等光伏过程产生重要影响, 因此, 对多元半导
体的缺陷性质开展系统的研究是其在太阳能电池

等器件中应用的基础.
半导体点缺陷的直接实验研究目前还存在挑

战. 点缺陷浓度往往较低, 如1016 cm−3, 这意味着
在数百万个晶格原子中才有一个点缺陷, 要想通过
实验手段直接锁定某个缺陷从而研究其性质存在

很大困难. 深能级瞬态谱、正电子湮没技术、光致发
光谱等实验手段虽然能测量出某种缺陷的浓度、能

级等信息, 但是, 对于该缺陷的来源 (微观构型是空
位、间隙还是替位), 只能依靠猜测, 无法明确指认
特定缺陷. 对于存在多种高浓度缺陷的多元体系,
这些实验手段的局限更加明显, 由于多种缺陷的能
级可能较为接近甚至简并, 更加难以猜测实验观察
到的能级来源于何种缺陷.

通过第一性原理计算进行预测是点缺陷研究

的直接、高效的方法. 近 30年来, 基于密度泛函理
论的第一性原理计算方法和程序已发展成熟, 能
够较为准确地预测一系列半导体的晶体结构、电

子能带结构和能量 [19−23]. 基于电子本征能级和
总能的第一性原理计算, Zhang和Northrup等 [24]

在 1991年发展了点缺陷计算的超原胞模型. 利用
这一模型, 可以计算点缺陷的形成能和离化能级.
由于超原胞大小限制、常见密度泛函计算中交换

关联势近似带来的带隙低估、缺陷结构构型优化

不充分等问题, 上述超原胞模型的计算结果可能
存在较大误差, 引起了ZnO, TiO2等体系缺陷性

质计算长达 10 年的争议 [25−28]. 因此, 发展了一
系列的误差修正方法, 同时, 对计算模型和流程也
做了改进 [28−31]. 这一模型和方法最近被成功用于
CuInSe2, Cu2ZnSnS4, CH3NH3PbI3等多种新型光
伏半导体缺陷性质的计算预测上, 计算结果为相关
实验表征和器件性能的改善提供了不可或缺的指

导 [32,33].
本文以Cu2ZnSnS4, CH3NH3PbI3 这两类体

系为例, 介绍应用第一性原理计算进行多元半导体
光伏材料中晶格点缺陷性质预测的计算模型、流

程和误差修正方法; 基于近年来文献报道的计算结
果, 介绍缺陷形成能、离化能级、杂相共存等计算
结果的分析方法及其与相关实验测量的联系, 总结
这两类多元体系在缺陷性质上的新特征. 主要内容
分为三个部分, 分别是半导体缺陷的第一性原理计
算模型和计算流程、Cu2ZnSnS4 类四元半导体的缺

陷性质、CH3NH3PbI3类钙钛矿结构半导体的缺陷
性质.
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2 半导体缺陷的第一性原理计算模型
和计算流程

为了模拟半导体中点缺陷的形成, 目前广泛应
用的是超原胞 (supercell)模型. 缺陷 (或缺陷簇)放
置在一个大的超原胞 (如图 1 )中间, 由于周期性边
界条件, 两个缺陷之间存在一定相互作用, 因此, 需
要足够大的超原胞, 以使近邻胞中镜像缺陷相互作
用可以忽略 (原则上要数百万原子乃至更多). 实际
计算中限制于计算能力和方法, 往往超原胞仅包含
数百个原子, 因而会带来一些误差, 后面将会提到.

图 1 计算Cu2ZnSnS4缺陷性质所用的超原胞模型, 其
中红圈表示缺陷所在位置

Fig. 1. Supercell used to calculate the defect proper-
ties of Cu2ZnSnS4, where the red circle denotes the
location of the defect.

在确定超原胞后, 可以在当中产生缺陷, 以α

表示缺陷. 例如, 将图 1红圈中的Cu原子移出, 就
形成了Cu空位缺陷 (VCu). Cu 空位缺陷可能离化,
产生一个自由的空穴载流子, 此时Cu空位就变成
了带 q = −1电荷. 为模拟带电的离化缺陷, 可以
改变超原胞的电子数, 这在大多数的第一性原理程
序中可以直接设置. 由于电子数和原子核的质子数
不平衡, 超原胞整体上将带电, 会导致周期性体系
的静电Coulomb相互作用发散, 因此, 大多数的平
面波赝势第一性原理程序会自动加上一个均匀的

背景电荷以保持超原胞电中性 [30]. 在构建缺陷后,
可以固定超原胞的形状, 优化超原胞中所有原子的
位置,使之弛豫到所受的Hellman-Feynman力可以
忽略.

计算超原胞的能带结构和总能采用第一性原

理密度泛函理论结合局域密度近似 (LDA) [34]或广

义梯度近似 (GGA) [21]. 在所有计算中, 当缺陷带
电时, 需要加上一个均匀的背景电荷以保持超原胞
电中性 [30].

为计算缺陷α带电为 q时的形成能∆Hf(α, q)

和跃迁 (离化)能级 εα(q/q
′), 需要计算有缺陷超原

胞的总能E(α, q), 和无缺陷的超原胞 (host)的总能
E(host). 此外, 还需要计算缺陷产生时所涉及元素
的单质相 (最低能的固相或气相)的总能 [35]. 有了
以上数值, 就可以计算出缺陷形成能∆Hf(α, q), 即

∆Hf(α, q) = ∆E(α, q) +
∑

niµi + qEF, (1)

其中, ∆E(α, q) = E(α, q)−E(host)+
∑

niE(i)+

qεVBM(host). 从 (1)式可以看出, 缺陷形成能依
赖于元素的化学势µi和电子费米能级EF. 费米
能级EF以host的价带顶 (VBM)为参考, 对于非简
并半导体, EF的有效值可从VBM变化到导带底
(CBM), 即从0到带隙值; µi 是元素 i 的化学势, 以
元素 i的单质相 (固相或气相)每个原子的总能E(i)

为参考; ni是形成缺陷时与外界环境交换的原子

数, q是与外界电子库交换的电子数. 例如, 对于电
荷态为−1的替位缺陷AB(A替换B), 则nA = −1,
nB = 1, q = −1.

缺陷跃迁能级 εα(q/q
′) (transition energy

level, 也称为转变能级或离化能级)指缺陷从带
电为q的离化态转变为带电为 q′的离化态时对应

的费米能级, 此时两种价态的缺陷的形成能相等,
即∆Hf(α, q) = ∆Hf(α, q

′)时的费米能级EF. 从方
程 (1), 可得到相对于VBM的跃迁能级

εα

( q
q′

)
=

∆E(α, q)−∆E(α, q′)

(q′ − q)

− EVBM(host). (2)

用有限大小的超原胞计算电荷密度和总能时,
需要对布里渊区的k点进行积分, 此时往往包含一
系列高对称k点 (如Γ )和非高对称k点. 这种方法
得到的电荷密度和总能收敛性好. 但是, 当有缺陷
产生时, 多k点的计算会导致缺陷态能级占据数的

错误, 例如, 电子占据数本应为 0 的缺陷态能级的
占据数不为 0, 而电子占据数本应为 2的价带能级
的占据数出现部分占据, 这是由于有限大小的超
原胞中缺陷之间相互作用导致缺陷态能级展宽导

致的. 此时计算结果对 k 点取样很敏感. 为了避
免这个问题, 可只用一个k点 (Γ点)来计算总能和
缺陷能级. 这时, 缺陷态能级的占据数可以得到正
确描述. 然而, 对于小的超原胞, 单Γ点方法给出
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的总能可能收敛不好. 为了克服多k点或单Γ点方

法的缺点, Wei等 [36]发展了计算缺陷跃迁能级的

杂化方法, 结合了特殊k点或单Γ点方法各自的优

势,在Γ点 (CBM和VBM所在的点)计算缺陷态能
级, 可以确保缺陷态能级与带边能级之间的差正
确; 而在其他特殊k 点计算总能, 这些特殊k点远

离CBM和VBM, 因而电子占据数可以确保正确.
对于受主缺陷, 其跃迁能级相对于VBM的差可以
按下式计算:

εα(0/q) = εΓD(0)− εΓVBM(host) + [E(α, q)

− (E(α, 0)− qεkD(0))]/(−q). (3)

而对于施主缺陷, 跃迁能级通常相对于CBM, 则上
式写为

εΓg (host)−εα(0/q)

= εΓCBM(host)−εΓD(0)+[E(α, q)

−(E(α, 0)−qεkD(0))]/q, (4)

其中, εkD(0)和 εΓD(0)分别是在特殊 k 点 (按权
重 求 和)和Γ 点 的 缺 陷 能 级; εΓVBM(host) 和
εΓCBM(host)分别是host在Γ点的VBM和CBM能
量. εΓg (host)是在Γ点的带隙. 得到跃迁能级后,则
带电为 q的缺陷形成能可以表示为中性缺陷的形成

能、跃迁能级和费米能级的函数,

∆Hf(α, q) = ∆Hf(α, 0)− qεα(0/q) + qEF, (5)

其中∆Hf(α, 0)是中性缺陷的形成能. 用这种杂
化方法已成功地研究了各种半导体体系的缺陷性

质 [37−44].
需要注意的是, 在周期性超原胞的计算中, 势

能零点不能明确定义, 导致不同超原胞计算的本征
值不能直接比较. 但在方程 (1)—(4)中, 涉及不同
超原胞的本征值的直接比较, 这需要用一个共同的
参考能级来对齐势能零点. 通常用远离缺陷中心的
原子的芯能级或该区域的平均静电势作为参考.

由于超原胞方法采用了周期性边界条件, 不
同超原胞中的带电缺陷和起保持电中性作用的背

景电荷间存在Coulomb相互作用, 需要做Makov-
Payne修正 [45]. 但是直接应用Makov-Payne修正
通常会高估这种相互作用能. 一般认为, 对于浅的
低电荷态缺陷, Makov-Payne 修正可以忽略 [30], 而
当缺陷能级很深时这个修正项有较大贡献.

在基于密度泛函理论的第一性原理计算方法

中, 需要对交换关联势进行近似, 常见的LDA和

GGA往往低估半导体的带隙, 计算的VBM能级
位置往往偏高, 而CBM能级位置往往偏低. 缺陷
的形成一般会在VBM或CBM附近产生缺陷态能
级, 这些缺陷态能级也和VBM, CBM一样, 可能
会在LDA和GGA计算中被高估或低估, 从而导致
计算的缺陷形成能和离化能级出现误差. 目前, 已
经发展了一系列方法来修正这些误差, 包括采用
LDA+U [46]、杂化交换关联势近似计算 [27,28,47−50]

等. 其中杂化关联势近似的计算对多个半导体体系
很好地克服了LDA或GGA计算的带隙低估等问
题, 特别是对产生局域电子态的深能级缺陷能较为
准确地预测其转变能级, 但是, 对浅能级缺陷, 杂化
交换关联势的计算中长程的交换相互作用也导致

浅能级变深、浅能级缺陷变稳定等问题 [51].
除了上述带边位置、带隙大小、带电缺陷相互

作用等导致的误差, 有限的超原胞大小和交换关联
势的近似还带来其他众多误差, 都需要进行相应的
修正. 更多的细节见参考文献 [28—31].

3 Cu2ZnSnS4类 四 元 半 导 体 的 缺

陷性质

Cu2ZnSnS4因其 1.5 eV的直接带隙、优良的
光吸收性质及组分元素廉价且无毒等优点受到

广泛关注 [52−62], 具有非常好的应用前景. 目前,
Cu2ZnSnS4太阳能电池的效率达已达到 8.5% [2].
通过硒化可进一步提高效率, 以Cu2ZnSn(S, Se)4
为吸收层的电池效率已刷新到 12.6% [4]. 当前的
问题是, Cu2ZnSnS4 太阳能电池效率难以进一

步提高, 其中一个重要的原因是这种电池的开
路电压 (Voc)远低于带隙值

[63,64]. 根据Shockley-
Queisser理论 [65], 单结太阳能电池的理论最大开
路电压 (Voc-max)约为材料本征带隙减去 0.25 eV.
Voc/Voc-max值可以反映这种材料作为太阳能电

池吸收层的性能. 从表 1可以看到, 三元半导
体CuInSe2具有较高的Voc/Voc-max;而Cu2ZnSnS4

的Voc则远低于Eg − 0.25 eV, 导致其Voc/Voc-max

之比不到60%, 远低于CuInSe2. 可见, 相对于高效
的CuInSe2电池, Voc严重损失是阻碍Cu2ZnSnS4

电池效率提升的一个关键原因. 从表 1中还可以看
到, Cu2ZnSnS4 电池的填充因子在所列的5种光伏
电池也是最低的.
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表 1 GaAs, CIGS, CdTe, CZTSS和CH3NH3PbI3基太阳能电池的室温带隙 (Eg), 开路电压 (Voc), 短路电流
(Jsc), 填充因子 (FF )和效率 (η). 表中分别列出了目前实验实现的和根据 Shockley-Queisser理论得到的最大值,
以便比较 (引自参考文献 [66])
Table 1. The room temperature bandgaps (Eg), open-circuit voltage (Voc), short-circuit current (Jsc), fill
factor (FF ) and efficiency (η) of GaAs-, CIGS-, CdTe-, CZTSSe-, and CH3NH3PbI3-based solar cells. Both
the experimentally achieved and theoretical maximum values by the Shockley-Queisser limit are shown for
comparison. Reprinted with permission from Ref. [66].

Eg/eV Voc/V Voc/Voc-max Jsc/mA·cm−2 Jsc/Jsc-max FF/% FF/FFmax η/%

GaAs 1.43 Exp 1.12 95.7% 29.68 94.0% 86.5 96.6% 28.8

SQ-limit 1.17 31.56 89.5 33.0

CIGS 1.14 Exp 0.752 83.9% 35.3 82.5% 77.2 88.5% 20.5

SQ-limit 0.896 42.81 87.2 33.5

CdTe 1.44 Exp 0.872 73.9% 29.47 94.6% 79.5 88.7% 20.4

SQ-limit 1.18 31.16 89.6 32.8

CZTSS 1.13 Exp 0.513 57.8% 35.2 81.3% 69.8 80.1% 12.6

SQ-limit 0.887 43.3 87.1 33.4

CH3NH3 1.55 Exp 1.13 88.3% 22.75 83.6% 75.0 83.2% 15.4

PbI3−xClx SQ-limit 1.28 27.20 90.2 31.4

如前所述, 虽然多元半导体的性质更加丰富,
但是其生长合成也更加困难. 合成的样品中包含
的本征晶格缺陷往往较多, 这是影响其研究应用
的重要因素. 对于Cu2ZnSnS4, 杂相和本征缺陷显
著地影响了其光伏性能, 是电池Voc损失的关键原

因. 下面介绍如何通过第一性原理计算模拟来研
究本征缺陷性质、分析各种缺陷对于光伏性能的

影响.

3.1 四元半导体的生长条件及元素化学势

范围的确定

Cu2ZnSnS4包含 4种元素, 在合成Cu2ZnSnS4

样品时除了可能形成元素的单质, 还可能残留组
分元素形成的多种二元、三元乃至四元杂相, 例如
CuS, Cu2S, ZnS, SnS 和Cu2SnS3等. 为了生长单
相的Cu2ZnSnS4 样品, 需要对生长条件中的化学
气氛进行控制, 在计算模拟中, 这可以通过各种组
成元素的化学势来定量描述. 某种元素的化学势
越高, 则该元素的浓度 (或气体的偏压)越高; 当浓
度高到可以形成该元素的单质时, 我们将此时的元
素化学势定义为 0, 因此, 元素化学势一般是一个
负值.

在一定的化学势条件下, Cu2ZnSnS4可以稳定

而各种杂相不会形成, 该条件为单相Cu2ZnSnS4

的生长条件. 图 2中的黑色区域给出了µCu =

−0.2 eV 平面内Cu2ZnSnS4化学势稳定区. 可以
看到, 由于杂相的竞争, 单相Cu2ZnSnS4的化学势

稳定区非常窄, 这表明在合成的Cu2ZnSnS4样品

中很容易残留着杂相. 尤其是沿着µZn轴, Zn的
化学势被限制在一个相当窄的范围内且一直低于

−1.2 eV. 这是因为Zn和S很容易结合生成ZnS. 在
富Zn生长环境中, ZnS很容易形成;而在贫Zn生长
环境中, Cu2SnS3很容易形成. 这表明Cu2ZnSnS4

容易发生相分离生成ZnS和Cu2SnS3
[67]. 计算和

实验都表明, 发生Cu2ZnSnS4 →ZnS+Cu2SnS3这

种相分离所需能量很低, 为 0.08 eV [68], 这是限制
该四元半导体生长条件的关键因素. 一些杂相
如Cu2SnS3和ZnS 的晶体结构与Cu2ZnSnS4的结

构相似, 常用的X射线衍射难以判别它们是否存
在 [69,70], 需要用进一步的实验手段来区分, 如拉曼
光谱 [71].

残留的杂相将严重影响Cu2ZnSnS4太阳能电

池的效率. 实验表明, Cu2ZnSnS4样品中ZnS杂相
的含量与器件性能降低密切相关 [72]. 要防止杂
相共存, 需要在生长合成时严格地控制各组分元
素的偏压. 为了获得高效的Cu2ZnSnS4电池, 实
验上通常采用极端贫Cu, 贫Sn和富Zn的生长条
件 [52,54,55]. 然而, 在这种生长条件下, 样品中残留
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着杂相的可能性很高. 因而, 选择合适的样品合成
方法, 并细致分析样品组分的均匀性及其与器件性
能的关系, 对提高Cu2ZnSnS4的电池效率是十分

必要的.
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图 2 计算的Cu2ZnSnS4在元素化学势空间 (µCu,
µZn, µSn)的稳定区 (黑色区域), 图中给出的是在
µCu = −0.2 eV平面内的截面 (µZn, µSn)(引自参考
文献 [18])
Fig. 2. The calculated stable chemical potential re-
gion (black area) of Cu2ZnSnS4 in (µZn, µSn) planes
with µCu = −0.2 eV in the (µCu, µZn, µSn) chemi-
cal potential spaces. Reprinted with permission from
Ref. [18].

元素化学势范围的确定不仅对于分析样品中

可能存在的杂相、寻找最优的生长条件有直接指

导意义, 而且是进一步研究Cu2ZnSnS4中缺陷的

基础. 因为根据 (1)式, 缺陷形成能依赖于化学
势, 只有先确定了化学势稳定区, 才能计算缺陷
的形成能. 这种依赖关系也是实验事实的反映,
不同的生长条件生长出来的样品, 缺陷当然会很
不一样.

3.2 缺陷的形成和离化及其对光伏性能

的影响

作为四元化合物半导体, Cu2ZnSnS4中本征晶

格缺陷种类繁多. 近年来, 借助第一性原理计算方
法, 多个研究组对其点缺陷性质进行了系统的研
究 [18,40,47,73−75]. 图 3 —图 5 依次列出了采用第 2
节介绍的计算模型和流程计算得到的不同缺陷的

形成能随费米能级位置和元素化学势条件的变化

及各缺陷在带隙中产生的施主、受主能级. 其与二
元和三元半导体不同的特征概括如下.
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图 3 在化学势空间的P 点 (见图 2 ), 计算的Cu2ZnSnS4
低能本征缺陷形成能随费米能级位置的变化. 对于同一费
米能级仅给出了最稳定的电荷态, 其中变化的转折点 (空
心代表受主, 实心代表施主)表示缺陷跃迁能级 (引自参考
文献 [18])
Fig. 3. The change of the defect formation energy in
Cu2ZnSnS4 as a function of the Fermi energy at the
chemical potential point P (from Figure 2). For the
same Fermi energy, only the most stable charge state
is plotted, and the charge state changes at the circles
(open for acceptors and filled for donors), which show
the transition energy levels. Reprinted with permis-
sion from Ref. [18].

首先, 四元半导体中主要本征缺陷不再是一
元、二元和三元中的空位或间隙缺陷, 替位缺陷
成为主要缺陷, 决定着半导体的导电性. 在三元
CuInSe2中, 决定p型导电性的受主缺陷是Cu空位
(VCu), 其形成能约为 1.0 eV, 离化能级 ε(−/0)非

常浅. 但是, 在四元Cu2ZnSnS4中, 决定p型导电
性的受主缺陷不是VCu, 而是替位缺陷CuZn. 从
图 3和图 4可以看到, Cu2ZnSnS4中VCu 的形成能

以及离化能级与CuInSe2中VCu的非常接近; 但是,
CuZn受主缺陷的形成能更低, 是众多缺陷中最低
的, 表明在化学配比的Cu2ZnSnS4 样品中, CuZn

具有很高的浓度. CuZn容易形成, 主要是由于Cu
和Zn具有相当接近的离子半径和化学价, 同时,
ZnS 容易形成要求Zn的化学势必须足够低来避免
这种杂相残留, 根据 (1)式, 这也将降低CuZn形成

能. 无论如何改变生长条件 (元素化学势), 只要合
成的Cu2ZnSnS4样品仍然是单相的 (无杂相), 那么
CuZn的形成能始终是所有施主和受主缺陷中最低

的, 这可以在图 4中清晰地看到.
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图 4 Cu2ZnSnS4中低能缺陷形成能随元素化学势 (生长条件)的变化, 部分元素化学势 (APQMNPG) 选自
图 2中的点. 计算中假设费米能级位置置于价带顶 (p型条件), 这时施主缺陷全部电离 (引自参考文献 [18])
Fig. 4. The formation energy of low-energy defects in Cu2ZnSnS4 as a function of the chemical potential
(growth conditions) along APQMNPG lines surrounding the stable region as partly shown in Figure 2. The
Fermi energy is assumed at the top of the valence band (p-type conditions), and thus the donor defects are
fully ionized. Reprinted with permission from Ref. [18].

0

0.5

1.0

1.5

E
n
e
rg

y
 l
e
v
e
l/

e
V

VCu VZn VSn CuZn

ZnCu

CuSn

SnCu

ZnSn

SnZn

(-/0) (-/0)

(4-/3-)

(-/0)
(-/0)

(+/2+)

(3-/2-)

(-/0)

(+/3+)

(0/+)

(-/0)

(0/+)

Valence band

Cui Zni VS

(0/+)

(0/+)

(0/2+)

Conduction band

(3-/2-)

(2-/-)

(0/+)

(2-/-)

(2-/-)

(2-/-)

(+/2+)

图 5 计算得到的Cu2ZnSnS4本征点缺陷的受主能级或施主能级 (相对带边位置), 红条代表受主缺陷, 蓝条代表
施主缺陷 (引自参考文献 [18])
Fig. 5. The calculated ionization levels (relative to band edges) of intrinsic defects in the band gaps of
Cu2ZnSnS4. The red bars show the acceptor levels and the blue bars show the donor levels. Reprinted with
permission from Ref. [18].

其次, 四元Cu2ZnSnS4中存在高浓度的由替

位缺陷组成的受主 -施主缺陷簇, 这在二元、三元半
导体中是鲜见的, 但是, 在多元半导体中却是常见
的,对电池性能有重要影响. 由于CuZn十分容易形

成, 与CuZn相关的一些受主 -施主相互补偿的缺陷
簇也很容易形成, 如 [CuZn+ZnCu], [2CuZn+SnZn]
和 [CuZn+Cui]. 其中, [CuZn+ZnCu] 的形成能最
低,约为0.20 eV,而且不受生长条件 (化学势)影响.
这导致Cu2ZnSnS4晶格中可能出现严重的Cu 和

Zn的部分无序化现象并得到了中子衍射实验的证
实 [76].

另一种形成能很低的缺陷簇是 [2CuZn+SnZn],
约为 0.2—0.6 eV (视不同的化学势而定), 对应的
浓度范围为1011到1018 cm−3. [2CuZn+SnZn]的出
现虽然不产生载流子, 也不产生复合中心能级, 但
是会引起导带带边位置的显著下移, 使得少数载
流子电子被束缚在该缺陷簇周围, 对光生电子 -空
穴对的分离是非常不利的, 降低了自由少子的浓
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度. 另一方面, 孤立的CuZn是决定Cu2ZnSnS4 p
型导电性的受主缺陷, 其离化能级比VCu的深约

0.12 eV, 如图 3所示. 较深的CuZn 离化能级不利

于自由空穴载流子产生, 导致Cu2ZnSnS4电池具

有较大的体电阻从而降低电池的填充因子. 为了抑
制 [2CuZn+SnZn]这种缺陷簇的形成, 贫Cu, 贫Sn
和富Zn的生长条件是十分必要的, 在这种生长条
件下, 样品中能级较深的CuZn浓度将会降低, 而能
级较浅的VCu 浓度将增加, 这对电池效率的提高
也是很有利的. 这解释了长期起来实验上得到的
一个经验规律, 即极端贫Cu, 贫Sn和富Zn的环境
下制作出来的Cu2ZnSnS4电池性能更好, 效率更
高 [55,69,77−79]. 针对第一性原理计算得到的CuZn

替位缺陷的跃迁能级, 最近有多个实验组开展了
导纳谱测量, 测量到的能级与计算预测相符得很
好 [80,81].

再次, 离化的施主缺陷可能在Cu2ZnSnS4带

隙中产生深能级, 形成电子 -空穴对的复合中心, 限
制少子寿命. 根据Shockley-Read-Hall模型 [65,82],
光伏材料中最有效的复合中心是那些在带隙中间

产生深能级的缺陷. 从图 5中可见, Cu2ZnSnS4中

存在多种深能级施主缺陷, 其中形成能较低的是
SnZn和VS. 在p型Cu2ZnSnS4样品中, 这些深能
级施主缺陷将全部电离而带正电, 它们将吸引电子
成为电子 -空穴对复合中心. 为了抑制这些深能级
缺陷的形成, 需要在贫Sn 和富Zn 的生长条件下合
成Cu2ZnSnS4样品, 这种条件能够抑制深能级缺
陷SnZn的形成. 深能级的存在将导致少子寿命变
短, 进而导致低的填充因子和Voc. 除非少子寿命
能得到提高, 否则Cu2ZnSnS4电池的Voc不会有提

高 [50]. 更为甚者, 即便通过提高净空穴浓度得到了
高的Voc, 但如果少子寿命不变的话, 电流密度和填
充因子反而会降低, 因为光生载流子得不到有效收
集 [83].

有趣的是, 根据计算结果, 在Cu2ZnSnSe4中
SnZn 和VSe的形成能要高一些, 其能级也相对变
浅 [75], 所以在富Se的气氛中对样品进行退火处
理可以降低这些深能级缺陷的浓度. 这与实验
上硒化后Cu2ZnSnS4电池效率提高的事实是一致

的 [4,63,69].
综上, Cu2ZnSnS4的本征点缺陷性质非常复

杂, 不仅缺陷种类繁多, 还存在着多种受主 -施主
相互补偿的缺陷簇, 这给实验上进行缺陷能级的
直接表征造成了很大困难. 另一方面, 目前合成的

Cu2ZnSnS4样品质量还很难达到实验表征的要求,
特别是很多样品的表面、界面附近还存在杂相, 使
得缺陷的实验表征更加困难. 因此, 采用第一性原
理计算的缺陷形成能 (浓度)和能级等结果可以为
实验研究提供直接的参考, 同时, 也可以基于这些
结果, 分析Cu2ZnSnS4类太阳能电池性能的微观

影响机理, 这些结果已经在过去 5年中被实验研究
广泛采用.

4 CH3NH3PbI3类钙钛矿结构半导体
的缺陷性质

作为另外一种近年来受到特别关注的多元半

导体光伏材料, CH3NH3PbI3 (MAPbI3)类太阳能
电池的效率迅速上升, 短短三年时间就从不到 10%
上升到 20%. 其能表现出如此优良的光伏性能, 例
如高的Voc, 除了具有最优的带隙 1.5 eV之外, 必
然还有着其他非常独特的微观特性. 实验研究发
现 [11,84], MAPbI3 有极好的载流子输运性质, 其
载流子迁移长度可以达到 100 nm, 而混合进Cl的
MAPbI1−xClx的载流子迁移长度甚至可以超过
1 µm. 如此高的迁移长度是该类电池具有很高Voc

的重要原因. 载流子迁移长度取决于少子寿命, 少
子寿命又取决于电子 - 空穴对复合中心的浓度, 因
此, 载流子迁移长度长, 表明半导体中电子 -空穴对
复合中心的浓度低, 这可能是MAPbI3这类半导体
具有优良光伏特性的关键微观原因. 如前所述, 成
为电子 - 空穴对有效复合中心的通常都是局域在
带隙中间的深缺陷能级, 为什么MAPbI3中不产生
深能级缺陷？这似乎与Cu2ZnSnS4中存在深能级

缺陷、少子寿命较短的情况很不一样. 为解答这些
疑问, 对MAPbI3的缺陷性质开展系统的研究十分
必要.

除此之外, 实验上还发现MAPbI3的本征电
导具有双极性, 既可以表现出p型也可以表现出
n型 [85], 这与Cu2ZnSnSe4, CuInSe2等光伏半导体
中只能p型掺杂、而n型掺杂很困难显著不同. p型
电导由高浓度的受主缺陷导致, n型电导由高浓度
的施主缺陷导致, 而缺陷α的浓度由nα ∝ e −∆Hα

kT

决定 [42], 这里∆Hα是缺陷α的形成能, k是玻尔
兹曼常数, T是温度. 如果能准确计算各种缺陷
的形成能, 就能分析出电导类型的来源缺陷, 明确
MAPbI3体系具有双极性导电性的微观原因, 这对
于理解和调控其电学性质是非常有帮助的.
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综上所述, 缺陷性质的分析对于解释MAPbI3
的优良光伏性能以及如何进一步的优化至关重要.
最近多个研究组开展了理论计算研究, 下面分别加
以介绍.

4.1 有机 -无机杂化半导体的优良缺陷特性

MAPbI3的缺陷性质理论计算最早由Yin
等 [66,86]报道, 他们所研究的晶格结构是立方的
α相, 分别在不同的化学势条件下计算了可能
的 12种本征点缺陷的形成能, 其中包括三种空
位缺陷 (VMA, VPb, VI), 六种替换缺陷 (MAPb,
PbMA, MAI, IMA, PbI, IPb)以及三种间隙原子
缺陷 (MAi, Pbi, Ii), 如图 6 . 其中图 6 (a), (b) 和
(c)分别对应富 I贫Pb, 中度和贫 I富Pb的化学势
条件, 并且在每种化学势条件下, 分别展示了形成
能随着费米能级 (EF)变化的函数关系. 可以看到,
当化学势条件为富 I贫Pb时, 形成能最低的缺陷
是受主缺陷VPb, 而施主缺陷的形成能普遍很高,
此时费米能级钉扎在VBM附近, 样品表现出很高
的p型电导; 当 I和Pb 的化学势变得中度, 受主缺
陷 (VPb, Ii)形成能升高, 施主缺陷 (MAi)形成能降
低, 由于缺陷的补偿效应, 费米能级此时钉扎在带
隙中间, 样品变成本征半导体, 电导为中性; 当化学
势条件变得贫 I 富Pb, 受主缺陷 (VPb, MAPb, Ii)

的形成能进一步升高, 而施主缺陷 (MAi, MAI)的
形成能进一步降低, 此时费米能级钉扎在CBM附
近, 样品表现出n 型电导. 这些计算结果解释了实
验上 [87−89]既可以合成本征p型, 又可以合成本征
n 型样品的原因.

缺陷能级是光伏材料性能的重要影响因素,
图 7列出了Yin等 [86]计算出来的缺陷转变能级.
对比图 6中的形成能可以发现, 所有形成能较低的
那些缺陷的能级都很浅. 他们认为, VPb和MAPb

两种受主缺陷产生浅能级的原因是由于VBM能级
较高, 这源自于它主要是由Pb s 态和 I p态杂化形
成的反键态构成的, 而MAi和VI 两种施主缺陷能

级较浅的原因是由于MAPbI3离子性较强导致的;
另一方面, 会产生深能级的那些缺陷的形成能都较
高, 这表明在MAPbI3中, 无论在什么化学势条件
下, 都不会出现高浓度的电子 -空穴对复合中心, 这
可能是MAPbI3样品的载流子迁移长度很长的微
观原因.

由于该体系也存在多种施主和受主缺陷, 并且
形成能都很低. 如果这些缺陷簇相互结合, 将可能
形成电中性的缺陷簇. Walsh等 [17]开展了数种受

主 -施主缺陷相互补偿的空位缺陷簇, 发现其浓度
很高, MAPbI3 晶格中存在大量的中性空位簇, 这
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图 6 正方的 α相MAPbI3中各种可能本征点缺陷在 (a) 富 I贫Pb (µMA = −2.87 eV, µPb = −2.39 eV,
µI = 0 eV), (b) 中度 (µMA = −2.41 eV, µPb = −1.06 eV, µI = −0.60 eV), (c) 贫 I富Pb (µMA = −1.68 eV,
µPb = 0 eV, µI = −1.19 eV) 三种化学势条件下缺陷形成能随着费米能级变化的关系图 (引自参考文献 [86])
Fig. 6. The calculated formation energies of various possible point defects in cubic α phase MAPbI3 as a
function of Fermi energy in three different chemical potentials: (a) I rich and Pb poor (µMA = −2.87 eV,
µPb = −2.39 eV, µI = 0 eV); (b) moderate (µMA = −2.41 eV, µPb = −1.06 eV, µI = −0.60 eV); (c) I poor
and Pb rich (µMA = −1.68 eV, µPb = 0 eV, µI = −1.19 eV). Reprinted with permission from Ref. [86].
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图 7 (a)受主缺陷和 (b)施主缺陷的转变能级示意图 (引自参考文献 [86])
Fig. 7. The calculated transition energy levels of various (a) acceptor and (b) donor defects. Reprinted with
permission from Ref. [86].

是一些实验样品密度偏低的原因. 这些空位簇很容
易形成, 表明MAI和PbI2这样的结构单元非常容
易从晶格中被移除, 究其原因, 则是由于MAPbI3
的钙钛矿结构结合较为松软, 不像一般的钙钛矿结
构氧化物中很强的离子键结合. 这里 I是−1价的,
而一般氧化物中O是−2价, 对应的阴阳离子间的
Coulomb相互作用在MAPbI3中减弱到氧化物中
的四分之一. 另外, 一般实验合成MAPbI3的前驱
物都采用MAI和PbI2,因此,部分的结构单元没有
进入晶格也是可能的. Kim等 [90] 对β相MAPbI3
下的MAI和PbI2空位缺陷也进行了研究, 通过缺
陷体系的电荷态密度分析, 发现这些缺陷也同样不
产生深能级.

4.2 有机 -无机杂化半导体中可能的复合中
心缺陷

β相是MAPbI3的室温相, 其对称性较α相低,
因此必然也会产生不同于α相的结论. Du [91]对

该相下的缺陷计算发现, I间隙缺陷 (Ii)是惟一能
产生深能级的低形成能缺陷 (该深能级的出现与
缺陷离化后发生的显著结构弛豫相关), 但如果掺
入Cl 形成合金, 减小体系的晶格常数, 能够提高
Ii的形成能, 进而降低其缺陷浓度, 因此他认为这
可能是MAPbI2Cl合金体系比MAPbI3体系有更
长载流子迁移长度的原因. 这个计算结论和Duan
等 [92]的结论一致, Duan等通过导纳谱的方法对
MAPbI3体系的缺陷能级分布进行分析发现, 在
VBM以上大约 0.16 eV的位置处存在一个深能级,
经过他们的理论计算分析, 证明这个深能级缺陷可

能是由 Ii 缺陷引起的. 这个深能级可形成电子 -空
穴对的复合中心, 不利于电池的效率.

Buin等 [93]通 过 高 斯 缀 加 平 面 波 方 法

(GAPW)下的第一性原理计算, 见图 8 . 发现与
α相的缺陷性质计算结果 [86]大体相似, 但不同的
是, β相中存在低形成能的深能级缺陷PbI, IPb

和Pbi. 图 8中标出了深能级态浓度分别在超过
1018 cm−3和低于1015 cm−3对应的费米能级范围.
可以看出, 在富 I的条件下, 样品会产生比较高浓度
的深能级缺陷或者电子 -空穴对复合中心, 而当条
件变为贫 I, 并且在费米能级高于 0.9 eV的情况下,
深能级缺陷浓度会被压制到低于 1015 cm−3, 因此
要提升载流子的迁移长度, 样品的合成条件应该尽
可能的贫 I. 值得指出的是, Buin等的计算显示 I间
隙缺陷 (Ii)是浅能级缺陷 [93,94], 而Du 的计算则表
明其产生深能级 [91], 这可能是计算过程中缺陷附
近结构弛豫的程度和计算方法的差别引起的.

最近, Michael等 [94]对β相MAPbI3中 12种
本征缺陷的 ε(0/−)和 ε(0/+)转变能级进行了计

算, 如图 9 , 蓝色代表 ε(0/−)转变能级, 红色代表
ε(0/+)转变能级, 粗线特别标出的是深能级. 可以
发现,施主缺陷Pbi 和受主缺陷 IMA 各自都产生了

很深的 ε(0/+)和 ε(0/−)缺陷能级; 除此之外, 特别
有趣的是, VI 和PbMA两种缺陷通常都属于施主缺

陷, 其 ε(0/+)能级都很浅, 但是在MAPbI3中这两
个缺陷还产生了很深的 ε(0/−)能级. 一般来说, 由
于施主缺陷导带以下都已填满电子, 向体系中加入
一个额外的电子应该占据在CBM上, 因此 ε(0/−)

应该位于CBM之上或附近, 但VI 和PbMA两种缺

陷很反常,其 ε(0/−)能级明显低于CBM.对
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Fig. 8. The calculated formation energies as function of Fermi energy levels under different chemical poten-
tials in β phase MAPbI3. The red filling area denotes the Fermi energy range with concentration of deep
defect levels exceeding 1018 cm−3, and the green filling area denotes that with concentration of deep defect
levels below 1015 cm−3. Reprinted with permission from Ref. [93].
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Fig. 9. The ε(0/−) and ε(0/+) transition energy levels of 12 kinds of intrinsic defects in β phase MAPbI3.
Blue lines denote ε(0/−) transition energy levels, and red lines denote ε(0/+) transition energy levels. The
deep levels are marked by bold lines. Reprinted with permission from Ref. [94].

于VI深能级产生的原因, 可以先来比较中性和加
入一个额外电子之后体系的原子结构, 如图 10 (a).
在VI缺陷体系中加入一个额外的电子之后, 经过
模拟退火算法弛豫, I空位附近出现了较大的晶
格畸变, 主要表现为邻近的两个Pb原子相互靠
拢, 形成了Pb-Pb二聚化结构, 表现出很强的共价
性. 图 11 (a)展示了形成Pb-Pb二聚化结构前后
体系的能带结构, 可见在加入一个额外的电子之
后, VI附近的两个电子占据CBM,形成Pb-Pb二聚
化结构后, 两个电子占据在Pb—Pb 键上, 拉低该
缺陷能级到带隙中, 这就是该深能级出现的原因.
PbMA和Pbi 出现深能级的原因和VI类似, 缺陷引
入的Pb原子和邻近的Pb原子形成二聚化结构 (见
图 10 (b)), 使得Pbi 附近的两个电子占据二聚化的

Pb—Pb键,拉低了本应在CBM上的缺陷能级到带
隙中形成深能级. 对于 IMA, 当 I替换MA之后, 近
邻的三个 I原子相互靠拢形成 I-I-I三聚化结构 (如
图 10 (c)), 使得本应在VBM上的空占据的缺陷能
级推高到带隙中形成深能级, 如图 11 (b). 这些缺
陷周围结构弛豫大和重新成键的情况表明, 该体系
中也有着很强的共价性特征.

这四种能引入深能级的缺陷的形成能如

图 12所示. 箭头指向代表形成Pb-Pb二聚化或
I-I-I三聚化结构前后形成能的变化. 由于这些缺陷
能同时表现出受主缺陷和施主缺陷的特征, 其行为
与样品的费米能级位置紧密相关 (根据 (1)式), 例
如, 对VI, 费米能级位置较低时其作为施主形成能
更低, 而当费米能级位置较高时其作为受主形成能
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较低, 因此仅当费米能级高于图中红线和黑线交叉
点时 (图 12中红色区域), VI才是一个能引入深能

级的受主缺陷. 可以看到, VI和 IMA的形成能较低,
因此这两种缺陷应该是MAPbI3样品中电子 -空穴
对的有效复合中心. 依据图 12 , 要避免这些复合中
心的出现, 费米能级的范围应该控制在VBM以上
0.29 eV到1.35 eV之间.

对比Cu2ZnSnS4和CH3NH3PbI3的缺陷性质
可以发现, 在CH3NH3PbI3中可以通过适当调节体
系的载流子浓度 (费米能级位置)和生长条件, 使得
晶格中完全不存在任何深能级复合中心缺陷, 这是
Cu2ZnSnS4等其他光伏半导体中难以实现的, 也是
实验上观察到CH3NH3PbI3体系具有非常大的载
流子扩散长度的微观原因. 另外, CH3NH3PbI3中
多种空位、间隙和替位缺陷的形成能都不是很高,
表明其成键较弱、晶格较软. 特别是MAI和PbI2
这些结构单元能非常容易地被移出晶格 (中性缺陷
簇易形成), 表明该体系的稳定性存在本征的不足,
这可能是该类光伏材料未来发展的一个瓶颈. 如果
将CH3NH3PbI3中的有机阳离子替换为其他的有

机或无机阳离子, 或者将Pb替换Sn, I替换为其他
的卤族元素, 其晶格点缺陷会发生何种变化, 目前
这些都还不清楚, 值得进一步探讨 [16].

(a)

(b) (c)

VI

Pbi

IMA

图 10 (a) VI附近形成Pb-Pb二聚化结构的示意图;
(b) Pbi附近形成Pb-Pb 二聚化结构的示意图; (c) IMA

附近形成 I-I-I三聚化结构示意图 (引自参考文献 [94])
Fig. 10. (a) The Pb-Pb dimer structure nearby VI; (b)
the Pb-Pb dimer structure nearby Pbi; (c) the I-I-I
trimer structure nearby IMA. Reprinted with permis-
sion from Ref. [94].
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图 11 (a) V −
I 和 (b) I0MA的能带结构, 红线代表缺陷能级, 虚线代表未占据电子的能级, 实线代表被占据的能级.

可以看到, 对于 V −
I , 当形成Pb-Pb 二聚化结构之前, 两个电子占据在CBM上, 形成二聚化结构之后, 缺陷能级从

CBM被拉低到带隙中形成深能级, 并由两个电子占据; 对于 I0MA, 形成 I-I-I三聚化结构之后, 空占据的缺陷能级从
VBM 附近推高到带隙中形成深能级 (引自参考文献 [94])
Fig. 11. The band structures of (a) V −

I and (b) I0MA defect. Red lines denote defect levels. Dash and solid
lines denote unoccupied and occupied levels, respectively. For V −

I , before Pb-Pb dimer structure forms, two
electrons occupy CBM, while after the dimer structure forms, the defect level is pulled downward into the
band gap, forming deep defect level occupied by the two electrons. For I0MA, after I-I-I trimer structure
forms, the unoccupied defect level is pushed from VBM upward into the band gap, forming deep defect level.
Reprinted with permission from Ref. [94].
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图 12 计算的 VI, Pbi, PbMA和 IMA的缺陷形成能, 红点代表深能级, 绿点代表浅能级, 阴影区代表该缺陷在这
一费米能级范围内变为深能级缺陷, 箭头指向代表形成Pb-Pb二聚化或 I-I-I三聚化结构前后形成能的变化趋势
(引自参考文献 [94])
Fig. 12. The calculated formation energies of VI, Pbi, PbMA and IMA defects. Red and green points denote
deep and shallow transition levels, respectively. The arrows point to the change trend of formation energies
before and after Pb-Pb dimer or I-I-I trimer structure forms. Reprinted with permission from Ref. [94].

5 总 结

本文首先介绍了通过第一性原理计算研究半

导体晶格点缺陷的计算模型和流程, 然后依次介绍
了近年来应用这一方法研究两类新型多元半导体

光伏材料Cu2ZnSnS4和CH3NH3PbI3中本征点缺
陷性质的进展. 围绕这两类体系, 本文总结了这类
多元半导体在缺陷性质上与常规一元、二元和三元

半导体的不同之处, 如替位缺陷显著增多、受主 -施
主相补偿的缺陷簇容易形成、可能通过调控生长条

件和载流子浓度有效避免复合中心缺陷、有机 -无
机杂化的钙钛矿结构较为松软和部分结构单元易

于离开晶格等, 这些新特征是伴随着元素成分和晶
格自由度的增多而产生的, 是一元、二元和三元半
导体中很罕见但却是影响多元半导体光伏性能的

关键微观因素. 这些新的特征利用现有的实验研究
手段较难直接观察, 但是, 通过高效的第一性原理
计算预测, 它们在过去几年相继被揭示, 为这两类
新型太阳能电池的发展提供了重要的理论指导, 同
时, 也为未来研究其他新型多元半导体光伏材料的
点缺陷性质提供了参考.
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Abstract

In the past 60 years’ development of photovoltaic semiconductors, the number of component elements has increased
steadily, i.e., from silicon in the 1950s, to GaAs and CdTe in the 1960s, to CuInSe2 in the 1970s, to Cu(In, Ga) Se2 in the
1980s, to Cu2ZnSnS4 in the 1990s, and to recent Cu2ZnSn(S, Se)4 and CH3NH3PbI3. Whereas the material properties
become more flexible as a result of the increased number of elements, and multinary compound semiconductors feature a
dramatic increase of possible point defects in the lattice, which can significantly influence the optical and electrical prop-
erties and ultimately the photovoltaic performance. It is challenging to characterize the various point defects and defect
pairs experimentally. During the last 20 years, first-principles calculations based on density functional theory (DFT)
have offered an alternative method of overcoming the difficulties in experimental study, and widely used in predicting
the defect properties of semiconductors. Compared with the available experimental methods, the first-principles calcu-
lations are fast, direct and exact since all possible defects can be investigated one by one. This advantage is especially
crucial in the study of multinary compound semiconductors which have a large number of possible defects. Through
calculating the formation energies, concentration and transition (ionization) energy levels of various possible defects, we
can study their influences on the device performance and then identify the dominant defects that are critical for the
further optimization of the performance. In this paper, we introduce the first-principles calculation model and procedure
for studying the point defects in materials. We focus on the hybrid scheme which combines the advantages of both
special k-points and Γ -point-only approaches. The shortcomings of the presentcalculation model are discussed, with the
possible solutions proposed. And then, we review the recent progress in the study of the point defects in two types of
multinary photovoltaic semiconductors, Cu2ZnSn(S,Se)4 and H3NH3PbI3.

The result of the increased number of component elements involves various competing secondary phases, limiting
the formation of single-phase multinary compound semiconductors. Unlike ternary CuInSe2, the dominant defect that
determines the p-type conductivity in Cu2ZnSnS4 is Cu-on-Zn antisite (CuZn) defect rather than the copper vacancy
(VCu). However, the ionization level of CuZn is deeper than that of VCu. The self-compensated defect pairs such as
[2CuZn+SnZn] are easy to form in Cu2ZnSnS4, which causes band gap fluctuations and limits the Voc of Cu2ZnSnS4

cells. Additionally the formation energies of deep level defects, SnZn and VS, are not sufficiently high in Cu2ZnSnS4,
leading to poor lifetime of minority carriers and hence low Voc. In order to enhance the formation of VCu and suppress
the formation of CuZn as well as deep level defects, a Cu-poor/Zn-rich growth condition is required. Compared with

* Project supported by Basic Research Program of China (Grant No. 2012CB921401), the National Natural Science Foun-
dation of China (Grant No. 91233121), and the Shanghai Rising-Star Program, China (Grant No. 14QA1401500).
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Cu2ZnSnS4, the concentration of deep level defects is predicted to be low in Cu2ZnSnSe4, therefore, the devices fabri-

cated based on the Se-rich Cu2ZnSn(S,Se)4 alloys exhibit better performances.

Unlike Cu2ZnSnS4 cells, the CH3NH3PbI3 cells exhibit rather high Voc and long minority-carrier life time. The un-

usually benign defect physics of CH3NH3PbI3 is responsible for the remarkable performance of CH3NH3PbI3 cells. First,

CH3NH3PbI3 shows that flexible conductivity is dependent on growth condition. This behavior is distinguished from

common p-type photovoltaic semiconductor, in which the n-type doping is generally difficult. Second, in CH3NH3PbI3,

defects with low formation energies create only shallow levels. Through controlling the carrier concentration (Fermi

level) and growth condition, the formation of deep-level defect can be suppressed in CH3NH3PbI3. We conclude that

the predicted results from the first-principles calculations are very useful for guiding the experimental study.

Keywords: multinary compound semiconductors, photovoltaic materials, lattice defects, first-principles
calculation

PACS: 61.72.J–, 61.50.Ah, 71.20.Nr, 71.55.Gs DOI: 10.7498/aps.64.186102
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专题: 计算物理的近期发展和应用

金属表面Rashba自旋轨道耦合作用研究进展∗

龚士静 段纯刚†

(华东师范大学, 信息科学技术学院极化材料与器件教育部重点实验室, 上海 200241)

( 2015年 5月 19日收到; 2015年 7月 6日收到修改稿 )

自旋轨道耦合是电子自旋与轨道相互作用的桥梁, 它提供了利用外电场来调控电子的轨道运动、进而调
控电子自旋状态的可能. 固体材料中有很多有趣的物理现象, 例如磁晶各向异性、自旋霍尔效应、拓扑绝缘体
等, 都与自旋轨道耦合密切相关. 在表面/界面体系中, 由于结构反演不对称导致的自旋轨道耦合称为Rashba
自旋轨道耦合, 它最早在半导体材料中获得研究, 并因其强度可由栅电压灵活调控而备受关注, 成为电控磁性
的重要物理基础之一. 继半导体材料后, 金属表面成为具有Rashba自旋轨道耦合作用的又一主流体系. 本文
以Au(111), Bi(111), Gd(0001)等为例综述了磁性与非磁性金属表面Rashba自旋轨道耦合的研究进展, 讨论
了表面电势梯度、原子序数、表面态波函数的对称性, 以及表面态中轨道杂化等因素对金属表面Rashba自旋
轨道耦合强度的影响. 在磁性金属表面, 同时存在Rashba自旋轨道耦合作用与磁交换作用, 通过Rashba自
旋轨道耦合可能实现电场对磁性的调控. 最后, 阐述了外加电场和表面吸附等方法对金属表面Rashba自旋轨
道耦合的调控. 基于密度泛函理论的第一性原理计算和角分辨光电子能谱测量是金属表面Rashba自旋轨道
耦合的两大主要研究方法, 本文综述了这两方面的研究结果, 对金属表面Rashba自旋轨道耦合进行了深入全
面的总结和分析.

关键词: Rashba, 自旋轨道耦合, 金属表面, 角分辨率光电子能谱
PACS: 71.70.Ej, 73.20.At, 79.60.Bm, 72.25.–b DOI: 10.7498/aps.64.187103

1 引 言

电子同时具有电荷和自旋自由度, 但传统的半
导体电子器件主要是基于电子的电荷, 而较少关注
其自旋自由度. 随着器件尺寸越来越小, 量子效应
日渐突出, 器件能耗问题也越来越严重. 人们在低
维纳米尺度的体系中发现, 自旋在很多性能方面比
电荷更优越, 例如, 退相干时间长、能耗低等, 这就
使得人们试图利用电子的自旋自由度来作为信息

载体, 设计新一代的电子器件. 一门新兴的凝聚态
物理子学科——自旋电子学 [1], 逐渐形成并迅速发
展起来.

如何有效控制和操作电子的自旋态是自旋电

子学的一项重要的研究. 自旋轨道耦合将电子的轨

道运动和电子的自旋联系在一起, 为人们提供了一
种有可能利用外电场来调控电子的轨道运动、进而

调控电子自旋的手段. 这样一种全电学、不需要外
磁场或磁性材料就能调控自旋的方法, 引起了人们
的广泛兴趣和研究热情. 图 1是基于自旋轨道耦合
作用调控的Datta-Das自旋场效应晶体管模型 [2],
它至今仍代表着人们对自旋轨道耦合作用的最高

期望. 随着理论与实验研究的不断深入, 越来越多
与自旋轨道耦合作用相关的新奇物理现象被发现,
例如, 自旋过滤效应 [3−5]、自旋霍尔效应 [6−8] 与逆

自旋霍尔效应 [9,10]、拓扑绝缘体等 [11−14], 这更进
一步推动了自旋 -轨道耦合效应以及自旋电子学的
研究.

在各种自旋轨道耦合作用形式中, 源于表
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面/界面结构反演不对称的Rashba自旋轨道耦合
作用因为其强度可由栅极电压灵活调控而备受关

注 [15−17]. Rashba自旋轨道耦合的研究最早始于
半导体异质结, 异质结处形成的较大电势梯度导致
了较强的自旋轨道耦合效应. 继半导体材料后, 人
们在金属表面也观察到了Rashba自旋轨道耦合引
起的自旋劈裂 [18−22], 同时基于表面/界面的自旋
轨道效应也已成为电控磁性的重要内容 [23]. 经过
十多年的研究, 人们对金属表面Rashba自旋轨道
耦合效应已有较深刻的认识. 本文分别针对磁性和
非磁性金属表面讨论Rashba自旋轨道耦合的物理
机理以及相应调控方法.

InGaAs

InAlAs

Vg

图 1 Datta-Das自旋场效应晶体管模型示意图 [2]

Fig. 1. Datta-Das proposal of a spin field-effect tran-
sistor [2].

自旋轨道耦合是一种相对论效应, 在固体中高
速运动的电子的能量会因自旋轨道耦合作用有所

修正, 并因此带来新的物理现象 [24]. 考虑自旋轨道
耦合后单电子近似的哈密顿量写为

H =
p2

2m
+ V0(r) +

~
4m2c2

σ · ∇V0(r)× p,

等式右边最后一项为自旋轨道耦合项, 它描述的是
动量为p, 自旋为σ的电子在电场 V0(r)/e中做轨道

运动时所感受到的有效磁场的作用, V0(r)包含了
由离子实 (即原子核和内层电子)提供的周期性势
场、晶格缺陷和声子导致的势场, 以及外加的势场.
通常具有较高原子序数的离子, 其周围的电子具有
更高的运动速度, 因此通常具有更强的自旋轨道耦
合作用. 自旋轨道耦合也可以描述为L · S, 其中L

与S分别为轨道角动量与自旋角动量, 这意味着二
度简并的电子能级在考虑了自旋轨道耦合作用后

将分裂为与轨道平行与反平行的两个分立能级.

2 非磁性金属表面Rashba自旋轨
道耦合

金属表面根据磁性可分为磁性金属表面

和非磁性金属表面. 在Rashba自旋轨道耦合
研究方面, 被研究的非磁性金属表面有原子序
数较大的Au(111)等 [25], Au(110) [26], Ag(111) [27],
Pt(111) [19], Bi(111) [28], Mo(110) [29], W(110) [29],
Lu(0001)等 [29], 磁性金属表面有Gd(0001) [20],
Tb(0001) [21], 以及 graphene/Ni(111)等 [30]. 针对
非磁性金属表面, 主要阐述了表面态波函数的对称
性、表面电势梯度以及表面态轨道成分对Rashba
自旋轨道耦合的影响; 在磁性金属表面主要阐述了
Rashba自旋轨道耦合作用与磁交换作用共同作用
下的表面能带, 以及Rashba自旋轨道耦合对磁性
的影响.
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图 2 (a) Au(111)表面布里渊区与费米面, 箭头与虚线用来表示费米面上电子自旋取向; (b) 表面态能量色散关系，
实心三角和空心圆为实验数据, 虚线和实线为拟合的抛物线 [25]

Fig. 2. (a) A view of the Fermi surfaces and (one half of) the surface Brillouin zone for Au(111), the arrows
and dashed lines indicate the spin orientations for the proposed surface Fermi surface, and the solid line
represents the bulk Fermi surface neck; (b) E-k dispersion of the surface states, experimental data are open
circles and filled triangles, the solid and dashed lines are parabolic fits [25].
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非磁性金属表面Rashba自旋轨道耦合作用
的研究最早始于Au(111)表面. Au属于面心立方,
[111] 方向上原子按照ABCABC· · · 的顺序排列,
其布里渊区如图 2 (a)所示. 1996年Lashell等 [25]

利用光电子能谱仪对Au(111)表面的能带结构进
行了测量, 图 2 (b)中, 空心圆和实心三角是实验数
据,抛物线为拟合曲线. 从图中可以看到,在费米波
矢0.153 Å−1 处, Rashba自旋轨道耦合劈裂能可达
110 meV.利用Rashba自旋轨道耦合的近自由电子
模型估算得到的自旋劈裂能量大约只有 10−6 eV,
与实验以及第一性原理计算结果有较大差别, 这是
因为实际晶体中自旋轨道耦合作用受离子实影响,

核外电子并不是真正的自由电子. 2001年Nicolay
等 [27]结合第一性原理计算与高精度光谱测量对

Au(111)和Ag(111)表面做了类似的研究, 获得了
与LaShell等 [25]一致的结果, 但是在与Au同一族
的Ag(111) 表面态中, 没有观察到明显的Rashba
自旋劈裂.

2008年Mazzarello等 [31]对Au(111)表面态进
行了全面分析, 图 3是他们考虑了相对论效应利
用密度泛函理论计算的 24层Au(111)能带, 其中L

为费米能级附近的浅能级表面态, 主要由 s和p轨
道贡献, S2为深能级表面态, 主要由 s和 dz2轨道

贡献.
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图 3 (a) 24层Au(111)的电子结构, 黑线表示表层原子与次表层原子贡献的表面态或共振态, (b)和 (c)分别为 Γ

点处L和 S2表面态电荷密度分布 [31]

Fig. 3. (a) Band structure of the 24-layer Au(111) slab along the high symmetry lines, surface or resonant
states was indicated with thick continuous lines, contour plots and planar averages of the electronic charge
density of the (b) L-states and (c) S2-states at Γ [31].

2006年, Bihlmayer等 [18]研 究 了Au(111),
Ag(111), 和Lu(0001)薄膜表面的Rashba自旋轨
道耦合. 以 23层Au(111)为例, 他们发现Au的表
面态明显扩展到体内, 表面态中的自旋劈裂超过
40%来自次表层原子 (见图 4 ). 事实上由于屏蔽
效应的影响, 表面电势梯度在次表层原子 (S-1层)
处已经很弱, 这就意味着表面态波函数的不对称
对Au(111)表面Rashba自旋轨道耦合有很大影响.
研究指出, 晶体中原子近核部分波函数用球谐函数

展开可以描述的很好, 但是对于某个 l轨道占主导

的表面态而言, 波函数梯度依赖电子态在不同轨
道上的比值 l/l ± 1, 这也意味着单纯某一个 l轨道,
无论是p还是d轨道, 都不能产生Rashba自旋轨道
耦合, 只有p轨道与d轨道相互杂化才可能形成波
函数的衰减并最终导致Rashba自旋劈裂. Au(111)
与Ag(111) 的表面态主要由p轨道贡献. 在对比研
究Au(111)与Ag(111)表面时,他们发现在Ag(111)
表面p : d = 9.5, Au(111)表面p : d = 3.3. Lu的原
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子序数为 71, 但Lu(0001)表面并没有明显Rashba
自旋劈裂. 从表面态成分分析得知, Lu(0001)表
面态中d轨道是主要成分, d : p = 2.7, 表面态
从表层原子到体内衰减很快, 计算表面态只需要
考虑 10个原子层厚的薄膜. Lu(0001)表面态向体
内快速衰减的性质与图 4中Gd(0001)表面态相似.
Bihlmayer等 [18] 第一次提出了利用轨道成分比量

化波函数的不对称性, 但他们并没有给出轨道成分
比与Rashba自旋轨道耦合强度的明确关系. 此外
他们还发现, Rashba自旋劈裂主要来自近核区的
贡献, 这是因为近核区的电势梯度最大. 图 4的插
图给出了Au(111)表层原子中Rashba自旋劈裂对
原子半径的依赖, 我们可以看到 90%的自旋劈裂来
自原子半径小于0.25 a.u.的近核区域.

2009年Nagano等 [26]对比研究了Au(111)与
Au(110)表面态, 研究发现Au(111)表面态主要来
自最表层原子的贡献, 表面态从表层原子向体内
呈指数衰减, 但Au(110)表面态最表层原子和次
表层原子贡献基本相同. 对Au(110)表面, 他们考
虑了 (1 × 1)和 (2 × 1)行丢失重构表面两种情况.
图 5 (a)是Au(110) (1 × 1)表面布里渊区 Ȳ 点附近

电子结构, 从中可以看到沿着 Γ̄ Ȳ 路径的Rashba
自旋轨道耦合劈裂比 Ȳ S̄路径的要大很多. 图 5 (b)
是Au(110) (2 × 1)表面布里渊区 Γ̄点附近电子结

构, 表面态分布在费米能级以上, 并且Rashba自旋
轨道耦合劈裂沿 Γ̄ Ȳ 与 Γ̄ X̄表现出非常明显的各向

异性, 这种各向异性与表面态的对称性有关. 为
了更好地理解Au(111), Au(110) (1 × 1)与 (2 × 1)
表面态Rashba自旋轨道耦合的不同, Nagano等
计算了这三种表面的态密度分布, 图 6 (a)—(c)分
别给出了Au(111)表面态 Γ̄ 点波函数平方 |ψk//
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0 0.5 1.0 1.5 2.0

Sphere radius/a.u.

0

20

40

60

80

100

S
p
li
tt

in
g
 (

%
 o

f 
fu

ll
 v

a
lu

e
)

S-5S-0 S-1 S-2 S-3 S-4

Layer (S=surface)

0

20

40

60

80

R
a
sh

b
a
 s

p
li
tt

in
g
 (

%
 o

f 
to

ta
l)

Au(111)

Gd(0001)

Rashba splitting as 

function of radius of

the sphere in which 

SOC is taken into 

account for Au(111)

图 4 Au(111)与Gd(0001)薄膜中各原子层对Rashba
自旋劈裂的贡献, 最表层标记为 S, 依次为 S-1, S-2, · · · ,
S-5; 插图为Au(111)表层原子中Rashba自旋劈裂对原
子半径的依赖 [18]

Fig. 4. Contribution to the Rashba splitting in
Au(111) and Gd(0001) arising from the individual lay-
ers of a film. The surface layer is denoted by S, deeper
layers by S-1, S-2, · · · , S-5; Inset: contribution to the
Rashba splitting coming from a sphere around the sur-
face atom of Au(111) as function of the sphere ra-
dius [18].

(a) (b)

Γ
-

Γ
-

Y
-

S
-

Y
-

X
-

0.1

0

-0.1

-0.2

-0.3

E
n
e
rg
y
/
e
V

E
n
e
rg
y
/
e
V

-0.4

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6

-0.7

-0.8

S
-

Γ
-

Y
-

X
-

S
-

X
-

Γ
-

Y
-

图 5 (a) Au(110) (1× 1)表面布里渊区 Ȳ 点附近电子结构; (b) Au(110) (2× 1)表面布里渊区 Γ̄ 点附近电子结构 [26]

Fig. 5. (a) Electronic band structure around Ȳ in Au(110) (1×1) calculated with spin–orbit coupling; (b) electronic
band structure around Γ̄ in Au(110) (2× 1) calculated with spin-orbit coupling [26].
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图 6 (a) Au(111)表面态 Γ̄ 点波函数平方 |ψ
k//

SS |2; (b) Au(110) (1 × 1)表面态 Ȳ 点波函数平方; (c) Au(110)
(2× 1)表面态 Γ̄ 点波函数平方 [26]

Fig. 6. Calculated wavefunction squared of the surface state |ψ
k//

SS |2 in (a) Au(111) at Γ̄ , (b) Au(110) (1×1)
at Ȳ and (c) Au(110) (2× 1) at Γ̄ [26].

Au(110) (1 × 1)表面态 Ȳ 点波函数平方, 以及
Au(110) (2 × 1) 表面态 Γ̄点波函数平方. 对比
三个表面的态密度分布, 我们发现Au(111)表面态
主要由垂直于表面的p轨道提供, Au(110) (1 × 1)
表面态中最表面层原子主要提供平行于表面的

p轨道, 次表层原子提供了垂直于表面的p轨道,
Au(110)(2×1)表面态中轨道成分与Au(110) (1×1)
类似.

通常Rashba自旋轨道耦合存在于布里渊区
中心Γ 点附近, Nagano等 [26] 通过理论推导证

明除了Γ点, 某些 k点附近也可能出现Rashba自
旋轨道耦合. 我们知道, 时间反演对称性要求
Θε(k, s) = ε(−k,−s) = ε(k, s), 其中Θ为时间反演

算符, s代表上自旋, −s代表下自旋. 如果布里渊区
中的点 C̄满足 C̄ = Ḡ/2 (Ḡ为倒格矢), 例如二维四
方格子布里渊区的 X̄和 Ȳ 点,二维六角格子布里渊
区中的M点,则有 Θε(k+C̄, s) = ε(−k−C̄,−s) =
ε(−k−C̄+G,−s) = ε(−k+C̄,−s) = ε(k+C̄, s),上
述表达式表明, 在 C̄点附近也可以观察到Rashba
自旋劈裂.

2012年, Lee等 [32]再次利用第一性原理计算

研究了Au(111)和Ag(111)表面的Rashba自旋轨
道耦合. 通过关闭和打开指定轨道的自旋轨道耦
合作用, 他们发现Au(111)和Ag(111)表面态中少
量存在的d轨道对Rashba自旋劈裂和自旋方向起
决定作用. 他们将自旋轨道耦合哈密顿量根据轨
道角动量分解为两部分: HSO(k) = H l=1

SO +H l=2
SO .

图 7是关于Ag(111) 与Au(111)表面的计算结果,
其中图 7 (a)和图 7 (b)分别为两项自旋轨道耦合

作用都被考虑的Ag(111)和Au(111)表面态电子结
构, 图 7 (c)和图 7 (d)分别为Au(111) 中只考虑轨
道角动量 l = 1和只考虑轨道角动量 l = 2的电子

结构. 对比图 7 (a)和图 7 (b), 可以看到Ag(111)表
面没有明显的Rashba 自旋劈裂, Au(111)表面有
很明显的自旋劈裂, 这和以往的研究结果一致. 对
比图 7 (c)和图 7 (d), 发现轨道角动量 l = 2的自旋

轨道耦合项对自旋劈裂起决定作用, 甚至单独考虑
l = 2 时, 自旋劈裂比同时考虑 l =1和 2 还要明显.
Lee等还进一步考虑了表面态中不同电子态对自
旋劈裂能的影响, 波函数可以写为: ψnk = ψnk,s +

ψnk,p + ψnk,d计算 ⟨ψnk,i|HSO(k)|ψnk,j⟩, j = s, p,
d可以确定不同轨道对自旋劈裂的贡献. 研究
表明, ⟨ψnk,d|HSO(k)|ψnk,d⟩对能带劈裂贡献最大,
⟨ψnk,p|HSO(k)|ψnk,p⟩对能带劈裂影响很小, 并且
是抑制能带劈裂.

Bi原子序数是 83, 体材料是具有共价键的
半金属元素. Bi(111)是Bi薄膜在实际应用中最
重要的一种, 容易通过外延生长获得. 图 8 (a)
为Bi(111)原子结构俯视图, 图 8 (b)为侧视图 [33].
Bi(111)表面通常以双层结构形成终端层, 薄膜表
层原子和次表层原子层间距为 1.59 Å, 如图 8 (b)
所示, 双层之间的层间距为 2.35 Å, 形成交替结构.
实验上, 在硅衬底上制备超薄铋薄膜已经得以实
现 [34,35]. 利用角分辨光电子谱技术, 研究人员发现
基于硅衬底的Bi(111)薄膜 (厚度>7个双层)的电
子结构出现金属特性, 与体材料铋的半金属电子特
性不同.
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图 7 (a) 30个原子层厚度的Ag(111)薄层电子结构; (b) 30个原子层厚度的Au(111)薄层电子结构; (c)只考虑了
轨道角动量 l = 1的自旋轨道耦合作用项; (d) 只考虑了轨道角动量 l = 2的自旋轨道耦合作用项 [32]

Fig. 7. Electronic band structures of (a) Ag(111) and (b) Au(111); Au(111) surface calculated (c) with only
p-channel spin orbit coupling, and (d) with only d-channel spin orbit coupling [32].

 (a) Top view

 (b) Side view (parallel to mirror plane)

Mirror plane(s)

4
.5

4
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1st layer

2nd layer

3rd layer
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图 8 Bi(111)薄膜的 (a)俯视图和 (b)侧视图 [33]

Fig. 8. Truncated-bulk structure of Bi(111): (a) top view of the first three atomic layers (b) side view of the
first four layers along a mirror plane [33].
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图 9 (a) 不同厚度下Bi(111)薄膜的电子结构, “SI”为表示半无限的Bi(111)薄膜; (b) 不同厚度下 Bi(110)薄膜
的电子结构 [36]

Fig. 9. (a) Band structures of Bi(111) films with one to six bilayer thickness as compared to a thicker (ten
BL) film and a semi-infinite (“SI”) crystal surface; (b) band structures of Bi(110) films with one to six bilayer
thickness [36].

运用第一性计算原理, Koroteev等 [36]对 1到
6个双层Bi的 (111)和 (110)两个方向上的电子结
构进行了研究. 随着厚度的变换, 这些铋薄膜表
现出一系列不同的电学性质, 从半导体到半金属
再到金属特性. 金属态只局域在薄膜表面, 体内
没有. 这些金属表面态对电导有贡献, 其显著特
征是Rashba型自旋轨道劈裂. 图 9 (a)和图 9 (b)
给出了不同层厚Bi(111)与Bi(110)表面态的
变化 [36].

Koroteev等 [28]也计算了一侧H吸附的 22个
单层Bi(111)薄膜能带, H吸附的目的是避免
Bi(111)薄膜两个表面的相互作用. 图 10为计算
的能带结构, 黑色点线没有考虑自旋轨道耦合, 红
色点线考虑了自旋轨道耦合. 紫色阴影代表没有考
虑自旋轨道耦合的体带, 黄色阴影为考虑了自旋轨
道耦合的体带, 紫色与黄色的交叠部分为棕色. Bi
原子的p轨道能级p3/2-p1/2的劈裂达1.5 eV,比Au
中对应的能级劈裂 (0.47 eV)大 3倍, 因此Bi(111)
表面出现了比Au(111)表面更强的Rashba自旋劈
裂. 从图 10可以清楚地看到, 沿着 Γ̄ -M̄ , 自旋劈裂
能量大约有 0.2 eV, 沿着 Γ̄ -K̄, 自旋劈裂能量更大.

这种Rashba自旋轨道耦合的各向异性也得到了实
验证实 [37].

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

Bi(111)

E
֓

E
F
/
e
V

M
---

ΓK

图 10 一侧H吸附的 22个单层 Bi(111)薄膜表面态, 黑
色点线没有考虑自旋轨道耦合, 红色点线考虑了自旋轨道
耦合; 紫色阴影代表没有考虑自旋轨道耦合的体材料能
带, 黄色阴影为考虑了自旋轨道耦合的体材料能带, 紫色
与黄色的交叠部分为棕色 [28]

Fig. 10. Surface states of Bi(111) calculated without
(black) and with (red) spin-orbit splitting included.
The shaded areas show the projection of the bulk
bands obtained without (violet) and with (yellow)
SOC and their superposition (brown) [28].
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图 11 (a)直接带隙 (Γ 点处)和间接带隙随膜厚的变化; (b) 5个双层Bi(111)薄膜的能带和奇偶性; (c) H吸附前
后Bi(111)薄膜表面电子态的变化示意图; (d) H吸附后 5个双层Bi(111)薄膜的能带和奇偶性 [40]

Fig. 11. (a) The direct (Γ point) and indirect bandgap as a function of the film thickness; (b) the band
structure and the parity information of 5 BLs; (c) a schematic depiction of the electronic property of a
Bi (111) film before and after the H termination; (d) the band structure and the parity information of
H-terminated 5 BLs [40].

Bi薄膜还被预言是一种二维拓扑绝缘材
料 [38,39]. 清华大学Liu等 [40]利用第一性原理计

算还发现所有的超薄Bi薄膜的拓扑绝缘性不依赖
于薄膜厚度, 与Murakami [38]推测拓扑性的奇偶振

荡相反. 图 11 (a)给出了带隙随薄膜厚度的变化,
薄膜厚度小于 4个双层时, Bi(111)为半导体并且
具有非平庸的Z2拓扑数. 薄膜厚度大于 4个双层
时, 带隙变为负数, Bi(111)从半导体转变为半金
属, 半金属性来源于图 11 (b)红线所示的两条表面
态能带, 在半无限Bi(111)薄膜中, 这两条能带在Γ

和M点处能隙为零 [36]. 如图 11 (c)所示, 5个双层
Bi(111)薄膜, 可以看成一个二维的拓扑绝缘体夹
在两个平庸的金属表面中. 如果将这两个表面看作
独立的二维体系, 他们的Z2数为 0, 对薄膜的拓扑
性没有贡献. 另一方面, 因为体材料的Bi是拓扑平
庸绝缘体, 因此半无限的Bi(111)表面态并不像一

般的三维拓扑绝缘体表面态那样稳定. 对5个双层
Bi(111)薄膜两侧吸附H原子, 可以看到, 两个表面
态分离, 并且在费米能级附近打开能隙. 这意味着
吸附H原子后膜厚大于 5个双层的Bi(111)也可以
成为二维拓扑绝缘体.

3 磁性金属表面的Rashba自旋轨道
耦合作用

磁性金属表面态可同时存在铁磁交换劈裂和

Rashba自旋劈裂, 并因此引起更多与自旋相关的
物理现象 [21,41−43]. Krupin等 [20]以Gd(0001) 表
面为例研究了磁性金属表面Rashba自旋轨道耦
合劈裂. 他们先基于近自由电子模型定性描述了
磁性金属表面Rashba 自旋劈裂. 如图 12所示, 其
中图 12 (a)和图 12 (e)为非磁性表面/界面Rashba
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自旋劈裂的剖面图和俯视图, 箭头表示自旋方向;
图 12 (b)—(d)和 (f)为磁性表面/界面Rashba自旋
劈裂的剖面图和俯视图. 从图中可看出, 在磁性表
面/界面Rashba自旋劈裂呈现出各向异性. 若磁化
轴沿着 y方向, 则在kx方向有明显的Rashba 自旋
劈裂, 在ky方向Rashba自旋劈裂消失.

基于第一性原理计算, Krupin等 [20]对铁磁金

属Gd(0001)表面态进行了计算研究. Gd(0001)表
面态主要是由d轨道形成多数自旋态, 图 13显示
了Gd(0001)表面电子结构, 为了显示Rashba 自
旋劈裂, 图中也给出了非磁假设下的少数自旋
态. 由图 13 (a) 可知, Gd(0001)表面态中Rashba
自旋劈裂很弱. 表面吸附氧原子后, 界面Rashba
自旋劈裂显著增强, 并且多数自旋态与少数自
旋态Rashba自旋劈裂能量相反. 研究还发现纯
净Gd(0001)表面态主要由第一层Gd原子贡献,
O/Gd(0001)表面, O/Gd层与第二层Gd发生较明
显的分离, 表面态由O/Gd 层与第二层Gd原子
共同贡献, 并且Rashba自旋劈裂主要来自第二层
Gd原子.

(a)

(b)

(c)

(f)(e)

(d)

E
kxky

E
kx

E ky

ky ky

kx

M

kx

E
kx

图 12 近自由电子模型下Rashba自旋轨道耦合效应的
定性描述 (a), (e)非磁性表面/界面Rashba自旋轨道耦
合劈裂示意图; (b), (c), (d), (f)铁磁表面/界面Rashba
自旋轨道耦合与铁磁交换共同作用下能带劈裂示意图, y
轴为磁化轴 [20]

Fig. 12. Nearly-free-electron model showing the quali-
tative difference between the Rashba effect at (a) and
(e) a nonmagnetic and (b)–(d) and (f) a ferromagnetic
surface (interface) in the x, y plane, with an in-plane
magnetization M//y [20].
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图 13 (a) 实验测量的Gd(0001表面)沿 Γ -M 路径的多数自旋表面态色散关系; (b) p(1 × 1) O/Gd(0001)界面
沿 Γ -K路径多数自旋态 (S↑)与少数自旋态 (S↓); 布里渊区中心交换能∆Eex = 450 meV, 红色与黑色代表相反的
自旋态; (c) 从 (a)与 (b)中获得的Rashba自旋劈裂能量, 符号∇(∆)代表多数 (少数)自旋态 [20]

Fig. 13. Experimental dispersion of the (a) majority spin surface state of Gd(0001) along Γ̄ -M̄ ; and (b)
exchange-split majority spin (S↑) and minority spin (S↓) states of of p(1 × 1) O/Gd(0001) along the Γ̄ -K̄,
the exchange splitting ∆Eex is 450 meV at the SBZ center, red and black symbols: opposite magnetization
directions; (c) Rashba splitting ∆ε obtained from the data in (a) and (b); ∇ (∆) symbols refer to majority
(minority) spin states [20].
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图 14 (a)电场垂直于铁磁表面, 磁序参量 m̂与 z方向夹角为

θ, 无论电子波矢 k的方向如何, Rashba自旋轨道耦合产生的
有效磁场BR 都在 x-y平面内; (b) 非磁性金属的Rashba自
旋劈裂能带; (c) 当 m̂垂直于磁性金属表面时, 电子自旋会相
对于 z方向发生一个偏转角 δ, 投影在 x-y平面就如 (b)图所
示; (d) 当 m̂平行于面内 ŷ方向时, 多数自旋态与少数自旋态
分别沿 x̂轴反向移动, 自旋相对于 m̂的偏转角不是一个常数,
在 0与某个最大值之间, 其中 0对应于自旋沿着 x̂方向, 最大
值对应于自旋沿着 ŷ方向 [44]

Fig. 14. (a) The electric field is perpendicular to the ferro-
magnet surface while the order parameter direction m̂, is
defined by the angle θ relative to ẑ, whatever the direction
of k, the Rashba magnetic field BR lies in the x̂-ŷ plane;
(b) the Rashba split bands of a nonmagnetic metal; (c) for
a perpendicular m̂ the electron spins make a constant an-
gle δ to the vertical such that the projection is as in (b);
(d) same but for m̂ parallel to the plane, with m̂ along
the ŷ-direction the majority and minority Fermi seas shift
along the x̂-axis in opposite directions, the tilt of the spin
relative to m̂ is no longer a constant being zero along the
x̂-axis and a maximum along the ŷ-axis [44].

在磁性金属表面, 通过Rashba自旋轨道耦合
有可能实现电学方法调控磁性. 2014年, Barnes
等 [44]通过理论模型方法研究了基于Rashba自旋
轨道耦合作用调控垂直磁晶各向异性. 该理论指
出, 铁磁/金属、铁磁/氧化物界面处的内建电场
Eint可产生较大的磁晶各向异性能, 与此同时界面
电场大小也可以通过外加电场Eext调控, Rashba
自旋轨道耦合对磁晶各向异性能的调控与电场的

平方 (Eint + Emax)
2 相关. 哈密顿量可写为

H =
p2

2m
− J0S · σ +

αR
~

(σxpy − σypx),

其中 p为电子动量, σ为泡利算符, αR = eηsoE

为自旋轨道耦合参数, E为表面电场, ηso为原子

自旋轨道耦合系数, J0 为磁交换常数. 图 14 (a)
给出了金属表面 Rashba自旋轨道耦合产生的有
效磁场BR以及J0S示意图; 图 14 (b)为非磁性表
面Rashba 自旋轨道耦合作用下自旋劈裂能带;
图 14 (c)和图 14 (d)分别为磁矩 m̂//ẑ 与 m̂//ŷ时

能带示意图. 对于非磁性表面, 能量色散关系为:

εkσ =
~2

2m
(k − σk0)

2 − ER; 磁性表面能量色散
关系为

εkσ =
~2

2m
[(kx − σk0 sin θ)2 + k2y]− ER sin2 θ

− σ[(J0S)
2 + α2

R(k
2
x cos2 θ + k2y)]

1/2.

在 (J0S)
2 > (αRkx)

2时, 得到磁晶各向异性能与
Rashba自旋轨道耦合的关系: Ean = ER

[
1 −

2T

J0S

]
cos2 θ, 其中T =

~2

2m

( ⟨
k2x
⟩
↑ −

⟨
k2x
⟩
↓

)
.

4 金属表面Rashba自旋轨道耦合的
电学方法调控

在半导体异质结中, Rashba自旋轨道耦合强
度可由栅极电压调控 [17,45], 这也是Rashba自旋轨
道耦合比其他自旋轨道耦合作用更受关注的原因.
金属表面的Rashba 自旋轨道耦合能否通过外加
电场来调控？2006年, Bihlmayer等 [18]以Lu(0001)
为例研究了电场对金属表面Rashba自旋轨道耦合
的调控. 在金属表面存在垂直于表面的内建电场,
该电场与金属的功函数相关. 对金属表面施加外
电场时, 该外加电场可增加或降低表面态波函数的
对称性, 进而增强或减弱表面Rashba自旋轨道耦
合. 图 15 (a)是 12层Lu(0001)的能带结构, 其中表
面态用实心圆表示, 费米能级之上在M点和Γ点

附近都有较多表面态分布. 图 15 (b)中 a⃝, b⃝是M

点和Γ点表面态对应的电荷密度分布, c⃝, d⃝为外
加电场为−0.46 V/Å时 M点和Γ点电荷密度的变

化. 从图 15 (b)可以看到电场作用下, M点处电荷
密度变化较小, 这意味着电场对M点Rashba自旋
轨道耦合影响较小; Γ点处电场对电荷密度有较明
显的影响. 因此电场的作用与表面态具体特性也有
很大关系.
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图 15 (a) 12层 Lu(0001)能带, 其中表面态由实心圆表示; (b) a⃝, b⃝ 是M 点和 Γ 点表面态对应的电荷密度分

布; c⃝, d⃝ 外加电场为−0.46 V/Å时M 点和 Γ 点电荷密度的变化 [18]

Fig. 15. (a) Band structures of a relaxed 12 layer Lu(0001) film, the top panel shows a comparison of a
calculation without (empty circles) and with (filled circles) spin-orbit coupling (SOC); (b) charge density of
the surface state of Lu(0001) at the M -point a⃝ and Γ -point b⃝; charge density increase c⃝ and decrease d⃝
of the surface state at Γ , when an electric field of −0.46 V/Å is applied [18]
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图 16 (a) 电场为−0.4, 0, 0.4 V/Å, 22层Au(111)能带图; (b) 表面态 Γ 点随电场的上移和下移; (c) Rashba自旋劈裂
能量随波矢的变化; (d) 波矢 k = 0.2 Å−1, 0.1 Å−1时, Rashba自旋劈裂能量随电场的变化 [47]

Fig. 16. (a) The surface Rashba splitting bands under the electric fields Eext = 0 (open circles), 0.4 V/Å (up-
triangles), and −0.4 V/Å (down-triangles); (b) electric-field dependence of the energy shift (squares); (c) Rashba
splitting energies under the electric fields Eext = 0 (open circles), −0.4 V/Å (down-triangles), and 0.4 V/Å (up-
triangles); (d) Rashba spin splitting energy versus the electric field, under the different wave vectors k = 0.1 Å−1

(down-triangles) and 0.2 Å−1 (up-triangles) [47].
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直接对金属表面施加外电场也可以调控表

面Rashba自旋轨道耦合强度 [46,47]. 2013年, 我们
利用第一性原理计算研究了电场对Au(111)表面
Rashba自旋轨道耦合的调控 [47]. 图 16 (a)给出了
22层Au(111)表面态在外加电场分别为−0.4, 0,
0.4 V/Å时表面态的变化, 这里我们定义正电场背
离表面, 负电场指向表面. 计算结果表明, 正向电
场使表面电子向体内移动, 负向电场使电子更加趋
向表层, 从能带结构看, 正向电场使得表面态能级
上移, 负向电场使得表面态能级下移. 图 16 (b)给
出了表面态Γ点随外加电场的变化, 结果显示Γ点

移动与外加电场成线性关系. 研究还发现Au(111)
表面的Rashba自旋劈裂同时存在与波矢k成线性

关系的一阶项和非线性关系的高阶项. 考虑了高阶
项后, 自旋轨道耦合的展开形式为

Hsoc =
~

4m2c2

(
1− 1

4m2c2
p2 +

1

16m4c4
p4 · · ·

)
× (∇V × p) · σ.

图 16 (c)中点与实线分别是线性与非线性 (动量 4
阶)拟合结果, 空心三角代表第一性原理计算结果.
从图中可以看到非线性拟合与第一性原理计算结

果符合较好. 通过进一步的研究, 我们还发现外加
电场只对Rashba 自旋轨道耦合的线性项有调控作
用, 进行能带成分分析后发现这是由于偏离Γ 点后

体态成分逐渐增加, 而由于屏蔽效应电场对它们的
影响很小, 因此波函数中受外加电场影响的有效成
分在逐渐减少.

2014年, Ishida等 [48]利用格林函数方法对

Au(111), Ag(111), Cu(111), 以及Sb(111)的半无
限结构进行了研究, 半无限结构的好处在于可以
解决一些在有限厚度薄膜中难以处理的问题. 在
Au(111) 中, Ishida等研究了Rashba自旋劈裂能量
与波矢的非线性关系, 以及表面态向体态过渡的临
界波矢. 图 17 (a)和图 17 (b)分别给出了Au(111)
半无限表面的表面态能量色散关系和自旋劈裂能.
从图 17 (b)可以清楚地看到, 在波矢kx 较大时, 自

旋劈裂能量与波矢已经明显偏离了线性关系. 这种
偏离线性关系的现象一方面是因为自旋轨道耦合

高阶项的作用, 另一方面是因为表面态波函数的衰
减对波矢k的依赖关系. 这种Rashba 自旋轨道耦
合的高阶项在半导体材料中也有报道 [49].

除了直接对金属表面施加外电场 [50], 在金
属/铁电体复合材料界面, 利用铁电极化翻转也可
有效调控界面处Rashba自旋轨道耦合强度 [51,52].
2010 年, Abdelouahed等 [52]利用第一性原理计算

研究了Bi/BaTiO3复合体系, 研究发现BaTiO3 铁

电极化翻转对Bi-6 p轨道形成的Rashba自旋劈
裂表面态有一定影响. 图 18是Bi原子吸附在Ba-
TiO3(001)表面的俯视图和侧视图, (a), (b)为Bi
原子吸附在TiO2 层上; (c), (d)为Bi原子吸附在
BaO层.
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图 17 (a) Au(111)表面态沿着 Γ -K路径的能量色散关系,
ε±(kx); (b) 半无限Au(111)表面沿 Γ -K路径的自旋劈裂
能∆ε = ε+(kx)− ε−(kx)与 35层Au(111)薄膜的自旋劈裂
能 [48]

Fig. 17. (a) Energy dispersion of the L-gap surface
states along Γ -K, ε±(kx); (b) spin-splitting energy ∆ε =

ε+(kx)− ε−(kx) for a semi-infinite Au(111) surface along
the Γ -K direction (solid line) and calculated by using a
35-layer slab is shown by dashed line [48].

表 1 TiO2为接触面时Bi/BaTiO3界面Rashba自旋轨道耦合效应. 在铁电极化分别为 p↑和 p↓时, 劈裂波矢 kR, Rashba 能
量ER, 有效质量m∗, 以及Rashba参数αR的变化 [51]

Table 1. Rashba effect at Bi/BaTiO3 interface, with a TiO2 termination contacting with Bi. The splitting kR, the
Rashba energy ER, the effective mass m∗, and the Rashba parameter αR for ferroelectric polarization p↑ and p↓ [51].

Γ̄ -M̄ Γ̄ -X̄
kR/Å−1 ER/eV m∗(mc) αR/eV·Å−1 kR/Å−1 ER/eV m∗(mc) αR/eV·Å−1

p↑ 0.22 0.16 −1.14 1.45 0.25 0.18 −1.36 1.42
p↓ 0.23 0.16 −1.22 1.39 0.27 0.18 −1.48 1.36
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图 18 TiO2层为接触面的Bi/BaTiO3的 (a)俯视图和 (b)
侧视图; BaO层为接触面的Bi/BaTiO3的 (c)俯视图和 (d)
侧视图; 紫色球代表Bi原子, 红色球代表O 原子, 绿色球代表
Ba原子, 蓝色球代表Ti原子 [52]

Fig. 18. Perspective view of the surface geometries of
Bi/BaTiO3 (001) with TiO2 termination top row and BaO
termination bottom row. The left right column shows a
top side view. The atomic species are indicated by color
and size of the spheres (Bi, violet, large; Ba, green large;
Ti, blue, medium sized; and O, red, small); confer legend
in panel [52].
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图 19 铁电极化为 p↓时Bi/BaTiO3的表面态, 主图为
TiO2接触面的计算结果, 插图为BaO接触面的计算结
果, kR为劈裂波矢, ER为Rashba能量 [52]

Fig. 19. (color online) Rashba splitting of Bi 6p sur-
face states in Bi/BaTiO3. The main panel displays the
dispersion of the surface states for TiO2-terminated
BaTiO3 (unrelaxed, p↓). The dispersion for BaO-
terminated BaTiO3 is depicted in the central inset.
Note the strongly reduced Rashba splitting kR in the
latter case [52].

图 19给出了铁电极化为p↓时Bi/BaTiO3的

表面态, 主图为TiO2 接触面的计算结果, 插图为
BaO接触面的计算结果, 劈裂波矢 kR和Rashba
能量ER标注在图中. 从图 19可以看出, TiO2

为接触面的Rashba自旋劈裂比BaO为接触面的
Rashba自旋劈裂要大很多. 表 1给出了TiO2为接

触面, 铁电极化分别为p↑和p↓时, 劈裂波矢 kR,
Rashba能量ER, 有效质量m∗, 以及Rashba参数
γR的变化. 若定义劈裂波矢 kR的变化为自旋轨

道耦合强度的变化, 则极化方向由正变负时, 沿
着Γ -M和Γ -X自旋轨道耦合分别变化了 4.5% 和
5.5% [51].

5 金属表面Rashba自旋轨道耦合的
表面吸附调控

2004年, Andreev等 [53]研究了Au(111)表面
吸附惰性气体 (Ar, Kr, Xe)对表面态的调控. 研
究发现, 吸附惰性气体前后, 表面态位置发生
50—150 meV的移动. 图 20给出了紫外光电子能
谱测量的不同浓度Xe吸附下表面态的移动.
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图 20 紫外光电子能谱测量结果: 不同浓度Xe吸附下表
面态能带的移动 [53]

Fig. 20. UPS surface-state signal in normal emission of
clean Au(111) and with increasing coverages of Xe [53].
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最近我们开发了选择轨道加场法, 该方法
旨在引入一种特殊的外势场, 这种势场可以加
在指定轨道上 [54,55]. 首先我们定义投影算符

| inlmσ⟩ ⟨inlmσ |, 这个算符允许外势场Vext 影响

原子轨道 | inlmσ⟩ , 这里 i 代表某个特定原子, n, l,
m和σ分别表示主量子数、轨道量子数、磁量子数

和自旋态. 新的哈密顿量可以表示为

HOSEP = H0
KS + | inlmσ⟩ ⟨inlmσ |Vext,

这里H0
KS代表原始的Kohn-Sham哈密顿量, 这种

选择轨道加场法和第一性原理计算中经常用到的

DFT+U方法类似 [56], 都是把外势场作用到某一
个特定的轨道上, 但是由于这种外势场具有不同的
物理含义, 因此可以用在强关联之外的体系. 利用
选择轨道加场法, 我们研究了Au(111)表面Rashba
自旋轨道耦合对表面态中轨道成分的依赖关系.
我们对表面态中的d轨道施加外电场使得d轨道
态向低能移动, 表面态中的d轨道成分减少, 导致
Rashba自旋轨道耦合减弱, 这和Lee等 [32]的结论

一致.
调控金属表面Rashba自旋轨道耦合既可以通

过表面吸附 [30,57−59], 也可以设计特殊的表面合金
结构 [60]来实现. 2007 年, Ast等 [61]在Ag(111)表
面掺入重原子Bi, 图 21为表面合金结构示意图, 从
侧视图 21 (b)可以看出, 表面合金中Bi原子位置
略高于Ag原子. 长程有序的Bi/Ag(111)合金态一
方面保证了二维电子态的存在, 另一方面轻重原
子的搭配形成了较大的面内电势梯度, 这就可能
形成较大的自旋劈裂和垂直于表面的自旋极化.
表 2提供了几种典型材料的Rashba自旋轨道耦合

强度对比. 相比于半导体异质结、Ag(111)表面、
Au(111)表面以及Bi(111) 表面, Bi/(111) 合金表
面的Rashba 自旋轨道耦合强度要大很多. 图 22为
Bi/Ag(111)表面合金能带结构, 左栏为角分辨率光
电子能谱仪测量结果, 右栏为第一性原理计算结
果. 从图 22可以看到, 第一对Rashba自旋劈裂态
(s与pz 轨道)与第二对自旋劈裂态 (px, py轨道)在
能量E = −0.4 eV, kx = ±0.2 Å−1附近发生杂化.
ky = 0.14 Å−1和 0.18 Å−1 时, 实验结果与理论值
也符合较好. 研究还发现Bi/Ag(111)表面态比较
局域地分布在表层原子, 不像Au(111)表面态会扩
展到体内.

(a)

(b)

图 21 Bi/Ag(111)表面合金原子结构示意图 (a) 俯视
图; (b) 侧视图; 其中橙色为Bi原子, 蓝色为Ag原子 [61]

Fig. 21. (a) Schematic top view of the Bi/Ag(111)
surface alloy; (b) side view of the schematic [Bi, light
ray (orange); Ag, dark gray (blue)] [61].

表 2 几种材料Rashba自旋劈裂的对比, 其中ER为Rashba 能量, k0为劈裂波矢, αR 为Rashba
自旋轨道耦合常数 [61]

Table 2. Selected materials and parameters characterizing the spin splitting: Rashba energy
of split states ER, wave number offset k0, and Rashba parameter αR.

Material ER/meV k0/Å−1 αR/eV·Å−1 Reference

InGaAs/InAlAs heterostructure < 1 0.028 0.07 [62]

Ag(111) surface state < 0.2 0.004 0.03 [63,64]

Au(111) surface state 2.1 0.012 0.33 [63, 25]

Bi(111) surface state ∼14 ∼0.05 ∼0.56 [28]

Bi/Ag(111) surface alloy 200 0.13 3.05 [61]
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图 22 Bi/Ag(111)能带结构 左栏为角分辨率光电子能谱仪测量结果; 右栏为计算结果 [61]

Fig. 22. Band structure measurements by ARPES (left-hand panels) and calculations (right-
hand panels) [61].

6 结 论

金属表面Rashba自旋轨道耦合涉及众多基本
物理内容, 包括表面电势梯度、表面波函数不对称
性、原子自旋轨道耦合、表面态轨道成分等, 这使得
对其物理机理和应用的研究经历了一个长期探索

和不断进步的过程. 经过近 20多年的研究, 人们对
金属表面Rashba自旋轨道耦合的认识越来越深入,
在调控其耦合强度方面也提出了很多方法, 如直接
加电场方法、利用金属/铁电体界面、表面吸附、表
面合金等. 通过这些方法, 已经实现了对金属表面
Rashba自旋轨道耦合的有效调控. 如今自旋轨道
耦合在电控磁性领域发挥了越来越重要的作用, 金
属表面作为自旋电子学器件不可或缺的角色也必

将为未来器件发展带来更多契机.
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Abstract
Spin-orbit coupling (SOC) is a bridge between the spin and orbital of an electron. Through SOC, spin of the

electron can possibly be controlled throuth external electric fields. It is found that many novel physical phenomena in
solids are related with SOC, for example, the magnetic anisotropy of magnetic materials, the spin Hall effect, and the
topological insulator, etc. In the surface of solid or at the interface of heterostructure, Rashba SOC is induced by the
structure inversion asymmetry. It was observed first in semiconductor heterostructure, which has an inversion asymmetric
potential at the interface. Because Rashba SOC at the interface can be easily controlled through gate voltage, it is of great
significance in the field of electric control of magnetism. Metal surface subsequent to semiconductor becomes another main
stream with large Rashba SOC. In this paper, we review the recent progress in Rashba SOC in metal surfaces, including
both the magnetic and nonmagnetic metal surfaces. We demonstrate the findings in Au(111), Bi(111), Gd(0001), etc.,
and discuss the possible factors that could influence Rashba SOC, including the surface potential gradient, atom number,
the symmetry of the surface wavefunction, and the hybridization between the different orbitals in the surface states, etc.
We also discuss the manipulation of Rashba SOC through electric field or surface decoration. In addition, on magnetic
surface, there coexist Rashba SOC and magnetic exchange interaction, which provides the possibility of controlling
magnetic properties by electric field through Rashba SOC. The angle-resolved photoemission spectroscopy and the first-
principles calculations based on density functional theory are the two main methods to investigate the Rashba SOC. We
review the results obtained by these two approaches and provide a thorough understanding of the Rashba SOC in metal
surface.
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专题: 计算物理的近期发展和应用

电子的谷自由度∗

孙家涛† 孟胜‡

(北京凝聚态物理国家实验室, 中国科学院物理研究所, 北京 100190)

(量子物质协同创新中心, 北京 100190)

( 2015年 4月 28日收到; 2015年 5月 29日收到修改稿 )

电子在晶格周期性势场影响下的运动遵循布洛赫定理. 布洛赫电子除了具有电荷和自旋两个内禀自由
度外, 还有其他内禀自由度. 能带色散曲线上的某些极值点作为谷自由度, 具有独特的电子结构和运动规
律. 本文从布洛赫电子的谷自由度出发, 简单介绍传统半导体的谷电子性质研究现状, 并重点介绍新型二维
材料体系, 如石墨烯、硅烯、硫族化合物等材料中谷相关的物理特性. 有效利用谷自由度的新奇输运特性, 将
其作为信息的载体可以制作出新颖的纳米光电子器件, 并有望造就下一代纳电子器件的新领域, 即谷电子学
(valleytronics).

关键词: 谷自由度, 二维原子晶体, 谷电子学, 谷霍尔效应
PACS: 73.63.–b, 73.43.–f, 73.90.+f DOI: 10.7498/aps.64.187301

1 引 言

众所周知, 电子具有两个内禀自由度, 即电荷
和自旋. 自从 19世纪末英国科学家汤姆孙发现了
电子, 利用电子的电荷自由度的传统半导体微电
子学 (microelectronics)在20世纪获得了重要发展.
人们可以充分地调控该自由度, 创造出从纳微尺度
的二极管到超大规模集成电路, 奠定了现代信息社
会的基础. 通过对磁性纳米多层膜及其巨磁电阻
效应以及磁性隧道结材料及其隧穿磁电阻效应和

器件等方面的研究, 人们意识到电子的自旋角动量
(±}/2, 其中}是简约普朗克常数)可以取代电子电
荷用来作为信息存储和传输的载体, 并能通过外部
电场或磁场对它进行有效操纵. 对电子的自旋自由
度的研究形成了一个新的研究领域, 即自旋电子学
(spintronics).

除了电荷和自旋自由度外, 固体材料还有谷自

由度 (valley degree of freedom). 所谓的谷即固体
材料中能带结构的极值点. 例如单层结构的石墨
烯由二维六方格子构成, 其能带结构呈现无质量手
征的狄拉克 -费米子特征, 其布里渊区费米面上有
两个不等价的Dirac点, 即K1和K2; 两能谷是由
时间反演对称性相联系, 且无法通过平移对称性相
互转化. 与电子的自旋自由度类似, 谷自由度可以
称作赝自旋 (pseudospin). 据笔者所知, pseudospin
和 isospin在相关文献中所指并不统一, 本文把谷
自由度称作赝自旋 (pseudospin). 借鉴自旋电子学
中对电子自旋自由度的研究思路, 可以利用谷自由
度作为信息载体, 调控谷自由度设计并实现相关功
能器件即谷电子学 (valleytronics). 与传统电子元
件相比, 利用电子的谷自由度进行信息处理, 具有
信息不易丢失、处理速度快、能耗小、集成度高、传

输距离远等 [1] 优点. 利用材料本身的电学、光学特
性, 可以实现将逻辑、存储、通信等功能高度集成起
来的基于电子谷自由度的新型多功能量子器件. 利

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 61306114, 11222431)、国家重点基础研究发展计划 (批准号: 2013CBA01600, 2012CB921403)和中
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用谷电子还有望实现量子计算和量子通讯等 [2].
目前为止, 谷电子材料可以归结为三类. 第一

类是硅、金刚石和半金属元素铋 (bismuth)等材料.
这类材料体相的布里渊区空间高对称轴方向价带

底是由电子占据的椭球形的简并的谷组成, 平移对
称性破缺或者外加磁场都可以打破谷的简并. 由
于面内和面外的电子有效质量各向异性, 从而产
生不同速度的谷电流. 然而对于谷电流产生的机
理目前仍有争议, 比如平移对称性可以破坏原子
结构对称性从而打破简并; 但是铋在外加磁场下,
由于电子 -电子相互作用, 简并的谷会形成类似液
晶的电子态 (nematic electronic state) [3]. 另外, 与
AlGaAs/GaAs超晶格器件相比, 由于硅和金刚石
的自旋轨道耦合比较小, 其内禀自旋耦合时间较
长, 因此该类材料内部缺陷, 如金刚石N空位色心
等, 可以产生退相干时间很长的量子态, 是量子计
算的热门候选材料.

第二类材料是石墨烯、硅烯为代表的二维单

原子层. 前面提到单原子层的石墨烯具有六方结
构, 其布里渊区具有两个不等价的谷. 研究人员提
出了很多产生谷极化电流的方案, 比如利用晶界周
围线缺陷 [4,5]、应变产生的赝磁场 (pseudomagnetic
field) [6], 机械共振子的电荷泵送效应 [7−9], 远离狄
拉克中性点的三角扭曲 (trigonal warping, TW)效
应, 以及不同能谷的电子具有不同的布儒斯特角
(Brewster-like angle) 效应 [10], 电场破坏拓扑晶体
绝缘体的原子对称性等 [11]. 与金刚石、硅等材料利
用谷点不同方向的有效质量产生谷极化电流的方

式不同, 维度的降低使得二维层状材料出现新的物
理现象, 产生谷电流的方式也更加丰富.

第三类材料是以过渡金属硫化物 (transition
metal dichalcogenide, TMD), 为代表的新一代光
电子材料, 如二硫化钼 (MoS2). 其单层结构是直接
带隙半导体, 随着层数的增加, 由直接带隙变为间
接带隙半导体. 直接带间跃迁使得每个谷点上获得
额外的轨道磁矩, 动量守恒使得价带和导带之间的
跃迁符合选择定则; 在旋光的激发下, 可以获得非
平衡状态下极化的谷电流. 理论预测电子自旋自由
度和谷自由度的耦合除了产生自旋霍尔效应, 还可
以产生谷霍尔效应 [12], 并为实验所证实 [13]. 层状
材料的层自由度 (layer degree of freedom)与谷自
由度的耦合可以产生磁电效应, 有望在量子计算中
得以应用 [14]. 外加磁场可以打破谷的简并, 利用谷

间声子散射可以得到依赖于谷的手性声子 [15].
近几年, 谷电子学取得了长足的发展, 其基本

原理和概念备受关注. 与自旋电子学中操纵电子的
自旋自由度类似, 为了实现谷电子器件的操作, 需
要高效率产生谷极化的电流. 本文分别阐述谷电子
学领域常规半导体材料、石墨烯类材料和二硫化钼

类材料谷电子性质的研究进展.

2 常规半导体谷电子

硅基场效应晶体管是现代半导体集成电路的

核心材料. 与GaAs异质结构相比, 硅的自旋轨道
耦合较弱, 可以获得很长的自旋相干时间, 因此
硅基谷电子可能会应用在量子计算、量子通讯等

领域 [16,17]. 体相硅在无应力情况下, 其布里渊区
相互垂直的主轴方向上的导带底由六重简并的椭

球形谷点 (∆6, 其中下标是指简并度)组成 (图 1 ).
在硅基金属氧化物半导体场效应管器件中, 由于
受限方向的平移对称性破缺, 等价的谷点∆6将劈

裂成平面内四重简并的∆4谷和平面外两重简并

的∆2谷
[18]. 由于导带底附近能带色散曲线上电

子的有效质量各向异性, 面内载流子的运动不受
限制, 而面外的载流子迁移率将由于受限效应的
影响而呈现量子化的能级 [19−23]. 虽然可以利用
该方法打开谷的简并, 但是仍然带来了更多的问
题, 比如面内的简并可能会产生退相干和其他不
利于量子计算和量子通信的因素 [24]. 然而谷劈裂
却受到了一些实验结果的挑战, 他们认为这种所
谓的谷劈裂也可能是由谷间的电子 -电子相互作
用引起 [18,25], 主要表现在谷劈裂会强烈依赖于外
加磁场的方向 [3,26−28]. 最近日本科学家Takashina
等 [29]通过研究SiO2/Si(100)/SiO2量子阱体系发

现在没有外加磁场情况下, 体系中谷劈裂可以达到
数十个meV, 表明这里的谷劈裂具有单粒子本质.

与体相硅类似, 金刚石的布里渊区主轴方向
六个谷点的电子具有不同的有效质量, 纵向为
ml = 1.15m0, 横向为mt = 0.22m0

[30,31], 其中m0

是自由电子的有效质量. 有效质量的各向异性将
产生各向异性的载流子输运. 金刚石的谷间声子
散射需要纵向声学模式声子或者横向光学模式声

子的辅助, 然而横向光学声子振动模式需要较大的
激发势垒 (约为 120 meV), 所需时间较长; 而同轴
上的谷间声学模式声子散射具有较低的势垒 (约为
65 meV), 所需时间较短 (约为 1 ns). 利用此特性,
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Isberg等 [32]发现沿着 100 晶格轴向方向施加电场
产生的热电子将受到谷间声子的散射而聚集于平

行电场方向的晶格轴向, 从而产生寿命为 300 ns的
谷极化电子.

010 010

(b)(a)

100100

001 001

图 1 金刚石能带结构示意图 导带底由位于主轴上 6个
简并的电子口袋 (electron pocket)组成 (a), (b)是量子阱
结构中受限方向为 [100]的非简并情况下电子口袋的示意
图; 硅在费米面附近具有类似的能带结构 (摘自文献 [30])
Fig. 1. The schematics of band structure of dia-
mond. The bottom of conduction band consists of
electron pockets (valley) with six-fold degeneracy (a);
the quantum confinement along the direction [100]
leads to broken valley degeneracy (b). The bulk sili-
con has similar band dispersion with diamond around
the Fermi level. Adapted from Ref. [30].

3 石墨烯类材料的谷电子

体相材料中布里渊区简并的极值点为人们研

究谷电子学提供了很好的平台, 然而过高的简并
度却给谷极化带来了很大的困难. 降低材料的维
度为谷电子学的研究提供了新的思路. 自 2004年
实验上首次成功剥离出单层石墨烯以来 [33,34], 由
于其独特的无质量狄拉克 -费米子能带结构 (低能
区域是各向同性, 远离狄拉克锥是各向异性, 即
trigonal warping), 很快成为二维材料中的研究热
点. 图 2为石墨烯的电子色散关系图, 单层石墨烯
是由两个碳原子形成的六方蜂窝状结构 (子晶格自
由度), 其狄拉克锥除了两重简并的子晶格自由度
外, 还包括由时间反演对称性联系起来的两重简并
的谷自由度 (源于两套不等价的Dirac点), 记为K1

和K2 (或用谷因子 τ = ±1 来表示), 其低能哈密顿
量 (Hamiltonian) 可写为

Hτ = υF (τpxσx + pyσy) , (1)

其中υF =

√
3

2}
at, a是石墨烯晶格常数, t是最近邻

碳原子之间跃迁概率. 谷间较大动量决定了谷间散
射一般来说是不大可能的 [35], 因此谷自由度可看

作石墨烯的内禀角动量类似于电子的自旋, 可用于
设计跟自旋电子学类似的谷电子学器件.
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图 2 石墨烯的电子色散关系 在布里渊区中价带和导带

接触有 6个狄拉克锥点, 放大的插图显示的是其中一个谷
的色散曲线, 可以明显看出其线性无质量Dirac粒子的特
征 (摘自文献 [35])
Fig. 2. The band dispersion of graphene: there are
six massless Dirac point due to the touching of bot-
tom of conduction band and top of valence band in
the Brillouin zone. Adapted from Ref. [35].

通常情况下, 电子占据K1和K2谷的几率相

等, 因此如何将不同谷自由度的电子分开从而得到
谷极化电流是石墨烯谷电子学首先要解决的问题.
在锯齿形 (zigzag)边界的纳米带结构中, K1和K2

谷是独立的, 且具有准平带结构的边缘态 [36−38],
面内电场可以调控费米面附近的导电通道. 扶手椅
形 (armchair)边界的纳米带结构中由于K1和K2

谷的耦合而不存在边缘态, 对于不同宽度的 arm-
chair形边界纳米带可以可控地调节其从金属到半
导体的转变. 因此两种不同类型石墨烯的纳米带及
其异质结构提供了一种调节谷极化的平台. Rycerz
等 [39,40]特别设计了 zigzag形石墨烯纳米带的量子
点接触结构, 实现了只允许某个谷的电子通过而
另一个谷的电子被反射的谷过滤器件. 两个平行
排列的谷过滤器则构成了一个谷阀门, 谷阀门的
开关来源于两端电极的电子隧穿的宇称效应, 可
方便地通过调节电极两端的电势差来实现谷阀门

效应, 从而得到谷极化的电流. 这里谷极化定义为
P = (Gτ −G−τ )/(Gτ +G−τ ), 其中Gτ是 τ谷的电

导. 中国科学院半导体研究所的常凯等 [41] 也设

计了类似的器件, 两端电极采用 zigzag形而散射中
心采用armchair形边界, 利用不同宽度的armchair
形边界的纳米带能隙不同可以控制隧穿电流的

导通.
上述设计方案需要精确地控制石墨烯纳米带

的边界. 实验中得到的石墨烯纳米结构往往由于
存在缺陷、晶界、吸附物等原因导致该方案很难得
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到广泛应用. 已有的理论计算表明, 晶界和缺陷
能够显著地改变石墨烯的电子输运性质, 甚至有
可能被用来制作谷电子器件. Gunlycke和White [4]

运用线性化的Dirac方程研究了实验上发现的石
墨烯中五 -八碳环构成的线缺陷中谷电子的过滤
行为. 他们发现谷电子穿越线缺陷的透射率为
Tτ =

1

2
(1 + τ sinα), 这里α是入射角, τ = ±1是

谷自由度因子. 根据该公式, 当电子以接近 90◦入
射时, 不同谷自由度的电子将会全部透射或全部反
射, 表明线缺陷具有很好的谷电子的过滤效果. 不
仅单条线缺陷, 后来的研究发现多条平行排列的线
缺陷也具有很好的谷电子过滤效果 [5,42]. 由上式可
以看出谷电子透射率仅与入射角度有关, 而且只有
在接近 90◦ 入射时透射率最大. 然而接近 90◦ 入射
是没有物理意义的, 因为这种情况下电子实际上平
行于线缺陷运动, 并没有穿越线缺陷的透射. Jiang
等 [43,45]运用格林函数方法 (Green’s function)配合
更精确的紧束缚模型计算表明, 透射率不仅与入
射角有关, 还与入射电子的能量有关: 当电子以
90◦ 入射时, 其透射率急剧下降为 0. 这个结果与
Gunlycke等的结果完全相反, 但是符合预期. 尽管
如此, Gunlycke和White等 [4]的工作预言了石墨

烯线缺陷可作为谷电子的过滤器, 仍然具有重要意
义. 最近实验可以可控地制备出5-5-8线缺陷, 外电
场可以可控地调节谷电流 [46].

利用双层石墨烯在外加电场作用下打开能隙

的特性, Martin等 [47]设计了一种新的一维孤子模

型器件, 其模型与一维线缺陷效果是类似的. 在两
层石墨烯的两边分别施加极性相反的偏压, 受限效
应将在其界面附近形成类似孤子的一维有手性的

零模式. 双层石墨烯的每个谷由两重简并的手性
零模式组成, 电极两边的电势差将导致只有一个谷
的电子能够穿越一维界面, 从而实现谷电子的过滤
效果. Dirac锥在低能附近是各向同性的同心圆分
布, 在远离Dirac 点处, 能谱将呈现三角弯曲效应
(trigonal warping, TW), 使得载流子呈现各向异
性的输运特性, 可把具有不同谷自由度的电子束分
开, 产生高度谷极化的电流 [48,49]. 更重要的是散射
概率依赖于TW效应呈现各向异性 [50].

受子晶格对称性保护 [51−54], 各向同性应变无
法破坏石墨烯的能谷简并. 实验和计算都表明即
使是∼20%各向同性的应变也难以打开狄拉克锥
的能隙 [55−59]. 理论预言应变会在石墨烯布里渊区
K1和K2能谷产生大小相等、方向相反的赝磁场

(pseudomagnetic field) [6]. 应变产生的赝磁场可能
为设计石墨烯谷电子器件提供了新方案. 常凯研
究组设计了由应变石墨烯和自由石墨烯组成的异

质界面 [10]. 考虑应变引起的赝磁场后, 当石墨烯
中的电子束以某些特定的入射角入射到应力区界

面时, 处于其中某个谷的电子可以完美隧穿通过
应力区, 而处于相反谷的电子则被应力区完全反
射. 进一步他们设计了一个应力波导结构, 发现当
限制在沟道中的谷电子在边界发生全反射时, 会沿
着界面方向出现一个侧向位移, 类似于光学中的
Goos-Hänchen效应, 并且会导致不同的谷电子具
有不同的波导模式、不同的群速度. 利用这一特性
可以在应力波导的出射端得到高度谷极化的电流.
他们还对体相石墨的两端器件中产生谷电流的可

能性进行了分析 [60−63]. 结果表明应变产生的赝矢
量势和破坏子晶格对称性产生的交错势能的共同

作用也不能输出谷极化的电流. 但如果将这两种势
能分别和磁电势垒作用于石墨烯器件, 就能获得显
著的谷过滤效应. 浙江师范大学的蒋永进等 [64]提

出了一个巧妙的方案, 该方案基于利用应变和化学
势调控的石墨烯纳米力学共振器产生的绝热量子

泵送效应 [65,66]. 他们发现对于一个具有任意晶格
角度的悬空石墨烯的纳米力学共振体系来说, 通过
调节应变和化学势可以在石墨烯内泵送产生 100%
谷极化的电流, 但是在左右对称的几何结构中产生
的泵送电流为零. 因此他们又设计了通过四端电压
测量的纯电学探测方案. 由此可见, 单纯的应变调
制并不能产生谷极化的电流, 还需要辅以其他更加
有效的调控手段, 比如光学效应 [67−70].

以上介绍了利用电场、磁场、应变、激光等产

生谷电流的方法, 这些研究都侧重于外场控制, 而
不依赖于外场的具有内禀特征的讨论却很少. 更重
要的是, 这些研究虽然可以过滤某个谷自由度的信
息, 但是与电子的自旋自由度不同, 并没有一个实
验可测量的物理量和谷自由度相对应, 这给实验探
测谷电子信息造成极大的困难. 牛谦等 [71,72]在研

究电子的半经典动力学行为时发现, 热电材料的电
流有两部分贡献, 一部分来自于布洛赫电子波包本
身的运动, 另一部分来自于布洛赫电子波包自身旋
转带来的反常电流, 如图 3 (a)所示. 布洛赫电子波
包围绕其中心的旋转携带着轨道磁矩 [73]

m(k) = −i e
2}

× ⟨∇ku| × [H(k)− ε(k)]|∇ku⟩,

(2)
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图 3 无中心反演对称性的单层石墨烯能带示意图、轨道

磁矩 (a)由于中心反演对称性的破缺, 石墨烯由零能隙
的线性无质量Dirac费米子的能带色散关系变成有质量
的Dirac费米子; (b)两个Dirac谷分别对应于大小相等、
符号相反的本征轨道磁矩, 人们可以利用它很容易地区别
谷因子 (摘自文献 [74])
Fig. 3. The schematic of band dispersion of graphene
without inversion symmetry: (a) Broken inversion
symmetry in graphene with massless Dirac fermion
leads to massive Dirac fermion; (b) the inequivalent
Dirac points correspond to intrinsic orbital magnetic
moments with opposite sign and same magnitudes,
which can be easily associated with valley degree of
freedom. Adapted from Ref. [74].

其中 |u(k)⟩是布洛赫函数的周期性部分, H(k)是

布洛赫哈密顿量, ε(k)是本征能量. 在石墨烯低能
哈密顿量上加上破坏子晶格对称性的势场, (1)式
可写为

Hτ = υF(τpxσx + pyσy) +
∆

2
σz, (3)

把 (3)式经过解析计算后代入 (2)式可得 [74]

m(k) = τ
3ea2∆t2

4} (∆2 + 3p2a2t2)
. (4)

在布里渊区能谷附近 (p→ 0), (4)式可写为

m (K1,2) = τ
e}
2m∗

e
, (5)

其中m∗
e = 2∆}2/(3a2t2). (5)式可类比于自由电

子自旋的玻尔磁子. 可见每个valley携带着大小相
等、方向相反的轨道磁矩, 如图 3 (c)红线所示, 其
大小是自由电子磁矩的 30倍. 与电子自旋受到外
磁场调控类似, 谷的轨道磁矩也可以利用外磁场来
操纵. 谷自由度可由轨道磁化强度的信号来探测,
这样谷自由度与实验可测量物理量轨道磁矩联系

起来了. 值得注意的是, 这种依赖于谷自由度的轨

道磁矩现象与实际材料有无磁性没关系, 且只会出
现在无中心反演对称体系, 比如电场作用下的单层
石墨烯 (图 3 (b)).

对于一个两带模型 (如单层石墨烯)来说, 其轨
道磁矩和贝里曲率在布里渊区具有类似的分布并

具有简单的关系式

m(k) =
e

}
ϵ(k)Ω(k), (6)

其中贝里曲率为Ω(k) = i ⟨∇ku| × |∇ku⟩.
在非零的贝里曲率驱动和外加面内电场的作

用下, 谷电子获得横向速度将向样品两端边界发生
偏转, 在样品两端可探测到谷极化的电流, 即所谓
的谷霍尔效应 (valley Hall effect, VHE). 由于样品
两端探测到的是依赖于谷的轨道磁化, 因此VHE
可类比于自旋霍尔效应 (spin Hall effect, SHE).

尽管如此, 要破坏石墨烯的子晶格对称性以及
利用电场手段来调控谷电流对实验来说都是很大

的挑战. 从光学的角度来看, 原子的轨道磁矩m(k)

决定了带间直接跃迁的光学选择定则, 即电子跃迁
需满足动量守恒、能量守恒和角动量守恒三个条

件. 通常来说, 固体材料的光学选择定则来源于布
洛赫电子轨道的电流循环, 除了体相原子的轨道外
(intracellular current circulation, 图 4右), 还有来
源于体相晶格对称性的贡献 (intercellular current
circulation, 图 4左). 由于石墨烯的Dirac锥主要由
碳原子的pz 轨道贡献, 自旋轨道耦合可以忽略 [75],
其体相原子轨道的贡献可以忽略. 姚望等 [76]提出

第二项的贡献可以由左旋光和右旋光的振子强度

来描述, 即

−2
mz(k)

µB
=

|P+(k)|2 − |P−(k)|2

m e [εc(k)− εv(k)]
, (7)

其中mz(k)是m(k)沿光传播方向的投影, εc(k)

和 εv(k)是导带和价带的能量本征值, P±(k) =

P cv
x (k) ± iP cv

y (k), 带间跃迁矩阵可由正则动量
算符 p̂α表示为P cv

α (k) = ⟨uc,k|p̂α|uv,k⟩. 这样可得
布里渊区空间内谷依赖的带间跃迁的圆极化率

η(k) =
|P+(k)|2 − |P−(k)|2

|P+(k)|2 + |P−(k)|2
. (8)

只要中心反演对称性破缺, 材料布里渊区内时间反
演不变的区域将存在完全相反的圆二色性. 他们
以受交错位势影响的单层石墨烯为例, 有质量的
Dirac费米子在布里渊区高对称谷点存在完全相反
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的轨道磁矩, 即

m (Kτ ) =
2m eυ

2
FµB

∆g
, (9)

其中µB =
e}
2m e

是玻尔磁子, 单层石墨烯的能隙

∆g = [εc (Kτ )− εv (Kτ )]. 受带边圆极化光选择性
激发的影响, 只有其中某个谷的电子空穴对对光激
发响应, 利用这个特性可以用来产生和探测谷极化
的霍尔电流.

⇁
τs⇁

τs

⇁
τs

֓l

֓
l ֓

l

图 4 无反演对称中心的二维六方结构的光学选择性

的来源, 包括体相结构的对称性 (左)和原子轨道对称性
(右)(摘自文献 [77])
Fig. 4. The optical selection rule of hexagonal struc-
tures without inversion symmetry have two parts of
contribution from the symmetry of bulk structures
(right) and the rotation of atomic orbitals (left).
Adapted from Ref. [77].

与单层石墨烯结构类似, 硅烯 (silicene)具有六
方结构, 内禀自旋轨道耦合比石墨烯稍大, 较大的
面内起伏 (约为 0.44 Å) [78]便于用电场调控其能隙

的大小, 由时间反演对称性联系的能谷K1和K2

有望实现圆二色性. 在忽略Rashba耦合情况下,
Ezawa [79]发现 silicene自旋自由度和谷自由度耦合
并存在选择性. 另外Pan等 [80]从理论上预测了硅

烯中存在一种新的量子态——谷极化的量子反常

霍尔态. 这种新的拓扑态不仅具有量子化的陈数,
还具有非零的谷陈数, 因而同时具备量子反常霍尔
效应和量子谷霍尔效应的性质.

谷依赖的轨道磁矩、圆二色性和VHE对谷电
子学的发展具有重要影响, 它不仅把谷极化的电流
与实验可观测物理量轨道磁矩联系起来了, 为人们
探测谷极化的电流提供了新方法, 也为后来硫族化
合物丰富的谷量子物理效应提供了理论基础. 一般
来说, 破坏单层石墨烯子晶格对称性需要晶格匹配
的基底, 如六方氮化硼 [51]和SiC表面 [53]. 垂直于
双层石墨烯平面的偏压也可以打开 300 meV的能
隙. 但这两种方法都没有显著降低实验探测谷电流
的难度 [81,82], 人们迫切需要寻找具有合适能隙的
直接带隙半导体.

4 二硫化钼类材料的谷电子

二硫化钼MoS2具有和石墨烯类似的由范德瓦

耳斯力结合的层状结构. 按照不同的堆垛方式, 其
常见的体相结构有 2H结构 (两个单层组成的六方
结构), 3R结构 (三个单层组成的菱方结构)和 1T
结构 (一个单层组成的四面体构型). 其中最为常
见2H结构的空间群是P63/mmc, 具有中心反演对
称性. 关于二硫化钼的详细综述, 请参考文献 [83].
图 5为MoS2的结构示意图, 其单层是由一层钼原
子嵌套在两层硫原子中间形成的三明治结构, 点群
从 2H体相结构的D4

6h降低为D1
3h, 其能带结构如

图 6 (a), 是直接带隙半导体, 能隙约是 1.86 eV, 位
于可见光波段 [84]. 因此MoS2在光电子学领域有

广阔的应用前景 [85,86].

a

c

2H M

X

a

c

3R

a

c

1T

图 5 体相MoS2的结构 (摘自文献 [84])

Fig. 5. The atomic structures of bulk MoS2. Adapted from Ref. [84].
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单层二硫化钼没有反演对称中心, 具有谷依
赖的圆极化光的响应以及相应的轨道磁矩. 冯济
等 [77]通过密度泛函微扰理论 (density functional
perturbation theory, DFPT)对单层MoS2的计算

结果表明, 当不考虑自旋轨道耦合效应时, 价带顶
到导带底的带间直接跃迁的谷极化在K1和K2谷

周围是均匀分布的, 而在两个谷的边界谷极化变
换符号, 如图 6 (b)所示. 在面内电场作用下, 载流
子在贝里曲率驱动下将获得反常的速度, 这表明
单层MoS2是很好的谷霍尔效应材料

[13]. 维度的
降低大大减弱了库仑屏蔽效应, 而电子和空穴具
有较大的有效质量, 也使得MoS2中库仑相互作用

很强 [87,88]. 计算表明电子库仑作用会导致布里渊
区Γ—K路径上的Q谷能量接近K谷导带底的能

量 [89,90], 这促使我们考虑强电子库仑作用导致的
能带变化对圆二色性的影响. 我们计算了准粒子近
似 (G0W0)下单层MoS2的圆二色性

[91,92]. 为了减
少计算量, 我们采用实空间正交化的Wannier基组
表示G0W0的能带, 然后在整个布里渊区进行均匀
取点 (∼104), 计算结果如图 6 (c)所示. Q谷能量接
近导带底, 这会降低谷极值点周围的对称性. 尽管
如此, 并没有改变谷极化的物理本质.

单层MoS2的圆二色性由光学跃迁选择定则

决定,下面将从价带顶和导带底的轨道对称性讨论.
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图 6 单层MoS2的能带结构和圆二色性 (a) DFT(灰线)及Wannier基组拟合 (虚线)的单层MoS2的
能带结构, Q点在 Γ—K路径的约 1/2处; (b)密度泛函微扰理论得到的单层MoS2的圆二色性 (摘自文献
[77]); (c)考虑准粒子近似 (GW)下用Wannier基组插值的能带, 黄线六边形表示第一布里渊区, K1和K2

是布里渊区谷点位置, Γ 是布里渊区中心
Fig. 6. The band structures and circular dichroism of monolayer MoS2: (a) The band structure of
monolayer MoS2 obtained by DFT (gray line) and real space Wannier basis (dashed line), Q point is
located around the middle of Γ–K path in the Brillouin zone; (b) the circular dichroism of monolayer
MoS2 obtained by density functional perturbation theory, adapted from Ref. [77]; (c) the Wannier
basis fitted band structure of monolayer MoS2 corrected by quasi-particle approximation. The yellow
hexagon indicates the first Brillouin zone where Γ and K indicates the central and valley points.
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布里渊区边界的两个能谷K1和K2, 波矢群为阿
贝尔群C3h, 不可约表示都是一维的, 表明每个谷
附近的态都是非简并的, 且必须在三重旋转操作
C3(以金属原子为参考)和镜面操作σh下保持不

变. 两个对称操作可将Mo原子的d轨道分成三
组: A′(dz2), E′(dxy, dx2−y2)和E′′(dxz, dyz). 如
果不考虑自旋轨道耦合, 前两组和后一组是独立
的. 第一性原理计算表明, 价带顶和导带底主要是
由 (dxy, dx2−y2)和 (dz2)分别贡献, 因此有

|ψτ
v⟩ =

1√
2

(
|dx2−y2

⟩
+ iτ |dxy⟩

)
, |ψτ

c ⟩ = |dz2⟩ ,

(10)

其中 c和v分别指导带和价带, 而 τ是谷因子. 在
三重旋转操作下, 价带顶和导带底分别按照如下
变换:

C3 |ψτ
c ⟩ = e−i 2π×0

3 |ψτ
c ⟩ = |ψτ

c ⟩ ,

C3 |ψτ
v⟩ = e−i 2π×2

3 |ψτ
v⟩ . (11)

于是, 可以确定价带顶到导带底的直接带间跃迁矩
阵如下:

⟨ψτ
c |P±|ψτ

v⟩ =
⟨
ψτ

c |C−1
3 C3P±C

−1
3 C3|ψτ

v
⟩

=
⟨
C3ψ

τ
c |C3P±C

−1
3 |C3ψ

τ
v
⟩

= e i 2π(0−2∓1)
3 ⟨ψτ

c |P±|ψτ
v⟩ . (12)

上式跃迁矩阵成立的条件是等号右边的系数

为 1, 因此只有左旋光才能激发出对应于该谷的电
流 [93,94]. 以上对称性分析表明, MoS2的谷点附近

的直接带间跃迁符合动量守恒, 还需符合角动量
守恒, 这是单层MoS2类材料圆二色性的微观机理.
值得注意的是, 这里主要讨论了晶格对称性导致原
子轨道旋转带来的角动量变化. 尽管以上分析只
是针对布里渊区谷点附近, 但是第一性原理计算表
明在谷的周围很大范围都有谷依赖的圆二色性 (如
图 6 (c)).

MoS2没有空间反演中心, 第一性原理计算
表明, 自旋轨道耦合会使价带发生劈裂, ∆SOC ≈
150 meV (如图 6 (a)), 考虑准粒子近似后, 劈裂变
大为 164 meV [90,95]. 由于对称性, 劈裂后的能带分
成自旋向上和自旋向下, 而时间反演对称性决定了
不同谷中的劈裂必然相反, 这就是自旋 -谷耦合的
物理机理, 如图 7所示. 价带顶的自旋劈裂决定了
谷的旋光选择性将依赖于自旋自由度.

由于旋光选择规则 (角动量守恒), 能量为ωd

的旋光σ+可以激发K1 谷产生自旋向下的电子和

自旋向上的空穴对, 足够强的面内电场可以拆散电
子和空穴对, 使得电子和空穴聚集在样品的相反边
界, 可获得K1谷的自旋霍尔电流. 同样可获得K2

谷的自旋霍尔电流. 然而考虑到石墨烯的自旋轨道
耦合通常在10−6 eV量级 [75], 对于石墨烯材料讨论
这种耦合已经没有实际意义.

K

σ+
σ-

ωu

ωd

|↑>

|↑>|↓>

|↓>

K

图 7 二硫化钼中自旋自由度和谷自由度的耦合 (摘自文
献 [12])
Fig. 7. The schematics of coupled spin and valley in
monolayer MoS2. Adapted from Ref. [12].

硫族化合物除了利用旋光选择性产生谷极化

电流的物理性质外, 还有其他一些有趣的物理现
象 [96]. 通常情况下能谷是简并的, 破坏体系的时
间反演对称性可以研究非简并情况下谷电子的物

理性质 [97−100]. 导带底和价带顶的载流子有效质
量不同, 因此没有电子 -空穴对称性. 与石墨烯相
同的是远离Dirac锥的带边在动量空间是呈三角
弯曲的, 利用该特性可以得到类似石墨烯 [48]的由

电场或热梯度控制的谷极化电流 [101]. 光激发硫
化物p-n结可以制备由于谷电子复合而发光的二
极管器件 [102,103], 电场调控层状材料的谷自由度
与层自由度产生的磁电效应 (magnetoelectric field
effect) [104], 自旋自由度和层自由度耦合产生新的
激子自旋的物理效应 [105], 谷电子轨道磁矩的抗磁
性 [106,107], 光激发产生的自旋霍尔和谷霍尔效应
等 [108].

5 展望与结论

综上所述, 谷电子学是一个十分崭新的领域,
特别是二维原子晶体的谷电子学发展很快, 新的物
理现象和概念层出不穷. 以光学调控为代表的实
验进展很快, 但是相关理论研究还没有跟上, 特别
是能够理解激子效应的基于密度泛函理论的计算

依然不够. 由于计算量的原因, 理论解释都是基于
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概念模型, 还有一些物理现象比如谷激子的动力
学、寿命较难处理. 当前产生谷极化的方法很多,
然而谷电子的弛豫和退相干等问题的研究还很少

见, 虽然光电子谱 (photoluminense)实验能够证明
谷激子具有较慢的弛豫和退相干过程, 这仍然需要
一些更加深入的实验手段和理论计算来理解其时

间演化行为. 器件设计的相关研究也非常热门, 展
示了基于谷电子学设计新型量子器件的巨大潜力.
目前谷电子器件的制备还是处在实验室基础研究

阶段, 相信随着技术手段的不断成熟, 相关谷电子
器件的设计和制备终将能够实现.

类似于操纵电子的自旋自由度, 可把研究电子
自旋的方法应用到谷自由度, 如平行于入射电子运
动方向的热梯度可以在样品两端边界产生自旋极

化的电流 [109], 同样热梯度和旋光的共同作用可产
生具有拓扑本质的谷极化的热电流 [110−112]. 基于
材料的多元自由度, 如电荷、自旋、轨道、晶格 (即类
自旋 isospin)、拓扑、谷及其相互耦合将会产生更加
丰富的新物理、新现象及新型功能性器件. 可以预
计, 不远的将来, 以操纵谷自由度进行新型量子器
件的设计及其应用将成为谷电子学的核心研究内

容之一. 继微电子学及自旋电子学之后, 谷电子学
必将成为凝聚态物理的新兴研究领域.
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Abstract
Under the periodic potential of solid, the movement of an electron obeys the Bloch theorem. In addition to the charge

and real spin degree of freedom, Bloch electrons in solids are endowed with valley degree of freedom representing the
local energy extrema of the Bloch energy bands. Here we will review the intriguing electronic properties of valley degree
of freedom of solid materials ranging from conventional bulk semiconductors to two-dimensional atomic crystals such as
graphene, silicene, and transition metal dichalcogenides. The attention is paid to how to break the valley degeneracy via
different ways including strain, electric field, optic field, etc. Conventional semiconductors usually have multiple valley
degeneracy, which have to be lifted by quantum confinement or magnetic field. This can alleviate the valley degeneracy
problem, but lead to simultaneously more complex many-body problems due to the remnant valley interaction in the
bulk semiconductor. Two-dimensional materials provide a viable way to cope with the valley degeneracy problem. The
inequivalent valley points in it are in analogy with real spin as long as the inversion symmetry is broken. In the presence
of electric field, the nonvanishing Berry curvature drives the anomalous transverse velocity, leading to valley Hall effect.
The valley degree of freedom can be coupled with other degree of freedom, such as real spin, layer, etc, resulting in rich
physics uncovered to date. The effective utilization of valley degree of freedom as information carrier can make novel
optoelectronic devices, and cultivate next generation electronics—valleytronics.

Keywords: valley degree of freedom, two-dimensional atomic crystal, valleytronics, valley Hall effect
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专题: 计算物理的近期发展和应用

一种适于大尺度复杂纳米体系材料模拟的半经验

哈密顿方法∗

虞明† 吴式玉

(美国肯塔基州路易斯维尔大学物理系, Louisville, Kentucky 40292)

( 2015年 3月 23日收到; 2015年 5月 20日收到修改稿 )

本文综述介绍了近来发展的一种具有可靠性、普适性和预测性的半经验哈密顿方法. 该哈密顿在原子轨
道的线性组合 (LCAO)框架下同时引入了电荷自洽及环境因素 (SCED), 称之为 SCED-LCAO哈密顿. 由于
SECD-LCAO 哈密顿囊括了电荷自洽重组、电子屏蔽效应以及多体环境的影响, 使得该方法可以更加准确地
描述在复杂结构重组中化学键的成键与断键过程. 其动力学计算可用于模拟大尺度复杂纳米体系的结构特
性、电子性能以及复杂结构的重组过程. 我们已经用此方法成功地解释了不同种类碳团簇纳米结构的相对稳
定性和 bucky-diamond结构碳团簇的热力学相变, 揭示了碳管生长的初始机理, 系统地研究了碳化硅纳米线
的构型与能量之间的关系及其电子性能, 发现了碳化硅笼状结构的特征, 尤其是碳化硅笼状结构的动力学自
动组装功能, 并预示了 bucky-diamond结构的碳化硅团簇存在的可能性. 最近, 该方法引入了与环境关联的
轨道占据因素, 并成功地运用到研究具有三价电子特性的多构硼元素体系中, 准确地描述了硼元素的复杂化
学成键特性、同类异性结构以及不同种类硼团簇纳米结构的相对稳定性.

关键词: 半经验哈密顿方法, 电荷自洽及重组, 多体环境影响, 大尺度复杂纳米材料
PACS: 73.22.–f, 71.15.–m, 61.46.–w, 81.07.–b DOI: 10.7498/aps.64.187302

1 引 言

材料的模拟计算不仅能为材料的生长及其各

种性能的测试提供详细准确的信息, 同时具有预测
和挖掘新型材料、特别是功能材料的能力. 随着当
今新型纳米材料及功能材料的迅速发展, 运用模拟
计算来设计新型材料的结构, 并研究这些材料的各
种性能, 已成为发展新型纳米材料、特别是发展功
能材料不可缺少的手段之一. 当材料体系缩小到纳
米级别时, 量子效应在决定材料的结构特性、物理
性能、电学性能、机械性能及化学性能方面十分重

要. 因此, 在材料模拟中需用以量子力学为基础的
动力学计算方法来了解和描述材料的原子结构及

其复杂的物理化学行为和特性. 以量子力学为基
础的动力学计算方法是将电子与电子、电子与原子

的多体相互作用在量子力学理论框架内进行综合

处理. 这种处理或同时处理电子和离子的动力学
(如Car-Parrinello方法)或分别处理电子和离子动
力学 (如Born-Oppenheimer近似). 在这两种方法
中, 电子的动力学部分均在量子力学框架内处理.
以量子力学为基础的材料模拟的动力学计算方法

可根据对电子结构的处理程度不同又分为第一原

理计算方法 [1−18]和半经验方法 [19−35]. 每种方法
都有其自身的优势和弱点, 如前者具有可靠性和预
测性, 但在所研究的体系及模拟时间上有很大的局
限性. 而后者在研究大尺度复杂纳米体系及皮秒甚
至纳秒级别的动力学模拟计算上具有很大优势, 但

∗ 美国国家自然科学基金 (批准号: NSF-DMR-0112824)、美国能源部研究基金 (批准号: DE-FG02-00ER45832)、美国陆军 (SMDC)
研究基金 (批准号: W9113M-04-C-0024) 和美国肯塔基州科学及工程基金 (批准号: KSEF-753-RED-007)资助的课题.
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其可靠性及预测性则取决于半经验方法的近似程

度及采用的参数优化的方法.
在第一原理计算方法中, 依据对电子相关作用

处理的不同, 可分为从头计算 (ab initio) [1−12]及密

度泛函计算 [13−18]. 从头计算的方法主要是对波函
数做各级处理,这些方法包括哈里特 -福克 (HF)、后
哈里特 -福克 (Post-HF,例如Moller-Plesset微扰理
论 (MPn)) [4,5], 及藕合簇理论 (coupled cluster the-
ory, 例如CCSD, CCSD(T))等 [4,6−10]. 这些方法
主要用在量子化学中, 可以准确地研究原子、分子
的基态、激发态, 各种分子的化学反应的途径等. 由
于从头计算方法所需的计算量很大, 尤其在包括了
分子动力学计算后, 其计算成本增加的速度会远大
于系统尺寸 (如体系原子总数量N)的立方增加的
速度, 因此只适用于较小的体系 (比如N < 100).
而在以Kohn-Sham密度泛函理论 (DFT)为基础的
第一原理计算中 [13−18], 体系的总能量、电子相关
及电子交换能等均为单电子态密度的函数. 其计算
成本的增加基本与系统尺寸 (原子数量N)的立方
成正比. 在采用并行计算的情况下, 可模拟的体系
可达到N ≈ 500的范围. 这些方法已广泛地应用
在材料物理及生物物理中. 近些年来发展的线性
标度 (linear scaling algorithms)方法 [36−48] 使得以

密度泛函为基础的第一原理计算成本的增加基本

与系统尺寸的原子总数量N成线性关系, 因此可处
理N ≈ 1000体系的分子动力学计算. 而我们研究
的纳米新材料、功能材料一般具有较大的体系 (如
N > 1000或N > 10000). 如此大尺度体系的模拟
计算往往超出了第一原理动力学计算的能力范围.
这时, 采用半经验方法及紧束缚 (TB)方法进行处
理可以大大减化在矩阵元积分上的运算, 从而大大
地加快运算速度, 使得模拟及研究大尺度复杂体系
成为可能.

传统的半经验及紧束缚方法在减化矩阵元积

分上大都采用二体中心积分的参数函数, 并把三
体中心和多体中心积分忽略掉或仅做平均场处

理 [19−25,29]. 因此这些方法缺乏准确处理电荷自洽
及环境因素影响的能力, 比如无法准确地描述在化
学反应中断键和成键的过程或在结构弛豫中表面

重组的过程. 近些年来, 有些半经验及紧束缚方法
在加入电荷自洽, 或加入环境因素影响方面进行了
改进 [26−28,30−33], 比如目前较为普遍使用的密度泛
函紧束缚 (DFTB) [26−28]方法. 该方法是从原子轨

道波函数出发, 加入电荷自洽因素, 不过在处理哈
密顿矩阵元中基本采用双中心积分近似. 由于在该
方法中环境因素是通过电荷自洽因素间接引入的,
当体系电荷分布是中性时, 即无电荷转移时, 其对
环境因素的描述也随之消失, 所以在准确描述单元
素晶体的不同晶体结构时出现困难. 另外哈密顿的
参数通用性也是一个非常重要的因素, 这往往也是
大多数半经验及TB方法的瓶颈.

我们在分析了第一原理以及TB方法的优势和
局限性后, 为满足模拟大尺度复杂纳米体系的需
求, 发展了一种具有同时描述电荷自洽及多体环境
因素的半经验哈密顿方法, 并称之为SCED-LCAO
哈密顿方法 [34,35]. 为了克服半经验和TB方法的
缺陷, 我们在这个新发展的半经验哈密顿中同时把
电荷自洽与由多体相互作用引起的周围环境的因

素囊括在求解定态薛定谔方程的哈密顿中, 从而可
以准确地描述在复杂结构重组中的化学成键与断

键过程以及在分子动力学中周围环境引起的结构

相变, 解决了原有半经验方法的不足. 因此, 该方
法可用于模拟并计算纳米尺寸级别的复杂体系的

结构特性、物理特性、电子特性及动力学过程.
我们已经采用SCED-LCAO方法成功地解释

了各种碳纳米团簇结构的相对稳定性及bucky-
diamond 结构碳团簇的热力学相变 [35,49], 探讨了
碳纳米管生长的初始机理 [35,50], 系统地研究了碳
化硅纳米线的型构与能量之间的关系及其电子性

能 [35,51], 发现了碳化硅笼状结构的自组装特征 [52],
尤其是碳化硅笼状结构的动力学自动愈合功能. 同
时, 我们发现了bucky-diamond结构的碳化硅团簇
并预示了其存在的可能性 [53]. 最近, 我们进一步发
展了该方法, 并在原有的哈密顿中加入了与环境关
联的轨道激发能. 这种新方法已运用到研究具有三
价电子特性的多构硼元素体系中, 成功地描述了硼
元素的复杂化学成键特性, 同类异性结构的硼团簇
的相对稳定性, 硼的不同二维单原子层结构和三维
α-boron体结构的特性, 并系统地研究了大尺度硼
团簇的稳定性结构 [54].

本综述可分为以下三大部分: SCED-LCAO哈
密顿方法的阐述, SCED-LCAO 哈密顿方法的应
用, 以及SCED-LCAO 哈密顿方法的发展. 在介绍
SCED-LCAO 哈密顿方法中, 我们将详细叙述建立
SCED-LCAO 哈密顿的基本宗旨, 如何处理电荷自
洽与多体相互作用引起的周围环境因素, 以及该
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哈密顿的可靠性、普适性和预测性的研究. 在介绍
SCED-LCAO哈密顿方法的应用中, 我们选取了一
些具有代表性的体系, 着重讨论SCED-LCAO哈密
顿方法在研究及模拟计算纳米尺度复杂体系的结

构特性、电子性能以及分子动力学过程方面的能

力. 在讨论SCED-LCAO哈密顿的发展方面, 我们
介绍了新近扩展的SCED-LCAO哈密顿, 引进了与
环境关联的轨道激发能, 从而使SCED-LCAO哈密
顿不仅能描述具有较强的局域性的体系而且可描

述具有复杂成键特性的非局域性的复杂体系. 通过
研究具有三价电子特性的多构硼元素体系, 展示了
这一新方法在准确描述硼元素的复杂化学成键特

性方面的能力. 最后总结并讨论有关SCED-LCAO
哈密顿方法的展望.

2 SCED-LCAO 哈密顿方法

2.1 SCED-LCAO 哈密顿的建立

SCED-LCAO哈密顿是在原子轨道线性组合
框架下基于单电子近似而发展起来的. 众所周知,
对于一个复杂的多体体系, 其哈密顿包括了电子的
总动能 ((1)式中第一项)、离子的总动能 ((1)式中第
二项)、电子 -离子相互作用能 ((1)式中第三项)、电
子 -电子相互作用能 ((1)式中第四项)及离子 -离子
相互作用能 ((1)式中第五项)(在此, 我们暂不考虑
电子自旋):

Ĥ = −
∑
l

~2

2ml
∇2

l −
∑
i

~2

2Mi
∇2

i

+
∑
l,i

v (rl −Ri) +
∑
l,l′

e2

4πε0

1

rll′

+
∑
i,j

ZiZje
2

4πε0

1

Rij
, (1)

其中, ml和Mi分别为电子和质子的质量, ~和∇2

分别为普朗克常数和拉普拉斯算符, e和 ε0分别

为电子电荷及真空介电常数, rll′ = |rl′ − rl|,
Rij = |Rj −Ri|. v(rl − Ri)是在rl处的电子与

在Ri处的离子之间相互作用的势能, Zi为在Ri处

的原子的总电子数. 在单电子近似和波恩 -奥本海
默 (Born-Oppenheim) [55]近似下, 多体体系中质量
为m的单电子的定态薛定谔方程可表示为(

− ~2

2m
∇2 + veff

)
ψλ(r) = ελψλ(r), (2)

其中第一项为单电子的动能; 第二项 veff为单电子

的有效势能, 用来描述该电子与其他电子及离子的
相互作用; ψλ(r) 为单电子本征函数, ελ为其本征
能量. 在原子轨道线性组合的框架下, 单电子本征
函数可以表示为原子轨道的线性组合:

ψλ(r) =
∑
iα

cλiαϕ
AO
iα (r −Ri), (3)

其中, cλiα是线性组合系数, ϕAO
iα (r −Ri)为电子在

Ri处原子的第α轨道波函数. 将 (3)式代入 (2)式
后, 我们可得到矩阵表象的推广本征方程

Hcλ = ελScλ, (4)

其中H为哈密顿在LCAO框架下的矩阵, 其矩
阵元为

Hiα,jβ =
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣ (− ~2

2m
∇2 + veff

)
×
∣∣ϕAO

jβ (r −Rj)
⟩
. (5)

而 (4)式中的S则为在LCAO框架下的交叠积分矩
阵, 其矩阵元为

Siα,jβ =
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣∣ϕAO
jβ (r −Rj)

⟩
. (6)

通常Hiα,jβ((5)式)及Siα,jβ((6)式)需要通过具体
积分得到. 对于一个大尺度复杂体系, 例如一个
1000个原子的体系, 即使只考虑 s和p价轨道的矩
阵元积分, 仍需要计算 4000 × 4000 = 16 × 106个

Hiα,jβ与Siα,jβ矩阵元, 这种计算量是十分庞大的,
特别是当把自洽的过程加进去后, 计算就更加复
杂. 除此之外, 在Hiα,jβ的计算中, 处理 veff也是一

个极为复杂和困难的任务. 特别是在计算电子相关
能方面更为棘手. 在第一原理方法中即便使用计
算较为方便的DFT 方法处理 veff, 要模拟 1000个
原子级别的分子动力学过程也有很大的挑战性和

局限性. 即使在当今的超级计算机条件下, 模拟由
1000个原子组成的体系的分子动力学过程, 也将是
非常耗时并且占据大量存储空间. 所以我们采用半
经验的方法来处理Hiα,jβ及Siα,jβ .

在半经验方法中, 由于采用了一组相应的参数
函数来取代Hiα,jβ及Siα,jβ的积分矩阵元, 大大缩
小了计算Hiα,jβ及Siα,jβ矩阵元的积分过程. 而对
于半经验方法而言, 最关键及最具有挑战性的问
题是如何采取参数函数才能较准确地描述Hiα,jβ

本身的物理性质. 普通的半经验方法是把复杂的
Hiα,jβ多中心积分简单地近似为双中心积分, 或用
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简便的函数取代, 从而忽略Hiα,jβ中的某些物理性

质. 参数函数中参数的确定也具有一定的局限性
(比如只考虑体系的某几个特定结构), 从而缺乏普
适性, 即无法用一组参数去准确描述体系在不同条
件及结构下的各种特征. 比如, 只包含双中心积分
的TB方法 [23−25], 其优化的参数可较好地描述硅
晶体的四面体金刚石结构, 但无法准确描述在高压
下硅晶体的体心或面心立方结构 (详细讨论见文献
[34]图 1 ).

下面介绍SCED-LCAO哈密顿 (HSCED-LCAO
iα,jβ

),
以及建立使HSCED-LCAO

iα,jβ
具有良好普适性和可靠

性的参数函数的方法. 首先, 将 (5)式中 veff分解为

vintra
eff 和 vinter

eff 两部分, 其中, vintra
eff 主要描述电子在

某原子处与该原子中其他电子及该原子离子的相

互作用势能, vinter
eff 则是描述该电子与周围其他位

置上原子的电子及离子的相互作用势能. 于是哈密
顿矩阵元 ((5)式)可表为

Hiα,jβ =
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣− ~2

2m
∇2 + vintra

eff

+ vinter
eff

∣∣ϕAO
jβ (r −Rj)

⟩
. (7)

首先考虑对角矩阵元 (即Hiα,iα)的参数函数化
处理.

Hiα,iα =
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣− ~2

2m
∇2 + vintra

eff

+ vinter
eff

∣∣ϕAO
iα (r −Ri)

⟩
=
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣− ~2

2m
∇2

+ vintra
ele-ion

∣∣ϕAO
iα (r −Ri)

⟩
+
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣ vintra
ele-ele + vinter

ele-ele

+ vinter
ele-ion

∣∣ϕAO
iα (r −Ri)

⟩
. (8)

这里对 vintra
eff 和 vinter

eff 做了进一步处理:

vintra
eff = vintra

ele-ele + vintra
ele-ion, (9)

vinter
eff = vinter

ele-ele + vinter
ele-ion, (10)

其中, vintra
ele-ele是在原子内部电子 -电子的相互作用

能, vintra
ele-ion 是在原子内部电子离子的相互作用能.

类似地, vinter
ele-ele是电子与其他原子中电子的相互作

用能, vinter
ele-ion是电子与其他原子中离子的相互作用

能. 对于 (8)式中的几项矩阵元积分, 我们做了半
经验方法的近似处理, 即采用相应的参数函数 ε0iα,
uintraiα , uinter

iα , vinter
iα 取而代之, 从而得到了半经验

SCED-LCAO哈密顿的对角矩阵元HSCED-LCAO
iα,iα :

HSCED-LCAO
iα,iα

=
(
ε0iα + uintra

iα + uinter
iα + vinter

iα

)
×
⟨
ϕAO
iα (r −Ri)

∣∣∣ϕAO
iα (r −Ri)

⟩
, (11)

其中, 第一项 ε0iα为电子在第 i处原子α轨道上的动

能和与该原子的离子核相互作用能的总和, 可由该
原子在α轨道上的孤立原子能量 εatom

iα 以及该原子

内Zi个电子之间相互作用能ZiUi决定 (仅考虑价
电子):

ε0iα = εatomiα − ZiUi, (12)

该公式中, Ui是类似于哈伯德 (Hubbard)项的电子
相互作用能, 将作为优化参数处理. 类似地, 电子
与体系中第 i处原子的Ni个电子之间相互作用能

uintra
iα 则由NiUi决定:

uintra
iα = NiUi. (13)

在处理电子与周围其他位置上原子的电子和离子

核相互作用时, 我们引入了单电荷有效电子 -电子
相互作用能VN (Rik)及单电荷有效电子 -离子相互
作用能VZ(Rik). 于是电子与周围第k位置上原子

的Nk个电子的相互作用能uinter
iα 及电子与周围第k

位置上原子的离子的相互作用能 vinter
iα 可从下面公

式中得到:

uinter
iα =

∑
k ̸=i

NkVN (Rik), (14)

vinter
iα = −

∑
k ̸=i

ZkVZ (Rik). (15)

值 得 注 意 的 是, 原 子 轨 道 的 归 一 性 给 出⟨
ϕAO
iα (r −Ri)|ϕAO

iα (r −Ri)
⟩
= 1.

我们采用同样的方法对SCED-LCAO哈密顿
非对角矩阵元 (HSCED-LCAO

iα,jβ )进行了处理:

HSCED-LCAO
iα,jβ

=
1

2

{
ε′iαK (Rij) + (Ni − Zi)Ui

+
∑
k ̸=i

(NkVN (Rik)− ZkVZ (Rik))

}
Siα,jβ

+
1

2

{
ε′jβK (Rij) + (Nj − Zj)Uj

+
∑
k ̸=j

(NkVN (Rjk)− ZkVZ (Rjk))

}
Siα,jβ .

(16)

值得说明的是, 与处理对角矩阵元HSCED-LCAO
iα,iα

一样, 非对角矩阵元HSCED-LCAO
iα,jβ 的每一项也

都具有明确的物理含义. 第一及第四项
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ε′iα + ε′jβ

)
K (Rij)Siα,jβ是代表双中心积分近似

下的 extend Hückle 能量, 描述的是电子在第 i和

第 j位置之间的双中心的跳跃特征, 其中K (Rij)

称为标度函数 (scaling function), ε′iα(ε′jβ)近似代
表了当周围存在其他原子时, 电子在第 i(j)处
原子的第α(β)轨道上的能量; 第二及第五项
[(Ni − Zi)Ui+(Nj − Zj)Uj ]Siα,jβ是电子在第 i及

j 位置上同该处原子内的电子的相互作用能, 由于
Ni 和Nj是代表聚集在第 i及 j 处原子的价电子数,
且它是与周围环境直接相关的, 只有通过电荷自洽
方法从本征方程中得到, 所以HSCED-LCAO

iα,jβ 自动包

含了电荷自洽特征; (16)式中的第三及第六项∑
k ̸=i

(
NkVN (Rik)− ZkVZ (Rik)


+
∑
k ̸=j

(NkVN (Rjk)− ZkVZ (Rjk))

]
Siα,jβ

包括了电子与周围原子中的电子及离子的相互作

用能, 因为所有的求和项是对k ̸= i(k ̸= j)的求和,
所以这一项直接包含了三中心积分, 同时由于Nk

必须通过自洽得到, 所以该项隐含了四中心以上多
体相互作用的积分, 从而包括周围环境及电荷屏蔽
因素. 因此HSCED-LCAO

iα,jβ 的第二、三、五、六项同时

包含了电荷自洽及多体相互作用, 而且每项参数函
数都具有明确的物理意义, 所以具有准确描述复杂
体系的电荷转移, 重组, 化学断键、成键, 结构变化
(如表面、缺陷、原子序列、对称性)的能力.

我们在处理参数化函数中采取了如下形式.
1)标度函数K(Rij) 具有 e指数形式的函数形

式, 其中αK是指数参数:

K(Rij) = eαKRij . (17)

2)交叠积分Sijτ (Rij)具有类似双曲线型 (hy-
perbolic)的函数形式:

Sijτ (Rij) = (Aτ +BτRij)
1 + e−ατdτ

1 + e−ατ (dτ−Rij)
,

(18)

其中 τ为分子轨道标记. 在考虑 s及p价电子轨道
框架下, τ分别为 ssσ, spσ, ppσ和ppπ四种分子轨
道. 基于原子轨道的归一性要求, 第一项参数Aτ

为: Assσ = Appσ = Appπ = 1; Aspσ = 0. 可以明显
地看出, 当Rij增加时, Sijτ随 e指数形式衰减, 并
在Rij → ∞时Sijτ趋近为零. Sijτ的衰减的速度

主要由参数ατ决定, 而参数Bτ及 dτ决定Sijτ在

键长附近的特征.
3)电子云与周围离子相互作用势能VZ (Rij)

具有类氢分子离子的函数形式:

VZ (Rij) =
e2

4πε0

1

Rij

{
1− (1 +BZRij) e−αZRij

}
,

(19)

其中BZ及αZ是参数, 当Rij → ∞时, VZ (Rij)趋

近于库仑势

VC (Rij) =
e2

4πε0

1

Rij
.

4) 由于处理电子云 -电子云间的相互作用是一
个棘手的项目, 我们在SCED-LCAO哈密顿中采用
了如下的处理方式:

VN (Rij) = ∆V (Rij) + VZ (Rij) . (20)

主要是因为当Rij → ∞时, 两电子云之间的相互
作用可近似为两个单位点电荷之间的库仑相互

作用, 故与VZ (Rij)有相似的函数形式. 但当两
单位电荷靠近时, 点电荷须用电子云代替, 故与
VZ (Rij)的函数形式不同. 而其间的区别由一个局
域函数∆V (Rij)近似. 我们同样采用了类似双曲
线型的函数形式来处理∆V (Rij):

∆V (Rij) = (AN +BNRij)
1 + e−αNdN

1 + e−αN (dN−Rij)
,

(21)

其中AN , BN , αN , dN是相应的参数. 因为

VN (Rij = 0) = Ui,由 (19)和 (20)式可知∆V (Rij)

中的参数AN 有如下约束:

AN = Ui − (αZ −BZ)
e2

4πε0
.

在HSCED-LCAO
iα,jβ 中, 我们采用 ε′iα为可调节参数, 因

此包括所有参数函数在内, 共有 20个参数需要通
过参数优化程序来确定.

通过由HSCED-LCAO
iα,jβ 及Siα,jβ建造的哈密顿及

交叠积分矩阵, 便可求解推广本征方程 ((4)式), 从
而得到SCED-LCAO电子能带结构包括本征值 ελ

及本征函数系数 {ciαλ }. 通过这些本征函数系数
{ciαλ }我们就可以确定在每个空间位置 i上的电子

总数Ni:

Ni =

occ∑
λ

∑
iα

∑
jβ

(
ciαλ
)∗
cjβλ nλSiα,jβ (Rij), (22)

其中nλ是电子占据数并由Fermi-Dirac分布函数
决定: nλ = 2fλ, fλ = 1/

[
1 + eβ(ελ−εF)

]
, 这里的
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系数 2是考虑到自旋向上及向下占据情况. 当电荷
自洽计算达到收敛后, 便可计算体系的总能量:

Etotal =

ooc∑
λ

nλελ +
1

2

∑
i

(
Z2
i −N2

i

)
Ui

− 1

2

∑
i

∑
j ̸=i

NiNjVN (Rij)

+
1

2

∑
i

∑
j ̸=i

ZiZj
e2

4πε0

1

Rij
. (23)

(23)式中第一项是能带结构能, 第二、三项是由于
在HSCED-LCAO

iαjβ 中重叠计算而产生的能带结构能

的修正项, 第四项则是离子间相互作用的排斥能.
通过对总能量的梯度计算, 便可以求出在空间第k

位置上原子所受的力的解析函数形式:

F l
k

= −
occ∑
λ

∑
iα

∑
jβ

(
ciαλ
)∗
cjβλ

[
∂Hiα,jβ

∂xlk
− ελ

∂Siα,jβ

∂xlk

]
+

1

2

∑
i

∑
j

∂ (NiNjVN (Rij))

∂xlk

− 1

2

∑
i

∑
j

ZiZj
e2

4πε0

∂ (1/Rij)

∂xlk
, (24)

其中, xlk为第 k位置上原子座标沿 l方向的分量,
l = x, y, z. 值得提出的是, 由于SCED-LCAO方
法得到的力的公式是解析形式的, 所以在计算的

准确性及速度上都优于相应的数值计算, 这也是
SCED-LCAO方法的优势之一, 这种优势在做分子
动力学计算过程中表现得更加明显.

为了确保SCED-LCAO哈密顿的参数能够准
确地描述体系在不同条件及结构下的化学和物理

特征, 在优化SCED-LCAO 哈密顿的参数过程中,
我们发展了基于整体最小平方根方法的一种坚固

的优化程序. 这一方法已在文献 [34]的附录A中做
了详细描述. 每个元素的SCED-LCAO哈密顿的
参数都将在精心建立优化参数所需的数据库基础

上, 通过运用该程序优化得到. 该数据库必须包括
能代表该元素在组成各种形态结构时所特有的物

理及化学特性, 尤其是SCED-LCAO哈密顿的普适
性完全取决于优化参考数据库中各种数据的特性.
因此, 为确保SCED-LCAO哈密顿的通用性, 我们
在优化参考数据库中不仅包括了不同特性的团簇

结构, 并且包括了具有扩展态的各种周期性结构.
最后,将得到的SCED-LCAO哈密顿优化参数

再用来进行鲁棒 (robust)性测验. 主要是对具有
复杂性及挑战性的体系进行分子动力学计算, 并
将得到的稳态结构特性与第一原理计算或实验结

果进行比较, 最终确定一组最优化的SCED-LCAO
哈密顿参数. 表 1列出的参数就是通过优化及鲁
棒性验证后得到的碳 (C)、硅 (Si)、锗 (Ge)元素的
SCED-LCAO哈密顿参数.

表 1 碳、硅、锗元素的 SCED-LCAO哈密顿的优化参数 (parameters) (参见文献 [34, 35, 49])
Table 1. Optimized parameters of SCED-LCAO Hamiltonian for C, Si, and Ge elements (see Ref. [34, 35, 49]).

Parameter C Si Ge Parameter C Si Ge

εs/eV −17.360 −13.550 −14.000 αssσ/Å−1 2.153 3.036 2.956

εp/eV −8.329 −6.520 −6.850 dssσ/Å 0.629 1.322 1.242

ε′s/eV −35.712 −13.428 −13.345 Bspσ/Å−1 −0.777 −0.746 −2.149

ε′p/eV −22.153 −7.908 −7.505 αspσ/Å−1 2.013 2.176 2.317

αK/Å−1 −0.0329 0.247 0.257 dspσ/Å 0.782 1.349 1.008

U/eV 14.896 8.046 8.552 Bppσ/Å−1 −1.895 −0.796 −1.580

BZ/Å−1 1.475 1.543 1.351 αppσ/Å−1 1.881 2.349 1.878

AN/eV −2.539 −1.257 −1.406 dppσ/Å 0.377 2.026 1.248

BN/Å−1 −1.798 0.158 0.254 Bppπ/Å−1 0.236 −0.307 −0.157

αN/Å−1 3.115 2.739 2.176 αppπ/Å−1 2.255 3.736 3.051

dN/Å 0.800 1.906 1.919 dppπ/Å 0.547 2.282 2.015

Bssσ/Å−1 0.228 0.879 1.352 Rcut/Å 4.0 6.5 6.5
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2.2 SCED-LCAO 哈密顿的普适性、可靠
性及鲁棒性

2.2.1 SCED-LCAO 哈密顿的普适性
为确保SCED-LCAO哈密顿具有广泛的适用

性, 使其既可描述体系各种不同形态的团簇结构又
能描述体系的各种周期性结构, 我们在优化参数的
过程中, 选择了由第一原理计算结果组成的参考数
据库. 之所以采用第一原理计算结果, 主要是由于
已有的实验数据不完整所致. 在由第一原理计算结
果组成的参考数据库中, 对于团簇结构不仅考虑了
最稳态团簇结构参考数据, 而且加入了一些亚稳态
团簇结构参考数据以确保SCED-LCAO哈密顿的
参数可包含亚稳态结构特性. 因为这些亚稳态结构
的特性是在分子动力学过程中尤其是团簇重构过

程中的重要因素. 而对于周期性结构也尽可能加入

不同相结构的结构优化的参考数据, 以确保SCED-
LCAO哈密顿能准确地描述不同周期性结构的特
性, 同时也包括了对各周期性相结构之间的相对
稳定性的准确描述. 表 2.1 —表 2.3 列出了C, Si,
Ge团簇的各种化学键和结合能. 其中包含了许多
亚稳态团簇, 例如具有C2v对称性的C3团簇、具有

Dih对称性的C4团簇、具有D2d对称性的C4团簇

等. 表 2.1 —表 2.3中第 3及第 7列给出了由优化的
SCED-LCAO哈密顿参数计算出的C, Si, Ge团簇
的各种化学键和结合能的结果, 而第 4及第 8列给
出了相应的第一原理计算的结果. 这些第一原理计
算结果是采用了Gaussian软件包中DFT(MPW1
PM91/CC-PVTZ)方法得到的 [56]. 从这些表中可
以看出, 由SCED-LCAO哈密顿计算的结果与由第
一原理计算的结果十分符合, 显示了SCED-LCAO
哈密顿可准确描述各种形态结构的能力.

表 2.1 由 SCED-LCAO方法 [34,35](第 3及第 7列)和 ab initio方法 [56](第 4及第 8列)计算的具有各种对称性
(symmetry)的碳团簇 (CN , N 6 6) 的化学键和结合能 (参见文献 [49]的表 2)
Table 2.1. Bond lengths (Å) and binding energies (eV) for CN clusters (N 6 6) in different configurations
as obtained by the SCED-LCAO method [34,35] and ab initio calculations [56] (see Table 2 of Ref. [49]).

CN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values CN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values

C2 Dih
1.293 Å

−5.228 eV
1.244 Å

−4.527 eV
C5 D3h

1.487 Å
2.113 Å

−6.917 eV

1.488 Å
2.013 Å

−6.578 eV

C3 Dih
1.329 Å

−6.588 eV
1.287 Å

−6.586 eV
C5 C4v

1.495 Å
1.607 Å

−6.547 eV

1.443 Å
1.668 Å

−6.242 eV

C3 C2v

1.326 Å
1.515 Å

−5.988 eV

1.256 Å
1.459 Å

−6.225 eV
C5 Td

1.409 Å
2.301 Å

−5.521 eV

1.417 Å
2.314 Å

−5.100 eV

C4 D2h
1.488 Å

−6.698 eV
1.439 Å

−6.746 eV
C6 D3h

1.909 Å
2.090 Å

−6.995 eV

1.823 Å
1.864 Å

−7.443 eV

C4 Dih

1.324 Å
1.361 Å

−6.520 eV

1.288 Å
1.306 Å

−6.620 eV
C6 D6h

1.349 Å
−6.985 eV

1.298 Å
−7.297 eV

C4 D2d

1.382 Å
1.554 Å

−5.631 eV

1.316 Å
1.555 Å

−5.566 eV
C6 Dih

1.332 Å
1.329 Å
1.355 Å

−7.054 eV

1.270 Å
1.285 Å
1.294 Å

−7.291 eV

C4 Td
1.577 Å

−5.510 eV
1.621 Å

−4.830 eV
C6 D4h

1.519 Å
1.824 Å

−6.909 eV

1.536 Å
1.790 Å

−6.467 eV

C5 Dih

1.325 Å
1.341 Å

−7.124 eV

1.277 Å
1.282 Å

−7.319 eV
C6 D5v

1.406 Å
1.689 Å

−6.158 eV

1.354 Å
1.698 Å

−6.254 eV
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表 2.2 由 SCED-LCAO方法 [34,35](第 3及第 7列)和第一原理方法 [56](第 4及第 8列)计算的具有各种对称性
(symmetry) 的硅团簇 (SiN , N 6 6) 的化学键和结合能 (参见文献 [34]的表 2 )
Table 2.2. Bond lengths (Å) and binding energies (eV) for SiN clusters (N 6 6) in different configurations
as obtained by the SCED-LCAO method [34,35] and ab-initio calculations [56] (see Table 2 of Ref. [34]).

SiN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values SiN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values

Si2 Dih
2.226 Å

−2.435 eV
2.288 Å

−2.499 eV
Si5 C4v

2.209 Å
2.358 Å

−4.327 eV

2.275 Å
2.513 Å

−4.266 eV

Si3 C2v

2.284 Å
2.168 Å

−3.413 eV

2.357 Å
2.158 Å

−3.575 eV
Si5 Dih

2.082 Å
2.128 Å

−3.545 eV

2.133 Å
2.144 Å

−3.534 eV

SiB3 Dih
2.141 Å

−3.427 eV
2.167 Å

−3.404 eV
Si5 Td

2.127 Å
3.475 Å

−3.334 eV

2.215 Å
3.617 Å

−3.283 eV

Si4 D2h
2.275 Å

−4.101 eV
2.311 Å

−4.242 eV
Si6 D4h

2.248 Å
2.639 Å

−4.698 eV

2.363 Å
2.734 Å

−4.664 eV

Si4 Td
2.332 Å

−3.773 eV
2.474 Å

−3.659 eV
Si6 D3d

2.261 Å
2.948 Å

−3.896 eV

2.285 Å
3.208 Å

−3.972 eV

Si4 Dih

2.116 Å
2.164 Å

−3.289 eV

2.156 Å
2.176 Å

−3.364 eV
Si6 Dih

2.057 Å
2.072 Å
2.149 Å

−3.446 eV

2.098 Å
2.134 Å
2.158 Å

−3.446 eV

Si5 D3h

2.207 Å
3.141 Å

−4.526 eV

2.306 Å
3.064 Å

−4.453 eV

表 2.3 由 SCED-LCAO方法 [34,35](第 3及第 7列)和第一原理方法 [56](第 4及第 8列)计算的具有各种对称性
(symmetry)的锗团簇 (GeN , N 6 6) 的化学键和结合能 (参见文献 [35]的表 2.3)
Table 2.3. Bond lengths (Å) and binding energies (eV) for GeN clusters (N 6 6) in different configurations
as obtained by the SCED-LCAO method [34,35] and ab-initio calculations [56] (see Table 2.3 Ref. [35]).

GeN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values GeN Symmetry SCED-LCAO values ab initio values

Ge2 Dih
2.326 Å
−2.28 eV

2.410 Å
−2.294 eV

Ge5 D3h

2.348 Å
3.186 Å

−4.090 eV

2.441 Å
3.253 Å

−4.016 eV

Ge3 C2v

2.440 Å
2.128 Å

−3.073 eV

2.524 Å
2.296 Å

−3.172 eV
Ge5 C4v

2.342 Å
2.547 Å

−3.888 eV

2.424 Å
2.669 Å

−3.815 eV

Ge3 Dih
2.237 Å

−3.129 eV
2.260 Å

−3.116 eV
Ge5 Dih

2.218 Å
2.242 Å

−3.194 eV

2.233 Å
2.234 Å

−3.152 eV

Ge4 D2h
2.402 Å

−3.678 eV
2.445 Å

−3.834 eV
Ge5 Td

2.297 Å
3.751 Å

−2.977 eV

2.333 Å
3.809 Å

−2.934 eV

Ge4 Td
2.513 Å

−3.370 eV
2.625 Å

−3.343 eV
Ge6 D4h

2.430 Å
2.786 Å

−4.158 eV

2.518 Å
2.899 Å

−4.191 eV

Ge4 Dih

2.239 Å
2.258 Å

−3.017 eV

2.252 Å
2.275 Å

−3.027 eV
Ge6 D3d

2.395 Å
2.590 Å

−3.545 eV

2.442 Å
2.484 Å

−3.538 eV
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图 1给出了由SCED-LCAO方法计算的C, Si,
Ge元素各种周期性晶体结构的相图, 其中包括
了碳元素的石墨结构 (graphite), 金刚石结构 (di-
amond), 及简立方 (sc)、体心立方 (bcc)和面心立
方 (fcc)等高压相的晶体结构 (图 1 (a)), 硅元素的
金刚石结构及简立方、体心立方、面心立方等高

压相的晶体结构 (图 1 (b))和锗元素的金刚石结构
及简立方、体心立方、面心立方等高压相的晶体

结构 (图 1 (c)). 图中横坐标是相对原子体积V /V0,
其中V0分别是对应C, Si, Ge的金刚石晶体相结
构的平衡态原子体积; 纵坐标是体系的相对能量
(Ere = Etotal − E0), Etotal为体系总能量, E0是对

应金刚石晶体相结构的平衡态的能量; 虚线曲线
是相应的DFT结果 (VASP-GGA) [16−18]. 很明显,
由表 1给出的优化的SCED-LCAO 哈密顿参数得
到的相图结果与由DFT方法得到的结果高度一致,
这种一致性不仅表现在常温常压下的稳态金刚石

相, 也表现在高压下的 sc, bcc及 fcc 相. 值得一提
的是, SCED-LCAO哈密顿之所以能够描述不同相
结构是因为其包含了由周围环境影响的多体相互

作用, 尤其是在均匀电荷分布体系下仍能描述周围
环境影响, 克服了通常的双中心及TB方法在描述
高压相结构方面的缺陷 (详细讨论见文献 [34]).
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图 1 C, Si, Ge元素各种周期性晶体结构的相图, 实线曲线是 SCED-LCAO方法的结果 [34,35], 虚线曲线是相应
的DFT方法的结果 [57,58]

Fig. 1. Relative energy versus the relative atomic volume for different bulk phases of C (a), Si (b), and Ge
(c), respectively, where the relative energy is defined as the difference between the total energy per atom
of any bulk phase and that of the bulk diamond phase at its equilibrium volume (V0). Solid curves, the
SCED-LCAO calculations [34,35] and dotted curves, DFT-LDA [57,58] calculations.

2.2.2 SCED-LCAO 哈密顿的可靠性
为进一步验证SCED-LCAO哈密顿在预测电

子结构特性的可靠性, 我们还计算了C, Si, Ge 元
素的金刚石晶体相的电子能带结构及弹性常数.
图 2给出了C, Si, Ge 元素的相应金刚石晶体相的
电子能带结构. 可以看到SCED-LCAO哈密顿能

正确地描述C, Si, Ge 元素的金刚石晶体相的电
子能带结构的特征, 包括碳金刚石晶体的直接能
隙特征 (能隙为 5.44 eV), 硅晶体的间接能隙特征
(能隙为0.76 eV)和锗晶体的间接能隙特征 (能隙为
0.46 eV). 表 3则列出了由SCED-LCAO哈密顿计
算的 C, Si, Ge 在其相应的金刚石晶体相结构下的

表 3 C, Si, Ge元素的金刚石相结构的电子结构在一些高对称点的带能量, 其中相应的DFT结果 [16−18,58] 列在括号中

Table 3. Band structure energies (in eV) at high symmetry points of bulk C, Si, and Ge (diamond phase) obtained
from the SCED-LCAO method and compared with the DFT calculation results [16−18,58] (parenthesis).

Band index C Si Ge

Γ1v

X4v

L2′v

L1v

L3v

−20.95(−21.46)a

−6.11(−6.28)a

−16.02(−15.71)a

−11.35(−13.34)a

−3.29(2.79)a

−11.77(−11.93)b

−3.30(−2.88)b

−10.10(−9.52)b

−6.62(−7.00)b

−1.89(−1.20)b

−11.87(−12.48)b

−3.09(−3.04)b

−10.19(−10.36)b

−6.81(−7.41)b

−1.73(−1.39)b

a: Ref. [16—18]; b: Ref. [58]
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图 2 C, Si, Ge 元素的相应金刚石相的电子能带结构, 红虚线为费米能级
Fig. 2. Band structures of bulk C, Si and Ge (diamond phase), the red dashed lines are the corre-
sponding Fermi levels.

电子结构在一些高对称点的带能量, 并与相应的
DFT 结果 (括号内)进行了比较. 从比较结果可见,
用SCED-LCAO方法得到的结果与用DFT法得到
的结果十分符合, 验证了SCED-LCAO 哈密顿描
述电子能带结构的可靠性.

表 4列出了C, Si, Ge的金刚石相结构的弹性
常数. 因为这些弹性常数的计算涉及体系总能量在

平衡点的二阶导数, 因此, 这些计算结果对SCED-
LCAO哈密顿的可靠性是一个十分苛刻的考验. 从
表 4中可以清楚地看到, 用SCED-LCAO 哈密顿得
到的结果与DFT [59] 的结果及实验值 [60,61]十分吻

合, 这种符合性远优于其他TB的方法 [26−30,62−67]

(详细讨论请参看文献 [34]), 进一步证实了SCED-
LCAO哈密顿的可靠性.

表 4 用 SCED-LCAO方法 [34] 计算的C, Si, Ge的金刚石相的弹性常数 (C11, C12, 和C44), 并列出了相应的DFT结
果 [59]及实验 [60,61]观测值 (参见文献 [35]表 3 )
Table 4. Bulk elastic constants for the diamond phase of C, Si, and Ge calculated using the SCED-LCAO method [34]

and DFT [59], experimental values reported in the literature [60,61] are listed for the comparison with theoretical
results (see Table 3 of Ref. [35]).

Element
C11/GPa C12/GPa C44/GPa

SCED-LCAO DFT [59] Expt. SCED-LCAO DFT [59] Expt. SCED-LCAO DFT [59] Expt.

C 989.3 1099.6 1079 [60] 147.3 142.8 124 [60] 612.5 587.0 578 [60]

Si 166.3 162 166 [61] 61.7 62.8 64 [61] 93.7 77.2 79.6 [61]

Ge 129.1 128.5 126 [61] 46.9 45.7 44 [61] 69.5 66.8 67.7 [61]

2.2.3 SCED-LCAO哈密顿的鲁棒 (robust)性
以上通过对C, Si, Ge的各种团簇结构及周期

性体系的物理及化学性能的计算并与第一原理和

实验结果的比较, 可以充分证明SCED-LCAO哈
密顿具有广泛的适用性及可靠性优势. 为了验证
SCED-LCAO哈密顿的鲁棒性, 我们研究了一些对
半经验哈密顿具有挑战性的复杂体系. 通过对这些
复杂体系的研究结果来证实SCED-LCAO 哈密顿
不仅具有广泛适用性、可靠性, 还具有预测新型材

料结构的功能.

2.2.3.1 Si(001)表面重组
Si(001)表面具有不同的重组对称性, 其中包

括P1× 1, 2× 2, 4 × 2及C4× 2对称性. 实验观测
到C4 × 2 对称性是最稳定的表面重组结构 [68−71].
通常的理论计算包括DFT都是通过比较各种对称
性的Si(001)表面重组结构的相对能量来确定相对
稳定性, 并发现P1× 1对称性相对不稳定而C4× 2
对称性相对最稳定. 我们则采取分子动力学方法对
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P1 × 1对称性进行弛豫来观察Si(001)表面重组
的稳定性特征. 图 3 给出了Si(001)表面总能量随
弛豫时间的变化趋势. 从图中可以发现P1 × 1的
确是一个亚稳态, 其表面上的Si原子在 0.05 ps内
迅速配对成键 (on set of dimerization), 然后经过
另外 0.075 ps, 这些键形成翘曲 (buckling)形式 (见
图 3中的几何图形). 再经过 0.375 ps, 这些buck-
ling键形成C4 × 2对称性. 即在经过 0.5 ps 后
Si(001)表面由具有P1 × 1对称性的亚稳态直接弛
豫到了具有C4 × 2对称性的最稳定表面重组结
构. 我们同时发现电荷在buckling键上的重组是形
成C4 × 2对称性的决定因素. 这一分子动力学动
态弛豫结果不仅证明了SCED-LCAO 哈密顿能正
确地描述C4 × 2重组对称性的稳定性, 而且表明
了SCED-LCAO哈密顿的势能具有很强的驱动力
(driving force), 能够使体系克服P1 × 1与C4 × 2
之间的势垒而达到最稳定态. 我们将所得到的
C4 × 2结构参数与DFT及实验结果进行了比较,
其结果十分符合 (见表 5 ), 这一鲁棒性测验的结
果从一个侧面证实了SCED-LACO 哈密顿具有可
预测性.

On set of 
dimerization

Buckling

P T

C T

b
Dz

α
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E
to

ta
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e
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Sa

to
m

-
1

-44.76

-44.74

-44.72

-44.70

40 80 120 160

MD step (1 step=2.5 fs)
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图 3 Si(001)表面从初始的P1× 1对称性 (左上图)经过
弛豫最终稳定到具有C4× 2对称性 (右下图)的表面重组
分子动力学模拟, 其中, 几何示意图给出C4× 2对称性特
性, b为键长, α为 buckling角, ∆z为 buckling; 竖轴为平
均原子总能量, 横轴为分子动力学 (MD)的弛豫步长, 每
一步长为 2.5 fs
Fig. 3. Total energy per atom as a function of MD
steps (1 step =2.5 fs) in the SCED-LCAO MD simu-
lation reveal the C4× 2 reconstruction (right inset) as
the most stable structure for the Si (100) surface with
ideal P1 × 1 symmetry (left inset) as the initial con-
figuration. The insert geometry indicates the C4 × 2

reconstruction structure, where b is the bond length,
α, the buckling angle, and ∆z, the buckling, respec-
tively.

表 5 Si(001)表面C4 × 2对称性的表面重组的束缚能
(∆E/dimer in eV),键长 (b/Å), buckling角 (α/degree),
及 buckling (∆z/Å)的 SCED-LCAO 哈密顿结果 (第 2
列), DFT的结果 (第 3列), 及实验的结果 (第 4列) (参见
文献 [34]表 5)
Table 5. Characteristics of the buckled dimer row on
the Si (001) C4× 2 reconstructed surface: ∆E/dimer
is the binding energy per dimer (in eV), b denotes the
dimer bond length (in Å), ∆z the height of the bulked
dimer (in Å), and α the angle of the dimer with respect
to the surface (in degree) (Table 5 in Ref. [34]).

Properties Present work DFT-LDA Experiment

∆E/dimer
b

∆z

α

1.18
2.47
0.69
16.19

1.39a

2.29a

0.69a

17.5a

2.45±0.1b

a: Ref. [68]; b: Ref.[69].

2.2.3.2 Si原子在Si(111)-(7 × 7)表面的择优吸
附位置

众所周知, Si(111)-(7 × 7)表面是一个极为
复杂的DAS(dimer-adatom-stacking fault)重组结
构 [72−75], 能否准确地描述这一复杂结构通常是
对所有半经验哈密顿的极为苛刻的挑战. 我们用
SCED-LCAO方法成功地得到了动态弛豫后稳定
的Si(111)-(7 × 7)表面重组结构. 其俯视结构如
图 4 (a)—(d)所示, 其中绿色实圈为吸附原子, 蓝色
空心圈为第一 (较大圈)及第二层 (较小圈)原子, 蓝
色点为第三 (较大点)及第四层 (较小点)原子. 这一
结果充分证明了SCED-LCAO哈密顿可以准确地
描述Si(111)-(7 × 7)表面重组结构. 在此结果的基
础上, 我们通过在Si(111)-(7 × 7)表面上系统地研
究孤立Si原子在Si(111)-(7 × 7)表面的吸附能, 确
定了Si原子在Si(111)-(7×7)表面的择优吸附位置
(如图 4 (a)—(d)所示). 依据所得到的择优吸附图,
低能势垒以及相互临近位置, 我们预测了孤立Si原
子被吸附到Si(111)-(7 × 7)表面的 3种可能的吸附
势阱盆, 其中包括了三角形势阱盆 (图 4 (a))、六环
形势阱盆 (图 4 (b))及肩条状势阱盆 (图 4 (c)). 其
中三角势阱盆能量最低, 其次为六环形势阱盆, 然
后是肩条状势阱盆. 同时发现在Faulted half 的吸
附能较低于在unfaulted half 吸附能 (图 4 (d)). 所
有以上的结果与由DFT计算的结果一致 [72,73,76],
同时也解释了实验中观察到的有关孤立Si原子被
吸附到Si(111)-(7 × 7)时的轨迹印象图 [77−79], 即:
1) 在低温下孤立 Si 原子的轨迹印象图集中在三角
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图 4 Si原子被吸附到 Si(111)-(7× 7)表面的 3种可能吸附势阱盆的俯视图 (a)三角形势阱盆; (b)六环形势阱盆; (c)肩条状
势阱盆; (d)在 faulted half 及 unfaulted half 吸附能; 在各个吸附点的吸附能由图中右下角的不同形状、颜色表示
Fig. 4. Three basins of attractions (triangular-type (a), hexagonal ring-type (b), and shoulder-type (c), respectively)
for a silicon monomer on the Si(111)-7 × 7 reconstructed surface. The adsorption energies at the faulted half are also
lower than the corresponding adsorption energies at the unfaulted-half (d). The circles, triangles, the squares, and the
stars with different colors (at the right bottom corner of each figure) indicate the different adsorption energies levels.

形势阱盆区域 (见文献 [77]图 4(a)); 2)在室温下发
现在六环形势阱盆区域内的孤立Si 原子的轨迹印
象图 (见文献 [77]图 2(a)); 3)低温下 4个Si原子倾
向于在肩条状行势阱盆的角区域而室温下出现在

中心区域. 综合所得到的择优吸附图还可解释实验
中观察到的有关魔幻团簇 (magic clusters)在六个
突起部 (protrusions)(即三角形势阱盆区域)中的现
象 [77−79], 更进一步地证实了SCED-LCAO哈密顿
的广泛性、可靠性、鲁棒性及预测性 (有关详细讨论
请参见文献 [34]).

2.2.3.3 碳元素的Bucky-diamond团簇结构

另外一个对SCED-LCAO 哈密顿的鲁棒性测
试是碳元素的bucky-diamond结构的团簇. Galli
小组在 2003年用DFT方法首先发现了在碳家族中
的一个新成员: bucky-diamond 团簇 [80]. 该团簇
的特性之一就是其表面是由 sp2键形成的富勒烯

(fullerene) 笼状结构, 而其内核则是由 sp3键形成

的金刚石结构. 能否描述 sp2及 sp3键共存的结构

对半经验哈密顿也是一个非常具有挑战性的考验.
我们从碳金刚石晶体结构中取出一个以碳原子为

Diamond C147

Bucky diamond C147

0
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图 5 由碳金刚石晶体结构中取出的球形C147团簇 (左上角
插图)经弛豫后得到的 bucky-diamond结构的C147团簇 (右
下角插图)的分子动力学模拟过程, 红色小球代表内核保持金
刚石晶体结构的 35个碳原子, 黄色小球代表外层型成富勒烯
笼结构的 112个碳原子
Fig. 5. Energy per atom as a function of MD step (1
step=1.5 fs) for the relaxation of the carbon C147 clus-
ter. The cluster is initially constructed from the spherical
truncation of the diamond bulk (up-left) and finally sta-
bilized to a bucky diamond structure (bottom right). The
red balls represent the inner core 35 C atoms forming the
tetrahedral network, and the yellow balls represent 112 C
atoms forming the fullerene surface.
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中心的球形C147团簇 (图 5左上角插图), 然后对其
进行动态弛豫 (如图 5所示). 经过 1.5 ps后, 这个
具有金刚石结构的团簇直接演化成为一个bucky-
diamond结构的团簇 (见图 5右下角插图), 非常成
功地得到了与DFT预测一样的结果, 从而更进一
步证明SCED-LCAO哈密顿具有预测性 [49].

2.3 SCED-LCAO 方法的效率

发展SCED-LCAO半经验方法的目的之一就
是使其除了比一般半经验方法具有广泛适用性、

可靠性及预测性之外, 还能在运算时间、内存空
间及计算成本上远少于DFT等第一原理, 从而具
备更有效地应用到研究大尺度复杂体系的能力.
近几年来, 我们应用SCED-LCAO方法研究了碳
及碳化硅纳米团簇、硅及碳化硅纳米线体系. 为
了检验SCED-LCAO方法相对DFT方法的运算效
率, 我们用中等尺寸的体系对两种方法做了比较.
表 6给出了用SCED-LCAO及DFT方法对具有金
刚石晶体结构的球形C147碳团簇进行动态弛豫所

需的内存空间 (memory)、运算时间 (wall time)及
模拟时间 (simulation time)的比较. 其中DFT的
计算采用了VASP软件 [16−18]. 其平面波函数基
组的能量截断 (cut-off)为286 eV, 赝势为ultra-soft
pseudo-potentials (US-PP) [81−83], 交换相关势为
Perdew and Wang (PW‘91) [84]以及超级元胞为

25 Å×25 Å×25 Å.能量收敛阈值为10−5 eV.结构
弛豫采用了CG (conjugate gradient)方法, 原子力
收敛阈值为 10−3 eV/Å. SCED-LCAO方法的计算
是利用了实空间. 原子力收敛阈值为 10−3 eV/Å,
整个计算采用了 8核并行, 运算速度为 1.6-GHz.
从表 6中可以看出, SCED-LCAO方法比DFT方
法运算快约 20倍, 而所需的内存只有DFT 方法
的 1/6倍. 需要说明的一点是, 从图 5中可清楚地
看到, 虽然我们用了 1.5 ps模拟时间, 但实际上当
C147团簇弛豫到 0.4 ps时, 我们已经得到了稳定的
bucky-diamond结构团簇. 也就是说SCED-LCAO
方法实际上只需用小于两个小时的运算时间就可

得到稳定的bucky-diamond结构团簇. 而用DFT
方法虽然只用了 0.096 ps模拟时间来得到稳定的
bucky-diamond团簇, 但却花费了近95个小时的运
算时间 (见表 6第三列). 以上结果证明了SCED-
LCAO方法具有较高的运算效率及较低的运算成
本. 因此, 用SCED-LCAO方法系统地研究大量同
类异构 (几十或上百个结构)体系动力学性质及相

对稳定性是十分有利的. 比如, 我们可以在有限的
时间内对大量的不同尺寸、不同类型的碳团簇 (包
括球形团簇、碳笼、二十面体团簇、多层碳笼)进行
系统的动态弛豫计算, 从而系统地研究这些体系的
相对稳定性 (见文献 [50]), 而如此大量的计算若用
DFT方法来做要花费巨大的计算成本.

表 6 由 SCED-LCAO [34,35]及DFT [16−18]方法对碳
金刚石晶体结构的C147团簇进行动态弛豫得到 bucky-
diamond结构的C147团簇所需的内存空间、运算时间及

模拟时间的比较，计算采用 8核并行, 运算速度为 1.6 GHz
Table 6. A comparison of the estimated compu-
tational cost in the relaxation of the C147 clus-
ter (speed and memory usage) between the SCED-
LCAO method [34,35] and the DFT-based VASP pack-
age [16−18]. The calculation for C147was done on an
eighteen CPU AMD Athlon MP processor with a clock
speed of 1.6 GHz.

Method Memory/MB Wall time
Simulation time
(pico second)

VASP ∼ 300 ∼ 95 h 0.096
SCED-LCAO ∼ 50 ∼ 5 h 1.5

对于超大尺度体系 (几千至几万个原子), 我们
同时在分子动力学计算中加入了与体系尺度具有

线性标度的 order-N(O(N))计算方法 [85,86]. 这个
方法使在实空间的态密度矩阵计算与体系尺度成

线性关系, 从而大大加快了计算体系总能量及原
子作用力的速度, 尤其是在对SCED-LCAO方法
进行并行化后更为快捷. 通常情况下, 用O(N)版
的SCED-LCAO分子动力学方法来计算的体系尺
度要比用DFT分子动力学方法来计算的体系尺度
大近两个数量级, 且运算速度快近 2—3个数量级.
图 6给出了用O(N)-SCED-LCAO方法所需的运算
时间和内存空间 (图 6 (a))与体系尺度的线性关系.
以硅纳米线为例 [87], 我们比较了硅纳米线体系从
400个硅原子 (对应直径约为 3 nm的硅纳米线)到
20000个硅原子 (对应直径为约 15 nm的硅纳米线)
的弛豫所需的运算时间和内存空间. 在Linux clus-
ter (16-way athlon, 1.6 GHz processors)上运行的
结果显示, 对最大体系 (约 19600个原子)而言, 每
一次的弛豫步长 (2.5 fs)所需时间仅为 8 min, 而
所需内存为 1.25 GB. 如果考虑到电荷自洽收敛,
每一步长约需 2 h. 当采用并行后, 运算速度会大
大加快, 因为运算速度与并行基本成线性关系 (见
图 6 (b)). 对于如此大尺度体系进行DFT等第一原
理计算几乎是难以实现的.
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图 6 (a)用O(N)-SCED-LCAO方法弛豫硅纳米线所需的运算时间 (虚线)和内存空间 (实线)与体系尺度的线性关系, 硅
纳米线的尺度从 3 nm (约 400 原子)到 15 nm (约 20000 原子); (b)并行速度与核数目在对不同尺度的硅纳米线体系使用
下的关系; 该计算使用的是 16-way Linux cluster using Athlon 2.4 GHz processors (参见文献 [35]图 2)
Fig. 6. (a) The scaling of the computational time (left coordinate) and memory (right coordinate) as a function of the
system size in the calculation of the total energy of silicon nanowires using the order-N SCED-LCAO method, the
size of Si NWs considered ranged from 3 nm (∼ 400 atoms) to 15 nm (∼20000 atoms); (b) the gain in computational
time (referred as acceleration) as obtained in the parallel implementation of the O(N)/SCED-LCAO MD is shown
as a function of the number of processors. Calculations were carried out on a 16-way Linux cluster using Athlon
2.4 GHz processors (see Fig. 2 in Ref. [35]).

最近, 我们利用O(N)-SCED-LCAO方法对碳
化硅 (SiC)纳米线的不同构型、不同结晶方向及
纳米线径向尺度的表面重构的稳定性进行了系

统的研究. 图 7给出了体系的相对能量与纳米线
径向尺度的关系, 其中纳米线径向尺度从 10 Å
(晶胞约 100个原子)到 140 Å (晶胞约 20000 个原
子). 这些体系分别包括了 3C晶体结构沿 111晶
向的六角形纳米线 (3C-Hexagons ⟨111⟩), 沿 001
晶向的多边形纳米线 (3C-Polyhedrons ⟨001⟩), 及
2H, 4H和 6H晶体结构沿 0001晶向的六角形纳
米线 (2H-Hexagons ⟨0001⟩, 4H-Hexagons ⟨0001⟩,
6H-Hexagons ⟨0001⟩). 研究发现在纳米线径向
尺度小于 140 Å的情况下, 2H晶体结构沿 0001
晶向的六角形纳米线相对其他构型的纳米线更

加稳定. 图 7的插图中给出了应用DFT [16−18]方

法计算的结果. 可以明显地看出SCED-LCAO方
法的结果在纳米线径向尺度小于 35 Å内与DFT
的结果十分符合. 而对于纳米线径向尺度大于
35 Å的体系, 由于体系尺度过大 (N > 500个原

子)已基本超出用DFT进行分子动力学模拟的
范围, 只有用SCED-LCAO方法. 由此看出应用
SCED-LCAO方法研究大尺度复杂体系的有效优
势. 有关碳化硅纳米线研究的详细结果请参考
文献 [35, 51].
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图 7 碳化硅纳米线相对能量与纳米线径向尺度的关

系, 这些体系分别包括了 3C晶体结构沿 111晶向的六角
形纳米线 (3C-Hexagons ⟨111⟩)和沿 001晶向的多边形纳
米线 (3C-Polyhedrons ⟨001⟩), 及 2H, 4H和 6H晶体结构
沿 0001晶向的六角形纳米线 (2H-Hexagons ⟨0001⟩, 4H-
Hexagons ⟨0001⟩, 6H-Hexagons ⟨0001⟩); 插图中给出了相
应的DFT [16−18] 的结果 (参见文献 [35]图 10)
Fig. 7. The relative energy versus the diameter of SiC
NWs corresponding to different orientations and differ-
ent morphologies (e.g., 3C-Hexagons along ⟨111⟩ direction,
3C-Polyhedrons along ⟨001⟩ direction, 2H-Hexagons along
⟨0001⟩ direction, 4H-Hexagons along ⟨0001⟩ direction, and
6H-hexagons along ⟨0001⟩ direction), calculated using the
SCED-LCAOmethod [34] and the DFT-based VASP pack-
age [16−18] (see the inset), respectively. The relative en-
ergy is defined as the difference between the total energy
per atom of any configuration of the SiC NW and the total
energy per atom of 3C-SiC bulk (see Fig. 10 in Ref.[35]).

187302-14

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187302

综上所述,以SCED-LCAO哈密顿发展起来的
分子动力学方法可以非常有效地用来研究大尺度

及复杂体系的结构性能、物理性能及化学成键性

能; 其广泛适用性可以用来研究不同成键过程和各
种形态的结构 (一维, 二维, 三维, 表面, 杂质, 缺陷
等); 其可靠性及预测性可用于发现、预测、设计新
型纳米功能材料, 尤其是SCED-LCAO哈密顿包含
了电荷自洽和环境因素, 从而能准确地研究涉及断
键、成键等复杂的化学、物理过程. 我们将在以下章
节中举出一系列应用例子来展示SCED-LCAO方
法的功能.

3 SCED-LCAO 哈密顿的应用

在本章节中我们将通过应用SCED-LCAO方
法对各种不同体系的研究来展示SCED-LCAO 哈
密顿的预测能力及计算效率. 这些应用研究包括：
1) C147 bucky-diamond 结构的团簇在高温下的相
变过程; 2)碳纳米管的生成机理初探; 3)碳化硅二
维体系 sp2 成键的研究; 4) bucky-diamond结构的
Si68C79团簇的发现; 5) SinCm笼状结构的动态自

补缝合过程. 这些应用例子不仅包括了有限尺度的
团簇，还包括了周期性体系；既讨论了不同体系的

热动力学过程, 又涉及了化学成键与结构组成的关
系. 由于这些体系的结构组成及电子结构特性是体
系中量子尺寸效应、表面重组、局域环境影响以及

几何形态等各种因素的综合体现, 因此能否正确地
描述这些特征的关键取决于动态过程中能否正确

地描述电荷重新分布及多中心相互作用的环境影

响. 通过对这些体系的研究可以验证SCED-LCAO
的可靠性和预测性. 同时证明SCED-LCAO方法
确实具有对于复杂体系, 大尺度体系进行综合性研
究的计算能力.

3.1 Bucky-diamond 结构的C147团簇在

高温下的结构相变

在发现富勒烯C60结构后, 人们对是否存在稳
定的大尺度富勒烯碳笼十分感兴趣. 其原因之一
就是大尺度富勒烯碳笼有可能用来作为在人体内

传递药物的载体, 对疾病的治疗有很大的应用潜
力. 在实验中生长大尺度碳笼 (大于C60) [88] 仍然

是十分具有挑战性的课题. 主要是因为随着尺度加
大, 由 sp2杂化轨道变形而引起的应变也随之增加,

从而增加其不稳定性 [89,90]. 因此, 寻找生长大尺
度碳笼的有效途径已成为人们努力研究的课题之

一. 近年来实验报告指出纳米金刚石颗粒能在真空
下退火 (annealing)到1000 ◦C和1500 ◦C时转变成
onion结构 [91,92]. 由此产生的一个有趣问题就是能
否用这种技术来提供由纳米金刚石或 onion转变成
大尺度碳笼结构的途径. 为了寻找相关答案并为实
验提供生长大尺度碳笼的有效途径, 我们通过计算
机模拟进行了探讨. 我们采用bucky-diamond结构
的C147团簇作为一个案例, 并用SCED-LCAO分
子动力学方法系统地对该团簇进行了热力学过程

研究.
由于bucky-diamond结构的C147团簇是一个

由 35个内核原子组成的金刚石结构及由 112个外
壳原子组成的富勒烯碳笼包围而形成，当加热时,
在不同的温度下, 局部结构的原子会发生断键及
成键等重组现象, 从而导致结构的改变. 图 8给
出了用SCED-LCAO分子动力学方法模拟的三种
不同的热力学相变过程. 第一个过程是将bucky-
diamond结构的C147团簇在 10 ps内均匀加温到
2500 K (图 8 (a)). 研究发现在这 10 ps内, bucky-
diamond结构的外壳在5 ps 内破开, 部分内核原子
(7个)移动到外壳缺口处. 在这些原子与外壳其他
原子成键构成新的笼状结构后, 剩余的内部核原子
(28个)也重新组成内笼结构. 在到达 10 ps时, 该
体系完全转化成双笼子套嵌的 onion结构. 当达到
热平衡后, 将体系逐渐降温至 0 K, 并发现双笼子
层之间的平均距离为 2.5 Å. 这个距离远大于碳原
子的键长, 不过要小于石墨碳的层之间的距离. 值
得注意的是在此过程中省略了van der Waals 弱相
互作用的影响, 主要是基于我们在对大尺度 onion
的研究中发现壳与壳之间的相互作用主要由静电

场相互作用主导 (详细讨论请参考文献 [93]). 研究
结果证实了实验所观察到的由纳米金刚石颗粒转

变成onion结构的现象 [91,92].
第二个热力学过程是将从bucky-diamond结

构的C147团簇中得到的双层 onion结构进行缓慢
均匀加温至 3200 K (图 8 (b)). 在大约 4 ps内, 内
壳笼状结构首先在 0.5 ps时破裂, 内壳原子开始
向外壳移动. 当加温进行到 1.0 ps时, 外壳笼状结
构开始破裂. 经过约 4 ps时间后, 所有内壳层原
子都移动到外壳缺口处, 并与外壳原子成键. 当
达到热平衡后, 将体系缓慢降温至 0 K, 发现体系

187302-15

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187302

最终构成一个空心壳的笼状结构, 于是完成了从
onion结构到笼状结构的相变. 第三个热力学过程
是直接从bucky-diamond结构的C147团簇出发,并
给每个原子施以一定的初始动能, 使其缓慢升温至
3500 K图 8 (c)). 在 5 ps时间内, 内部核首先在 1.3
ps时破开, 在 2.0 ps时内核全部破坏, 同时外壳也
打开. 在约 5.0 ps内, 内部原子全部移动到外壳并
与外壳原子重新分布形成一个空心状结构. 当达到
热平衡后, 将体系缓慢降温, 最终在 0 K下形成笼
状结构. 研究发现无论从双层的 onion结构还是从
bucky-diamond结构出发, 都可经过适当的热力学
过程生成碳笼状结构. 与第二热力学过程不同, 在
第三热力学过程中, 因内核原子具有一定的初始动
能, 使内核能够完全破裂, 内核原子移动到表面与
外壳原子重新形成碳笼式结构. 第二和第三热力学
过程的模拟结果同时为生长大尺度碳笼提供了有

效的实验途径.

(b)

(c)

(a)Bucky-diamond C147 Onion-like C147

0 K → 2500 K → 0 K 

0 K → 3200 K → 0 K 

0 K → 3500 K → 0 K 

Cage C147Onion-like C147

Bucky-diamond C147 Cage C147

图 8 Bucky-diamond结构的碳C147团簇在高温下结构相

变 (a)从 bucky-diamond结构到 onion结构的相变; (b)从
onion结构到笼状结构的相变; (c) 从 bucky-diamond结构
到笼状结构的相变; 红色原子代表内部碳原子
Fig. 8. Phase transformations of a C147 cluster: (a) From
a bucky-diamond structure to an onion structure (heated
to 2500 K and slowly cooled to 0 K); (b) from an onion
structure to a cage structure (heated to 3200 K and
slowly cooled to 0 K); (c) from a bucky diamond struc-
ture to a cage structure (heated to 3500 K and slowly
cooled to 0 K). The inner atoms are represented by red
circles and the outer shell atoms by yellow circles.

值得指出的是, 进行这种升温降温模拟的计算
过程并不是一个简单的模拟运算, 因为每次模拟升

温降温的过程都需要近 40 ps (升温约 10 ps, 热平
衡约10 ps,降温约20 ps)的时间,基本超出DFT等
类似方法对这类尺度的体系进行热力学计算的能

力. 如表 6所示, 用DFT(VASP)方法 [16−18]仅仅

模拟形成bucky-diamond结构C147团簇的动态弛

豫过程 (约 0.096 ps)就需要用比SCED-LCAO方
法长约20倍的时间. 因此, 用SCED-LCAO方法模
拟与温度有关的结构相变的热力学过程确实是一

个十分有效的计算工具.

3.2 碳纳米管的最初生长机理探索

至今为止, 已发展出许多不同的碳纳米管生
长的途径与方法 [94−105], 包括弧光放电 (AD) [94]

法、激光烧蚀 (LA) 法 [101]、化学气相沉积 (CVD)
法 [96−100]. 除了用传统的过渡金属纳米颗粒作为
生长碳纳米管的催化剂外, 人们还发现其他粒子包
括各种贵金属氧化物 [101−103]、半导体颗粒都可以

用来作为适当的催化剂 [104]. 最近, 还发现用纯碳
金刚石体系也可生长碳纳米管 [105]. 虽然从这些生
长方法中还没有发现一个共同的原理来解释碳纳

米管的生长, 不过可以明确的是, 无论用什么生长
方法, 一旦碳原子从具有碳原子的母体中自由出来
后, 都应当有一个共同的原理来揭示这些自由碳
原子是如何形成管状结构的. 例如根据气 -液 -固
生长 (VLS) [106,107]模型, 碳原子首先溶解到液态催
化剂粒子中, 当处于饱和状态时, 碳原子便在催化
剂颗粒的表面上形成管状的核. 同样, 在气 -固 -固
(VSSS)生长机理中 [108−110], 碳管是从金刚石纳米
颗粒中生成的. 这种生长原理可简单地归结为碳原
子在金刚石颗粒表面的扩散形成. 实际上, 这两种
理论都含有一个共同因素: 即电子通过媒介调节使
得碳原子之间形成适当的 sp2碳键从而促成碳纳米

管的初始生长.
有关碳纳米管生长机理的理论研究包括了用

ab initio分子动力学方法和用经验势分子动力学
方法 [111−127]等. 以经验势为基础的分子动力学由
于缺乏准确的电子理论构架来处理断键成键的过

程, 无法描述碳管生长过程中在量子力学级别上的
动力学过程. 以ab initio为基础的分子动力学方法
能够准确地描述生长晶格的过程, 但由于计算能力
的局限性 (包括体系的尺寸及模拟时间), 所研究的
样品体系过小, 从而无法提供较为全面的信息. 为
了克服这些困难, 我们利用SCED-LCAO方法适于
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大尺度复杂体系分子动力学研究的优势, 发展了以
SCED-LCAO哈密顿为主的凝胶模型.

我们提出的SCED-LACO凝胶模型的基本思
路是基于碳原子在这些催化剂颗粒中具有可溶解

性. 因此, 碳原子基本会均匀地与催化剂原子混合.
以VLS模型为例, 由于金属催化颗粒的尺寸都在纳
米数量级, 因此, 研究碳原子在金属催化颗粒的作
用下结合成碳管的过程中, 很难期望用真实尺寸的
金属催化体系来模拟量子力学基础的分子动力学

过程. 我们采用一个球形凝胶模型来代替金属催化
颗粒, 而碳原子最初是无序地分布在这个凝胶中,
以此方法可极大地简化模拟运算量. 碳原子之间
的相互作用以及碳原子与凝胶介质的相互作用将

在SCED-LCAO凝胶模型的框架下描述, 即碳原子
之间的碰撞可从SCED-LCAO哈密顿具体地描述,
而金属颗粒的催化作用将由碳原子与凝胶之间的

电荷转移来反映. 基于碳元素与金属元素的电负
性关系, 平均效果是电子将从金属原子转移到碳原
子. 碳管的初始结晶核化则可用SCED-LCAO为
基础的分子动力学的热动力学过程模拟来具体研

究. 因此, SCED-LACO凝胶模型包括了在VLS模
型中碳管结晶核化最基本的元素, 即碳原子之间碰
撞的效应、催化物质与碳原子的相互作用、及催化

物质反应.
SCED-LACO凝胶模型的哈密顿矩阵元表示

如下:

Hiα,jβ = HSCED-LCAO
iα,jβ +H jel

iα,jβ , (25)

H jel
iα,jβ = − δiα,jβ(Ni − Zi)V

jel
i Siα,jβ , (26)

(26)式中V jel
i 是球状凝胶势能, 其具体函数形式为

V jel
i =

( Njel e2
8πε0Rsph

)(
3− R2

i

R2
sph

)
,

Rsph是球状凝胶的半径, Ri是由凝胶球中心到第 i

个碳原子的距离, Njel是均匀分布在这个球形凝胶

中总正电荷, 代表了转移到碳原子的总电荷数量,
从而保证凝胶球与碳原子形成的整个体系为电中

性. 如果令nav为通过优化得到的从球状凝胶转移

到单个碳原子的平均电子数, 那么在N个碳原子上

总的电荷转移为Njel = navN . 我们在球状凝胶内
还引入了弹性球状边界条件, 这样当碳原子碰撞到
弹性球状边界时, 将会被弹性返回从而加速碳原子
之间的碰撞 (具体详解请见文献 [50]).

为了探索VLS等凝胶模型是如何在促成碳原
子形成碳纳米管的初始生长核中发生作用的, 我
们研究了各种不同初始结构的碳团簇在凝胶模型

中的分子动力学过程, 并与其真空状况下的结果
进行比较 (见图 9 (a)). 通过对比发现, 无论初始的
碳团簇结构为具有金刚石结构的球形碳团簇 (如
图 9 (a)中的C123), 或为bucky-diamond结构的碳
团簇 (如图 9 (a)中的C147), 还是无序分布的碳团
簇 (如图 9 (a)中的C154), 当在真空状况下加温到
1300 K以上时, 这些体系均形成碳致密星系 (com-
pact cluster)结构. 但只要在凝胶作用下, 这些体
系均形成管状雏形结构. 很明显, 金属催化凝胶在
促使碳原子之间形成适当的 sp2碳键从而促成碳纳

米管的初始生长方面起着关键性作用.
通过对电荷分布的分析, 可以发现过剩的电荷

主要集中分布在管状开口处的碳原子上 (图 9 (a)中
红色标记), 而这些管状开口处为碳管的进一步生
长提供了有利的环境. 为了深入了解碳管生长机
理, 我们又研究了由 216个碳原子组成的无序体系
(图 9 (b)中左一). 这些无序分布的碳原子在凝胶中
如同那些溶解在催化颗中的碳原子. 研究发现, 体
系升温至 2000 K时, 这些无序碳原子通过与凝胶
相互作用及碳原子之间的碰撞形成了管状雏形结

构 (图 9 (b)中左二). 当在开口处添加新的碳原子
时 (图 9 (b)中右二), 这些新加的碳原子在高温下聚
集形成新的类似管状结构, 使其原有碳管状结构增
长 (图 9 (b)中右一). 这一热力学动态模拟与实验
生长碳纳米管的过程极为符合, 证实了我们发现的
碳管生长机理. 同时模拟结果进一步证实了凝胶模
型具有确切描述碳管初始晶格生长过程的能力 (详
细讨论请见文献 [50]).

从研究结果中得出的结论是, 碳纳米管初始晶
核形成的主要原因是由电荷通过凝胶与碳原子之

间碰撞, 及碳原子与碳原子之间碰撞和相互作用而
转移引起的, 而凝胶起到了一个传媒作用. 在这个
模型中, 我们通过优化模拟电荷转移, 准确地描述
了催化作用及碳原子与凝胶之间的碰撞对催化作

用的影响. 尽管我们是以VLS为模型, 通过热力学
动态模拟得到以上结论, 但无论是以金属为催化剂
还是以贵金属作为催化剂在SCED-LACO凝胶模
型中都是一致的, 因此所得到的结论可以清晰地证
明在碳管初始结晶形成过程中, 电子的调节充当了
基本的角色.
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C147

C123

C154

0 K→1300 K→0 K

In jellium 
medium In vacuum

Initial 
configuration

0 K→1800 K→0 K

0 K→1500 K→0 K

(a)

0 K→2000 K
→0 K

Carbon atoms 
are added

0 K→2000 K
→0 K

(b)
Initial 

configuration
In jellium
medium 

In jellium 
medium 

C216

0 K→1300 K→0 K

0 K→1800 K→0 K

0 K→1500 K→0 K

图 9 (a) 三种不同初始结构的碳团簇 (中间)(包括从金刚石中取出的球形C123碳团簇 (上), bucky-diamond结构
的C147碳团簇 (中), 和无序分布的C154碳团簇 (下))经历了在两种不同媒介中的热力学过程: 1)在真空状况下
(左边)和 2)在凝胶中 (右边), 红色标记为分布在管状开口处的具有过剩电荷的碳原子; (b) 216个碳原子组成的无
序体系 (左一)在升温至 2000 K时形成管状雏形结构 (左二); 当在开口处加入新的碳原子时 (右二), 这些新加的碳
原子在高温下聚集形成新的类似管状结构, 使其原有碳管状结构增长 (右一)
Fig. 9. (a) Three carbon clusters with their initial configurations (middel) (C123: cut spherically from the
bulk, C147: bucky-diamond structure, and C154: random configuration) are undergoing the annealing process
in two different media: vacuum (left) and jellium (right), respectively; the open ends of these structures are
marked in red; (b) a random configuration of C216 (most left) is annealed to 2000 K and cooled down slowly
to 0 K in jellium medium (second left); randomly 68 carbon atoms are added in the open-end of the tubular
like structure of C216 (second right) and then the combined system is annealed to 2000 K and cooled down
slowly to 0 K in jellium medium (most right).

3.3 碳化硅纳米结构特征的研究

3.3.1 多元体系的SCED-LCAO 哈密顿
当体系包涵多种元素时,描述SCED-LCAO哈

密顿的参数函数不仅包括同元素之间的参数函数,
还包括不同元素之间的参数函数. 在处理SCED-
LCAO哈密顿中不同元素之间的参数函数时, 我
们引入了一个权重参数因子 δij . 当在 i位置的原

子与在 j 位置的原子属于同类元素时, δij = 1/2,
而当在 i位置的原子与在 j 位置的原子属于不同

类元素时, δij将由优化参数程序确定. 多元素的
SCED-LCAO 哈密顿及交叠积分矩阵元的参数函
数具体形式如下, 对于标度函数K(Rij) ((17) 式)
我们采用了参数权重方法:

αK = δijαi,K + (1− δij)αj,K , (27)

其中αi,K及αj,K分别为第 i位置和第 j 位置的原

子上相应元素的标度函数的指数参数. 对于交叠积
分矩阵元Sijτ ((18)式), 考虑到不同元素化学势及
其电负性特征, 可以将相应的参数表达为

Aτ =
δij |εiα|Ai,τ + (1− δij) |εjβ |Aj,τ

δij |εiα|+ (1− δij) |εjβ |
, (28)

Bτ =
δij |εiα|Bi,τ + (1− δij) |εjβ|Bj,τ

δij |εiα|+ (1− δij) |εjβ |
, (29)

ατ =
δij |εiα|αi,τ + (1− δij) |εjβ |αj,τ

δij |εiα|+ (1− δij) |εjβ |
, (30)

dτ =
δij |εiα| di,τ + (1− δij) |εjβ| dj,τ

δij |εiα|+ (1− δij) |εjβ |
, (31)
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其中Ai,τ , Bi,τ , αi,τ , di,K及Aj,τ , Bj,τ , αj,τ , dj,K
分别为第 i位置和第 j 位置的原子上相应元素的

的Sijτ函数的参数; εiα及 εjβ则是相应的原子轨道

能, 当 τ = ssσ时 εiα = εis, εjβ = εjs; 当 τ = spσ
时 εiα = εis, εjβ = εjp; 当 τ = ppσ 和ppπ时
εiα = εip, εjβ = εjp. 在处理电子 -电子及电子
离子相互作用能时, 我们采用了参数函数的权重
方法.

VN (Rij) = δijVi,N (Rij) + (1− δij)Vj,N (Rij) ,

(32)

VZ (Rij) = δijVi,Z (Rij) + (1− δij)Vj,Z (Rij) ,

(33)

同样, Vi,N , Vi,Z , Vj,N , Vj,Z分别为第 i位置和第

j 位置的原子上相应的VN及VZ((19)—(21)式)
函数.

对于碳和硅元素的综合体系, 优化结果证明
δij = 0.5是一个很合理的选择. 主要是因为碳与硅
都是四价元素, 它们具有类似的价电子结构. 我们
应用多元素体系的SCED-LCAO哈密顿系统地研
究了碳化硅纳米结构的各种体系, 发现了具有 sp3

成键特性的碳化硅纳米线 (已在 2.3节中介绍), 具
有 sp2成键特性的碳化硅层状结构, 具有 sp2与 sp3

共存的碳化硅 bucky-diamond结构团簇及SinCm

笼状的动态愈合能力.

3.3.2 sp2成键特性的碳化硅层状结构

因为碳化硅的各种晶体都具有 sp3成键特性,
人们曾普遍认为Si—C键会同Si—Si键一样只有
sp3键. 那么当碳化硅形成层状结构时, 是否会像
硅层状结构一样保持 sp3成键特性的翘曲形状, 还
是会像石墨烯一样具有 sp2特征的平面形状呢？如

果是后者, 将揭示出碳化硅体系可能会像碳元素一
样具有多种成键特性从而会形成多样同素异形体.
为了弄清楚这个有意义的问题, 我们研究了具有蜂
窝形状的二维碳化硅结构, 从具有 sp3成键特征的

初始翘曲形状结构出发, 对其进行结构弛豫及优
化, 结果如图 10所示. 发现无论初始的翘曲形状有
多大, 最终的稳定结构均是平面结构. 通过分析成
键特征 (包括σ键和π键在结构中所占比例), 比较
碳化硅晶体的 (3C)结构及层状的翘曲形状结构化
学成键情况, 发现在稳定的平面结构中, 碳化硅层
状结构的确形成 sp2键, 其单个键能比在翘曲形状
的层状中的 sp3键能强约 2.35 eV, 因此证明了碳化

硅的层状结构具有 sp2键特征 (详细讨论可参考文
献 [128]).

bSiC=1.89 A, DZ=0.632 A
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图 10 碳化硅蜂窝形状的二维结构的动态弛豫结果 左上

边插图为具有 sp3成键特征的初始翘曲形状结构的侧视图
(键长为 1.89 Å, buckling为 0.632 Å), 右下边插图为为
最终的稳定平面结构的侧视图 (键长为 1.78 Å, buckling
为 0.0 Å)
Fig. 10. Relxation of two-dimensional SiC graphitic-
like structures. The side view of the initial buckled
structure (bondlength 1.89 Å and buckling 0.632 Å) is
shown in the up-left and the stabilized flat structure
(bondlength 1.78 Å and buckling 0.0 Å) is shown in
the down-right.

3.3.3 sp2与 sp3共存的bucky-diamond结构
的SinCm团簇

由于发现了碳化硅也具有 sp2成键特征, 预示
了碳化硅体系存在像碳元素一样具有 sp2 和 sp3共

存的稳定bucky-diamond团簇结构的可能性. 为了
验证这一可能性, 我们对碳化硅团簇进行了系统研
究, 特别研究了硅与碳的化学组成在形成稳定的
bucky-diamond 结构SinCm团簇中所起的角色及

作用, 以及在化学成键性质、键长、Si—Si、Si—C和
C—C键强度方面所起的作用.

通过研究金刚石结构的球形C147团簇形成

bucky-diamond结构的过程, 我们发现金刚石结构
球形C147团簇的多面体表面有四个 (111)面并构成
四面体对称性, 在相邻的 (111)面交接处的碳原子
都存在空位健. 在弛豫过程中，这些相邻 (111)面的
交接处的碳原子形成C—C键使这些 (111) 表面的
交接处形成五、六环拼接最终形成 sp2键形式的富

勒烯笼状结构, 而内部碳原子则仍保持 sp3键的金

刚石结构. 因此, 形成bucky-diamond结构SinCm

团簇的可能途径之一就是从金刚石结构的SiC晶
体中切出一个圆球形的SinCm (例如n+m = 147)

187302-19

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187302

团簇并对其进行动态弛豫. 与碳团簇不同的就是
SinCm团簇除结构因素外还有化学组成因素, 而
化学组成因素在形成SiC键中将起到关键的作用,
因为碳元素与碳元素及碳元素与硅元素之间可

形成 sp2键, 但硅元素与硅元素之间主要形成 sp3

键. 为此我们研究了具有金刚石结构的不同化
学组成的球形SinCm团簇, 其中包括 1) n = 112,
m = 35; 2) n = 79, m = 68; 3) n = 73, m = 74;
4) n = 68, m = 79; 5) n = 35, m = 112. 同时
还考虑了在给定化学组成下碳和硅原子不同分布

的SinCm球形结构, 包括硅核碳壳 (Sin-core/Cm-
shell), 碳核硅壳 (Cm-core/Sin-shell), 硅与碳分离
(segregated))及保持 3C-SiC晶体结构的碳硅交替
分布 (详见图 11 ). 当对所有各种化学组成及结构

分布的球形SinCm团簇进行结构的动态弛豫后, 我
们发现了从3C-SiC晶体中取出的两种球形Si79C68

和Si68C79团簇在动态弛豫后形成了具有金刚石结

构的内核及富勒烯结构外壳的bucky-diamond结
构, 其结合能在相同化学组成的动态弛豫结果中
是最低的, 因而其结构最稳定. 这一结果同时也证
实了在碳化硅体系中也具有 sp2和 sp3共存结构的

可能性. 另外, 通过对这两种球形团簇 (即Si79C68

和Si68C79)进行DFT(VASP) [16−18]弛豫运算同样

得到了bucky-diamond结构. 由Gaussian 03 HF
(STO-3G轨道基函数) [56]计算的振动频率结果也

进一步证明了其结构的稳定性 (详细结果请参考
文献 [53]). 这些第一原理的运算进一步支持了由
SCED-LCAO方法得到的结果.

↼n⇁m/↽

n/

n/

m/

n/

m/

n/

m/

n/

m/

n/

m/

m/

SinCm

Sin-core/Cm-shell Cm-core/Sin-shell
Segregated SinCm

structure 
SinCm from
3C-SiC bulk

-6.487 eV

-8.049 eV

-7.287 eV

-7.008 eV

- 6.976 eV

-4.607 eV 

-8.160 eV

-7.627 eV

-6.719 eV

-6.656 eV

-5.716 eV

-7.739 eV

-6.949 eV

-6.859 eV

-6.669 eV

-5.778 eV

-7.610 eV

-7.380 eV

-5.710 eV

图 11 各种化学组成 (第一列)及分布 (包括硅核碳壳 (Sin-core/Cm-shell), 碳核硅壳 (Cm-core/Sin-shell), 硅与
碳分离 (segregated))及从 3C-SiC中球形切割)的具有金刚石结构的 SinCm球形团簇的结构动态弛豫; 每一格内
的左边结构为初始结构而右边为弛豫后的稳定结构, 并给出了相应的结合能; 黄色, 灰色, 及黄灰混和色分别代表
Si—Si, C—C 和 Si—C键 (参考文献 [53]图 2; 引用 doi: 10.1088/0957-4484/23/23/235705)
Fig. 11. Each panel shows initial and relaxed structures of SinCm (n+m = 147) for different compositions
(as indicated on the first column) and initial configurations (as indicated on the topmost row). Initial
configurations considered include: tetrahedral networking of Si and C atom arrangements with n Si-atoms
in the core and m C-atoms on the outer shells; m C-atoms in the core and n Si-atoms on the outer shells;
Si and C atoms completely segregated; and finally the cluster cut from 3C-SiC bulk. The cohesive energies
(eV/atom) corresponding to each of the relaxed structures are also given. Yellow, gray, and mixed yellow-gray
lines represent the Si—Si, C—C, and Si—C bonds, respectively (see Fig.2 in Ref. [53]; doi: 10.1088/0957-
4484/23/23/235705 (© IOP Publishing. Reproduced with permission. All rights reserved)).
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有关bucky-diamond结构SinCm团簇的形成

机理可以从以碳原子为中心的Si68C79团簇的初始

结构为例来说明. 从 3C-SiC晶体中以碳原子为中
心取出的球形Si68C79团簇结构, 总共包含了 11个
完整的壳层. 第一层为该球形结构中心的碳原子,
第二层由该碳原子最近邻的 4个硅原子组成, 第三
层由该碳原子次近邻的 12个碳原子组成, 如此硅、
碳交替共 11层 (每层的原子数分别为 1, 4, 12, 12,
6, 12, 24, 16, 12, 24, 24). 其中最内部的 35个原子
组成Si16C19核,而剩余6个层壳的112个原子形成
外围壳层. 这 112个原子分布在 4个构成四面体的
(111)面上, 尤其是最外层的 24个未成键的碳原子,
均处于相邻 (111) 面的交界处. 因为它们具有悬键
(dangling bond), 很不稳定, 因此在弛豫过程中, 它
们相互接近并形成很强的C—C sp2键, 从而清除
了悬键. 与此同时, 在形成C—C键的过程中, 与
其相邻的内层硅原子被拉到表面形成Si—C键, 而
这些Si—C键又将次内层的碳原子拉向外部, 这一
系列反应的结果导致了具有 sp2键的富勒烯笼状结

构表面的形成. 其中 24个碳原子形成由C—C 及
Si—C组成的 12个五环形, 而 (111) 表面的Si—C
原子形成 46个六环形. 共有 52个硅及 60个碳原子
参与了形成Si52C60的 (112 原子)富勒烯结构. 内
部的 35个原子的最外表面是六个碳原子, 与外层
富勒烯结构上的原子之间的距离在 1.97—4.28 Å
之间, 显示出内核与外层富勒烯是通过非常弱的键
来束缚的, 从而保持内核具有金刚石结构. 从整个
bucky-diamond结构Si68C79团簇形成过程中可以

发现化学组成、电荷重组及环境影响起到十分关键

的作用, 同时进一步证明SCED-LCAO哈密顿确实
具有描述复杂体系的功能.

为了研究bucky-diamond结构Si68C79团簇中

外壳富勒烯结构的稳定性, 我们将该团簇内核
Si16C19 取出, 并对外壳层进行了进一步弛豫, 得
到了一个十分稳定的Si52C60富勒烯笼状结构 (见
图 12 ). 这一结果揭示了SinCm团簇的另一种形态,
即SinCm富勒烯或壳状结构. 我们同时采取了另
一方式寻找Si52C60富勒烯结构, 即直接从 3C-SiC
晶体中取出球形Si68C79团簇, 然后将Si68C79球形

团簇中的Si16C19内核取出, 再对剩余的Si52C60多

壳层结构进行弛豫, 最终得到了同样的Si52C60富

勒烯结构. 这一过程不仅证实了碳化硅富勒烯笼状
结构存在的可能性, 同时提供了生成碳化硅笼状结

构的可能途径.
以往对SinCm壳状结构的研究基本是从硅掺

杂到碳的富勒烯中, 或将碳掺杂到硅壳形结构中,
或从类比ZnAl壳状构架角度出发构成碳硅交替的
壳形构中得到 [129−135]. 但这类SinCm壳状结构在

实验生长中是很难得到控制的. 我们希望能寻找
到一个更可行的生长SinCm壳状结构的途径, 从
Si68C79中获得的Si52C60壳层结构过程给了我们

一个很好的启示, 那就是从碳化硅晶体出发生长
SinCm壳状结构的机理.

Si68C79

Bucky-diamond

Si16C19-core Si52C60-shell

(Fullerene like) (Diamond-like)

+

图 12 Bucky-diamond结构 Si68C79团簇 (左图)包含
一个具有金刚石结构的 Si16C19内核 (中间) 和一个具有
富勒烯结构的 Si52C60 的外壳 (右图)
Fig. 12. The Si68C79 bucky-diamond cluster (left)
consists of a Si16C19 diamo-nd-like core (middle) and
a Si52C60 fullerene-like shell (right).

3.3.4 SinCm壳层结构的自组装 (self- assem-
bling)机理

根据上小节, 从球形Si68C79团簇中取出内核

Si16C19 从而得到的Si52C60壳层结构的结果出发,
我们系统地研究了从碳化硅晶体出发形成SinCm

壳状结构的机理. 从碳化硅晶体中 (比如 3C结构)
取出一系列球形结构, 这些球形结构可以分为两
类, 一类是以碳原子为中心的球形结构, 称之为
Cj-k壳层团簇, 另一类是以硅原子为中心的球形
结构, 称之为Sij-k壳层团簇, 其中 j是球形团簇的

总原子数, 而 k是在该球形团簇中取出的原子数

为k的内核. 比如C147−35是从以碳原子为中心生

成的Si68C79球形团簇中取出Si16C19内核后得到

的Si52C60 多壳层状结构. 而Si275−87是从以硅原

子为中心生成的Si135C140球形团簇中取出Si43C44

内核后得到的Si92C96多壳层状结构. 我们共构造
了 72个SinCm初始壳型结构, 其团簇尺寸从直径
为 5 Å到 20 Å, 总原子数从 16到 258, 概括了从小
型到中型 (intermediate) 尺度的SinCm壳层团簇.

当对这些初始的多壳层结构团簇进行加温 (至
2000 K) →热平衡→降温 (至 0 K)的热力学动态
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研究后发现有些团簇自动形成了稳定的SinCm

壳状结构. 例如由C29-1生成的Si16C12壳状结

构, 由C147-35生成的Si52C60壳状结构, 由C275-87

生成的Si96C92壳状结构, 由Si29-1生成的Si12C16

壳状结构, 由Si147-35生成的Si60C52状层结构, 和
由Si275-87生成的Si92C96壳状结构等 (详见文献
[52]表 1和表 2 ). 有些团簇则是在加温过程中通
过自动分离部分表面原子后形成的. 如由C35-1

生成的Si16C12壳状结构 (6个碳原子分离), 由
C159-35生成的Si52C60 壳状结构 (12 个硅原子分
离), 由C281-87生成的Si96C92壳状结构 (6个碳原
子分离), 由Si35-1生成的Si12C16壳状结构 (6个硅
原子分离), 由Si159-35生成的Si60C52壳状结构 (12

个碳原子分离), 及由Si281-87生成的Si92C96壳状

结构 (6个硅原子分离). 还有些团簇是在加温
降温过程中取出内外分离的原子后形成的稳定

壳状结构, 如由Si357-123生成的Si108C100壳状结

构 (14 个硅原子及 12个碳原子分离), 由C381-147

生成的Si108C116壳状结构 (4个硅原子及 6个碳原
子分离).

更有趣的是我们发现了SinCm壳状结构的自

动愈合功能. 如从C167-35生成的Si64C68壳状结构

(详见图 13 ), 当升温至 300 K时外表面的碳原子替
换内表面的硅原子使之成为分离状态 (见图 13 (b)
所示的Si64C68壳层结构的动态过程), 当将其表
面突出的 sp3键的16个硅原子及4个碳原子分离出

Si64C68 (C167-35) (heated up to 300 K)

0 s 112 fs 150 fs 3000 fs

(b)

Si64C68(C167-35) Si64C68 Si48C64

0€1500 K

Remove 16
Si and 4C 
atoms then 
relax 

(a)
6

hen 

Si52C60

图 13 Si48C64壳层结构的自组装形成机理 (a) 左一, 从C167-35生成的 Si64C68多壳层结构; 左二, 当升温至 1500 K时,
其表面分离出突出的 sp3键的 16个硅原子及 4个碳原子; 右二, 当去除这 16个硅原子及 4 个碳原子后, 剩余的原子自动愈
合上分离处的缺口, 最终形成的稳定的 Si48C64富勒烯壳状结构; 右一, Si52C60富勒烯壳状结构; (b) Si64C68壳层结构的

动态过程: 当升温到 300 K时, 外表面的未成键的 4个碳原子 (如 (a)中左一图中红色圈内的黑色小球)在经过 3000 fs后替
换内表面的硅原子使之成为分离状态 (例如红色圈黄色小球) (参考文献 [52] 图 10)
Fig. 13. (a) “Mending” process in the self-assembly of the Si48C64 cage structure. The most left: the initial
configuration Si64C68 generated from C167-35 with four tetrahedral units (e.g., indicated by the red dashed circles)
and four outmost C atoms (e.g., indicated by the red circles) on the two more outer shells. The second left: the
Si48C64 cage structure was then heated up to 1500 K and self-assembly formed a cage structure with 4 outermost C
atom bonded with their next nearest neighbor C atoms in a flattened configuration (e.g., indicated by red circles), 4
Si atoms left behind at the interior, and 12 Si atoms and 4 C anchoring atoms on the outer surface (e.g. indicated by
red dashed circles). The second right: after removing these 16 Si and 4 C anchoring atoms, the network eventually
leads to a very stable Si48C64 cage structure (the red circle denotes a 4-atoms fragment anchored by the C atom
with 3 nearest neighbor C atoms). The most right: Si52C60cage structure obtained from the initial configurations
with the C147-35 type of truncation from bulk 3C-SiC (the red circle denotes a 4-atoms fragment anchored by the
Si atom with 3 neraret neighbor C atoms). (b) The snapshots of the heating process of Si64C68cage structure at
∼300 K, showing how a outmost C atom starts to bond its three next nearest neighbor C atoms (indicated by the
red dashed circle) and how the four C atoms break off their bonding to the Si atom (indicated by the red circle)
left behind after 3000 fs (see Fig. 10 in Ref. [52]).

187302-22

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187302

后, 剩余的原子自动缝补上分离处的缺口, 最终形
成稳定的Si48C64富勒烯壳状结构 (见图 13 (a)所示
的Si64C68壳层结构的动态模拟过程). 与Si52C60

的富勒烯壳状结构相比 (图 13 (a)最右边的壳状结
构), 研究发现, 在Si64C68 壳层结构中由于有 4个
碳原子替换了 4个硅原子, 除了在五环上有C—C
键外, 在六环上也出现了C—C键 (见图 13 (a)右边
第二的壳状结构并由红色圈标记).

另一个例子是我们观察到了从C167-47中所生

成Si52C68多壳层状结构 (图 14左一)经过自动愈
合形成Si48C64笼状结构 (图 14右一)的机理. 当摘
除了在经过高温下分离出的 5个硅及 5个碳原子后
(图 14左二红色圈内所示), 体系形成了具有一个 8
环的Si47C63壳状结构 (图 14右二红色虚线圈内所
示). 研究发现当在 8环附近加入一个硅和一个碳
原子时, 该体系在弛豫过程中自动愈合形成了只有
5, 6环的稳定的Si48C64笼状结构 (图 14右一红色
虚线圈内所示).

0€1500 K

SiC (C-) SiC

Remove 5 Si 
and 5C atoms 

SiC SiC

Add a Si and 
a C' atoms 
and relax 

8-member ring

nd
s

x 

图 14 Si48C64壳层结构的自动愈合机理 左一, C167-47中所生成 Si52C68多壳层状结构; 左二, Si52C68在经过 1500 K
高温下分离出的 5个硅及 5个碳原子 (如红色圈内所示); 右二, 摘除分离出的 5个硅及 5个碳原子后体系形成了具有一个 8
环的 Si47C63壳状结构 (如红色虚线圈内所示); 右一, 在 8环附近加入一个硅和一个碳原子后, 体系自动愈合形成了只有 5,
6环的稳定的 Si48C64笼状结构 (如红色虚线圈内所示) (参见文献 [52])图 11
Fig. 14. “Mending” process in the self-assembly of the Si48C64 cage structure; (a) the initial configuration Si52C68

generated from C167-47; (b) a self-assembly cage-like structure of Si52C68 formed at 1500 K with ten 3-member
triangular rings (e.g., indicated by the red circles), 5 anchored by Si atoms and 5 anchored by C atoms; (c) after
removing the 5 Si and 5 C anchoring atoms, the network eventually leads to a very stable Si47C63 cage structure
composed mainly of pentagons and hexagons with the exception of one single 8-member ring (indicated by the red
dashed circle); (d) by adding a Si atom and a C atom in the vicinities of the 8-member ring, the 8-member ring
was mended and a stable Si48C64 cage structure with only pentagons and hexagons was self-assembly formed (see
Fig. 11 in Ref. [52]).

以上的结果证明Si—C具有 sp2成键属性, 并
且较强的Si—C键能可以驱动硅、碳原子在具有
一定的动能下自动愈合形成稳定的 sp2键, 从而
构成笼状团簇 (详细的结构及讨论已发表在文献
[52]中). 以上对有关SiC二维结构, SinCm buckey-
diamond结构团簇及自组装形成的SinCm笼状结

构的研究结果进一步展示了SCED-LCAO方法的
可靠性及可预测性. 其高效率特征也可从我们对
SinCm壳层结构进行大量的热力学动力模拟计算

中再次得以证明.

4 SCED-LCAO哈密顿的进一步发展

4.1 对具有复杂成键特性的体系处理

正如前面所述, SCED-LCAO哈密顿不仅可描
述电荷转移的自洽特性, 而且可描述由多中心相互
作用引起的复杂环境因素的影响, 从而相比普通的

半经验理论可以更加准确、可靠地描述大尺度复杂

体系的动力学过程, 并具有很好的预测性. 在具有
较强的共价键体系内, 例如以碳、硅、锗元素构成的
体系中都得到了很好的应用. 为了将SCED-LCAO
哈密顿应用到更广泛的具有非共价键或复杂成键

特性的体系, 我们进一步发展了SCED-LCAO哈密
顿, 下面简单介绍其基本理论.

正如前面所述, SCED-LCAO哈密顿是建立在
有限的原子轨道线性组合的框架下的, 这种组合
包括原子轨道的占据态和非占据态. 在孤立原子
时, 非占据态的组合系数为零, 而当原子聚集时,
由于原子之间的相互作用, 将会引起电子激发, 占
据到激发轨道. 因此, 如果选取的有限轨道基函数
线性组合较小 (比如一个 s及三个p基态轨道), 就
会降低描述由于邻近原子的存在而引起电子跃迁

到激发轨道现象的准确性, 这种现象在具有复杂
成键特性的非局域性体系中尤为明显. 然而, 如果
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扩大基函数的数目, 由于大量新参数函数的引入
将会造成计算量的大幅增加. 为解决由有限基函
数造成的局限性, 从而扩展SCED-LCAO哈密顿应
用范围, 我们在保持其原有基函数的数目下, 对原
有SCED-LCAO哈密顿矩阵元采取了进一步扩展,
即加入对激发轨道占据的可能性. 在轨道能级中
不仅考虑相应轨道的基态, 而且考虑由相应轨道
的激发态引起的共同效应. 为模拟由环境关联而
引起的能量移动, 我们引入了一个新的参数函数
Wiα(Rij) = W 0

iα e−αiα,WRij使其与 εiα共同描述电

子轨道占据特征. 可以明显地看出Wiα(Rij)具有

短程效应, 随Rij增大将逐渐消失. 因此, 通过引入
两个参数 (W 0

iα和αiα,W )可有效地描述由近邻原子
相互作用而引起的对轨道能量的影响, 补充了由于
有限轨道基函数引起的不足.

改进的SCED-LCAO 哈密顿矩阵元形式如下:

HSCED-LCAO
iα,iα

= εiα +
∑
k ̸=i

Wiα(Rik) + (Ni − Zi)Ui

+
∑
k ̸=i

(NkVN (Rik)− ZkVZ(Rik)), (34)

HSCED-LCAO
iα,jβ

=
1

2

{ε′iα +
∑
k ̸=i

Wiα(Rik)

K(Rij)

+ (Ni − Zi)Ui

+
∑
k ̸=i

(NkVN (Rik)− ZkV (Rik))

}
Siα,jβ

+
1

2

{ε′jβ +
∑
k ̸=j

Wjβ(Rjk)

K(Rij)

+ (Nj − Zj)Uj

+
∑
k ̸=j

(NkVN (Rjk)− ZkV (Rjk))

}
Siα,jβ . (35)

有关体系的总能量及原子受力的计算与 (23)和
(24)式相同. 为了验证这一方法的有效性和通用
性, 我们采取了一个十分特殊的例子, 即具有 3中
心 -2电子成键特性的硼体系.

4.2 对复杂化学成键的硼体系描述

4.2.1 硼体系的SCED-LCAO哈密顿
众所周知, 硼元素是具有 3个价电子的三价元

素, 因其三个价电子可占据4个 s, p价电子轨道, 其

化学成键可形成 2中心的共价键, 也可形成 3中心
2电子的3中心键. 正由于其成键的多样性, 造成硼
元素可有众多的构成形态: 包括链状、平面状、准平
面、环状、二十面体、准笼状、管状以及由二十面体

构成的各种三维晶体. 为了能准确地描述硼元素体
系, 我们采用了改进的SCED-LCAO 哈密顿 ((34)
和 (35)式)并在优化硼元素的参数过程中加入了各
种不同成键体系的化学结构特征量作为优化数据

参考库, 其中不仅包括了从B2—B12团簇的各种结

构的结合能和几何结构参量 (见表 7中列出的各种
硼元素团簇), 也包含了二维 (α sheet, δ sheet)和三
维 (α boron)硼晶体的能量相图 (见图 15 ). 通过优
化, 我们得到了硼元素的SCED-LCAO哈密顿所有
参数 (如表 8 ).
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SCED-LCAO

DFT

图 15 二维 (α sheet, δ sheet)和三维 (α boron)硼元素
扩展体系的相对能量与相对原子体积 (V /V0)关系相图,
其中 V0为α boron 晶体的稳定态原子体积, 而相对能量
为体系单原子能量与α boron晶体在稳定态 V0的单原子

能量之差 (参见文献 [54]图 1), 实线为 SCED-LCAO 的
结果, 虚线为DFT-GGA [16−18]的结果

Fig. 15. The relative cohesive energy per atom versus
the ratio of the atomic volume (V /V0) corresponding
to different extended phases: (i) the bulk α boron, (ii)
the α sheet, and (iii) the δ4 sheet as calculated using
the SCED-LCAO (solid curves) and the DFT-GGA
(dashed curves) [16−18]. The relative energy per atom
Etoal − E0

α is defined as the difference between the
total energy per atom of any extended phase (Etotal)
with respect to that of the bulk α boron phase at its
equilibrium volume V0. The optimized structures cor-
responding to the bulk α boron phase (left), the α
sheet (middle), and the δ4 sheet (right) are also shown
(see Fig. 1 in Ref. [54]).

为了证明SCED-LCAO的鲁棒特性, 我们又
对一些复杂体系进行了分子动力学模拟计算, 并
与第一原理的计算结果进行充分比较 (详细见文
献 [54]). 下面列举两个特例.
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表 7 硼元素团簇 (N 6 12)的各种结构的结合能和几何结构参量, 第二列为硼元素团簇的对称性 (Symmetry), 第三列为硼元素团
簇的几何结构 (Structure)及其几何参量, 第四列为由 SCED-LCAO哈密顿计算的硼元素团簇的结合能及几何结构参量, 第五列为
由 ab initio计算的相应硼元素团簇的结合能及几何结构参量 [56] (参见文献 [54]表 2)
Table 7. Comparisons of cluster properties (geometry and cohesive energies) of BN (N 6 12) calculated from the SCED-
LCAO method (the 4th column) and the CCSD(T)/aug-cc-PVTZ method [136] as implemented in the Gaussian package [56]

(the 5th column). Note that for each cluster coordinates of only in-equivalent atoms are given (see Table 2 in Ref. [54]).

BN Symmetry Structure SCED-LCAO values ab initio values [56,136]

B2 Dih
a = 0.882 Å

E = −1.082 eV
a = 0.818 Å

E = −1.019 eV

B3 D3h
a = 0.857 Å

E = −2.434 eV
a = 0.890 Å

E = −2.747 eV

B4 D4h
a = 1.039 Å

E = −2.968 eV
a = 1.070 Å

E = −3.352 eV

B4 D2h

a = 1.066 Å
b = 1.013 Å

E = −2.969 eV

a = 1.193 Å
b = 0.939 Å

E = −3.361 eV

B5 C2v

a1 = 0.266 Å
a2 = 1.578 Å
b1 = 1.547 Å
b2 = 0.762 Å
E = −3.098 eV

a1 = 0.302 Å
a2 = 1.655 Å
b1 = 1.549 Å
b2 = 0.774 Å
E = −3.609 eV

B6 C5v

a = 1.345 Å
b = 0.943 Å

E = −3.341 eV

a = 1.365 Å
b = 0.932 Å

E = −3.741 eV

B6 C2h

a = 0.853 Å
a1 = 0.153 Å
a2 = 1.237 Å
b1 = 1.433 Å
b2 = 1.491 Å
E = −3.273 eV

a = 0.916 Å
a1 = 0.220 Å
a2 = 1.252 Å
b1 = 1.452 Å
b2 = 1.501 Å
E = −3.585 eV

B7 C2v

a1 = 0.498 Å
a2 = 0.576 Å
b1 = 1.607 Å
b2 = 0.812 Å
b3 = 1.340 Å
E = −3.560 eV

a1 = 0.494 Å
a2 = 0.708 Å
b1 = 1.654 Å
b2 = 0.809 Å
b3 = 1.300 Å
E = −3.463 eV

B7 C2h

a = 1.626 Å
a1 = 1.433 Å
a2 = 1.385 Å
b1 = 0.770 Å
b2 = 0.852 Å
E = −3.537 eV

a = 1.621 Å
a1 = 1.427 Å
a2 = 1.420 Å
b1 = 0.781 Å
b2 = 0.797 Å
E = −3.405 eV

B8 D8h
a = 2.031 Å

E = −3.158 eV
a = 2.012 Å

E = −3.043 eV

B9 D7h

a = 0.786 Å
b = 1.686 Å

E = −3.781 eV

a = 0.853 Å
b = 1.755 Å

E = −3.721 eV
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(表 7续)

BN Symmetry Structure SCED-LCAO values ab initio values [56,136]

B12 C3v

a1 = 0.429 Å
a2 = 0.552 Å
b1 = 0.955 Å
b2 = 1.979 Å
b3 = 2.284 Å
b4 = 0.773 Å
E = −3.985 eV

a1 = 0.430 Å
a2 = 0.559 Å
b1 = 0.968 Å
b2 = 2.023 Å
b3 = 2.290 Å
b4 = 0.774 Å
E = −4.020 eV

B12 D6d

a = 0.726 Å
b = 1.613 Å

E = −3.890 eV

a = 0.731 Å
b = 1.618 Å

E = −3.855 eV

表 8 优化的硼元素的 SCED-LCAO 哈密顿参数 (Pa-
rameters)(参见文献 [54]表 1).
Table 8. The optimized SCED-LCAO Hamiltonian
parameters for boron (see Table 1 in Ref. [54]).

Paramters Values Parameters Values

εs −13.460 eV dN −0.597 Å

εp −8.430 eV Bssσ 0.318 Å−1

ε′s −16.411 eV αssσ 1.477 Å−1

ε′p −14.529 eV dssσ 0.520 Å

W 0
s −0.921 eV Bspσ 0.466 Å−1

W 0
p 0.183 eV αspσ 1.819 Å−1

αs,W 2.172 Å−1 dspσ 1.118 Å

αp,W 1.225 Å−1 Bppσ −0.906 Å−1

αK 0.173 Å−1 αppσ 3.634 Å−1

U 18.586 eV dppσ 1.529 Å

BZ 2.917 Å−1 Bppπ −0.305 Å−1

AN −2.075 eV αppπ 1.425 Å−1

BN −1.143 Å−1 dppπ 0.326 Å

αN 2.502 Å−1 Rcut 7.0 Å

4.2.2 B36二维平面结构 (boronene)
从有关硼的二维单原子层结构的理论研究

中, 人们发现当硼原子形成 3中心键的三角形 (δ6
sheet)构架时, 其平面结构并不稳定. 即使将部
分硼原子从该结构中取出而形成α sheet时, 发现
最稳定的结构是具有翘曲形状的准二维结构. 我
们用SCED-LCAO 方法对这两种二维结构进行了
分子动力学研究, 得到了同样的结果 (见文献 [54]
图 4). 近来Wang研究小组 [137]发现了B36平面团

簇, 并预测了由B36 平面团簇组成的单原子二维

平面 (boronene)存在的可能性. 为了证实实验的
设想, 我们对此结构进行了分子动力学模拟计算.
图 16给出了B36 sheet 动态弛豫过程, 从结果中确
实发现了稳定的B36 sheet是平面结构而非翘曲结
构, 从而在理论上支持了实验的预测, 也进一步验
证了SCED-LCAO 哈密顿的鲁棒特性.

Top view 
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图 16 B36 sheet 动态弛豫过程, 内插图为弛豫后稳定的
B36 sheet平面结构的俯视和侧视图
Fig. 16. Total energy per atom as a function of
MD step for the relation of B36 sheet (referred ad
boronene [137]). The insets are the top view and side
view of the finally relaxed flat B36-sheet.

4.2.3 B80 buckyball笼状结构的稳定性研究
研究B80巴基球 (buckyball)的稳定性, 对

SCED-LCAO半经验哈密顿来说是一个十分有意
义的挑战. 因为有关其稳定性, 第一原理就一直
存在很大的争议. 在 2007年最初该体系被提出时,
B80被认为是一个具有 Ih对称性的巴基球笼状结

构 [138], 即在具有富勒烯框架的B60内的 20个六环
中心加入20个硼原子. 其机理归结为硼的3中心成
键特性. 随后几年内, 人们通过进一步的研究发现
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B80巴基球的Th对称性结构 (即 20个在六环中心
的硼原子向内倾斜)要比 Ih对称性更稳定

[139−143],
而C2h对称性 (即20个在六环中心的硼原子交替地
向内外倾斜)比Th对称性更稳定

[144], 甚至C1s结

构能量更低 [142]. 为搞清楚这些有争议性的结果
之间的联系并验证我们发展的SCED-LCAO哈密
顿的有效性, 我们专门对B80巴基球进行了系统的

研究. 如图 17所示, 我们将具有 Ih对称性的B80巴

基球进行了分子动力学弛豫. 研究发现具有 Ih对

称性的B80巴基球确实不是一个稳定结构, 仅仅在
0.3 ps 内它就转变成具有Tn对称性的B80巴基球,
这是一个相对稳定的结构, 但在持续了约1.2 ps后,
B80稳定在了C2h对称性结构上. 这一动力学过程
非常直接地展示了B80 巴基球的稳定性过程及对

称性转变过程, 不仅验证了SCED-LCAO 的鲁棒
性功能, 也理清了第一原理计算的各种结论.
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图 17 B80巴基球的分子动力学弛豫过程 该体系初始

结构为 Ih对称性 (左上图), 但在经过了 0.3 ps后转为 Th

对称性 (左下图), 在经过了 1.2 ps后转为Ch对称性 (右
下图) (参见文献 [54])图 2)
Fig. 17. Total energy per atom versus MD steps for
B80 buckyball at 0 K. The buckyball with the initial
Ih symmetry (top left) relaxes to the Th symmetry
(middle) in 0.3 ps, and it stays in the Th symmetry
for about 1.2 ps. It finally stabilizes to the C2h sym-
metry (bottom right) after 2.1 ps. The direction of
the arrow is used to denote whether the central atom
of the boron hexagonal rings is protruded inwards or
outwards (see Fig. 2 in Ref. [54]).

我们同时对具有C2h对称性结构的B80巴基球

进行了热力学模拟. 研究发现, 如果将该B80巴基

球升温至 800 K以下, 当缓慢降温至 0 K时, B80仍

保持C2h对称性, 但当温度升至 1000 K后, B80巴

基球的C2h对称被彻底破坏, 将其缓慢降至 0 K时,
这个B80笼已经变成一个致密星系 (compact clus-
ter)结构的硼团簇, 其平均单原子能量比C2h对称

性的B80巴基球低约 0.05 eV, 与具有Cs对称性的

B80的第一原理结果一致
[142]. 从以上两个例子可

以展示出SCED-LCAO哈密顿能准确描述复杂硼
元素体系的功能, 因而可以应用到其他体系. 我们
目前已扩展到对镓、锂、氮、磷等体系进行参数优化

的运算.

5 结论与展望

本文详细叙述了适于大尺度复杂纳米体系材

料模拟的SCED-LCAO 哈密顿方法及其宗旨.
通过引入电荷自洽及多中心相互作用, SCED-

LCAO哈密顿方法成功地描述了C147, Si68C79和

B80等复杂体系电荷重组及环境因素对结构稳定的

影响. 通过同时描述团簇体系及周期体系的各种
算例, SCED-LCAO哈密顿方法的通用性得到了证
明. 特别是应用到极为复杂的大体系, 包括大尺度
团簇、表面重组、管状、线状和二维层状结构等, 所
得到的结果与第一原理相符合, 充分证明了SCED-
LCAO的鲁棒特性, 以及优于其他半经验方法的预
测性. 此外, 在研究碳管的热动力学生长机理、大直
径碳化硅纳米线的构型及能量稳定性以及SinCm

bucky-diamond结构团簇和SinCm笼状结构方面,
进一步验证了与第一原理相比SCED-LCAO哈密
顿方法具有高效性能, 说明SCED-LCAO哈密顿方
法可用于模拟复杂或大尺度的纳米结构或自由度

较大的体系研究.
综上所述,基于SCED-LCAO哈密顿发展起来

的量子力学模拟方法, 在研究及模拟计算纳米复杂
体系的结构特性、电子性能以及分子动力学过程方

面具有优势, 是一个同时具有可靠性、准确性和预
测性的计算方法, 并适用于研究确定结构、能量及
相对稳定的复杂纳米结构体系, 包括无对称性及低
对称性体系.

我们还将进一步扩展SCED-LCAO方法,包括
在SCED-LCAO哈密顿中加入 1)自旋极化特性;
2)电磁场的相互作用; 3)弱相互作用. 这些发展有
助于研究磁性和电性对纳米体系的影响, 并可对大
分子体系和具有弱相互作用的软组织材料进行系

统研究.
除了上述SCED-LCAO方法的唯象模型理论

之外, 我们正在发展包含轨道基函数的SCED-
LCAO方法. 通过对轨道基函数的优化重组, 可
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直接通过积分得到交叠积分矩阵元. 由于优化参数
并没有明显增加, 因此, 可以扩展到d族及 f族元素
的应用. 更重要的是通过轨道基函数的优化, 可直
接得到本征态的具体表达式, 从而能够对电子的空
间态分布、材料极化、跃迁概率、电荷分布等特性进

行描述.
总之, SCED-LCAO方法具有很大的发展空间

和可塑性. 这种可以实现仿真的计算机模拟算法,
是一种开发新型纳米材料的智能研究方法, 在开发
中能进行有预见性的大规模模拟实验, 大大提高开
发的准确性和速度, 节省人力和资金.

感谢美国路易斯维尔大学物理系凝聚态理论组参与本
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Material modeling for large scale and complex
nanostructures: A semi-empirical Hamiltonian method∗

Yu Ming† Wu Shi-Yu

(Department of Physics and Astronomy, University of Louisville, Kentucky 40292, USA)

( Received 23 March 2015; revised manuscript received 20 May 2015 )

Abstract

The advent of the era of nano-structures has also brought about critical issues regarding the determination of stable
structures and the associated properties of such systems. From the theoretical perspective, it requires to consider systems
of sizes of up to tens of thousands atoms to obtain a realistic picture of thermodynamically stable nano-structure. This
is certainly beyond the scope of DFT-based methods. On the other hand, conventional semi-empirical Hamiltonians,
which are capable of treating systems of those sizes, do not possess the rigor and accuracy that can lead to a reliable
determination of stable structures in nano-systems. During the last dozen years, extensive effort has been devoted to
developing methods that can handle systems of nano-sizes on the one hand, while possess first principles-level accuracy on
the other. In this review, we present just such a recently developed and well-tested semi-empirical Hamiltonian, referred in
the literature as the SCED-LCAO Hamiltonian. Here SCED is the acronym for self-consistent/environment-dependent
while LCAO stands for linear combination of atomic orbitals. Compared to existing conventional two-center semi-
empirical Hamiltonians, the SCED-LCAO Hamiltonian distinguishes itself by remedying the deficiencies of conventional
two-center semi-empirical Hamiltonians on two important fronts: the lack of means to determine charge redistribution
and the lack of involvement of multi-center interactions. Its framework provides a scheme to self-consistently determine
the charge redistribution and includes multi-center interactions. In this way, bond-breaking and bond-forming processes
associated with complex structural reconstructions can be described appropriately. With respect to first principles
methods, the SCED-LCAO Hamiltonian replaces the time-consuming energy integrations of the self-consistent loop in
first principles methods by simple parameterized functions, allowing a speed-up of the self-consistent determination of
charge redistribution by two orders of magnitudes. Thus the method based on the SCED-LCAO is no more cumbersome
than the conventional semi-empirical methods on the one hand and can achieve the first principle-level accuracy on
the other. The parameters and parametric functions for SCED-LCAO Hamiltonian are carefully optimized to model
electron-electron correlations and multi-center interactions in an efficient fitting process including a global optimization
scheme. To ensure the transferability of the Hamiltonian, the data base chosen in the fitting process contains large
amount of physical properties, including (i) the binding energies, the bond lengths, and the symmetries of various
clusters covering not only the ground state but also the excited phases, (ii) the binding energies as a function of atomic
volume for various crystal phases including also the high pressure phases, and (iii) the electronic band structures of the
crystalline systems. In particular, the data bases for excited phases of clusters and high pressure phases in bulk systems
are more important when performing molecular dynamics simulations where correct transferable phases are required,

* Project supported by the US National Science Fundation (Grant No. NSF-DMR-0112824), the US Department of Energy
(Grant No. DE-FG02-00ER45832), the US Army (SMDC) (Grant No. W9113M-04-C-0024), and the Kentucky Science
and Engineering Fundation (Grant No. KSEF-753-RED-007).
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such as the excited phases. The validity and the robustness of the SCED-LCAO Hamiltonian have been tested for more

complicated Si-, C-, and B-based systems. The success of the SCED-LCAO Hamiltonian will be elucidated through the

following applications: (i) the phase transformations of carbon bucky-diamond clusters upon annealing, (ii) the initial

stage of growth of single-wall carbon nanotubes (SWCNTs), (iii) the discovery of bulky-diamond SiC clusters, (iv) the

morphology and energetics of SiC nanowires (NWs), and (v) the self-assembly of stable SiC based caged nano-structures.

A recent upgrade of the SCED-LCAO Hamiltonian, by taking into account the effect on the atomic orbitals due to the

atomic aggregation, will also be discussed in this review. This upgrade Hamiltonian has successfully characterized the

electron-deficiency in trivalent boron element captured complex chemical bonding in various boron allotropes, which is

a big challenge for semi-empirical Hamiltonians.

Keywords: semi-empirical Hamiltonian, charge self-consistency and redistribution, environment-
dependent effect, large scale and complex nanostructures

PACS: 73.22.–f, 71.15.–m, 61.46.–w, 81.07.–b DOI: 10.7498/aps.64.187302
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专题: 计算物理的近期发展和应用

有机分子在铁磁界面处的自旋极化研究∗

伊丁 武镇 杨柳 戴瑛 解士杰†

(山东大学物理学院, 晶体材料国家重点实验室, 济南 250100)

( 2015年 4月 15日收到; 2015年 6月 15日收到修改稿 )

采用第一性原理计算的方法, 通过改变有机苯分子与密排六方Co(0001)面之间的不同接触方式, 研究了
多种接触构型下有机分子界面的自旋极化. 计算发现, Co原子的 3d电子与苯的C原子的 2p电子之间存在耦
合, 导致费米能级处上下两种自旋的态密度不再相等, 苯分子自旋简并解除, 出现明显的自旋极化. 自旋极化
度随着分子与Co电极距离的变化, 呈现出反转的特性.

关键词: 有机铁磁界面, 自旋极化, 吸附, 第一性原理
PACS: 73.20.–r, 72.25.–b, 68.43.Bc, 71.15.Mb DOI: 10.7498/aps.64.187305

1 引 言

基于有机材料的 (自旋)电子器件在过去几十
年得到了迅速的发展 [1,2]. 有机自旋阀是将非磁的
有机薄膜作为夹层置于两铁磁电极之间, 形成类似
三明治结构的一种功能器件, 由于在其中观测到了
明显的磁电阻效应而引起人们的广泛关注 [3,4]. 磁
电阻效应与铁磁层向有机层的自旋极化注入以及

自旋载流子在有机层中的输运两个过程都有密切

关系. 与传统的无机半导体材料相比, 有机半导体
材料具有更长的自旋相干长度. 这是因为有机材料
主要由碳、氢、氧、氮等轻元素组成, 这就导致了与
原子序数直接相关的自旋 -轨道耦合作用非常弱 [1].
此外, 有机层由于其软的特性, 不存在与金属电极
接触界面处的晶格匹配问题 [5]. 因此, 有机材料被
认为是自旋注入和输运的理想材料.

一般认为, 当两侧铁磁电极的磁化方向相
同时, 器件的磁电阻较低; 而当其相反时, 磁
电阻较高. 通过调整外加磁场, 对于具有不同
矫顽力的铁磁电极, 可以实现两侧电极的自旋
极化同向或反向 [6]. 2004年, Xiong等 [6]研究了

LaxSr1−xMnO3/Alq3/Co这样一个有机自旋阀器

件的磁电阻效应, 但是发现了完全相反的结果, 即
两侧电极的自旋极化方向相反时电阻更低. 他们
认为这个相反的磁电阻起源于Co电极的 3d 电子
形成的能带的自旋极化特征, 即费米能级附近的
自旋电子与Co电极总体的自旋极化方向相反. 这
主要是基于注入的自旋极化的电子主要分布在费

米能级附近这一事实. 2010年, Atodiresei 等 [7,8]

采用第一性原理计算的方法研究了有机铁磁界面

处的自旋相关性质, 他们发现非磁的有机分子对
Fe(110)表面具有明显的修饰作用, 它过滤和反转
了原本铁磁电极中传导电子的自旋取向. 经过这一
修饰, 注入到有机层内部的电子的自旋取向就又与
Fe电极的自旋极化方向相同了. 这一发现意味着
在这样一种机理的影响下, 将会得到与Xiong等 [6]

实验完全相反的结果, 当然Fe与Co有着不同的能
带结构, 也可能产生不同的效果.

人们普遍认为, 界面是影响器件功能的重
要因素之一. 无机器件中, 为了得到完好的界
面, 一般选取晶格常数匹配的两种材料制备异
质结. 而有机器件不受这一限制, 分子的柔软
性和分子电极之间的弱相互作用可以使分子较

好地吸附 (或以成键形式)于金属电极 [9]. 为了

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11174181, 11174180)和高等学校学科创新引智计划 (111计划)(批准号: B13029)资助的课题.
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改善有机自旋器件的功能, Dediu等 [10]在Co和
Alq3之间插入 1—2 nm的Al2O3绝缘层合成了器

件LaxSr1−xMnO3/Alq3/Al2O3/Co. 在室温下观
测到了这个小分子器件明显的磁电阻效应. 因此,
研究分子/电极界面的物理结构对于改善有机分子
界面, 提高器件功能具有重要意义.

由于有机分子的柔软性和弱的分子/金属界面
耦合, 有机/铁磁界面的构型是复杂而多样化的, 近
年来已有一些这方面的研究 [11−13]. 我们知道, 实
验上制备有机器件多是以溶液甩膜或低温蒸镀获

得, 以免破坏分子的结构, 这就可能使分子与金属
电极的接触方式存在随机性, 各种亚稳态的构型都
是可以存在的. 因此一般采用第一性原理通过结构
优化找到体系能量最低状态之后再进一步研究的

做法并不能充分反映这一界面处的复杂情况. 不同
的吸附情况都是有可能存在的 [11]. 因此, 关注更多
的吸附构型下的自旋极化情况, 而非只研究所谓的
结构优化得到的基态构型下的自旋相关性质就显

得更加具有实际意义.
本文选取benzene/Co有机器件, 采用第一

性原理计算方法研究苯分子与密排六方 (HCP)
Co(0001) 面接触形成的界面自旋电子性质, 考虑
了几种典型的吸附位. 文章剩余部分结构如下: 第
二部分介绍采用的模型和方法, 第三部分是结果和
讨论, 最后给出总结.

2 模型与方法

我们选取具有 5层原子的HCP Co(0001)面作
为苯分子的吸附衬底, 吸附苯分子后的结构顶视
图和侧视图见图 1 . 衬底中较低的三层Co原子固
定位置, 并采用HCP Co的实验数据以模拟其体相
的结构, 而较高的两层Co原子可以自由进行结构
优化以模拟其表面的性质. 由于计算时三个维度
上都是周期性的, 我们在垂直吸附面的方向引入
了不小于 15 Å的真空层用以模拟表面吸附. 对于
HCP Co的 (0001)面, 第一层原子之间的最近距离
为 2.51 Å, 而苯的间位原子之间的距离为 2.42 Å,
相差仅为 3.6%, 因此我们选择了苯分子间位的 3个
C原子位于第一层最近的 3个Co原子的正上方这
种顶位吸附方式, 而另外三个C原子可以正好位
于第二层Co原子的正上方, 如图 1 (a), 也可以选
择位于两层原子均未填充的空位上方, 如图 1 (c).
我们将两种吸附构型分别记为T1T2和T1H12, 这

里T1T2指吸附位为第一层和第二层的顶位 (top),
T1H12 指吸附位为第一层的顶位和一二两层共同
的穴位 (hollow).

(a) (b)

(c) (d)

图 1 HCP Co的 (0001)面吸附苯分子时的结构示意图
(a), (b) 分别为构型T1T2的顶视图和侧视图; (c), (d)分
别为构型T1H12的顶视图和侧视图
Fig. 1. Structures of a benzene molecule adsorbed
on the HCP Co (0001) surface: (a) and (b) are the
top and side view of configuration T1T2, respectively;
(c) and (d) are the top and side view of configuration
T1H12, respectively.

我们采用Castep软件包编写的基于密度泛函
理论的第一性原理计算方法 [14], 电子与原子核之
间的相互作用采用超软赝势 [15]. 交换关联泛函
采用基于广义梯度近似 (GGA)的Perdew-Burke-
Ernzerhof (PBE)泛函 [16], 该泛函被广泛用于分子
在金属表面吸附的计算中 [17,18]. 所有原子的平面
波截断能设定为 300 eV. K点取样为 3× 3× 1. 计
算中, 在寻找体系基态时, 除了前面提到的固定
原子外, 所有其他超晶胞内的原子都要分别满足
能量为 10−6 eV/atom, 受力为 0.01 eV/Å, 应力为
0.05 GPa, 以及位移为10−3 Å的收敛精度. 以得到
的基态构型为基础, 在研究距离变化时, 原子只需
满足能量为 10−6 eV/atom的收敛精度, 即只进行
电子态的迭代.
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3 结果与讨论

图 1为两种构型经过结构优化后的结果. 计
算得到的两种构型下苯分子与衬底的距离都约为

2.0 Å,吸附能分别是−0.6028 eV和−0.5448 eV,并
伴有相当明显的净电荷和净自旋的转移, 说明苯
分子确实吸附在了Co衬底的表面, 而且属于化学
吸附. 图 2给出吸附前后表面Co原子的 3d电子
在费米能级附近的投影态密度 (PDOS)情况, 其中
图 2 (a)为没有吸附时表面一个Co原子的PDOS,
图 2 (b)为位于C原子正下方的Co原子的PDOS.
比较可以看出, 由于C原子的pz电子与Co的3d电
子成共价键, 费米能级附近自旋上下的两种电子态
分布都有变化, 但是也可以看到, 这种变化对于自
旋极化情况并无实质影响. 从图中还可以看到Co
电极中的总的自旋极化方向为上, 但是费米能级
附近的自旋多子却是自旋向下的电子. 这与Xiong
等 [6]的解释是一致的.
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图 2 (a)未吸附苯分子时表面上的一个Co原子的 d电
子在费米能级附近的PDOS; (b)吸附苯分子后, 处于C
原子正下方的一个Co原子的 d电子在费米能级附近的
PDOS
Fig. 2. (a) PDOS of d electrons of a Co atom near the
Fermi level without adsorption; (b) PDOS of d elec-
trons of a Co atom below the C atom near the Fermi
level when the benzene molecule is adsorbed.

下面讨论吸附上的苯分子的自旋极化情况. 我
们知道, 孤立的苯分子其自旋是简并的, 且能级是
一条条分立的. 然而吸附在铁磁金属Co表面后, 由
于Co的自旋极化的 3d电子与C的pz电子之间发

生相互作用, 原本自旋简并的电子态被破坏. 吸附

后的苯分子的p电子在费米能级附近的PDOS如
图 3所示, 其中图 3 (a)对应构型T1T2, 图 3 (b)对
应构型T1H12. 图中可以明显的看到, 上下两种自
旋的简并状态已经被破坏, 特别是自旋向下的部
分, 态密度的分布变得更加连续. 比较费米能级附
近的自旋极化可以发现, 两种构型费米能级附近都
有一个较高的自旋向上的峰值, 特别是构型T1T2,
这就与Atodiresei等 [7]计算得到的结论一致, 苯分
子的费米能级附近占主导的电子自旋方向与铁磁

电极处的相反. 当然我们也应该注意到, 费米能级
往下一定的能量范围内, 却是自旋向下的电子态占
主导的.
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图 3 构型 (a) T1T2和 (b) T1H12下, 苯分子中的 p电
子在费米能级附近的PDOS
Fig. 3. PDOS of p electrons of the benzene molecule
near the Fermi level of (a) configuration T1T2 and (b)
configuration T1H12.

前面提到, 在实验中有机自旋阀的制备过程将
导致各种可能的吸附方式, 因此我们进一步研究距
离变化对有机分子自旋极化的影响. 选取在构型
T1T2下得到的相关数据作为依据, 进行不同距离
的计算. 分别选取 2.0 Å (优化结构时得到的基态
下的距离), 2.2 Å和 2.4 Å三个不同距离. 与前面
一样, 给出它们的PDOS, 如图 4所示. 在 2.0 Å时
(图 4 (a)), 我们得到了与图 3 (a)一致的物理图像,
即费米能级附近都有一个较高的自旋向上的峰值,
这也反映了自旋极化情况主要还是取决于苯分子

的2p电子与Co的3d电子的耦合, 而耦合后的晶格
畸变对其没有决定性的影响, 只是一些细节处的修
饰. 比较图 4中的三幅PDOS图可以发现, 距离对
于苯分子费米能级附近的自旋极化是有决定性作
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用的. 可以看到, 随着距离的增加, 自旋向上的峰
值逐渐远离了费米能级; 相反地, 自旋向下的峰值
却在靠近. 费米能级附近自旋极化的方向由向上变
为向下.

-1.5

(a)

(b)

(c)

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

p spin-up
p spin-down

p spin-up
p spin-down

p spin-up
p spin-down

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

P
D

O
S

P
D

O
S

P
D

O
S

E֓EF/eV

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

E֓EF/eV

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

E֓EF/eV

图 4 苯分子与Co衬底距离分别为 (a) 2.0 Å, (b) 2.2 Å,
(c) 2.4 Å时的苯分子中的 p电子在费米能级附近的
PDOS
Fig. 4. PDOS of p electrons of the benzene molecule
near the Fermi level when the distances of the benzene
molecule and the Co surface are (a) 2.0 Å, (b) 2.2 Å,
and (c) 2.4 Å, respectively.

为了更详细地分析苯分子费米能级附近的自

旋极化率随距离的变化, 我们定义自旋极化率为:
P = (n↑ − n↓)/(n↑ + n↓), n↑ 和n↓分别为苯分子

费米能级附近 [−0.05 eV, 0.05 eV]区间自旋向上和
向下电子的状态数. 极化率随距离的变化如图 5所
示. 可以看到随着距离的增加, 极化率下降, 并出
现符号的变化, 即随苯分子与电极距离的增加, 自
旋极化出现由正到负的转变. 计算中保持铁磁电极
Co的极化方向不变. 这一奇特的自旋反转现象反
映了有机/铁磁界面自旋极化的复杂性.

需要说明的是, 在表面吸附的计算中, 有时需
要考虑范德瓦耳斯相互作用, 即对交换关联泛函进
行修正, 这一修正对于分子间相互作用占主导的
体系 (没有成化学键)具有非常明显的影响, 比如会

影响到吸附分子与衬底之间的距离, 以及吸附能
等 [19]. 但是对于强相互作用, 影响则十分有限, 在
很多计算中都予以忽略 [17,18,20,21]. 在我们得到参
考点位置 (2.0 Å)的计算中, 采用PBE泛函进行了
结构优化, 这时由于是化学吸附, 这一泛函可以很
好地描述吸附的情况. 而之后的研究, 我们更多的
是关注不同距离下的吸附分子的自旋极化情况, 因
此范德瓦耳斯修正对于计算结果的意义不大.
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0
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/A 

图 5 苯分子费米能级附近的自旋极化率随距离的变化关系

Fig. 5. Spin-polarization of the benzene molecule near
the Fermi level with the distance of the benzene molecule
and the Co surface.

4 总 结

本论文研究了非磁的有机小分子苯在铁磁金

属HCP Co的 (0001)面吸附时的自旋极化情况. 考
虑到实验中小分子与衬底接触时的随机性这一特

点, 我们先研究了两种比较典型的吸附构型, 发现
吸附在Co表面的苯分子产生了明显的自旋极化,
且费米能级附近的自旋多子方向与对应的Co上的
相反, 这就使得通过该分子再进一步注入到有机层
的电子的自旋取向与直接通过Co的注入方向相反.
之后我们又研究了苯分子与Co表面距离不同时的
影响, 发现苯分子费米能级附近的自旋极化情况在
很小的距离波动下, 就会产生非常明显的变化. 随
着距离的增加, 苯分子在费米能级附近的自旋极化
方向发生了反转. 实际器件由于制备环境的不同可
能导致界面构型的多样性, 这就会造成界面自旋极
化的变化, 由此影响有机自旋阀器件的功能.
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Abstract
Study on organic/ferromagnetic interface is helpful for understanding the effects of magnetoresistance in organic

spin-valve, because one of the reasons of leading to this phenomenon is due to the spin injection at the interface. However,
the interactions at the organic/ferromagnetic interface are complicated and full of possibilities, and the effects are still
under debate till now. One possible cause is that the adsorption of organic molecules on the ferromagnetic surface is
random, which leads to various adsorbing configurations. Therefore, in this paper we select some typical adsorbing
configurations of benzene/Co system to reveal the effect of spin-polarization of organic molecules at the ferromagnetic
surface by using first-principles calculations. It is obtained that the spin degenerated electronic states of benzene molecule
will be broken due to the coupling between the 3d electrons of Co atoms and the 2p electrons of benzene molecule. The
density of states at the Fermi level becomes spin related and a spin polarization appears in the benzene molecule. For
both of the configurations T1T2 and T1H12, from the projected density of states we can find that the majority-spin
electrons of the benzene molecule is oriented in opposition to the direction of the ferromagnetic electrode at the Fermi
level, which means that the organic molecules filter and reverse the original spin direction of the injected electrons from
the ferromagnetic electrode. As mentioned above, the adsorbing configurations are different, so we consider three kinds
of configurations with different adsorbing distances for further studying the spin polarization at the interface. On the
basis of the configuration T1T2, distances of 2.0 Å, 2.2 Å and 2.4 Å are studied, where 2.0 Å is the equilibrium position
we obtained with full relaxation. It should be noted that we do not relax the geometric structure of the system in this
part of study. It is found that the spin polarization is sensitively dependent on the distance between benzene and Co
surface. The spin-polarization near the Fermi level even changes its direction from positive to negative with the increase
of the distance in such a small range. Our studies reflect the complexity of organic molecule/ferromagnetic electrode
interfaces, and enrich the understanding of this field.

Keywords: organic-ferromagnetic interface, spin-polarization, adsorption, first-principles
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专题: 计算物理的近期发展和应用

燃烧系统的离散Boltzmann建模与模拟研究进展∗
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( 2015年 2月 4日收到; 2015年 4月 2日收到修改稿 )

燃烧系统的诸多模拟依托于流体建模, 离散Boltzmann方法 (discrete Boltzmann method, DBM) 是近
年来发展起来的一种新的流体介观建模方法. 本文简要评述DBM发展的两个方向——Navier-Stokes等偏微
分方程的数值逼近解法和复杂系统的微介观动理学建模. 主要介绍在燃烧系统模拟方面DBM已有的工作、
新近的思路、与传统流体建模的异同以及近期的研究成果. 本文重点传递的信息为: 作为复杂系统微介观动
理学建模出现的DBM在模拟过程中同时给出 “流动”及其相伴随的、关系最密切的那部分 “热动”非平衡效
应; 它为燃烧等复杂系统中各类非平衡行为的描述、非平衡信息的提取、非平衡程度的度量提供了一种简洁、
有效的方法; 它所提供的热动非平衡测量量有两类: 一类是直接比较分布函数和平衡态分布函数的动理学矩
关系得到的, 一类是来自于Chapman-Enskog多尺度分析给出的热传导和黏性项. 基于第二类DBM, 可以实
现 (燃烧等)一大类复杂流体系统的多尺度物理建模.

关键词: 离散Boltzmann方法, 非平衡效应, 燃烧, 复杂流体
PACS: 47.11.–j, 47.40.Rs, 47.70.–n DOI: 10.7498/aps.64.184701

1 引 言

燃烧是燃料和氧气的剧烈化学反应, 并伴随着
发光、发热等现象. 燃烧反应的主要功能之一在于
将燃料的化学能转化为热能. 诸如锅炉、内燃机、
燃气轮机、火箭发动机以及一些爆炸动力装置等

都是能量转换设备, 均是以燃烧的形式实现化学能
向热能、进而机械能的转换. 目前, 世界上可用能
源的 80%来自于燃烧. 在可预见的将来, 燃烧仍将
是向人们提供能源的主要方式 [1]. 然而, 燃烧 (特
别是低效燃烧)带来的污染物已经开始严重影响空
气质量, 甚至已经开始影响我们赖以生存的气候和
环境.

自从人类学会使用火来取暖和烘烤食物以来,
人们对燃烧的思考就一直没有停止过. 当下, 如何
提高燃烧设备能量转换效率的问题已经提到了前

所未有的高度, 成了人们重点思考的课题之一 [2].
粗略地说, 燃料有两种: 核燃料和有机燃料. 有机
燃料泛指含碳氢化合物的矿物燃料、生物燃料及

经过人工合成的相关燃料. 为了获得低排放、贫
油高速燃烧以及推进新的燃烧技术, 近年来人们
提出了一系列新的燃烧概念 [2,3], 例如, 脉冲和旋
转爆震 (pulsed and spinning detonation) [4,5]、微尺

度燃烧 (microscale combustion) [6,7]、纳米推进剂

(nano propellant) [8,9]、部分预混和层流燃烧 (par-
tially premixed and stratified combustion) [10]、等

∗ 计算物理重点实验室基金、国家自然科学基金 (批准号: 11475028, 11202003)、理论物理国家重点实验室 (中国科学院理论物理研究
所)开放课题 (批准号: Y4KF151CJ1)和爆炸科学与技术国家重点实验室 (北京理工大学)开放课题 (批准号: KFJJ14-1M)资助
的课题.
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离子体助燃 (plasma assisted combustion) [11−13]、

冷火焰 (cool flame) [14]等. 围绕着这些新概念, 从
科学和技术角度仍存在着一系列亟待解决的问题.
例如: 1)在旋转爆震方面, 器壁曲率和预混程度对
起爆和传播模式的影响; 2)在高压层流燃烧方面,
低温下起爆到爆轰的转变问题; 3)在等离子体助燃
方面, 电子、激发态分子和中性分子之间的高度非
平衡能量转换; 4)在冷火焰方面, 流体动力学、化学
动理学及其相关的输运问题 [1,15−17]. 可见, 所有这
些新的燃烧概念均涉及到复杂的非平衡流体动理

学、化学动理学及输运过程.
长期以来, 人们认识燃烧过程的途径是实验

和少量理论研究 [18−24]. 在最近 50年里, 燃烧问题
的数值模拟取得了长足的进展 [25−31]. 在文献资
料中常见的燃烧问题数值模拟一般由如下三个步

骤组成: 1) 根据基本守恒定律和适当的简化构建
物理模型; 2)将控制方程离散化; 3)数值实验和数
据分析. 常用的离散格式有有限差分、有限元、有
限体积、有限分析、边界元、积分变换、谱方法等.
值得一提的是, 近年来, 格子Boltzmann方法 (lat-
tice Boltzmann method, LBM) [32−38]也被加进了

常用离散格式的行列. 关于这一点, 在后面讲到
离散Boltzmann建模或方法 (discrete Boltzmann
model/method, DBM)时再做解释.

燃烧系统诸多行为的研究依托于流体建模. 我
们也可以从微观、介观和宏观三个层面对一个燃烧

系统进行描述. 由于物质世界是无限可分的, 所以
对微观、介观、宏观的界定自然也是相对的. 在流
体系统描述方面, 微观描述一般是指基于分子动力
学的描述, 模拟工具自然是分子动力学模拟; 分子
间相互作用势的建立是模型构建的关键. 在这个
层面上, 人们可以通过模拟研究建立化学反应率方
程. 宏观描述一般是指含化学反应项的Euler方程
或Navier-Stokes 方程. 在这个层面上, 人们关注的
主要是 “流动” (hydrodynamic) 非平衡, 即流体力
学状态量在空间的不均匀及其引起的演化. 介观描
述一般是指基于非平衡统计力学理论的描述. 其
中, 使用较普遍的是基于Boltzmann方程 [39]

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ a · ∂f

∂v
= Q (f, f) ,

Q (f, f) =

∫ +∞

−∞

∫ 4π

0

(f∗f∗1 − ff1) gσdΩdv1 (1)

的描述, 如图 1所示. 其中, f = f(r,v, t), f1 =

f(r,v1, t), f∗ = f(r,v∗, t)和 f∗1 = f(r,v∗
1 , t)分别

是 t时刻位于r位置的粒子速度为v, v1, v∗和v∗
1

的 (单体)分布函数; v和v1为两粒子碰撞前的速

度, v∗和v∗
1为两粒子碰撞后的速度; g = |v − v1|

为碰撞前两粒子相对速度的大小; a为粒子的加速
度; σ为微分碰撞截面; Ω为碰撞的微分立体角. 可
见, 与分子动力学描述相比, Boltzmann方程描述
忽略了大量分子运动的细节, 只保留了分子运动速
度分布的部分统计特征; 系统的动理学行为用分布
函数 f(r,v, t)的时空演化来描述.

(Boltzmann )

图 1 流体系统的微观、介观和宏观建模示意图

Fig. 1. Schematic of modelings of fluid system in the
microscopic, mesoscopic and macroscopic scales.

流体力学状态量密度ρ、动量ρu、能量ET 与分

布函数 f的关系为

W =

∫
fΨ dv, (2)

其中,

W =
[
ρ, ρu, ET = ρT + ρu · u/2

= ρT + ρu2/2
]T
,

Ψ =
[
1,v,v · v/2 = v2/2

]T
, (3)

即分别为分布函数 f相对于粒子速度v的零阶矩、

一阶矩和二阶矩对角分量之和的一半. 压强张量P

与分布函数 f的关系为

P =

∫
f (v − u) (v − u) dv. (4)

即为分布函数 f的二阶中心矩. 热流q与分布函数

f的关系为

q =

∫
f
1

2
(v − u) (v − u) · (v − u) dv. (5)

能量流ETu与分布函数 f的关系为

ETu =

∫
f
1

2
vv · vdv. (6)

相对于Boltzmann方程描述,在Navier-Stokes方程
描述中, 分子运动的细节被进一步忽略, 分布函数
f(x,v, t)也不再出现, 出现的是分布函数 f(x,v, t)

的守恒矩——密度、动量、能量和少量非守恒矩——

动量流、能量流以及黏性项和热传导项; 内能和压
强之间的关系由状态方程来确定. 如果进一步忽
略黏性项和热传导项所代表的输运效应, 就可得到
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Euler方程描述. 所以, 从分子动力学到Boltzmann
方程,再到Navier-Stokes方程、Euler方程是一个物
理描述逐步粗粒化、所含物理信息量逐步减少的过

程. 模型的逐级转换对应的是所描述的系统越来越
靠近 “热动”(thermodynamic)平衡, 系统的行为越
来越简单, 越来越可以使用更少的参量来确定; 对
于一个确定的非平衡系统, 模型的逐级转换对应的
是观测系统所用的空间 -时间尺度越来越大, 越来
越多的小结构和快模式被忽略, 即逐级转换的模型
描述的是系统中越来越大的结构和越来越慢的行

为. Boltzmann 方程描述在这里起到一个 “承上启
下”, “连接微观与宏观”的桥梁作用. 通过这一介
观描述, 人们可以同时研究 “流动”非平衡和与之相
伴随的、关系最密切的那部分 “热动”非平衡行为.

2 流体系统的离散Boltzmann建模

从Boltzmann方程描述到离散Boltzmann模
型的建立, 需要经过两次重要的粗粒化物理建模.

2.1 第一次粗粒化——碰撞项的线性化

由于宏观流体描述牵涉的变量少, 从而简单,
所以大量工程应用采用宏观流体描述. 而现实中
有许多复杂流体系统, 仅靠Navier-Stokes模型描
述是不够的. 例如, 等离子体物理领域存在大量热
动非平衡系统 (例如三温系统, 其中离子、电子和光
子各自具有不同的温度); 再例如, 微管道流动系统
中的Knudsen数较高, 非平衡效应较强; 另外, 冲
击波、爆轰波等的精细物理结构往往需要分布函数

f 二阶矩的非对角分量、甚至更高阶的矩来描述.
对于这类问题, 往往需要借助Boltzmann 方程来描
述. 但在很多情形下, Boltzmann 方程极其复杂的
碰撞项给其有效使用带来了不便. 为了能够方便、
有效地使用, 方法之一就是通过引入一个局域平衡
态分布函数 f eq 将原来复杂的碰撞项用一个线性

化模型来取代. 这类线性化Boltzmann模型可以写
成统一的形式 [40]:

∂f

∂t
+ v · ∂f

∂r
+ a · ∂f

∂v
= −1

τ
(f − f eq) , (7)

其中 τ称为松弛时间. 这些粗粒化建模所依赖的基
本假设如下: 碰撞项的主要特征完全可以通过对所
有碰撞的效应做统计平均来获得, 而对某个具体碰
撞的细节与效应不敏感. 这些线性化碰撞算符构造
的基本要求是: 我们所关心的流体力学量使用简化

后和简化前的模型进行计算, 所得结果一致, 即∫
−1

τ
(f − f eq)Ψ ′dv =

∫
Q (f, f)Ψ ′dv, (8)

其中

Ψ ′ = [1,v,vv,vvv, · · ·]T . (9)

显然, Ψ ′取的项数越多, 则线性化模型与原始碰撞
模型在提供动理学矩方面的一致性就越高. 根据
Ψ ′取的项数不同, 可以获得不同形式的 f eq. Ψ ′取

的项数越多, f eq的具体形式越复杂. 根据 f eq取

不同的形式, 该线性化模型分别称为Bhatnagar-
Gross-Krook (BGK)模型 [41]、椭圆统计BGK模
型 [42], Shakhov 模型 (单原子气体模型) [40], Rykov
模型 (双原子气体模型) [43], Liu模型 [44]等. 其中,
BGK模型由于简单, 从而获得的应用最为广泛.

Boltzmann
DBM

图 2 离散Boltzmann方法在流体系统不同层次描述中
的位置

Fig. 2. Position of discrete Boltzmann method in de-
scriptions of fluid system in various scales.

2.2 第二次粗粒化——粒子速度空间的

离散化

引入介观描述的目的有二: 1)在冲击波、爆
轰波、边界层等附近宏观量梯度较大的区域, 传
统流体模型不能令人满意时, 可以借助Boltzmann
方程来获得对原始模型方程的修正; 2) 可以根据
需要, 通过 “进一步粗粒化物理建模”构造物理描
述能力介于Boltzmann方程和Navier-Stokes等宏
观模型之间的 “介观”模型. 本文重点介绍的离散
Boltzmann模型

∂fi
∂t

+ viα · ∂fi
∂rα

= −1

τ
(fi − f eq

i ) (10)

或

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Âl

]
, (11)

就是将粒子速度空间做了特殊离散化的 “粗
粒化”模型. 其中, i = 1, 2, · · · , N为离散速
度的编号, N为离散速度的数目; α = x, y, z;
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fi = fi (r,vi, t), f eq
i = f eq

i (r,vi, t); f̂k = Mkifi,
f̂ eq
k = Mkif

eq
k 是 fi和 f eq

i 的动理学矩; R̂lk =

diag (R1, · · · , Rk, · · · , RN )为碰撞参数, 描述 f̂k趋

于平衡态值 f̂ eq
k 的快慢; Âl为保证离散Boltzmann

模型能够描述正确的宏观行为 (例如在连续极限下
包含正确的宏观流体模型)而做的必要修正. 模型
(11)又称多松弛因子离散Boltzmann 模型. 模型
(10)可以看作是模型 (11)的特例; 或者模型 (11)可
以看作是模型 (10)的推广. 由于只涉及粒子速度
v空间中数量很少的N个离散点vi, 所以相对于离
散化之前的Boltzmann方程, 它肯定丢失了很多信
息. 但相对于Navier-Stokes方程等宏观描述, 通过
合理建模, 它仍然可以包含更多的微介观动理学信
息, 并且包含的是与我们关注的宏观流动行为关系
最密切的那部分动理学信息 [36,37]. 前面提到, 燃烧
新概念的提出与研究带来了一系列（非平衡流体动

理学、化学动理学等方面的）新挑战、新课题. 在这
些复杂动理学行为的研究方面, 离散Boltzmann 方
法或模型将是个有益的工具.

2.3 离散Boltzmann发展简史

早期版本的离散Boltzmann方法并不是按照
上述思路由Boltzmann方程经过两次粗粒化建模
(碰撞算符线性化和粒子速度空间离散化)而得到
的, 而是由更早期的格子气 (lattice gas)模型 [45]逐

步发展而来的, 并且保留了 “在一个时间步内, 粒子
只能从一个格点沿着运动方向移动到相邻的格点”
的简单图像和算法, 所以在文献中经常被称为格子
Boltzmann模型或方法 [46−49]. 格子气模型的早期
研究可以追溯到 20世纪 60年代. 为了能够模拟连
续流体系统, 特别是为了让那些在微介观层次上破
缺的对称性在宏观上得到恢复, 格子气模型的构造
必须遵从一定的条件 (包括对称性约束) [50].

人们习惯上将 1986年的Frisch-Hasslacher-
Pomeau模型 [41]作为现代格子气模型、格子Boltz-
mann 方法研究的起点. 在这个二维模型中, 使用
三角网格来描述空间, 分布在网格点上的粒子只
有沿着网格的六个运动方向, 这六个方向分别用
α = 1, 2, · · · , 6来表示. 在一个时间演化步内, 粒
子的运动和粒子间的相互作用通过一个 “传播”算
符加上一个 “碰撞”算符来描述. 这个模型的控制
方程参见图 3中的第一行. 其中, 右侧Cα表示 “碰
撞”的贡献, nα(r, t)表示在 t时刻位于网格点r位

置运动方向为第α个离散方向的粒子数. 在数值

模拟过程中, 首先, t时刻位于格点r运动方向为

α的粒子在 t + ∆t时刻运动到了新的网格点位置

r + eα∆t, 运动方向保持不变, 这个过程称为 “传
播”; 然后,在粒子分布数nα(r+eα∆t, t+∆t)中加

入粒子 “碰撞”的贡献Cα. 从格子气到离散Boltz-
mann的发展主要经历了如下几个阶段 (如图 3所
示): 在 1988年人们开始使用分布函数 fα(r, t)取

代粒子数nα(r, t)
[51]; 1989年引入平衡分布函数

f eq
α (r, t), 实现了碰撞算符的线性化 [52]; 在 20世纪

90年代初期, 进一步将碰撞算符简化为Boltzmann
方程的BGK模型形式 [46−48]; 在1997年,人们发现
格子Boltzmann方法可以看作是Boltzmann-BGK
方程的特殊离散化 [49];在2012年,人们进一步找到
了通过离散Boltzmann建模来研究系统内热动非
平衡行为的具体方案 [36]. 到这里, (由格子气模型
经过一系列改进逐步发展而来的)离散Boltzmann
方法已经不再仅仅是一种偏微分方程数值逼近解

法, 而且成为一种全新的复杂系统非平衡行为建模
方法 [37].

1989

1986

1988

1991  

1992  

1997  

nα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/nα↼r֒t↽⇁Cα

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/fα↼r֒t↽⇁Cα

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽/fα↼r֒t↽⇁Lαβ♭fβ↼r֒t↽֓fβ   ↼r֒t↽♯

2012  

τ

1

eq

fα↼r⇁eαDt֒ t ⇁Dt↽֓fα↼r֒t↽/֓֓ ♭fα↼r֒t↽֓fα   ↼r֒t↽♯
eq

⇁eα            =
τ ∋

1
֓֓ ♭fα֓fα   ♯

eqDfα
-
Dt

Dfα
-
Dr

⇁v              =
τ ∋

1
֓֓ ♭f֓f eq♯

Df
-
Dt

Df
-
Dr

图 3 从格子气模型到离散Boltzmann-BGK模型的发展
Fig. 3. Development from lattice gas model to discrete
Boltzmann-BGK model.

容易看出, 初期格子Boltzmann方法当中的
“传播+碰撞”模式实际上是时间导数和空间导数
有限差分算法的一种特例. 除了这种特殊的有限
差分离散格式之外, 基于其他形式的有限差分离散
格式、以及其他非有限差分离散格式的离散Boltz-
mann方法也获得了一些尝试与发展. 这样,初期的
格子Boltzmann被称为标准格子Boltzmann; 后面
出现的这些格子Boltzmann方法分别被称为有限
差分格子Boltzmann、有限体积格子Boltzmann、有
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限元格子Boltzmann等. 需要指出的是, 在这些方
法的名称中虽然保留了 “格子”的称谓, 但在有些具
体的算法 (例如有限差分离散Boltzmann)中已经
不再使用 “传播+碰撞”的简单处理. 从发表的研
究论文来看, 除了标准格子Boltzmann 方法之外,
有限差分格子Boltzmann方面的工作最多 [38,53].

现代版本的离散Boltzmann建模直接从
Boltzmann-BGK方程粒子速度空间的离散化开
始. 我们以没有外力和化学反应等非理想气体效
应、在连续极限下以Navier-Stokes方程为宏观对
应模型的最简单情形为例来说明. 其基本思路如
下: 1) Chapman-Enskog 多尺度分析告诉我们, 传
统流体描述只包含了Boltzmann方程描述的部分
信息; 2) 因为Navier-Stokes方程只涉及了Boltz-
mann 方程中平衡态分布函数 f eq 的前 7 个矩关
系 (Chapman-Enskog多尺度分析的更多细节和这
7 个矩关系将在后面给出), 所以在将粒子速度v

空间进行离散化的过程中, 只要保证这 7个矩关
系仍然能够满足, 那么离散化的Boltzmann方程就
仍然能够描述Navier-Stokes方程能够描述的系统;
3) 需要指出的是, 恢复Navier-Stokes方程仅是这
一离散Boltzmann方程的功能之一！在这前 7个动
理学矩关系当中, 只有前 3个中的 f eq可以被 f所

取代. 因为这前 3个描述的是守恒矩 (密度、动量和
能量). f eq可以被 f所取代, 描述的是三个基本守
恒定律, 含义是: 系统在趋于或者远离热动平衡的
过程当中, 系统的质量、动量、能量守恒. 其余的 4
个描述的是非守恒矩; 系统在趋于或者远离热动平
衡的过程当中它们不守恒. 所以, 在其余的 4个动
理学矩关系式中, 如果将 f eq 用 f来取代, 那么方
程的左右两侧可能就不再相等. 这种不等或者差异
正是系统偏离热动平衡之后的宏观效应！所以, 我
们可以分别使用 f和 f eq计算动理学矩, 这两个矩
的差异描述的就是系统偏离热动平衡的具体状态.

将这些动理学矩写成坐标分量形式, 就会发
现: 在 2维情形, 连续极限下给出Navier-Stokes方
程的离散Boltzmann模型可以提供 18个描述热动
非平衡效应的物理量, 其中 11个是独立的. 这 11
个独立的非平衡效应量实际上是分别从 11个不同
的角度或侧面来描述系统偏离热动平衡的状态或

系统偏离热动平衡的程度 [36,37]. 由这 11 个非平
衡效应量可以进一步构建更加方便我们分析和使

用的非平衡效应量. 在 3维情形, 等级别的离散
Boltzmann模型可以提供的非平衡效应量有 45个,
其中24个是独立的.

由于在模拟的每一步 f和 f eq都要计算, 而宏
观守恒量和非平衡量分别是分布函数 f 的低阶矩

和高阶矩, 所以离散Boltzmann模拟同时给出宏观
流动特征及其相伴随的 (部分)非平衡效应. 由于在
建模过程中要求所构建的离散Boltzmann模型在
连续极限下给出Navier-Stokes方程, 所以这类离
散Boltzmann模型给出的那部分非平衡效应恰恰
是与我们关注的 (Navier-Stokes方程所描述的)宏
观行为关系最密切的那一部分. 另外, Chapman-
Enskog多尺度分析告诉我们: Euler方程描述根
本没有考虑热动非平衡效应; 与Euler方程相比,
Navier-Stokes方程多出的也只有黏性项和热传导
项. 其中, 热传导项和黏性项描述的就是部分 (热
动)非平衡效应. 所以, 根据离散Boltzmann建模
与模拟, 我们可以有两种方法描述系统偏离热动平
衡的状态或程度: 一种方法是直接比较分布函数 f

和平衡态分布函数 f eq的动理学矩; 另一种方法是
直接使用Chapman-Enskog多尺度分析得到的热
传导项和黏性项. 前者描述的是热动非平衡的具体
状态,是局域的; 后者描述的是这些局域热动非平
衡效应对宏观控制方程的影响, 是非局域的. 从物
理描述精度上讲, 前者 “ 细致”, 后者 “粗糙”.

非平衡系统的行为极其丰富、极其复杂. 是否
能将非平衡行为研究推向深入, 在很大程度上取决
于能否找到有效的方法. 离散Boltzmann建模为复
杂系统非平衡行为的描述、非平衡信息的提取、非

平衡程度的度量提供了一种全新的、便于使用的思

路和方法. 这可以看作是离散Boltzmann 建模为
非平衡统计物理学基本描述方法的贡献. 在非平衡
效应较强、Navier-Stokes方程需要修正的情形, 在
模型构建时, 可以根据物理系统本身的特点适当增
加需要满足的动理学矩关系来获得更合理的模拟

结果 (包括更准确的密度、流速、温度、压强以及各
非平衡效应描述量); 另外, 基于分子动力学等更小
尺度模拟得到的统计信息容易通过非平衡效应建

模进入离散Boltzmann 模型. 在Navier-Stokes 方
程自身不需要修正的情形, 也可以通过适当增加需
要满足的动理学矩关系来提高非平衡效应的描述

精度. 其代价自然是需要使用更多的离散速度. 在
实际应用过程中, 需要在物理描述需求和运算代价
之间进行合理的平衡.

可见, 从Boltzmann方程这一 “特殊离散化”
出发可以派生出两个不同的研究方向, 这两个方向
代表了离散Boltzmann方法研究现有的两种不同
的建模目的和思路. 一种是将其作为一种全新的数
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值求解Navier-Stokes 等流体方程的离散方法, 进
而将其思路进行推广, 用于求解其他类型的偏微分
方程; 另一种是将其作为一种全新的包含更多动理
学信息的微介观动理学模型构建方法. 数值解法研
究和物理建模研究的主要区别在于：前者必须忠诚

于原始模型（由控制方程描述）; 而后者必须具有
部分超越原始模型的功能. 由于这两类模型构建的
目的不同, 所以在构建过程中需要使用的物理判据
也就不同. 在目前已经发表的关于格子Boltzmann
方法或模型的文献中, 绝大部分工作都是基于第一
种建模思路的. 既然是数值解法, 那么人们关注的
就是它的数值精度 (即对原始控制方程的忠诚度)
和运算效率等; 只要计算的结果正确, 具体计算细
节是否有物理对应、对应的合理程度如何可以不

予深究. 但如果将离散Boltzmann 方法看作是比
Navier-Stokes 方程描述包含更多微介观动理学信
息的物理模型, 那么对其建模过程所要遵循的物理
要求自然会提高一些; 提高到什么程度, 视具体问
题研究的需求而定. 例如, 在有些LBM 构建过程
中, 使用∆t = ε或∆t = τ这一处理方法. 这里 ε是

Knudsen数, 其定义为分子的平均间距 l与某一宏

观空间尺度L(例如系统的空间尺度)之比或者热力
学弛豫时间 τ与上述宏观尺度对应的时间尺度 tL

之比, 即

ε =
l

L
=

τ

tL
. (12)

在后一种处理方法 (∆t = τ)中, 通常认为Knudsen
数 ε已被吸收在松弛时间 τ 当中, 所以二者原则上
是等价的. 因为这些模型的构建研究目的是模拟
或求解某类偏微分方程, 其含义是当时间步长∆t

趋于零时, LBM模拟结果将与被求解方程趋于一
致 [54]. 这在数学上是合理的. 但如果用物理模型
的标准来看, ∆t是数值积分的时间步长, 其大小对
应数值模拟精度的高低; 而如果将L视为系统或系

统内某一介观结构的空间尺度, 则 ε = ε(r, t)描述

的是分子的疏密状态随空间和时间的变化, 代表的
是系统的动理学状态; τ描述的是系统由热动非平
衡态趋于热动平衡态的时间尺度, 是由系统自身的
动理学特性决定的. ε 和 τ都是客观的, 是不能随
着数值积分步长∆t的改变而改变的. 再例如, 在
有些LBM构建过程中, 为了模拟含温度场的流体
方程组, 系统的密度ρ和流速u使用一个分布函数

来描述, 而温度T则使用另外一个分布函数来描

述 [38,53]. 显然, 这里的分布函数已经不是统计物
理学中所定义的分布函数了. 只是因为构建这些

LBM的目的是模拟相应的偏微分控制方程组, 所
以只要其最终的数值结果与原始控制方程组相符

即可.
鉴于抛开了原始格子气模型的 “传播+碰撞”

这一简单操作之后, “格子 (lattice)” Boltzmann 的
名称就失去了直观的含义; 同时鉴于在文献中格
子Boltzmann方法已经被广泛接受为求解Navier-
Stokes等偏微分方程的一种数值方法, 所以在本文
后面的主要叙述中我们做如下约定: 在介绍将离散
Boltzmann作为偏微分方程数值算法的工作时, 仍
沿用文献中的习惯叫法 “格子Boltzmann方法”或
LBM; 在介绍将离散Boltzmann作为复杂系统微
介观粗粒化物理建模的工作时, 直接使用简单名称
“离散Boltzmann建模”, “离散Boltzmann方法”或
DBM. 这里的 “离散”指的不是时间和空间的离散,
而是指粒子速度空间的特殊离散化处理.

离散Boltzmann的诞生已有近 30年的历史,
其理论和应用研究已渗透到诸多学科和研究领域.
时至今日, 仍然是国际热点研究课题之一.

2.4 作为数值解法的LBM研究进展概述

在最近的 30年当中, LBM作为一种新的计算
流体力学工具引发了广泛的兴趣, 取得了突飞猛
进的进展. 如果使用 google scholar输入 “Lattice
Boltzmann”进行搜索, 立即会发现约 41万余条信
息 (搜索时间: 2014年12月22日18:22). 2013年11
月 19日的搜索结果为 282000条信息, 平均每个月
增加 1万条信息. 其中, 以等温低速不可压流体
系统模拟为代表, LBM已经广泛应用于各类复杂
流体系统 [55−80](这里列出的参考文献仅是少数实
例). 这些研究也分为两类: 一类是构造相应系统控
制方程的LBM算法, 一类是通过使用LBM方法模
拟原始控制方程来研究物理问题. 相当一部分研究
论文二者兼顾: 以物理研究为目的, 但在方法方面
也有所改进.

2.5 作为微介观粗粒化物理建模的DBM
研究进展概述

从物理建模的角度看, 格子气、元胞自动机模
型本身就是为研究复杂系统中的复杂行为而提出

的一种微介观、粗粒化物理建模. 作为非平衡统
计物理学基本方程——Boltzmann方程特殊离散
化的离散Boltzmann方法理应也是复杂系统的一
种微介观、粗粒化模型, 非平衡效应研究理应是其
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重要内容之一. 这一信念一直存在, 但由于缺乏有
效的方案, 在近 30 年的时间里离散Boltzmann 方
法仅仅在第一条思路——作为偏微分方程数值求

解方法方面获得了广泛研究和使用. 近年来, 有些
工作尝试使用离散Boltzmann方法模拟微管道流、
边界层流等问题 (相对于宏观连续流体系统, 那里
的Knudsen数相对较高), 有些突破传统流体连续
介质建模成立的范围. 这个研究方向不在本文的
讨论范围之内. 在本文中我们关心的是含有较多
界面和微介观结构的多尺度复杂流体系统, 这类
系统的尺度远大于微管道流的管径和边界层的厚

度. 最早基于离散Boltzmann 建模来发展非平衡
行为描述方法, 给出从模拟结果中提取非平衡效应
具体方案的工作出现于 2012 年的一篇综述 [36]. 随
后, 在燃烧与爆轰系统 [81−83]、多相流系统 [84,85]、

Richtmyer-Meshkov不稳定性系统 [86,87]、Rayleigh-
Taylor不稳定性系统 [37,88,89]、Kelvin-Helmholtz不
稳定性系统 [37,90]得到了逐步的推广与应用.

这里, 我们简单地比较一下离散Boltzmann模
拟与传统流体力学 (computational fluid dynamics,
CFD)模拟的异同. 我们以最简单的理想气体系统
为例来说明. 1)传统CFD需要先确定控制方程的
具体形式, 然后根据控制方程的特点设计算法; 而
DBM是Boltzmann方程的二次粗粒化物理建模,
原则上它无需准确地知道宏观流体控制方程的具

体细节, 可以在未知宏观流体控制方程的情形下
给出物理上合理的结果. 例如, 只要我们在离散化
粒子速度空间时考虑足够多的动理学矩关系, 就能
保证DBM 给出的结果在物理上是合理的. 2)恢复
宏观流体控制方程仅是DBM的功能之一. 从物理
上讲, 在连续极限下DBM相当于一个宏观流体模
型外加一个热动非平衡效应的粗粒化模型. 3)基
于DBM建模思路, 可以较容易地实现一大类复杂
系统的多尺度物理建模. 例如, 我们可以根据局域
Knudsen数来构建开关函数, 在局域Knudsen数接
近于零的情形, 使用最简单 (离散速度数目最少)的
离散速度模型 (来自于恢复Euler方程所要求的前
5个动理学矩关系); 在局域Knudsen 数大一些时,
使用稍复杂 (离散速度数目稍多一些)的离散速度
模型 (来自于恢复Navier-Stokes方程所要求的前 7
个动理学矩关系); 在局域Knudsen数再大一些时,
使用再复杂 (离散速度数目再多一些)的离散速度
模型 (满足的动理学矩关系再适当增加一些). 反过
来, 当局域Knudsen数降低到一定程度后, 该DBM
自适应地换回较简单的离散速度模型. 在离散速

度模型调换的第一步, 可以使用粗粒化物理建模
f = f eq.

3 燃烧系统的离散Boltzmann建模
与模拟

3.1 作为数值解法的LBM研究进展

由于燃烧问题的重要性, 燃烧系统的LBM模
拟很早就引起人们的关注. 但在早期的工作中,
LBM是作为相应燃烧系统控制方程的一种新的模
拟方法而出现的. 最早的尝试是由Succi等在 1997
年完成的 [91]. 他们在化学反应极快、热量释放率极
低的冷火焰假设下就甲烷和空气的层流火焰模拟

出一些基本行为. 随后, 几个典型的LBM工作分
别来自Filippova等 [92−94], Yu 等 [95], Yamamoto
等 [96−98], Lee等 [99], Chiavazzo等 [100−102]和Chen
等 [103−110]. 由于在这些工作中, LBM的作用是模
拟原始控制方程, 所以与物理建模改进无关; 其研
究内容自然是基于原始物理建模的, 是原始控制方
程 (借助于其他的数值离散方法)也可以做的. 并
且, 由于早期的LBM主要是针对等温低速近似不
可压流体系统而设计的, 所以后来为了能够模拟
含温度场的流体系统, 部分工作引入了双分布函数
LBM. 在这类LBM中, 一般处理方法是: 整个系统
的密度和流速用一个分布函数来描述, 而温度用另
外一个分布函数来描述; 有些模型甚至干脆忽略
化学反应热对流场的影响. 在 2012年之前出现的
所有燃烧问题的LBM研究都是将LBM 视为原始
控制方程的一种数值求解方法, 并且模拟的都是一
些相对简单的情形; 高马赫燃烧的LBM模拟一直
未见报道, 爆轰问题的LBM 建模与模拟更是从未
涉及. 近年来, Chen 等 [103−110]使用他们所构造的

LBM就低马赫燃烧问题进行模拟研究, 取得一些
有意义的结果.

3.2 作为微介观粗粒化模型的DBM出现
的背景

作为燃烧的一种特例, 爆炸是一个伴有大量能
量释放的化学反应传输过程. 它经常引发事故和灾
难, 但受控的爆炸已经成为一门高科技, 广泛应用
于国防技术与工业生产当中. 例如, 爆炸喷涂、爆
炸清洗、爆炸加工、爆炸推进、爆炸开采、爆炸掘

进等. 爆轰, 又称爆震, 其反应区前沿为一以超声
速运动的冲击波, 称为爆轰波. 爆轰波扫过后, 介
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质成为高温高压的爆轰产物. 鉴于燃烧与爆轰技
术在科学和工程领域的广泛应用, 其理论和实验研
究很早就引起人们的广泛兴趣. 早在 19世纪末 20
世纪初, Chapmann [18] 和 Jouguet [19]就提出了著

名的CJ理论. 这一理论将爆轰波视为一个强间断,
即在爆轰波扫过后化学反应瞬间完成. 在 20 世纪
初, Zeldovich [20], Neumann [21]和Doering [22]发展

了著名的 ZND模型. 这个模型的重要贡献之一在
于它指出了在爆轰波前沿存在一个von Neumann
峰; 反应物首先经过冲击波的预压缩, 然后在冲击
波后紧接着有一个连续的反应区. 在反应区内部系
统的密度、温度、压强和流速到达最大值.

尽管爆轰研究已有 100多年的历史, 但时至今
日, 它仍然是国际热点研究问题之一. 到目前为止,
几乎所有获得广泛应用的化学反应模型均是唯象

的或半唯象的 [111]. 例如, Arrhenius反应率、forest
fire燃烧模型、两步模型、Cochran反应率模型 [112],
Lee-Tarver 模型 [113]等. 在实际应用过程中需要根
据具体问题选择合适的化学反应模型. 能够发生爆
轰的系统可以是气相、液相、固相或气 -液、气 -固和
液 -固等混合相组成的系统. 本文只涉及流体建模
适用的系统. 当将 “燃烧”与 “爆轰”两个名词放在
一起进行讨论时, “燃烧”便只描述 “爆轰”以外的
其他燃烧形式.

在相当一部分燃烧过程中, 化学反应速率和
能量转换率对燃烧过程起着重要影响 (例如, 着火、
熄灭、火焰传播等均与化学反应动力学过程密切

相关), 并且化学反应过程决定了所有燃烧过程中
污染物的生成与破坏. 实际的燃烧过程涉及广泛
的时间和空间尺度. 典型的时间尺度从 10−13 s到
10−3 s, 跨越 10 个数量级, 典型的空间尺度涉及从
10−10 m到 1 m, 也是跨越 10个数量级 [114]. 所以,
我们需要从微观、介观和宏观的多个层面来对燃烧

问题进行分解与整合研究.
传统流体力学已经用于研究燃烧和爆轰多年,

但除了上面提到的几种极端或理想情形之外, 以前
的LBM尚不具备模拟那些既定控制方程的能力,
物理模型改进更无从谈起. 其中, 很重要的原因之
一就是以前发展的比较成功的LBM均是针对等温
低速不可压流体系统的. 要模拟高马赫燃烧与爆轰
问题, 第一个技术瓶颈就是需要将离散Boltzmann
模拟的范围推广到马赫数大于 1的可压流体系统.
近年来, 我们课题组在这方面进行了大量探索, 取
得了一系列进展, 使得冲击与爆轰问题的模拟成为
可能 [36,37,115−123]. 其中, 既包含作为高速可压流

体方程组数值解法的探索, 也包含作为高速可压流
体系统微介观动理学建模的探索; 既包含单松弛
因子模型, 又包含多松弛因子模型. 所构建的离散
Boltzmann模型均实现了用同一个分布函数同时
描述密度ρ、温度T、流速u、压强P以及相关的高

阶矩; 既适用于高速可压流体, 又适用于低速近似
不可压流体.

为了模拟高马赫数燃烧和爆轰问题, 下面我
们讨论如何从微介观粗粒化物理建模的角度构建

离散Boltzmann 模型. 正如前面所述, 与传统流体
模型相比, 这类模型具有更加坚实的动理学基础,
在连续极限下恢复传统流体控制方程仅是其功能

之一.

3.3 燃烧系统的Boltzmann建模

最近 30年来爆轰问题的模拟得到了迅速的发
展, 但两个技术问题仍然在困扰着宏观物理建模,
一是爆轰波阵面的合理描述, 一是化学反应放能
过程中非平衡效应的描述. 就第一个问题, 传统方
法可以处理间断面, 但不易忠实地描述波阵面的
精细物理结构; 就第二个问题, 有些反应放能过程
会引发热动非平衡行为, 而宏观流体Navier-Stokes
建模并未充分描述这部分非平衡效应. 由于前面已
经提到的原因, 我们可以从Boltzmann 方程出发构
建与Navier-Stokes相比包含更多微介观动理学信
息的介观描述.

下面以包含化学反应项的Boltzmann-BGK方
程

∂f

∂t
+ v · ∇f = −1

τ
(f − f eq) + C (13)

为例来讨论燃烧系统的动理学建模问题. 其中 f

(f eq)为 (平衡态)分布函数; τ 为松弛时间; v 为粒
子速度; C为化学反应项, 描述由于化学反应而引
起的分布函数 f的变化率. 我们考虑如下假设成立
的情形.

1) 系统中只有两种介质: 反应物和产物, 其密
度分别为ρR和ρP . 整个流场可以用一个单粒子分
布函数 f来描述, 松弛时间 τ对密度和温度的依赖

可以暂时忽略.
2) 热辐射可以忽略.
3) 化学反应的时间尺度 tC远大于分子热力学

弛豫的时间尺度 τ (即 τ ≪ tC, 例如, 常温常压条件
下氢气系统的热力学弛豫时间为 10−10 s量级, 而
氢气爆燃或爆轰的时间尺度为 10−5 s量级), 以至
于可以近似认为: 在整个化学反应过程中系统始终
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处于热动平衡态. 这样, 我们有

C = − 1
τ (f eq − f∗eq) ,

f eq = f eq (ρ,u, T ) ,

f∗eq = f∗eq (ρ,u, T ∗) .

(14)

4)化学反应不可逆, 反应进程由下面的反应率
方程来描述:

dλ
dt = F (λ), (15)

其中λ = ρP /ρ是化学反应进程参数. 这样,

T ∗ = T + τQF (λ), (16)

其中Q为单位质量的反应物发生反应后可以释放

出的热量.
由关系式 (14)—(16)可见, 化学反应项C的相

对强弱不仅取决于化学反应的速率, 而且受单位
质量反应物燃烧后放出的热量Q的影响. 即便是
化学反应速率很快, 但如果Q ≈ 0, 那么化学反
应项C的贡献也可能较小. 为便于分析, 可以将
反应热Q吸收到反应率方程G(λ) = QF (λ)中去.
Chapman-Enskog多尺度分析表明, 该Boltzmann
模型在连续极限下均包含如下的Navier-Stokes
模型:
∂ρ

∂t
+∇(ρu) = 0, (17)

∂(ρu)

∂t
+∇(PI + ρuu)

+∇ · [µ(∇u)I − µ(∇u)T − µ∇u] = 0, (18)
∂

∂t

(
ρE +

1

2
ρu2
)
+∇

[
ρu
(
E +

1

2
u2 +

P

ρ

)]
−∇

[
κ∇E + µu · (∇u)− µu(∇ · u) + 1

2
µ∇u2

]
= ρQF (λ), (19)

其中µ(= Pτ)和κ(= 2Pτ)分别为黏性和热传导

系数.

3.4 燃烧系统的离散Boltzmann建模

由于粒子速度v空间的连续性, 燃烧系统的
Boltzmann模型仍不便于直接做模拟. 与没有化学
反应的流体系统一样, 我们需要将Boltzmann模型
在粒子速度空间中做离散化. 由于单松弛因子模
型是多松弛因子模型的特例, 所以燃烧系统的离散
Boltzmann模型可以统一用下式描述 [83]:

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Âl

]
+ Ci,

Ci =
dfi
dt

∣∣∣
C
, (20)

在单松弛因子情形, R1 = R2 = · · · = RN = 1/τ ,
修正项 Âl = 0, Ci =

1

τ

(
f∗eq
i − f eq

i

)
, f∗eq =

f∗eq (ρ,u, T + τQF (λ)), f eq = f eq(ρ,u, T ). 在多
松弛因子模型情形, Chapman-Enskog多尺度分析
按如下方式展开:

fi = f
(0)
i + f

(1)
i + f

(2)
i + · · ·,

Ai = A1i,

Ci = C1i,
∂

∂t
=

∂

∂t1
+

∂

∂t2
+ · · ·,

∂

∂rα
=

∂

∂r1α
.

(21)

修正项Ai必须是Knudsen数 ε的一阶项, 即 A1i =

O(ε).

3.4.1 单松弛因子模型

我们先介绍两个单松弛因子模型. 2013年我
们课题组给出燃烧和爆轰系统的第一个离散Boltz-
mann模型 [81], 这是一个基于笛卡尔坐标系的简单
模型. 在该模型中, 流体行为使用我们以前发展
的一个高速可压流体离散Boltzmann模型 [116]描

述, 化学反应使用目前应用较多的反应率模型之一
——Lee-Tarver模型 [113]描述. 相对于以前的LBM
燃烧模型, 该模型实现了密度ρ、流速u、温度T、压

强P以及相关的高阶矩皆使用同一个分布函数 fi

来描述的物理要求, 实现了化学反应放能过程与流
体动力学过程的自然耦合.

Lee-Tarver反应率模型

dλ
dt = I(1− λ)xηr +G(1− λ)xλyP z (22)

由两项构成: 点火项和成长项. 前者多用于研究各
种热点的形成和随后的生长, 后者多用于描述化学
反应的成长过程. 其中, η = (V0/V ) − 1为相对压

缩度; V0和V 分别为反应前后的比体积, 与相应密
度ρ的关系分别为V0 = 1/ρ0, V = 1/ρ; I, G, x, y,
z, r 为模型参数,其中 G, x, y描述的是反应率对燃
烧面积等的依赖度, 参数G也依赖于入射冲击波的

压力; P z描述的是局域压力对反应率的影响方式.
该离散Boltzmann模型使用如下形式的离散
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速度模型:
v0 = 0,

vki = vk

[
cos
( iπ
4

)
, sin

( iπ
4

)]
,

(k = 1, 2, 3, 4; i = 1, 2, · · · 8),

(23)

它有 33个速度分量, 下标k和 i分别表示第k层第 i

个方向, 如图 4所示.

v0

v1

v2

v3

v4
i/i/

i/

i/

i/ i/

i/i/

图 4 离散速度模型示意图

Fig. 4. Schematic of the discrete velocity model.

平衡态分布函数通过如下的Taylor展示来
计算:

f eq
ki = ρFk

[(
1− u2

2T
+

u4

8T 2

)
+
vkiϵuϵ
T

(
1− u2

2T

)
+
vkiϵvkiπuϵuπ

2T 2

(
1− u2

2T

)
+
vkiϵvkiπvkiϑuϵuπuϑ

6T 3

+
vkiϵvkiπvkiϑvkiξuϵuπuϑuξ

24T 4

]
, (24)

上式中T为局域温度, 权重系数Fk和F0的计算公

式如下:

Fk =
1

v2k(v
2
k − v2k+1)(v

2
k − v2k+2)(v

2
k − v2k+3)

×
[
48T 4 − 6(v2k+1 + v2k+2 + v2k+3)T

3

+ (v2k+1v
2
k+2 + v2k+2v

2
k+3 + v2k+3v

2
k+1)T

2

−
v2k+1v

2
k+2v

2
k+3

4
T

]
,

k = 1, 2, 3, 4; (25)
F0 = 1− 8(F1 + F2 + F3 + F4); (26)

{k + l} =

k + l, if k + l 6 4,

k + l − 4, if k + l > 4.
(27)

我们选取 v0 = 0和四个非零的 vk (k = 1, 2, 3, 4).
这个模型的构建要求: 平衡态分布函数 f前7 个动

理学矩关系的积分形式可以写为求和形式. 具体
如下:∑

ki

f eq
ki = ρ, (28)∑

ki

vkif
eq
ki = ρu, (29)

∑
ki

1

2
v2kif

eq
ki = etherm +

1

2
ρu2 = ρT +

1

2
ρu2

= P +
1

2
ρu2, (30)∑

ki

vkiαvkiβf
eq
ki = ethermδαβ + ρuαuβ , (31)∑

ki

vkiαvkiβvkiγf
eq
ki

= etherm(uγδαβ + uαδβγ + uβδγα)

+ ρuαuβuγ , (32)∑
ki

1

2
v2kvkiαf

eq
ki = 2ethermuα +

1

2
ρu2uα, (33)

∑
ki

1

2
v2kvkiαvkiβf

eq
ki

=
(
2T +

1

2
u2
)
ethermδαβ +

(
3etherm

+
1

2
ρu2
)
uαuβ , (34)

式中右边为平衡态分布函数动理学矩关系的积分

形式, 已经直接表示为宏观量的表达式; etherm 为

热力学内能. 作为这类工作的开始和模型构建的
例子, 我们只考虑了最简单情形的反应率模型: 令
x = y = 1, a = Iηr, b = GP z. 这样, Lee-Tarver模
型简化为

dλ
dt =


a(1− λ) + b(1− λ)λ,

T > Tth 且 0 6 λ 6 1,

0, 其他

(35)

其中 Tth为燃烧发生的临界温度. 由于化学反应的
速率比流动过程要快得多, 所以成功模拟的一个关
键技术为分裂算子思想的使用. 从物理上, 可将上
述反应率方程理解为反应产物所占份额的变化由

两部分构成: 1)局域流动导致的变化, 2)化学反应
导致的变化. 即在满足反应条件 (T > Tth)时,

∂λ

∂t
+ u∇λ = 0,

∂λ

∂t
= a(1− λ) + b(1− λ)λ.

(36)

局域流动导致的变化使用一阶迎风格式计算:
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λn+1
j − λnj

∆t
= −


u(λnj − λnj−1)

∆x
u > 0,

u(λnj+1 − λnj )

∆x
u < 0.

(37)

化学反应导致的变化使用解析解:

λ =
e(a+b)t +

a(λ− 1)

a+ bλ

e(a+b)t +
b(1− λ)

a+ bλ

. (38)

其中下标 j − 1, j, j + 1 为 x 或 y方向的网格点编

号. 在实际模拟中, 系统的局域总内能变化率为

ė = ėtherm + ėchem, ėchem = R (λ) ρQ, (39)

其中, e = ρE. 化学反应过程与流动过程的耦合流
程如下: 化学反应放热导致局域内能增加, 局域内
能增加导致局域压强增大, 局域压强的增大进一步
影响局域流场的行为. 这样, 放能过程与流动过程
实现了自然耦合. 在该模型中化学反应的引入并没
有引起所需动理学矩关系的增多, 从而所需离散速
度数目并没有增多.

模型的有效性通过如下一些典型问题获得验

证和确认: 1)黏性爆轰的活塞问题; 2)热起爆问
题; 3) 爆轰波与冲击波的碰撞问题; 4)爆轰波的
规则与马赫反射; 5) Richtmyer-Meshkov 不稳定性
问题; 6)黏性爆轰的相图. 作为应用的一个实例,
我们研究了一维稳定爆轰波问题. 为了展现离散
Boltzmann建模的优势, 我们将注意力集中在反应
区及其邻域, 重点研究其中的热动非平衡行为. 研
究表明: 一般情形下, 化学反应区从von Neumann

压强峰之前开始, 跨越von Neumann压强峰. 在
von Neumann压强峰之前只存在升温机理, 在von
Neumann压强峰之后, 化学反应放热引起的升温
与反应产物膨胀引起的降温机理并存. von Neu-
mann压强峰不是温度的极大值点. 温度的峰值一
般在von Neumann压强峰之后. 密度、流速、温度、
压强等物理量最大值点 (峰值点)的不重合是系统
在von Neumann压强峰处无法完全恢复到热动平
衡的原因. 系统黏性的增大有两个效应: 一是系
统在von Neumann压强峰处更加接近热动平衡态,
二是在von Neumann压强峰前后系统偏离热动平
衡的幅度加大. 在化学反应速率极低的情形下, 与
纯粹冲击情形的区别是: 从化学反应启动到跨过
von Neumann压强峰, 进一步到化学反应结束之前
的这一较宽区域内, 温度一直在升高. 温度从上升
到最后的稳定, 不存在极大值点. 所以, 从冲击响
应过程开始到化学反应结束, 系统始终处在热动非
平衡态. 在反应速率极高的情形下, 在压强上升到
von Neumann 峰之前化学反应已经结束. 在此情
形下, von Neumann压强峰后不再有升温机理.

为了模拟柱状轴向均匀系统的内爆和外爆问

题, 2014年我们课题组给出了一个基于极坐标的离
散Boltzmann 模型 [82]. 该模型的离散速度模型和
边界条件设置如图 5所示.

在这个模型中, 使用的是Cochran反应率函
数 [111,112]:

R(λ) = ω1P
m(1− λ) + ω2P

nλ(1− λ), (40)

O

Y

v0

v1
v2

v3 v4

i/ i/

i/ i/

i/ i/

i/

i/

v
v v

v v

i/ i/

i/
i/

i/ i/

i/

i/

图 5 离散速度模型与周期边界条件设置示意图

Fig. 5. Schematic of the discrete velocity model and the periodic boundary conditions.
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其中, 第一项为热点形成项, 第二项为增长项; 系数
Pm和Pn描述的压强对是反应率的影响; ω1, ω2,
m 和 n是可调参数. 点火条件为 T > Tth. 不
失一般性, 这里我们取m = n = 1, Tth = 1.1.
为方便起见, 引入参数 a = ω1P

m, b = ω2P
n,

λ = λir = λiθ = λ(ir, iθ, t). 其中, ir和 iθ分别

为径向和角向的网格点编号. 具有一阶精度的
Cochran反应进程方程为

λt+∆t =
(a+ bλ)e(a+b)∆t − a(1− λ)

(a+ bλ)e(a+b)∆t + a(1− λ)

+ λ∗ir + λ∗iθ , (41)

其中,

λ∗ir =


−ur(λir − λir−1)

∆r
∆t, for ur > 0,

−ur(λir+1 − λir)

∆r
∆t, for ur < 0,

(42)

λ∗iθ =


−uθ(λiθ − λiθ−1)

r∆θ
∆t, for uθ > 0,

−uθ(λiθ+1 − λiθ)

r∆θ
∆t, for uθ < 0.

(43)

在数值实验中, λ, u, P由分布函数 fki获得. 同
样, 这一离散Boltzmann模型在连续极限下包含基
于极坐标的传统流体模型即含化学反应的Navier-
Stokes方程组. 除了使用典型算例对新模型进行校

验以外, 我们还将新模型用于燃烧或爆炸过程中非
平衡行为的研究. 图 6给出了下面的初始条件

(ρ, T, ur, uθ, λ)i = (1, 1, 0, 0, 0),

(ρ, T, ur, uθ, λ)o

= (1.5, 1.55556,−0.666667, 0, 1),

(44)

引发的内爆过程中不同时刻的宏观量和一个非

平衡量∆∗
2,rr的空间分布. 这里爆轰波前区域在

内部: 0 6 r 6 0.098, 爆轰波后区域在外部:
0.098 < r 6 0.1. 其他参数如下: τ = 2 × 10−4,
∆t = 2.5 × 10−6, ω1 = 1, ω2 = 50. 从图 6中可以
看到由于几何效应而导致的与一维稳定爆轰情形

的明显区别: 1)整个过程可以大体分为两个阶段,
在第一阶段, 爆轰波向内传播, 波后的密度、温度、
压强由于几何汇聚效应而升高, 当爆轰波到达中心
处那一瞬间, 密度、温度、压强达到极大值, 而速度
降低到 0; 随后是压缩波的向外传播; 2) 非平衡效
应是由也存在着一个向圆心运动, 发生碰撞后发射
向外传播的过程; 3)在化学反应结束后, 爆轰波退
变为纯粹的冲击波, 站在冲击波前沿上看, 波前粒
子速度向内, 波后粒子速度向外; 4) 在高度对称的
系统中, 在中心处系统始终处于热动平衡态.
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图 6 内爆过程不同时刻的宏观量和非平衡量

Fig. 6. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the implosion process.
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通过该模型, 我们在外爆过程中观测到了熄

爆、双向爆轰和稳定爆轰等现象, 并对其原因进行

了初步分析. 图 7 —图 9给出了如下初始条件

(ρ, T, ur, uθ, λ)i = (1.5, 1.55556, 0.666667, 0, 1)

(ρ, T, ur, uθ, λ)o = (1, 1, 0, 0, 0)

(45)
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图 7 外爆过程中不同时刻的宏观量和非平衡量

Fig. 7. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.
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Fig. 8. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.
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引发的外爆过程. 参数如下: 0 6 r 6 R1为已起爆

区域, R1 < r 6 R为爆轰波前区域; τ = 2 × 10−4,
∆t = 2.5 × 10−6, ω1 = 1, ω2 = 50. 从图 7 —图 9 ,
位于中心的预先起爆区域逐渐增大. 具体来说, 在
图 7中R1 = 0.015, R = 0.3; 在图 8中R1 = 0.023,
R = 0.75; 在图 9中R1 = 0.050, R = 1.2. 在外爆
过程中, 随着爆轰波向外传播, 爆轰波阵面的面积
越来越大, 所以内能变得越来越分散. 这种几何发
散效应有降低局域温度的作用. 在图 7中, 由于预
先起爆的区域太小, 化学反应释放的热量太少, 在
向外传播的过程中几何发散效应导致波阵面附近

温度低于起爆温度而熄火. 而图 8给出的是一个

化学反应先减弱, 后增强, 进而发展为向内、向外
双向爆轰的情形 (例如图中所示 t = 0.3000时刻的

情形). 在向内的爆轰过程中, 随着化学反应的结
束, 爆轰波退变为纯粹的冲击波. 冲击波在中心汇
聚、碰撞产生瞬间高温、高密、高压 (例如图中所
示 t = 0.3475时刻的情形). 在 t = 0.4000时刻, 密
度、温度、压强、粒子速度曲线均出现明显的双峰

结构. 在双峰附近, 系统偏离热动平衡的程度最高.
在图 9所示的情形, 由于预先爆轰的区域足够大,
释放出的热量足以克服几何发散效应而引发稳定

爆轰. 在爆轰波位置附近, 系统偏离热动平衡程度
最高.
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图 9 外爆过程中不同时刻的宏观量与非平衡量

Fig. 9. Macroscopic quantities and nonequilibrium quantity at various times in the explosion process.

显然, 在外爆过程中, 存在着化学反应、宏观
物质输运、热传导和几何发散效应的竞争. 化学反
应释放的热量使得系统局域温度升高, 而热传导和
几何发散效应使得系统局域温度降低. 如果之前的
化学反应热足够多, 则化学反应得以维持; 如果热
传导和几何发散效应占优势, 则会出现熄爆现象.
随着爆轰波向外传播, 几何发散效应逐渐减弱, 发
生熄爆的可能性降低. 另外, 在高度对称的系统中,
圆盘中心始终处于热动平衡态. 围绕着爆轰波前

沿, 不同自由度上的内能不再均分. 该工作还研究
了压强对化学反应率的影响、冲击强度和反应率对

系统偏离热动平衡程度的影响.

3.4.2 多松弛因子模型

下面介绍我们课题组最近提出的一个多松

弛因子燃烧系统离散Boltzmann模型 [83]. 模型
的控制方程由 (20)描述. 在该模型中, Âl是矢量

Â = (0, · · · , 0, Â8, Â9, 0, · · · , 0)T 的第 l个分量, 是
对碰撞算符 R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
的修正. 其中,
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Â8 = ρT
R5 −R8

R5

[
4ux

(
∂ux
∂x

− 1

D + I

∂ux
∂x

− 1

D + I

∂uy
∂y

)
+ 2uy

(
∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

)]
,

(46)

Â9 = ρT
R7 −R9

R7

[
4uy

(
∂uy
∂y

− 1

D + I

∂ux
∂x

− 1

D + I

∂uy
∂y

)
+ 2ux

(
∂uy
∂x

+
∂ux
∂y

)]
.

(47)

需要添加该修正的理由如下: 尽管从数学角度来
说,

(
f̂k − f̂ eq

k

)
前的松弛因子 R̂lk可以独立调节;

但从物理角度来说, 不同动理学模式之间可能存
在耦合. 我们需要通过Chapman-Enskog多尺度
分析, 通过检测所恢复的宏观流体方程的合理性
来找回丢失的关联 [37]. 为方便描述起见, 引入
Ai = M−1

il Âl. 我们考虑二维系统 (D = 2), 假设粒
子质量为单位质量. 离散后的平衡态分布函数 f eq

i

满足如下动理学矩关系:∑
f eq
i = ρ =

∑
fi, (48)∑

f eq
i viα = ρuα =

∑
fiviα, (49)∑

f eq
i (v2i + η2i ) = ρ[(D + I)T + u2]

=
∑

fi(v
2
i + η2i ), (50)∑

f eq
i viαviβ = ρ(δαβT + uαuβ), (51)∑
f eq
i (v2i + η2i )viα = ρuα[(D + I + 2)T + u2],

(52)∑
f eq
i viαviβviχ

= ρ(uαδβχ + uβδχα + uχδαβ)T + ρuαuβuχ, (53)∑
f eq
i (v2i + η2i )viαviβ

= ρδαβ [(D + I + 2)T + u2]T

+ ρuαuβ [(D + I + 4)T + u2], (54)∑
f eq
i η2i viαviβ = ρδαβIT

2 + ρuαuβIT ], (55)∑
f eq
i (v2i + η2i )η

2
i = ρIT [u2 + (D + 3I)T ],

(56)∑
f eq
i (v2i + η2i )v

2
i viα

= ρuα[u
4 + (D + 2)(D + I + 4)T 2

+ (2D + I + 8)u2T ], (57)∑
f eq
i (v2i + η2i )η

2
i viα

= ρuαIT [u
2 + (D + 3I + 2)T ]. (58)

其中, 参数 ηi用于表征分子平动之外的 I个额外自

由度. 单位体积的系统内能为E′ = ρ(D + I)T/2.
上面11个矩关系表达式可以统一写为

Mf eq = f̂ eq, (59)

其中f eq = (f eq
1 , f eq

2 , · · · , f eq
N )T 和 f̂ eq = (f̂ eq

1 ,
f̂ eq
2 , · · · , f̂ eq

N )T为N维列矢量. 矩阵 M = (M1,
M2, · · · ,MN )T, 其中Mi = (mi1,mi2, · · · ,miN ),
m1i = 1, m2i = vix, m3i = viy, m4i = v2i + η2i ,
m5i = v2ix, m6i = vixviy, m7i = v2iy, m8i =

(v2i + η2i )vix, m9i = (v2i + η2i )viy, m10i = v3ix,
m11i = v2ixviy, m12i = vixv

2
iy, m13i = v3iy,

m14i = (v2i + η2i )v
2
ix, m15i = (v2i + η2i )vixviy,

m16i = (v2i + η2i )v
2
iy, m17i = η2i v

2
ix, m18i =

η2i vixviy, m19i = η2i v
2
iy, m20i = (v2i + η2i )η

2
i ,

m21i = (v2i + η2i )v
2
i vix, m22i = (v2i + η2i )v

2
i viy,

m23i = (v2i + η2i )η
2
i vix, m24i = (v2i + η2i )η

2
i viy.

相应地, f̂ eq
1 = ρ, f̂ eq

2 = ρux, f̂ eq
3 = ρuy, f̂ eq

4 =

ρ[(D + I)T + u2], f̂ eq
5 = ρ(T + u2x), f̂

eq
6 = ρuxuy,

f̂ eq
7 = ρ(T + u2y), f̂

eq
8 = ρux[(D + I + 2)T + u2],

f̂ eq
9 = ρuy[(D+ I +2)T + u2], f̂ eq

10 = 3ρuxT + ρu3x,
f̂ eq
11 = ρuyT + ρu2xuy, f̂ eq

12 = ρuxT + ρuxu
2
y, f̂ eq

13 =

3ρuyT+ρu3y, f̂ eq
14 = ρ[(D+I+2)T+u2]+ρu2x[(D+

I + 4)T + u2], f̂ eq
15 = ρuxuy[(D + I + 4)T + u2],

f̂ eq
16 = ρ[(D+I+2)T +u2]+ρu2y[(D+I+4)T +u2],
f̂ eq
17 = ρIT 2 + ρu2xIT , f̂ eq

18 = ρuxuyIT , f̂ eq
19 =

ρIT 2 + ρu2yIT , f̂ eq
20 = ρIT [u2 + (D + 3I)T ], f̂ eq

21 =

ρux[u
4+(D+2)(D+ I+4)T 2+(2D+ I+8)u2T ],

f̂ eq
22 = ρuy[u

4 + (D + 2)(D + I + 4)T 2 + (2D +

I + 8)u2T ], f̂ eq
23 = ρuxIT [u

2 + (D + 3I + 2)T ],
f̂ eq
24 = ρuyIT [u

2 + (D + 3I + 2)T ].
与单松弛因子模型类似, 我们这里也假设松弛因子
Rk(k = 1, 2, · · · , N)可以近似取为常数. 为了使得
该模型的比热比γ, Prandtl数Pr灵活可调, 我们
考虑了分子内部自由度的贡献. 此时, Maxwell平
衡态分布函数为

f eq = ρ
( 1

2πT

)D/2( 1

2πIT

)1/2
× exp

[
− (v − u)2

2T
− η2

2IT

]
, (60)

再结合关系式E′ = ρ(D + I)T/2可得化学反应项

如下:

Ci = f eq
i Q

−(1 +D)IT + I(vi − u)2 + η2i
I(D + I)T 2

F (λ).

(61)
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在二维笛卡尔坐标情形, 矩关系 (48)—(58)式
可以写为 24个关于 f eq

i (i = 1, 2, · · · , 24)的方程.
所以该模型需要至少 24个离散速度. 该模型所选
用离散速度模型如下:

vi =

cyc : (±1, 0) for 1 6 i 6 4,

cyc : (±1,±1) for 5 6 i 6 8,

vi =


vav̄i for 1 6 i 6 8,

vbv̄i−8 for 8 6 i 6 16,

vcv̄i−16 for 17 6 i 6 24.

ηi =


ηa for 1 6 i 6 8,

ηb for 8 6 i 6 16,

ηc for 17 6 i 6 24.

其中 cyc表示循环排列, 如图 10所示. 在本工作
中离散Boltzmann模型中空间导数的计算采用
NND (nonoscillatory and nonfree-parameters dis-
sipative)有限差分格式. 同样地, 化学反应进程控
制方程中的空间导数也使用NND格式求解, 而时
间演化采用解析求解. 矩阵M是一个24× 24的矩

阵. 在编程模拟之前, 我们可以将离散速度模型的
定义式代入, 使用软件Matlab2011计算出其逆矩
阵M−1的解析解. 在程序中M−1的矩阵元直接

使用解析表达式进行计算. 需要指出的是, 尽管M

和M−1的矩阵元表达式看起来有些复杂, 但在实
际计算过程中, 在进行主循环之前, 参数 va, vb, vc,
ηa, ηb, ηc均被具体数值取代. 所以, 在进行主循环
之前, M和M−1的矩阵元已经被具体的数值所取

代, 并不存在矩阵M数值求逆的问题.
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图 10 离散速度模型示意图

Fig. 10. Schematic of the discrete velocity model.

由Chapman-Enskog多尺度分析可知, 该模型

在连续极限下可以给出如下的Navier-Stokes方程:
∂ρ

∂t
+
∂ρux
∂x

+
∂ρuy
∂y

= 0, (62)

∂ρux
∂t

+
∂(P + ρu2x)

∂x
+
∂ρuxuy
∂y

=
∂

∂x

{
2ρT

R5

[
∂ux
∂x

− 1

D + I

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)]}
+

∂

∂y

[
ρT

R6

(∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)]
, (63)

∂ρuy
∂t

+
∂ρuxuy
∂x

+
∂(P + ρu2y)

∂y

=
∂

∂x

[
ρT

R6

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)]
+

∂

∂y

{
2ρT

R7

[
∂uy
∂y

− 1

D + I

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)]}
, (64)

∂ET

∂t
+
∂(ET + P )ux

∂x
+
∂(ET + P )uy

∂y

=
∂

∂x

{
cp
ρT

R8

∂T

∂x
+
ρT

R5

[(
uy −

2ux
D + I

)
×
(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
+ 2ux

∂ux
∂x

]}
+

∂

∂y

{
cp
ρT

R9

∂T

∂y
+
ρT

R7

[(
ux − 2uy

D + I

)
×
(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
+ 2uy

∂uy
∂y

]}
+ ρF (λ)Q, (65)

这里 cp = (D + I + 2)/2 是等压比热, 等体积比热
可定义为Cr = (D + I)/2.

进一步讨论如下: 系数 R̂ 代表的是 f̂趋于

平衡态值 f̂ eq 的快慢. 质量、动量、能量守恒定
律要求 f̂1 = f̂ eq

1 , f̂2 = f̂ eq
2 , f̂3 = f̂ eq

3 , f̂4 = f̂ eq
4 .

所以, 系数R1, R2, R3和R4的取值对模拟结果没

有影响. 同时, 系统的动理学输运特征是各向同
性的. 这就告诉我们, 其余的松弛系数也并不是
完全独立的 [36,37]. 具体来说: 1) R5, R6, R7描述

系统的黏性, 当R5 = R6 = R7 = Rµ时黏性系数

µ = ρT/Rµ; 2) R8 和R9描述系统的热传导特性,
当R8 = R9 = Rκ时, 热传导系数κ = cpρT/Rκ.
这样, 在能量方程 (65)中的黏性系数与动量方程
(63)和 (64)中的黏性系数是自洽的. 系统的比热比

γ =
cp
cv

=
D + I + 2

D + I
, (66)

和Prandtl数

Pr =
cpµ

κ
=
Rκ

Rµ
(67)
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都是灵活可调的. 当R5 = R6 = R7 = Rµ,
R8 = R9 = Rκ时, 上面的Navier-Stokes 方程组
(62)—(65)可写为

∂ρ

∂t
+
∂ρuα
∂rα

= 0, (68)

∂ρuα
∂t

+
∂P

∂rα
+
∂ρuαuβ
∂rβ

= −
∂P ′

αβ

∂rβ
, (69)

∂ET

∂t
+
∂(ET + P )uα

∂rα

= ρF (λ)Q+
∂

∂rβ

(
κ
∂T

∂rβ
− P ′

αβuα

)
. (70)

其中,

µB = µ
(2
3
− 2

D + I

)
, (71)

P ′
αβ = − µ

(∂uα
∂rβ

+
∂uβ
∂rα

− 2

3

∂uχ
∂rχ

δαβ

)
− µB

∂uχ
∂rχ

δαβ. (72)

再具体一点,

Pxx = f̂
(1)
5 ,

Pxy = Pyx = f̂
(1)
6 ,

Pyy = f̂
(1)
7 .

除了直接分析黏性项和热传项导致的效应, 系
统的热动非平衡行为也可以由fi和f eq

i 的非守恒动

理学矩 [即M(fi)与M (f eq
i )]的差异来描述. 在多

松弛因子离散Boltzmann模型中, 我们定义

∆k = f̂k − f̂ eq
k . (73)

由于在碰撞过程中, 密度、动量、能量守恒, 所以
当k = 1, 2, 3, 4时, ∆k = 0. 其余的 20个∆k均具

有确定的物理含义, 均从自己的角度度量系统偏离
热动平衡的程度, 描述系统偏离热动平衡之后的效
应. 这些非平衡效应∆k放大Rk倍后以Rk∆k的形

式进入系统演化方程, 影响系统演化. 除了直接分
析每个∆k的大小与含义之外, 我们还可以引入一
个 “到平衡态距离”或 “热动非平衡强度”

d =

√√√√ N∑
1

∆2
k (74)

来获得一个对系统热动非平衡程度的更加粗粒化

的描述. 显然, 在使用这个定义之前, 需要将∆k做

无量纲化处理.
在具体研究过程中, 我们可以根据实际需要

将上述∆k适当组合, 构造出满足特定需求的非

平衡量. 为了对爆轰过程中的部分非平衡效应进
行初探, 这里, 我们引入如下定义: ∆vxvx = ∆5,
∆vxvy

= ∆6, ∆vyvy
= ∆7, ∆η2 = ∆4 − ∆5 − ∆7,

∆(v2+η2)vx
= ∆8, ∆(v2+η2)vy

= ∆9, ∆vxvxvx =

∆10, ∆vxvxvy = ∆11, ∆vxvyvy = ∆12, ∆vyvyvy =

∆13. 模型验证与校验的算例包括一个一维稳态
爆轰、三个Riemann问题、一个冲击波反射、一个
Couette流. 在后三类算例中, 反应热Q = 0. 在
Couette流算例中, 比热比 γ和Prandtl数Pr是可

调的.
就一维稳态爆轰情形, 图 11给出了如下初

始条件
(ρ, T, ux, uy, λ)L

= (1.38837, 1.57856, 0.577350, 0, 1)

(ρ, T, ux, uy, λ)R = (1, 1, 0, 0, 0)

(75)

引起的在 t = 0.39时刻von Neumann压强峰前后
相关物理量的空间分布. 其中下标 “L”和 “R” 分
别代表左 (0 6 x 6 0.2)和右 (0.2 < r 6 1)两部
分. 图 11 (a)—(e)分别给出 ρ, T , P , ux, λ在x方

向的分布. 图中分别给出DBM模拟结果 (带点的
红色实线), CJ理论的结果 (绿色虚线)和ZND理论
的结果 (蓝色实线). 可见, 三者在von Neumann压
强峰后相互验证; 但在von Neumann压强峰前沿
表现出差异. 因为CJ 理论没有考虑反应区的厚
度, 所以没有von Neumann峰. 除了化学反应进
程参数外, 其余物理量的分布与纯冲击波情形极
为相似. 峰后DBM模拟结果为 (ρ, T, ux, uθ, λ) =

(1.38997, 1.57597, 0.577874, 0, 1), 与CJ理论结果
符合得很好. 因为ZND理论考虑了反应区的存
在, 合理描述了von Neumann压强峰的存在, 所以
在von Neumann压强峰后反应区内DBM模拟结
果与ZND结果符合得很好. 但ZND理论没有考虑
冲击波的厚度, 所以在von Neumann压强峰前的
压缩阶段, DBM模拟结果在物理上更加合理. 随
着黏性和热传导系数的减小, 冲击波的厚度逐渐减
小, 与ZND理论的差异逐渐减小. 图 12给出了三
个不同时刻 (t = 0.29, t = 0.34, t = 0.39)压强P沿

x方向的分布. 根据DBM模拟结果, 爆轰波速为
vD = 2.055, 而解析结果为vD = 2.06395; 相对误差
为0.43%.
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图 11 一维稳态爆轰物理量分布图

Fig. 11. The profiles of physical quantities in the one-dimensional steady detonation.
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图 12 一维稳态爆轰过程中不同时刻压强P 的空间分布

Fig. 12. The profiles of pressure P at various times in
the evolution of the steady detonation process.

鉴于篇幅, 激波管问题和冲击波反射问题的数
值校验不在这里展示. 为了展示本模型对低速近似
不可压流体的适用性以及比热比γ、Prandtl数Pr

可调的功能, 我们模拟两组低速Couette流的算例.
上下两壁之间的距离为H = 0.2. 上壁以流速u0运

动, 下壁保持静止. 在左右两侧使用周期边界条件.
上下壁采用非平衡外插边界条件.

在第一组中只有一个算例. 初始条件为 ρ = 1,
T = 1, ux = uy = 0. 黏性剪切应力将动量从上边
界逐渐输运到系统内部. 图 13给出了水平速度分
量ux在时刻 t = 1, 5, 30时的分布. 可见, 模拟结
果与下面解析结果

u =
y

H
u0 +

2

π
u0

∞∑
n=1

[
(−1)n

n
exp

(
− n2π2

µt

ρH2

)
× sin

(nπy
H

)]
(76)

符合较好.
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图 13 Couette流不同时刻的水平流速分布
Fig. 13. Horizontal velocity profiles at various times
in the Couette flow.

第二组有四个算例. 图 14给出了这 4次Cou-
ette流的模拟结果, 图中同时给出 t = 0.01时刻不

同比热比γ和不同Prandtl数Pr条件下的DBM结
果和解析结果. 为了尽快地获得稳态流模拟结果,
我们使用了如下的初始温度场:

T = T1 + (T2 − T1)
x

H
+

µ

2κ
u20

x

H

(
1− x

H

)
, (77)
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其中, T1 (= 1.0) 和 T2 (= 1.01)分别为下壁和上壁
的温度. 初始速度轮廓取为

u = u0y/H. (78)

图 14 (a)和 (b)分别对应γ = 1.4和γ = 1.5两种情

形. 在图 14 (a)和 (b)中又分别给出Pr = 0.2和

Pr = 5.0两种情形的结果. 由图 14 (a)和 (b)可见,
模拟结果均与解析结果一致.
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图 14 Couette流中的温度分布

Fig. 14. Temperature profiles in the Couette flow.

需要强调的是, 在数值实验过程中, 所选用
的时间和空间步长必须足够小, 以至于数值黏
性远小于物理黏性. 这样, 真实结果才不会被
数值误差所淹没. 一种检测方法就是, 逐步减
小时间和空间步长, 直至再减小数值结果已经
几乎不再改变. 在图 15所示的算例中, 物理量
(ρ, T, ux, uy, λ) 的初始值与前面模拟一维稳态爆轰
时的算例相同, 即由 (75)式确定. 图 15 (a)—(o)分
别给出 t = 0.35时刻下列物理量沿x方向的分布:
ρ, T , p, ux, λ, ∆vxvx , ∆vxvy , ∆vyvy , ∆η2 , ∆vxvxvx ,
∆vxvxvy

, ∆vxvyvy , ∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vx , ∆(v2+η2)vy
.

在每个分图中竖直虚线标注的是压强峰值的位置

x = 0.8345. 这里, va = 2.7, vb = 2.2, vc = 1.2,
ηa = 1.5, ηb = 0.5, ηc = 5.0, I = 3, Q = 1,
碰撞参数皆取为 Ri = 100. 图中给出三种时
间、空间步长的模拟结果: (i) ∆x = ∆y = 10−3,

∆t = 10−5; (ii) ∆x = ∆y = 10−3, ∆t = 10−6; (iii)
∆x = ∆y = 10−4, ∆t = 10−6. 显然, 三种情形下
的模拟结果已没有明显差异. 这一方面说明, 时间、
空间步长的第一种选取方式已经足够小; 同时, 它
说明了模拟所得非平衡行为是物理上合理的.

对图 15所示的模拟结果做如下说明. 1)在
t = 0.35时刻, 系统尚未达到稳定爆轰状态, 在
von Neumann压强峰处的压强值还将继续增加.
而在图 12所示的情形, 在 t = 0.35 时刻, 爆轰已
经到达稳定状态. 其原因是: 这里的物理黏性比
图 12所示情形大得多. 系统的黏性越大, 由同一
初态出发, 演化到稳定状态所需要的时间越长. 2)
图 15 (a)—(e)表明, 在该算例中, 密度、温度、压
强和流速在爆轰波运行方向上的峰值点并不重

合. 这里, 我们将von Neumann峰定义为压强曲
线的峰. 压强峰出现在 0 < λ < 1之间即化学反

应快完毕之前. 3)由图 15 (f), (h), (i)可见, 非平
衡量∆vxvx , ∆vyvy 和∆η2的模拟结果满足关系式:
∆vxvx + ∆vyvy + ∆η2 = 0. 从物理上来说, 当系
统偏离热动平衡时, 系统在不同自由度上的内能
便不再均分, 但各自由度内能偏离其平衡态值的
和自然为零. 这里, 松弛因子R5和R7描述的是x

和 y自由度上内能趋于其平均值的快慢. 4)非平
衡量∆vxvx和∆η2 在反应区内表现出一个峰和一

个谷, ∆vyvy
表现出一个峰和两个谷. 在爆轰波通

过时, ∆vxvx
先逐渐达到峰值, 然后开始下降, 直

到谷底, 然后回升. 而∆η2则表现出相反的行为.
∆vyvy的峰出现在两个谷之间. 从物理上来说, 在
冲击压缩过程中, 相对于其他自由度, 压缩波所在
自由度即x自由度上的内能先增加. 在这三个非
平衡量∆vxvx , ∆vyvy

和∆η2中, 第一个量∆vxvx的

幅度最大. 5)由图 15 (g), (k), (m)和 (o)可见, 非平
衡量∆vxvy , ∆vxvxvy

, ∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vy
皆为零.

从物理上来说, ∆vxvy描述的是剪切效应, ∆vxvxvy ,
∆vyvyvy , ∆(v2+η2)vy描述的是沿 y方向的 “非组织
能流”. 因为该模拟系统实际上是一维系统, 在 y

方向是均匀的, 所以在 y方向的剪切和 “非组织能
流”均为零. 6)由图 15 (j), (l), (n)可见, ∆vxvxvx ,
∆vxvyvy

, ∆(v2+η2)vx的大小不容忽视. 从物理上来
说, ∆vxvxvx , ∆vxvyvy , ∆(v2+η2)vx

描述的是沿x方

向的非组织能流. 尽管化学能释放是连续的, 但作
用在反应区上的压强却是先增后减. 这些效应使得
化学反应区内分子的速度分布函数围绕平均流速

不再对称.
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图 15 三种情形下 t = 0.35时刻物理量的空间分布

Fig. 15. Physical quantities versus x at time t = 0.35 in three cases.

关于不同碰撞参数条件下爆轰行为之间的异

同, 图 16给出三种不同碰撞参数条件下 t = 0.35

时刻压强P和∆vxvx
沿x方向的分布. 左中右三列

分别对应Ri = 102, Ri = 103和Ri = 104三种情

形. 如果我们用 (xm, Pm)表示x-P二维空间中的

压强最大值点, 则在图 16 (a)—(c)中三个压强最大
值点分别为 (0.8345, 2.39850), (0.8635, 3.01522)和
(0.8745, 3.27748). 在每个分图中有三条竖直虚线:
中间一条标注的是压强最大值位置xm, 两侧的两
条虚线粗略界定爆轰波的宽度. 在最右边竖线的
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右侧, 系统处于反应率为零的亚稳态; 在最左边竖
线的左侧, 系统处于爆轰波后的稳态. 围绕着爆轰
波峰, 系统处于热动非平衡状态. 图 16 (d)—(f)分
别对应图 16 (a)—(c). 可见: 1) 图 16 (a)—(f)皆表
明, 随着碰撞参数Ri的增加, 爆轰波的厚度变窄,
特别是在冲击预压阶段, 这是因为系统的物理黏性
与Rµ成反比, 黏性的作用是使冲击波的厚度变宽,
随着爆轰波厚度的变宽, 热动非平衡区域的厚度变
宽; 2)图 16 (a)—(c)表明, 从左到右, xm和Pm均

逐渐增大, 这表明, 随着碰撞参数增大, 即系统黏性
减小, 从冲击开始到稳定爆轰的距离在减小, 同时,

von Neumann峰变得更加锐利; 3)在图 16 (d)—(f)
中, 被曲线∆vxvx(x)和直线∆vxvx = 0封闭的部分

的面积从一个侧面描述爆轰波附近区域的整体非

平衡效应, 可见, 随着碰撞参数Ri的增加, 整体非
平衡效应逐渐变弱; 4)在图 16 (d)—(f)中, ∆vxvx的

极小值分别为−0.06759, −0.07112和−0.01437, 极
大值分别为 0.34753, 0.42051和 0.10255, R = 103

情形的极小值最小, 极大值最大; 5)随着Ri增加,
∆vxvx

= 0的位置朝着von Neumann峰的位置移
动, 反应区的宽度变窄.
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图 16 三套不同碰撞参数下 t = 0.35时刻 p和∆vxvx 沿 x的分布

Fig. 16. The physical quantities p and ∆vxvx versus x at time t = 0.35 for three sets of collision parameters.

需要指出的是, 多松弛因子模型也可以按如下
思路构建:

∂fi
∂t

+ viα
∂fi
∂rα

= −M−1
il

[
R̂lk

(
f̂k − f̂ eq

k

)
+ Ci + Âl

]
,

Ci = R̂lk

(
f̂ eq
k − f̂∗eqk

)
. (79)

在这种思路下, 模型所需要的离散速度数目可以降
低; 模型所提供的用于描述热动非平衡效应的非守
恒矩的数目也随着降低.

4 结论与展望

爆轰过程中产生的压强可以达到数十万个大

气压, 是多数固体材料屈服应力的几十倍. 当如此
强的冲击波在固体材料 (包括炸药)内进行传播时,

波后物质表现出流体行为, 相当一部分动力学、动
理学特征可采用流体模型来描述, 所以燃烧系统
的流体建模具有广泛的普适性. 离散Boltzmann
方法是近年来发展起来的一种新的流体介观建

模. 本文评述离散Boltzmann方法发展的两个方向
(Navier-Stokes等偏微分方程的数值逼近解法和微
介观粗粒化物理建模)在燃烧系统建模和模拟方面
的进展; 重点在第二个研究方向. 本文所重点传递
的信息为: 在燃烧和爆轰等复杂流体系统建模与模
拟方面, 作为微介观动理学粗粒化建模出现的 (即
第二类)离散Boltzmann模型, 从数学建模上来讲,
它由离散Boltzmann方程和唯象反应率方程来构
成; 从物理建模上来讲, 它等效于一个传统流体模
型外加一个关于热动非平衡行为的粗粒化模型. 它
可以同时给出宏观流动特征及其相伴随的、与宏观

流动关系最密切的那部分非平衡效应; 它为燃烧等
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复杂系统中非平衡行为的描述、非平衡信息的提

取、非平衡程度的度量提供了一条思路; 为同时关
注流动和热动两个层面的非平衡以及不同非平衡

行为之间的相互作用与相互影响提供了一个微介

观动理学模型. 它所提供的非平衡测量量有两类:
一类是直接比较分布函数和平衡分布函数的动理

学矩得到的, 一类是来自于Chapman-Enskog多尺
度分析得到的热传导和黏性项.

容易适时俘获非平衡效应和容易并行分别是

第二类离散Boltzmann模型在物理描述和算法设
计方面的两个典型特征. 在内含大量微介观结构的
燃烧、爆轰等复杂流体系统中, 在微介观结构附近
局域Knudsen数较高, 以至于Navier-Stokes方程
描述的合理性受到挑战, 更合理的宏观控制方程尚
未获得的情形下, 第二类离散Boltzmann建模表现
出更多优势: 可以通过使用满足更多动理学矩关系
的离散速度模型来给出更加合理的物理结果; 可以
根据局域Knudsen数来自适应地调整离散速度模
型而实现多尺度物理建模. 另外, 基于分子动力学
等更小尺度模拟结果的统计信息可以通过非平衡

效应建模进入离散Boltzmann模型.
总体来讲, 这方面研究 (包括更加具体的建模

研究和物理问题研究)还处于起步阶段. 例如, 多
分布函数离散Boltzmann模型 [124]、化学反应过程

中热动非平衡效应不能忽略的快反应系统的离散

Boltzmann模型、松弛时间自适应离散Boltzmann
模型、与分子动力学耦合的离散Boltzmann模型等
尚在研究过程中. 离散Boltzmann建模与模将在燃
烧等复杂流体系统研究方面有更多的贡献. 这些研
究一方面可以帮助我们从更多的角度和层面、更准

确地了解燃烧系统的动理学行为, 另一方面它可以
为燃烧系统宏观模型的改进提供物理参考.

感谢李华教授、琚诒光教授、陈正教授、王健平教授、蓝
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Abstract

Detonation is a kind of self-propagating supersonic combustion where the chemical reaction is rapid and violent
under an extreme condition. The leading part of a detonation front is pre-shocked by a strong shock wave propagating
into the explosive and triggering chemical reaction. The combustion system can be regarded as a kind of chemical
reactive flow system. Therefore, the fluid modeling plays an important role in the studies on combustion and detonation
phenomena. The discrete Boltzmann method (DBM) is a kind of new fluid modeling having quickly developed in
recent thirty years. In this paper we review the progress of discrete Boltzmann modeling and simulation of combustion
phenomena.

Roughly speaking, the discrete Boltzmann models can be further classified into two categories. In the first category
the DBM is regarded as a kind of new scheme to numerically solve partial differential equations, such as the Navier-Stokes
equations, etc. In the second category the DBM works as a kind of novel mesoscopic and coarse-grained kinetic model
for complex fluids. The second kind of DBM aims to probe the trans- and supercritical fluid behaviors or to study
simultaneously the hydrodynamic non-equilibrium (HNE) and thermodynamic non-equilibrium (TNE) behaviors. It has
brought significant new physical insights into the systems and promoted the development of new methods in the fields.
For example, new observations on fine structures of shock and detonation waves have been obtained; The intensity of
TNE has been used as a physical criterion to discriminate the two stages, spinodal decomposition and domain growth,
in phase separation; Based on the feature of TNE, some new front-tracking schemes have been designed. Since the
goals are different, the criteria used to formulate the two kinds of models are significantly different, even though there
may be considerable overlaps between them. Correspondingly, works in discrete Boltzmann modeling and simulation of
combustion systems can also be classified into two categories in terms of the two kinds of models. Up to now, most of
existing works belong to the first category where the DBM is used as a kind of alternative numerical scheme. The first
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and the Opening Project of State Key Laboratory of Explosion Science and Technology (Beijing Institute of Technology)
(Grant No. KFJJ14-1M).

† Corresponding author. E-mail: Xu_Aiguo@iapcm.ac.cn

184701-25

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 184701

DBM for detonation [Yan, et al. 2013 Front. Phys. 8 94 ] appeared in 2013. It is also the first work aiming to investigate
both the HNE and TNE in the combustion system via DBM. In this review we focus mainly on the development of the
second kind of DBM for combustion, especially for detonation. A DBM for combustion in polar-coordinates [Lin, et
al. 2014 Commun. Theor. Phys. 62 737] was designed in 2014. It aims to investigate the nonequilibrium behaviors
in implosion and explosion processes. Recently, the multiple-relaxation-time version of DBM for combustion [Xu, et
al. 2015 Phys. Rev. E 91 043306] was developed. As an initial application, various non-equilibrium behaviors around
the detonation wave in one-dimensional detonation process were preliminarily probed. The following TNE behaviors,
exchanges of internal kinetic energy between different displacement degrees of freedom and between displacement and
internal degrees of freedom of molecules, have been observed. It was found that the system viscosity (or heat conductivity)
decreases the local TNE, but increases the global TNE around the detonation wave. Even locally, the system viscosity
(or heat conductivity) results in two competing trends, i.e. to increase and decrease the TNE effects. The physical
reason is that the viscosity (or heat conductivity) takes part in both the thermodynamic and hydrodynamic responses
to the corresponding driving forces. The ideas to formulate DBM with the smallest number of discrete velocities and
DBM with flexible discrete velocity model are presented.

As a kind of new modeling of combustion system, mathematically, the second kind of DBM is composed of the
discrete Boltzmann equation(s) and a phenomenological reactive function; physically, it is equivalent to a hydrodynamic
model supplemented by a coarse-grained model of the TNE behaviors. Being able to capture various non-equilibrium
effects and being easy to parallelize are two features of the second kind of DBM. Some more realistic DBMs for combustion
are in progress. Combustion process has an intrinsic multi-scale nature. Typical time scales cover a wide range from
10−13 to 10−3 second, and typical spatial scales cover a range from 10−10 to 1 meter. The hydrodynamic modeling and
microscopic molecular dynamics have seen great achievements in combustion simulations. But for problems relevant to
the mesoscopic scales, where the hydrodynamic modeling is not enough to capture the nonequilibrium behaviors and
the molecular dynamics simulation is not affordable, the modeling and simulation are still keeping challenging. Roughly
speaking, there are two research directions in accessing the mesoscopic behaviors. One direction is to start from the
macroscopic scale to smaller ones, the other direction is to start from the microscopic scale to larger ones. The idea of
second kind of DBM belongs to that of the first direction. It will contribute more to the studies on the nonequilibrium
behaviors in combustion phenomena.

Keywords: discrete Boltzmann model/method, non-equilibrium effects, combustion, complex fluids
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专题: 计算物理的近期发展和应用

低维纳米材料量子热输运与自旋热电性质

——非平衡格林函数方法的应用∗

陈晓彬 段文晖†

(清华大学物理系, 北京 100084)

( 2015年 5月 18日收到; 2015年 6月 20日收到修改稿 )

低维材料不断涌现的新奇性质吸引着科学研究者的目光. 除了电子的量子输运行为之外, 人们也陆续发
现和确认了热输运中显著的量子行为, 如热导低温量子化、声子子带、尺寸效应、瓶颈效应等. 这些小尺度体系
的热输运性质可以很好地用非平衡格林函数来描述. 本文首先介绍了量子热输运的特性、声子非平衡格林函
数方法及其在低维纳米材料中的研究进展; 其次回顾了近年来在一系列低维材料中发现的热 -自旋输运现象.
这些自旋热学现象展现了全新的热电转换机制, 有助于设计新型的热电转换器件, 同时也给出了用热产生自
旋流的新途径; 最后介绍了线性响应理论以及在此理论框架下结合声子、电子非平衡格林函数方法进行的一
些有益的探索. 量子热输运的研究对热效应基础研究以及声子学器件、能量转换器件的发展有着不可替代的
重要作用.

关键词: 量子热输运, 自旋热学, 自旋热电, 非平衡格林函数
PACS: 63.22.–m, 73.23.Ad, 72.20.Pa, 85.80.Lp DOI: 10.7498/aps.64.186302

1 引 言

随着电子器件的逐步小型化、集成化, 芯片热
功率密度以指数形式迅猛增长 [1]. 摩尔定律指出
“集成电路上可容纳的晶体管数目, 大约每隔 24个
月便会增加一倍”. 尽管目前集成度已高达每平方
毫米百万个晶体管, 但是人们预计这一定律还将作
用到 2020年 [2]. 2011年英特尔公司推出了世界第
一个 22 nm的三维晶体管, 并用于第三代英特尔酷
睿处理器中. 相比于 2007年的 45 nm高介电常数
金属栅极, 这是一个巨大的突破. 而今科学家们又
向着 14 nm晶体管进军, 但不得不面对的事实是芯
片功率密度随着年份呈现出指数增长的趋势. 据
估计, 一个 8 nm大小的器件可能会产生高达 10万
瓦/cm2的局域热流密度 [3]. 这样的密度甚至比太
阳表面的功率密度 (∼7000 W/cm2)高出十倍以上.

如果不对集成器件的热输运性质进行优化, 这样的
高功率密度将会严重影响器件运行的稳定性并阻

碍集成密度的进一步增加. 因此, 不管是集成电路
还是其他微型化器件的发展, 都急切地要求人们探
索与控制低维纳米体系的热输运性质.

另一方面, 随着当今社会的飞速发展, 能源消
耗日益增加, 能源供应却日趋紧张. 据世界能源组
织估计, 2035 年的能源使用量将从 2009年的 120
亿吨石油当量增长到180亿吨石油当量. 与此同时,
二氧化碳全球排放量也将从每年290亿吨上涨到每
年 360—430亿吨 [4]. 除了不可再生化石能源的大
量消耗、温室气体巨量排放之外, 还有严峻的能源
浪费问题. 世界能源九成左右由热机产生, 而热机
只以 30%—40%的效率对外做功, 其余能量则以废
热的形式散失到环境当中 [5]. 人们迫切需要开发新
的可再生、无污染的能源, 与此同时, 废热却是现成
的巨大的能量来源. 热电效应可以将环境热能转换

∗ 国家重点基础研究发展计划 (批准号: 2011CB921901, 2011CB606405)和国家自然科学基金 (批准号：11334006)资助的课题.
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成电能, 为此, 人们对热电器件尤其是低维纳米热
电器件寄予了厚望 [6].

低维材料指的是这样的材料: 其粒子波函数至
少在一个方向上受限, 即其在此方向上的尺度比其
量子特征长度 (退相干长度、平均自由程或德布罗
意波波长等)小或可比拟, 一般为 1—100 nm. 典型
的材料有零维富勒烯、量子点, 准一维纳米管、纳
米线、纳米带, 二维石墨烯、氮化硼薄膜, 一维或二
维超晶格材料等. 受限方向的量子限域效应会使
体系的性质发生巨大改变. 对电子而言, 量子限域
效应通常会使电子能级间距变大, 能隙变大, 出现
量子子带. 那么, 对声子而言, 其声子结构及输运
性质是否也会出现量子化行为? 一系列实验表明
答案是肯定的. 2000年初, Schwab等 [7]用悬空的

绝缘纳米材料 (氮化硅薄膜)在极低温下 (< 1 K)观
察到了量子化热导; 随后不久, Hone等 [8]在单壁碳

纳米管体系中观测到了声子的量子子带. 量子化
热导的实验是 20世纪末理论预测的介观体系 [9−11]

和一维体系 [12,13]普适的低温热导量子化行为的有

力证据. 随后系统的理论计算显示, 一维碳纳米管
的声子热导和电子热导在低温下都会量子化, 并且
与其手性、直径皆无关 [14].

量子热输运的研究可以帮助人们理解和预测

低维体系中声子输运的特性, 有助于寻找高热导的
材料以开发全新的散热器件, 更有助于寻找低热
导材料以期得到热电优值足够高的材料或器件 [15].
近年来人们在磁性结构中发现了许多与热相关的

全新的现象, 有希望借助于新机制得到高热电材料
或新型纳米器件.

以下内容主要分成两部分: 在第一部分, 简单
介绍量子热输运的基本特点, 引入声子非平衡格林
函数理论框架以及相关的理论研究; 在第二部分,
回顾自旋热学中有关自旋热电的实验发现, 重点介
绍线性响应理论以及相关的自旋热电理论探索.

2 量子热输运

2.1 量子热输运

我们知道, 在经典极限下热传导服从傅里叶定
律, 即热流密度正比于温度梯度:

JQ = −κ∇T, (1)

其比例系数κ为一常数, 称为热导率. 热导率表征
材料的本征性质, 与温度有关, 但与材料的尺寸无

关. 这描述的是经典的扩散输运行为. 当逐渐减小
体系尺度L, 使其小于声子平均自由程 lMFP, 那么
声子将出现量子弹道输运现象 [16],即声子在通过L

的范围内几乎不受散射. 这时候体系的热导σ取决

于传导的声子数目而与体系尺寸无关, 相应的热导
率κ = σ × L/S (S为横截面面积)则正比于体系长
度L, 不再是个尺寸无关的常数. 这表明傅里叶定
律在纳米体系是失效的. 傅里叶定律给出了热传导
的基本方程, 但没有严格的理论证明这个经验定律
是普适的. 事实上, 关于其在低维体系里是否成立
以及何时成立已历经了十几年的理论探索 [17−28].
实验上的反例来自于2008年Zettl研究组测量的单
根多壁碳纳米管和氮化硼纳米管的室温热导率 [29].
他们测量了直径10—33 nm 的纳米管, 得到的热导
率值明显有别于体材料, 又依赖于长度, 并且在纳
米管长度L比声子的平均自由程 lMFP大得多时也

仍有长度依赖行为. 后续的分子动力学研究支持了
这一观测 [30], 还发现石墨烯纳米带热导率也依赖
于长度 [31]. 2014年, Xu等 [32]测量了二维石墨烯,
证实了二维材料热导率的尺寸依赖性.

除了宏观定律失效之外, 由于纳米线和纳米
颗粒的体表比远大于体材料, 一个很自然的想法
是: 纳米材料的边界散射作用会大大增强. 1999
年, Volz和Chen [33]用分子力学模拟的办法研究了

直径 1—5 nm的硅纳米线的热导率, 指出窄的硅纳
米线的热导率可以比体硅小两个量级. 这一预测在
2003年Majumdar 研究组 [34]的实验中得到证实.
实验显示, 硅纳米线越细, 其热导率越低. 对直径
50 nm的纳米线, 其热导率约为体热导率的1/5. 后
续实验表明, 经表面粗糙化之后热导率可进一步降
至体材料热导率的一百分之一, 从而使表面粗糙
的硅纳米线的热电优值ZT提高 100倍 [5]. 与此相
应的却是二维石墨烯 [35−38]和一维碳纳米管 [39−44]

极高的热导率. 和纳米线不同的是, 纳米管保持
了横向的周期性, 没有横向边界也不受横向边界
散射, 所以其平均自由程不受管径限制. 实验测量
2.76 µm长的悬空的单根单壁碳纳米管的热导与
弹道极限热导十分相近, 直径 1 nm的样品拥有高
达 1×104 W/(m·K)的热导率; 所测的三个样品在
110—330 K的温度范围内都没有声子 -声子相互作
用的迹象 [41]. 据此推断, 单壁碳纳米管的平均自由
程至少在微米量级.

此外, 值得一提的是在纳米管和纳米线发现的
额外的声学支 [7,45,46]: 体材料只有三支声学支, 但
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是纳米管和纳米线有一支扭转模、一支膨胀膜以及

两支弯曲模, 总共四支. 鉴于声学支的数目对应着
声学求和规则的数目, 一维材料额外的声学支来自
于轴向的旋转对称性. 因此, 单根单壁碳纳米管的
低温热导极限是4个量子热导.

可以看到, 低维纳米材料中声子的输运性质有
很大的变化, 主要受到以下两类因素的影响:

1)声子结构的变化, 如量子限域效应引起的量
子化子带、频移, 额外的声学支等;

2)散射机制与强度的变化, 如宏观热传导定律
失效的弹道输运极限, 在纳米体系中作用显著增强
的边界散射等.

如表 1所列, 常见的声子输运研究方法有介
观的连续性模型 [10,47,48]和转移矩阵或散射矩阵

方法 [49]、玻尔兹曼输运方程 [50−55]、分子动力学

模拟 [56−61]和非平衡格林函数 (NEGF)方法 [62]等.

虽然NEGF方法很早就用在了电子输运问题的研
究上, 但从 2001年 Ozpineci和Ciraci [63]的工作开

始才逐步应用到声子输运问题上 [63−66]. 值得一提
的是, 纳米尺度下热输运的研究有根本的难点, 比
如, 体系是否能处在局域的热平衡上? 温度如何定
义? 电子温度和晶格温度是否一样? 因为温度事
实上是一个平衡态的性质, 在非平衡输运过程中,
一般必须假设体系至少处于局域热平衡中 [67,68].
NEGF方法的优势是可以严格而精确地处理量子
效应, 把各种相互作用作为自能引入, 便于探讨各
种机制如非谐相互作用 [69], 同时也可以处理非平
衡输运以及介于弹道输运与扩散输运之间的弹道

-扩散输运问题 [70]. 以下我们首先引入NEGF的基
础计算框架, 然后以本研究组的一些工作为主回顾
声子NEGF 方法在若干低维纳米材料中进行的热
输运理论研究.

表 1 热输运性质的常见算法

Table 1. Methods for calculating thermal transport properties.

算法 适用范围 优势 不足

连续介质模型

+转移矩阵/散射矩阵
长波极限或晶格常数

比较大的体系,如超晶格 [47] 可给出低温量子化热导 高温不适用

经典分子动力学 1

+Green-Kubo公式/热导定义
经典热传导 [67]2 非谐相互作用自然引入

没有量子效应 [71]

会超过量子极限 [17]

温度难以严格定义 [72]

玻尔兹曼方程 扩散输运 [67] 得到扩散极限热导率
不能处理弹道情形下的热导率

纳米尺度下不一定适用 [67]

非平衡格林函数 量子输运
精确的弹道输运行为

可引入多体相互作用

非谐处理复杂 [67]

含时处理复杂 [73]

注 1: 经典分子动力学方法可以通过重整温度 [74]、使用朗之万热浴 [71]等引入量子效应.

注 2: 即温度大于德拜温度, 各声子模式都被激发.

2.2 声子非平衡格林函数方法

对于固体中的振动问题, 常见的做法是用简谐
近似将哈密顿量展开, 写成二次型, 从而把振动问
题分解成若干个互相独立的简谐振子. 简谐振子的
能量间隔为~ωn,k, 其中n和k分别标记声子能带

和波矢; ωn,k = ωn(k)即为声子色散关系. 以xm

表示m位点处原子相对于平衡位置的位移矢量, 引
入新的坐标变量um =

√
Mmxm (其中Mm为m位

点原子的质量), 则哈密顿量可以写成 [65,66]

H =
1

2

∑
m

u̇†
mu̇m +

1

2

∑
m,n

u†
m

∂2Φ

∂u†
m∂un

∣∣∣∣
0

un

=
1

2

∑
m;α=x,y,z

u̇2mα +
1

2

∑
m,n,α,β

umαDmα,nβunβ ,

(2)

其中

Dmα,nβ =
∂2Φ

∂umα∂unβ

∣∣∣∣
0

=
1√

MmMn

∂2Φ

∂xmα∂xnβ

∣∣∣∣
0

. (3)

构成动力学矩阵D, 而由
(
∂2Φ/∂xmα∂xnβ

)
|0构成

的矩阵习惯上称之为力常数矩阵. 对于最简单的以
劲度系数为 f的弹簧相连的原子质量为M的一维

单原子链, Dm,n = −(f/M)δm=n±1+(2f/M)δmn,
相应的动力学矩阵是一个带状矩阵:
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D =
f

M



. . . . . .

. . . 2 −1

−1 2 −1

−1 2
. . .

. . . . . .


. (4)

这和电子情形的紧束缚哈密顿量是完全类似的. 事
实上电子的NEGF方法可以类比推广到声子框架
下. 对于周期性结构, 动力学矩阵可用于求解本征
振动频率; 对于输运体系, 动力学矩阵可以用来计
算热流. 稳态下, 体系的声子推迟格林函数可以写
为频谱空间的函数, 即

Gr (ω) =
[
(ω + i0+)2I −D

]−1
, (5)

其中I为单位矩阵, ω为声子振动频率. 实际计算
中, 力常数矩阵D可以利用第一性原理计算得到,
也可以利用经验势如Brenner势 [75]、玻恩 -冯卡曼
力常数模型 [76] 等来得到. 第一性原理计算的力常
数通常需做对称化处理以得到合理的低频散射行

为 [77] (零频声学支对应的模式是整体的旋转或平
移, 理论上应该不受局域点缺陷的影响, 即透射函
数在ω → 0 时的值不受影响), 而Brenner 势的好
处是无需做此处理. 为了计算一个材料的热输运
性质, 就像用电极测电流一样, 我们需要用 “ 热极”
连接材料 (见图 1 ). 热极可以看作是无限大的热库,
里面的声子温度不受输运影响. 左右热极温度的不
同就提供了材料两端的温度差. 在两端温差足够小
即线性响应极限下可以计算特定温度下的热导. 作
为热库, 热极一般选取为半无限大的理想晶格.

图 1 常见的左热极 (L)/中间区 (C)/右热极 (R)构型设定
Fig. 1. Conventional setup for a two-probe thermal trans-
port system: left thermal contact (L) / central region (C)
/ right thermal contact (R).

在此设置下, (5)式中的D矩阵是一个无限维

的矩阵, 可以分块写成

D =


DLL DLC

DCL DCC DCR

DRC DRR

 . (6)

这个分块矩阵中对应于热极L与热极R相互作用
的部分为 0, 即热极之间没有相互作用, 以简化理

论处理; 实际计算中只需确保中心区足够大就可
以了. 无限维矩阵求逆不好操作, 为了方便后续的
计算, 可以把热极的影响以自能的方式引入到中
间区,

Σr
α (ω) = DCαg

r
α (ω)DαC, α = L,R, (7)

其中 grα(ω)为孤立的半无限大热极α的格林函

数 [17]. 这是一个N × N(N为中间区的振动自由
度, 三维情况下为中间区总原子数的三倍)的有限
维矩阵. 相应的中间区的推迟格林函数为

Gr
C(ω) =

[
(ω + i0+)2I −DCC

−Σr
L(ω)−Σr

R(ω)
]−1

, (8)

此处I为N ×N的有限维单位矩阵. 这样算出来的
中间区格林函数与将无限维矩阵直接求逆 (即 (5)
式)后得到的中间区格林函数是等价的. 借由Gr

C
和热极的自能, 我们可以得到稳态下的声子透射谱
为 Ξ (ω) = Tr [ΓL (ω)Gr

C (ω)ΓR (ω)Ga
C (ω)], 其中

带宽函数ΓL,R = −2ImΣr
L,R来自于自能函数的虚

部, 表征着中间区与热极的耦合. 相应的热导可以
借由Landauer公式求得 [14,64]:

σph =
1

2π

∫ ∞

0

~ω ·Ξ (ω) · ∂fBE
∂T

· dω

=
k2BT

2π~

∫ +∞

0

x2 ex

( ex − 1)
2 ·Ξ

(
kBTx

~

)
· dx, (9)

其中x = ~ω/(kBT ), ~是约化普朗克常数, kB 是玻

尔兹曼常数, T是绝对温度, fBE是玻色 -爱因斯坦
分布. 图 2简单概括了以上流程.

r

r a

r

r

rr

D

02p hωSΞ(ω)S           S
1 BEσph=

f
dω

T

∞

∂

∂
∫

Σα(ω)=DCαgα(ω)DαC

GC(ω)=

[(ω+i+)2I֓DCC֓ΣL(ω)֓ΣR(ω)]-1

Ξ(ω)=Tr[ΓL(ω)GC(ω)ΓR(ω)GC(ω)]

- -

图 2 声子热导的NEGF计算流程示意图
Fig. 2. Computational workflow of a NEGF calcula-
tion for lattice conductance.
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可以证明在弹道输运的周期性体系中, 透射谱
与简单数带法得出的是完全一样的结果 [71]. 此外,
上式令透射谱为 1以模拟弹道输运, 并假设截止频
率~ωD ≫ kBT使得透射谱可近似从 0至∞恒为 1,
可以积分得到

σph = σ0 = π2k2BT/3h ≈ 9.464T × 10−13 W/K2

(10)
即为理论预测的单个声子支可以支持的量子热导

极限 [9−13]. 在极低温下, 只有最低的声学声子支被
激发, 且有~ωD ≫ kBT , 所以可以观察到量子化热
导. 由于此结论的前提假设只有弹道输运 (无散射)
和低温, 所以低温量子化热导与材料组成无关 [13];
实际上, 电子热导与光子热导也有低温量子化现
象 [78,79], 也就是说低温量子化热导也与粒子的统
计性质无关.

对声子弹道输运的材料, 热导与尺寸无关, 是
一个意义明确的物理量. 以上基于简谐近似的声
子非平衡格林函数框架, 可以描述准弹道输运的情
形, 即考虑由杂质、缺陷、结构扭曲等引起散射的情
形. 若要考虑声子 -声子、电子 -声子相互作用, 仍然
可以自能的形式引入 (8)式, 从而保持算法的框架
不变 [66,70] (但此框架下要求热极不包含相互作用,
只能把相互作用项加到中心区, 或者考虑重整后的
无相互作用的准粒子能级).

2.3 研究进展

2.3.1 纳米声子器件

在纳米电子学中, 从石墨烯出发可以卷出纳米
管, 蚀刻出量子点、纳米带、纳米结等同质器件. 这
样的器件可以克服传统器件中接触电阻和接触势

垒的问题. 类似地, 声子器件也可以借助石墨烯得
到各种需要的同质结, 如图 3所示.

利用声子NEGF方法进行的系统计算表明, 由
石墨烯直接蚀刻得到的同质纳米结构, 在接触处的
热阻很低 (室温下只有 10−10 m2·K·W−1), 比石墨
与其他材料间的接触热阻至少小一个量级. 此外,
同质结热导受接触区具体结构的影响不大, 而是主
要受限于体系最窄区——可称之为 “瓶颈效应”; 双
界面纳米结的热阻也只比单界面稍高一点. 这些性
质与宏观电阻的串联行为很不一样. 有趣的是, 小
连接角的纳米结热导更低但电导更高, 也就是说,
纳米结里的电子输运与声子输运行为有着截然不

同甚至相反的行为 [80].

纳米声子器件可作为声子波导传热, 也可以用
于阻热. Zhang等 [81]用二近邻紧束缚哈密顿量研

究S形石墨烯纳米带中垂直面外振动的声学模式
的热输运, 发现有依赖于构型的低频禁带区. 禁带
区的存在有助于实现热的绝缘体. 除了导热和阻热
之外, 负微分热阻器件、热的二极管、热的逻辑门、
热存储等一系列热控制器件都有望借助纳米体系

实现 [56].
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图 3 纳米声子器件 (a) 各种连接角的石墨烯纳米同
质结, 可用作声子输运器件; (b), (c)小连接角器件热导
更低 [80]

Fig. 3. Nanoscale phononic devices: (a) graphene
nanojunctions of different connection angles; (b), (c)
junctions with smaller connection angles have lower
thermal conductance. Adapted from Ref. [80].

2.3.2 本征各向异性热导

对无限大的二维石墨烯而言, 热导由于体系的
对称性, 应该是各向同性的. 在碳纳米管中, 手性
对碳纳米管热导率的影响并不大 [82]. 但是对失去
了横向周期性边界条件的石墨烯纳米带而言, 其
热导却有着本征的各向异性. 如图 4所示, zigzag
型石墨烯纳米带的室温比热导 (热导除以横截面
积)可以比 armchair型高出 30%. 将计算结果外推
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可以得知, 室温下热导各向异性会在纳米带的宽
度超过 100 nm 之后消失. 这种各向异性热导与外
场无关, 其根源在于边界条件的改变, 所以是本征
的 [83]. 以上结合经验势与NEGF计算得到的各向
异性与此后Tan等 [84]用第一性原理计算的力常数

结合NEGF方法得到的结果是一致的.
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图 4 石墨烯纳米带热导的本征各向异性 [83] (a)不同
手性 (Z, zigzag; A, armchair) 石墨烯纳米带 (GNR)与
碳纳米管 (CNT)的比热导 (σ/S) 随宽度的变化关系; (b)
石墨烯纳米带热导的各向异性因子随宽度的变化趋势

Fig. 4. Anisotropy of thermal conductance in graphene
nanoribbons (GNRs): (a) reduced thermal conduc-
tance of GNRs and carbon nanotubes (CNTs) of dif-
ferent chiralities (Z, zigzag; A, armchair) versus width;
(b) anisotropy factor of GNRs versus width. Adapted
from Ref. [83].

在 氢 化 石 墨 烷 (graphane) [85]和 石 墨 炔

(grapheyne) [86]中也观察到了类似的热导本征各

向异性. 石墨烷的弹道输运热导更低、热导各向异
性更强, 而引入氢空位可以显著地降低热导的同时
增强热导各向异性. 这种由材料维度的降低和边界
条件变化导致的各向异性, 也体现了低维纳米材料
热输运的特殊之处.

2.3.3 曲 率

碳纳米管拥有与金刚石——自然界热导率最

高的材料——相当的高热导率 [39], 并且相对传
统的金属材料, 还具有高柔韧性和独特的电学性
质 [87,88], 是实现全碳电路的一种很有前景的材料.
碳纳米管在和其他材料接触时, 无可避免地会产生
一定的形变. 实验上利用沉积过程、衬底或原子力
显微镜针尖也可以使碳纳米管产生弯曲 [89]. 研究
形变对纳米管热输运的影响对于碳纳米管投入实

际应用是必不可少的. 理想的碳纳米管是完美的声
子波导, 那么弯曲的碳纳米管呢? 计算发现 [90], 即
使在相当大的径向压力下, 只要碳纳米管保持基本
的 sp2结构, 即没有新的C—C成键, 热导就不会有
太大的下降, 而且在整个弹性区内热导线性依赖于
应变的大小 (图 5 ). 其热导下降对施压区域的大小
不敏感; 下降速度随管径增大而增大, 与碳纳米管
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图 5 弯曲碳纳米管中的热输运 (a) (10,0)碳纳米管在
100 K 和 300 K下热导随应变 η 的变化趋势; (b) 在不同
应变 η下的透射谱 [90]

Fig. 5. Thermal transport in radially deformed carbon
nanotubes: (a) thermal conductance as a function of
radial strain η under 100 K and 300 K; (b) transmis-
sion function under different radial strain. Adapted
from Ref. [90].
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的手性只有轻微关联. 这些性质和实验观察相符
合 [91], 皆表明碳纳米管具有抗径向形变的高热导.
此研究表明弹性径向应变在声子输运中只对低频

声子起到微扰的作用. 至于热导随着径向应变的稳
定的线性关系, 则可以方便地用于调节碳纳米管的
热输运能力大小.

在石墨烯纳米带中也发现热导线性依赖于折

叠的角度 [92]以及随弯曲的角度增加而减小的行

为 [93], 此时热导的下降主要源于低频声子受到的
散射 [94].

2.3.4 界 面

实际应用中不可避免地还有界面的产生, 界面
热阻是阻值的一大来源. 半开口碳纳米管作为一种
无缝连接的同质纳米结, 拥有可类比于纳米管/纳
米带的界面. 如前所述, 纳米管与纳米带由于横向
边界条件的不同产生了声子结构显著的不同, 比如

热导各向同性与各向异性的差别 [83], 以及纳米带
垂直平面运动的声学模式在纳米管中则为光学呼

吸模 [45]. 半开口碳纳米管的开口界面没有晶格失
配和原子连接的问题, 是研究界面热输运的极佳体
系. 利用声子NEGF方法的计算显示 [95], 半开口
碳纳米管热导变化的普适规律是对中心切开区域

的宽度有一个近乎完美的线性标度律, 而随着切开
长度则呈现出指数衰减规律, 而且是衰减至非零常
数值. 线性标度律可以归结于热导的瓶颈效应 [80],
决定于中间窄区可提供的声子通道数; 指数衰减律
则是由于不匹配的声子模式在界面处受到了强烈

的散射; 匹配的声子模式受到的散射较少提供了残
留的热导项.这个理论在单原子链模型中得到了有
力的证据支持, 参见图 6 . 此研究初步探究了界面
处的声子输运行为, 同时也提供了调制碳纳米管体
系热导的另一种有效的方法.
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图 6 一维原子链中的界面散射 (a)考虑两条半无限大的单原子链与双原子链相连; (b) 理想单原子链、双原子链的声
子谱, 以及声子透射谱作为声子频率及中间双原子链元胞数N的函数的等高线图; (c) 不同频段的透射谱随N变化的不

同变化行为. 基于一维原子链的声子输运计算可以看到声子禁带的指数率透射行为和允许区域的调制透射行为 [95]

Fig. 6. Interfacial phonon scattering in a 1D chain: (a) a diatomic chain is connected to two semi-infinite
single-atom chain; (b) phonon dispersion of a single-atom chain (left panel), a diatomic chain (middle panel),
and contour plot (right panel) of phonon transmission versus phonon frequency (ω) and the number atom pairs
(N) in the central region. Adapted from Ref. [95].
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另一种相似的界面是无限大石墨烯与有限大

石墨烯纳米带的双界面结 [96]. 这样的界面结中也
发现了体系热导随中间区长度增加而下降, 并且在
长度足够长之后,热导不再变化, 以及热导随中间
区宽度增加近线性增加的行为. 另外如 2.3.1节所
述, 界面热导的叠加定律也显示出一定的量子特
性, 比如有两个界面的同质结的热阻并不等于单
界面同质结的两倍, 而只是稍大于单界面情形的
热阻 [97].

2.3.5 晶 界

由于长波声子对局域缺陷并不敏感, 由局域缺
陷引起的低温热导下降是十分有限的 (温度的高低
是相对德拜温度而言, 所以对碳体系而言, 室温也
算是低温). 通过在石墨烯纳米带中引入扩展态缺
陷即晶界, 改变热输运方向与扩展态缺陷之间的相
对取向以及缺陷具体的成键结构, 可以大幅度地
调节石墨烯纳米带的热导: 其室温热导改变可高
达 50% [98]. 此时热导的调节实际上依赖于两种不
同的机制, 即通过晶界取向调节声子能带结构和
利用不同的缺陷成键结构改变声子受散射的程度.
有趣的是, Chen等 [99] 发现五八环扩展态缺陷对

armchair 石墨烯纳米带热导的影响要比对 zigzag
纳米带的影响大. Guo等 [100]则采用横向周期性条
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图 7 晶界热输运 (a)典型的石墨烯晶界体系; (b)热导
和 (c)界面热导几乎不受晶界角度影响 [100]

Fig. 7. Thermal transport across grain boundaries
(GBs): (a) two graphene systems with GBs; (b) ther-
mal conductance and (c) interfacial thermal conduc-
tance are little effected by GB angles. Adapted from
Ref. [100].

件模拟了无限大晶界的情形, 所研究的几种晶界
体系的热导与晶界角度 (即晶界两边的取向角度之
差)的依赖关系很弱 (见图 7 ), 其中两边都是 zigzag
晶向的体系热导相对更高. 他们同时指出了垂直面
外振动的模式对石墨体系低温热导的主导地位在

晶界体系下也成立.

2.3.6 缺陷与掺杂

缺陷与掺杂对调制电子性质是必不可少的, 对
声子输运亦然 [101]. 在Yamamoto 等 [65]早期的研

究中单空位缺陷和SW缺陷可以使 (10,10)碳纳米
管的室温热导下降约 10%. Yamamoto等 [102]还发

现含SW缺陷的石墨烯纳米带在一些特定的频率
处会有围绕SW缺陷的环流. Wang等 [103]结合波

匹配 (mode-matching)方法与声子NEGF方法计
算含SW缺陷的碳纳米管的4支声学模式各自的透
射谱, 揭示了透射率与群速度之间的相关性, 即低
群速声子更易受散射. Chen等 [104]的研究显示, 含
侧端附加结构的石墨烯纳米带的声子热导由于侧

端结构的散射也有明显降低. Jiang和Wang [105]利

用NEGF与第一性原理计算研究了空位与替位硅
掺杂对石墨烯纳米带热导的影响. 他们提出了将远

(a)

(b)

图 8 空位缺陷与声子: 含空位的 zigzag 形石墨烯纳米带
在 ω = 25 cm−1时 (a)面外模式和 (b)面内模式的声子
态密度分布 [106]

Fig. 8. Phonon and vacancies: (a) out-of-plane and
(b) in-plane phonon density of states of a ZGNR with
a vacancy at ω = 25 cm−1. Adapted from Ref. [106].
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程相互作用重整化到最近邻相互作用项的办法来

减小计算量. 结果显示, 空位会散射所有频段的声
子, 且边缘空位的影响小于内部空位; 而替位硅掺
杂对热导的影响就小得多, 也与位置关系不大. 这
一研究也印证了此前研究的结果, 即键合结构的
变化对热导会有显著的影响 [90]. Deng和Chen [106]

还分别计算了石墨烯纳米带面内模式与面外模式

的透射行为, 确认了空位对低频面外弯曲模 (flex-
ual)的散射要远大于对低频面内模式的散射, 而这
可以从实空间声子态密度分布来理解, 如图 8所示,
即空位缺陷导致的局域声子态密度使得声子更容

易受散射, 这与Wang 等 [107]和Scuracchio等 [108]

的研究结果相一致.

2.3.7 同位素无序

在简单的弹簧模型中, 系统振动频率约√
f/M , 其中 f是弹簧的劲度系数, M是弹簧牵
引的物体的约化质量; 改变 f或者M都可以改变

振动频率. 同位素之间有着相同的电子结构而有着
不同的质量, 所以同位素杂质对声子输运的影响远
大于对电子输运的影响. 理论计算发现同位素超
晶格碳纳米管可以出现整体的拉曼谱红移和限域

光子声子模式 [109]; 分子动力学模拟显示同位素掺
杂可以使碳纳米管和硅纳米线的热导率下降分别

高达 60% [110]和27%. 实验测量发现 50% 13C掺杂
的石墨烯的热导率只有纯石墨烯的一半 [37,111]. Li
等 [112]用vertex correction理论结合NEGF计算质
量无序对热导的影响, 从而免去构型平均所需的大
量计算量, 可以看到质量无序对低频声学声子影响
很小, 而对高频光学声子影响极大. 使传热性能下
降的显而易见的一个原因是原子质量变重导致的

声子模式变软和杂质散射. 杂质散射分相干与不相
干散射, 对平均自由程高达微米量级的碳纳米管,
其相干的多杂质散射引起的局域化行为有没有可

能也是热导大幅度下降的原因? Mingo等 [113] 利

用NEGF和构型平均研究了同位素无序的碳纳米
管和硼氮纳米管中声子的相干输运. 研究表明, 中
低频透射谱可以分成弹道与扩散输运两部分之和,
高频透射谱则主要为扩散输运, 呈现局域化特征,
如图 9所示.

但是由于纳米管中非谐相互作用弛豫长度与

局域长度相当, 因此很可能不会出现局域行为; 就
算有声子局域化, 准弹道与扩散声子对热导的贡献
仍然是主导的, 所以局域化造成的热导下降十分有

限, 基本可以忽略不计. 换言之, 可观测的热导率
下降主要源于扩散散射, 故通过热导率的测量很难
界定是否存在声子局域化. 对电子体系而言, 电导
随无序体系尺度的增加通常呈现指数下降的趋势,
那是因为对电导有贡献的只是费米面附近kBT能

量范围内的电子, 而这部分电子都处于局域化状
态. 相比之下, 声子体系不同频段的不同行为, 增
加了热导的复杂性以及与电导行为的不同.
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图 9 同位素对热输运的影响 (a) 长为L的中间区含无

序同位素的纳米管; (b), (c), (d) 构型平均的声子透射谱
及对其散射区长度的依赖性 [113]

Fig. 9. Isotope effects: (a) a carbon nanotube with
isotope impurities in the central region; (b), (c), (d)
configuration-averaged transmission function and its
dependence with the length of central region. Adapted
from Ref. [113].

除此之外, 还有许多有趣的热输运现象, 如声
学对称性破缺引起的低温热导下降 [17], 多端器件
中的热输运问题 [104,114−116], 非对称结构中的热整
流 [117−119], 电场或磁场的影响 [120,121], 小分子吸
附 [122], 衬底的作用 [123−125]等. 这些现象都值得继
续深入研究, 在此不再一一讨论.

3 自旋热电

量子热输运理论研究对于热输运理论的基本

理解不可或缺, 对于开发高效的纳米热电器件也
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大有裨益. 借助热电效应将热能转换为电能是
将废热转换成有用能量的有效途径. 热电器件的
热电转换效率由热电优值ZT来表征, 其定义是
ZT = GS2T/κ, 其中T是绝对温度, G 是电导, S
是塞贝克 (Seebeck)系数, κ = κ e + κph是体系的

热导, 包含电子电导和晶格热导 [126]. 因为ZT越

大, 热电能量转换效率越高, 所以几个世纪以来, 人
们不断地寻找ZT 高的材料以及提高材料ZT的方

法. 但是体材料最高ZT值一直徘徊在 1左右, 很
难突破. 在金属中, Wiedemann-Franz Law [127] 告

诉我们, G ∝ κ e , 所以电导的提高并不能保证ZT

也有同样的增长; 而在半导体中, 体系的晶格热导
比电子热导大, 功率因子S2G的值又很有限, 因此
ZT也高不起来. 在体材料中长时间搜寻无果之后,
人们开始关注纳米结构和纳米材料, 期望借着减小
纳米体系的晶格热导来得到较大的ZT [6,128]. 除
了利用纳米结构材料来降低晶格热导, 纳米材料的
另一个优势是丰富而易于调制的电子结构. 根据
莫特关系式 [129−131], 线性响应情形下塞贝克系数
S ≈

(
−π2k2BT/3|e|

)
[lnT(ε)]

′
ε |ε=µ, 其中T(ε)则为

电子的透射谱函数, [lnT(ε)]
′
ε |ε=µ 是 lnT(ε)的一

阶导数在费米能µ处的值. 可以预见, 透射谱上在
费米能附近的一个尖锐的锋对应着S的一对极值,
从而也对应着ZT的一对极大值 [132,133]. 低热导、
迅速变化的电导、适中的带隙对优化ZT都很有好

处. 纳米材料或器件得有ZT > 3才可与传统热电

材料相媲美 [134]. 热电性质由于介观或微观体系产
生增益已有相当多的理论研究, 比如由于电子结构
的变化 [15,135−141]或由于晶格热导的降低 [142−150],
在此我们不做详细展开, 而是关注热电性质在自旋
依赖的体系里的新拓展.

众所周知, 自旋流一般可以在自旋极化体系
如磁隧穿结、自旋霍尔效应体系中通过自旋极化

电输运得到, 也可以利用光激发 [151,152]、旋转的磁

场 [153]和铁磁体共振进动的自旋 [154]. 但是能不能
通过热驱动的方式呢? 2008年观测到的自旋塞贝
克效应 [155]正是发现了由温度梯度造成的自旋累

积. 自此之后, 有关热、电、自旋的交叉领域焕发
出勃勃生机, 一个新的分支学科渐渐成形: 2010
年, Bauer, Maekawa及MacDonald等正式将此系
列的磁 -热现象统称为“自旋热学” (spin caloritron-
ics) [156−159]. 自旋热学主要分成三类 [156]: 第一类
是集体激发的效应, 比如 2008 年发现的与磁振子
有关的自旋塞贝克效应; 第二类是与电输运的自旋

依赖性有关的, 如自旋依赖的塞贝克效应和自旋依
赖的帕尔帖效应, 是巨磁阻、隧穿磁阻等电学效应
的热学延伸; 第三类是与相对论效应相关的电学效
应的热学类比, 如热的磁各向异性、反常量子霍尔
效应、自旋霍尔效应等. 由于自旋关联尺度较小, 因
此涉及的热 -自旋输运体系多数是量子热输运体系.
上一节中我们详细介绍了量子热输运以及格林函

数方法在量子热输运中的应用, 现在我们将综合考
虑电、磁、热之间的相互作用, 先围绕赛贝克效应介
绍自旋热学中相关的自旋热电效应, 再展开讨论相
关的理论探索以及电子、声子NEGF方法在自旋热
电上的应用.

, , 

J

JQ

图 10 热、电、磁有着丰富的交叉现象

Fig. 10. Abundant thermal-electrical-magnetic phe-
nomena.

3.1 自旋热电

3.1.1 自旋塞贝克效应 (Seebeck effect)
1823年, Seebeck报告了他的实验发现：将两个

不同的导体材料接在一起, 在一个连接点处加热,
那么此回路附近的指南针就会发生偏转. 塞贝克错
误地把这个现象归结成了磁现象, 与此同时探索了
大量材料的Sσ (塞贝克系数与电导率的乘积), 其
中还包括了一些半导体. 1821年, 他所找到的材料
里最多可以实现 3%的热电转换效率, 这个效率与
当年效率最高的蒸汽机是相当的 [126,160]. 后来, 人
们意识到磁针的偏转是由电路中产生的电流导致,
而塞贝克所发现的效应即为“温差电效应”, 或称
为塞贝克效应. 塞贝克系数用于衡量材料的温差电
转换能力, 定义为开路条件下单位温度梯度所引起
的电势差大小:

S = −∆V

∆T

∣∣∣∣
I=0

. (11)
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其绝对值又称“热电势”(thermopower). 常见的
商用热电材料碲化铋Bi2Te3 的塞贝克系数约为
230 µV/K [161].

自旋塞贝克效应则指的是温度梯度在铁磁体

中产生自旋压, 使得自旋流可以在宏观尺度毫米量
级的范围内从铁磁体注入到临近的非磁材料中的

这样一种效应 [162]. 2008年, Saitoh研究组首次在
实验上观测到自旋塞贝克效应. 他们在金属铁磁体
(Ni81Fe19)沿着磁化方向的两端加上温差, 并用顺
磁性的铂紧贴样品表面, 结果在铂垂直温度梯度的
方向上测量到了非零电压差, 并且这个电压值随着
铂的位置不同而不同, 是其沿温度梯度方向上的位
置的线性函数, 在样品中心附近为0 [155]. Saitoh等
一开始认为这是由于两个自旋通道彼此独立 (参见
图 11 ), 温度又造成了自旋的累积, 使得两个自旋
的电子有着不同的化学势, 产生了等效的 “自旋压”
(spin bias), 这个自旋压线性依赖于位置坐标, 驱动
自旋横向扩散 [155].

V

(b) 

(a) 

A

B

E

E

T

T

T

T

T

D

T

D

µ -µ

图 11 自旋塞贝克效应的最初理论解释 (a) 一个热电偶
由两个导体 (金属A与金属B)联结而成, 因为A与B的
塞贝克系数不同, 所以输出端会产生电压差 V ; (b) 在金
属磁体中, 自旋上与自旋下电子的塞贝克系数不一样, 这
样, 当导体两端存在温度差时, 自旋累积就会产生自旋压
µ↑ − µ↓

[155]

Fig. 11. Original interpretation of the spin Seebeck
effect: (a) a thermocouple composed of two conductors
(metal A and metal B); (b) independent spin up and
spin down states in metallic magnet can be considered
as two channels of a thermocouple. When temperature
bias exists across the metal, spin accumulation in the
system results in spin bias. Adapted from Ref. [155].

自旋流进入紧贴样品的铂之后, 在逆自旋霍尔
效应下就会转换成既与温度梯度垂直又与自旋流

方向垂直的横向电压信号. 这个电压信号明确了由
铁磁体流向普通金属的自旋流的存在. 但实验中观
察到这个电压信号在几个毫米的长度上都与位置

呈近线性关系, 远大于材料本征的自旋关联尺度,
并不支持自旋累积的理论. 2010年, Xiao等 [163]将

此现象解释为铁磁体与非磁体界面处发生的自旋

注入, 这个自旋注入与界面的自旋混合电导成正
比、与磁关联体积成反比、与铁磁体中磁振子与普

通金属里的电子的温度差成正比, 是由磁振子引起
的自旋塞贝克效应.

此后, 2010年 Saitoh研究组在铁磁绝缘体
LaY2Fe5O12

[164], 2011年在半金属性的霍伊斯勒
化合物Co2MnSi/Pt薄膜中 [165]也发现了类似的现

象. 与此相应的是, 2011年Heremans研究组 [166]

报道了他们在铁磁半导体GaMnAs中观测到的自
旋塞贝克效应. 可以看到, 这些材料的共同之处是
有磁性, 但是其导电性质可以是金属性、半导体性、
半金属性, 或是绝缘的. 这与磁振子理论相符. 至
于位置依赖关系, Heremans 等在GaMnAs 中的测
量结果显示, 就算把铁磁样品切小, 这个长度依赖
关系也不会变. 这意味着位置依赖关系与自旋或磁
振子的扩散无关, 只能是由非磁衬底GaAs里的声
子传输造成的. Uchida 等 [167] 用玻璃 (声子局域化
的材料)作衬底后, 电压信号的依赖性就没有了, 但
是自旋流仍然可以观测得到, 从而证实了声子传播
在位置依赖性中的作用.

除了以上依靠扩散作用从铁磁体向非磁体非

局域地注入自旋流之外 (此自旋流方向与温度梯度
方向是垂直的), 还可以用沿着温度梯度方向即热
流方向直接向非磁体注入自旋流, 即以热驱动的
办法直接从FM绝缘体 (如YIG)向普通金属转移
角动量,称之为纵向自旋塞贝克效应 (longitudinal
spin-Seebeck effect) [168−170]. 与横向效应相比, 纵
向效应产生的注入自旋流是与温度场方向共线的.
值得一提的是, 自旋塞贝克效应揭示了一种全新的
热电转换机制, 其理论机制与潜在应用都还在持续
探索之中.

3.1.2 自旋依赖的塞贝克效应

在简单介绍自旋塞贝克效应之后, 我们将着重
介绍自旋依赖塞贝克效应 (spin-dependent Seebeck
effect)的实验及相关的理论进展. 顾名思义, 这个
效应指的是在温度场的驱动下, 由于自旋上电子与
自旋下电子输运的相对独立性在材料两端造成自

旋累积 (参见图 11 )或在界面另一端引起自旋注入.
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考虑到自旋是电子的一种内秉自由度, 不同
自旋的电子在输运中相对独立似乎是很自然的

事情. 但是由于各种可以使自旋翻转的散射的存
在, 积累的自旋会逐渐弛豫掉. 只有在小于自旋翻
转弛豫长度 (spin-flip relaxation length) λs的尺度

内, 我们才能看到两个自旋通道的相对独立性. λs

一般比较小, 比如铜在室温下的自旋弛豫长度为
350 nm [171], 所以纳米材料是自旋依赖效应显现的
必要条件.

得益于多层纳米线, Gravier等 [172]在 2006年
发现垂直多层纳米线输运的两个自旋通道可以独

立地传导热流. 2010年, Slachter等 [173]报道了他

们的实验 (参见图 12 )：一块磁体FM1(Ni80Fe20),
沿着 y方向磁化, 同时加热.其x方向接上一个

非磁体 (铜), 非磁体再在 y方向上接一个磁体

FM2(Ni80Fe20), 这样就形成了一个L形的磁结构.
加热可以导致热流从FM1到FM2的流动, 同时累
积电子——因为磁体的缘故, 主要自旋会有净累积.
这就实现了从磁体到非磁体的自旋注入. 如果没有
自旋注入, 探测磁体FM2与非磁体之间的电压不

会随着磁体FM1的磁化方向的变化而变化, 所以
实验测量结果显示的变化证明了自旋注入的存在.
基于实验数据, 他们处理得到的铁磁体坡莫合金
Ni80Fe20自旋关联塞贝克系数为Ss = −3.8 µV/K,
约为其普通塞贝克系数的五分之一, 而远大于
Uchida 等 [155] 测得的数据 (Ni81Fe19室温自旋塞
贝克系数∼ −2 nV/K), 这是机制不同造成的.

I

I

FM

FM

Q

H

M

M

V

图 12 由温度梯度驱动的自旋流 电流 I通过铁磁体

FM1产生焦耳热; 热流 JQ从FM1流向普通金属NM的
过程中造成界面自旋累积, 从而产生自旋注入 [173]

Fig. 12. Thermally driven spin current: current I is
sent into a ferromagnetic material FM1 for generating
Joule heat. Thermal current JQ flows from FM1 to a
normal metal NM and causes spin accumulation at the
interface, which further injects spin into the adjacent
NM material. Adapted from Ref. [173].

紧接着, Flipse等 [174]也在类似材料中观测

到了自旋关联的帕尔贴效应, 又测得坡莫合金

Ni80Fe20及Co的自旋关联系数分别为−4.5 µV/K
与−1.8 µV/K [175]. 两种自旋的电子除了塞贝克系
数可以不同之外, 其温度也可以依赖于自旋 [171].
此处在FM/NM/FM(即铁磁体/普通金属/铁磁体
结)中是依靠热扩散产生的自旋累积来向非磁体注
入自旋.

2011年, Jansen等 [176]在磁隧穿结Ni80Fe20/
Al2O3/Si中观察到了由铁磁体造成的自旋累积.
他们先利用温差产生大小依赖于自旋的电流, 再
依靠自旋极化隧穿流来使非磁体产生自旋累积.
偏压可以很容易地诱导磁隧穿结中的自旋极化电

流 [177], 而温度梯度则作为偏压的另一种选择来产
生自旋极化的电流. 但与偏压情形很不一样的是,
由于自旋依赖的塞贝克系数可有符号不同, 上自旋
电流和下自旋电流的方向可以相反, 使净电荷流为
0 而净自旋流非零, 因此热驱动在不产生净电荷流
的情况下也可以产生自旋注入.

3.1.3 磁控塞贝克系数

磁结构中的热电现象, 除了利用非零自旋依赖
的塞贝克系数产生自旋注入之外, 人们还关心赛
贝克系数随磁构型不同产生的变化. S随磁构型

的变化的效应, 被称之为磁塞贝克效应 (magneto-
Seebeck effect) [178], 热磁效应 (thermomagnetic ef-
fects) [179]等; 这样的S则被称为磁热电势 (magne-
tothermoelectrical power, MTEP或magnetother-
mopower) [172,180]. 这个效应多见于磁阻材料, 是自
旋依赖塞贝克效应的自然延拓. 这时人们关心的是
传统的塞贝克系数, 即电流为 0 时测得的两端电压
差与温差之比的负值:

S = −∆V

∆T

∣∣∣∣
I=0

= −∇V
∇T

∣∣∣∣
I=0

,

可以证明, 在包含自旋的情况下, 塞贝克系数是各
自旋通道的塞贝克系数的加权平均:

S =
G↑S↑ +G↓S↓

G↑ +G↓
.

为了衡量塞贝克系数对磁场或者磁构型的依赖关

系,人们类比磁阻定义了磁塞贝克比 (the magneto-
Seebeck ratio (SMS) [178]), 以平行 (SP)与反平行
(SAP) 磁构型下的塞贝克系数之差除以二者中的
小量:

SMS = (SP − SAP)/min(|SP|, |SAP|). (12)

由于塞贝克系数可正可负, 所以SMS与磁阻一般

而言并不一样. 也因为这个原因, SMS 可以发散.
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Gravier等 [172,181]则用下列的定义来衡量磁场的

影响:

MTEP=(SP−SAP)/SAP=(VP−VAP)/VAP. (13)

纳米体系的温度分布难以测量, 因此很难得到塞贝
克系数的准确值, 但是这些表征塞贝克系数的随磁
场变化的量, SMS或MTEP, 只需要测量电压信号,
相对而言精度更高, 也更容易测量和重复.

Gravier等 [172] 2006年测量全金属结Co/Cu
多层模, 得到MTEP为−20%—−17%, 与巨磁电阻
(GMR)的数值相近. 2011年 4月, Heiliger等 [182]

用第一性原理方法模拟计算Fe/MgO/Fe 纳米隧穿
结的塞贝克系数S, 计算表明S强烈依赖于温度甚

至随温度的变化而改变符号, 在 1000 K 的高温下
可以大于 150 µV/K. 由于S随温度连续变化且可

以变号,因此可以找到S 为零的温度, 这个温度上
MTEP就会发散. Heiliger等 [178]结合实验与第一

性原理模拟研究了Co0.5Fe0.5/MgO/Co0.5Fe0.5磁
隧穿结中的热电性质, 首次发表了MgO隧穿结塞
贝克效应的实验测量结果. 他们研究了体系塞贝
克系数随着磁结构、温度、磁场、时间等的变化的

变化. 由于纳米结太小以致无法精确测定温度分
布, 因此他们用有限元方法 (COMSOL软件) 模拟
得到界面温度差, 再结合实验测量得到的电压差
以得到在平行 (P)与反平行 (AP) 磁构型下分别有
SP = −108 µV/K, SAP = −99 µV/K. 基于第一
性原理Korrmga-Kohn-Rostoker方法及非平衡格
林函数模拟得到体系透射谱之后, 他们用线性响应
理论计算出S. 结果显示, 界面的组成成分对S的

大小影响非常大. 同时他们的研究显示, S 的变化
与隧穿磁阻 (TMR) 没有直接联系, 而MTEP可以
高达 300%. 实际上, |S| 的实验测量值高于理论预
期而MTEP 则远远低于理论预期. 同年Serrano-
Guisan等 [180]也测量了CoFeB/MgO/CoFeB 磁隧
穿结的塞贝克系数, 并以有限元模拟的办法确定
温度分布. 他们的测量显示, MTEP不必与TMR
相同且小于TMR, 而塞贝克系数约为 230 µV/K,
远大于此前的理论预测值 [178,182]. 2012年, Lin
等 [183]则在CoFe/Al2O3/CoFe磁隧穿结中发现了
高达 1 mV/K 的塞贝克系数. 在磁构型变化的情
况下, 塞贝克系数也随着变化,变化幅度与磁阻相
当, 在反平行磁构型下的值约比平等磁构型下高
出 40%, 即MTEP∼40%. 由于样品太小以致无法
直接测量得到样品两端的温差, 他们只能通过热

电偶判断出温差在 1 K以下, 从而得知SAP至少是

mV/K的量级. 2014年, Teixeira等利用微波法直
接测量CoFeB/MgO (0.7—1.35 nm)/CoFeB隧穿
结的塞贝克系数. 结果显示在MgO厚度增加之后,
S逐渐从正变负, 当绝缘层MgO为0.85 nm时测得
的SMS高达1189%.

随着实验的不断深入与发展, 磁热电势的灵敏
度或许可以媲美磁阻. 快速寻找SMS发散或者很

大的材料正是理论计算的优势. 此外, 实验测量发
现有些SMS与GMR相近 [172,183,184], 有些却不一
样 [178,180]. 这是否有什么内在联系? 其他的磁性材
料或异质结中的磁响应又会有何不同? 实验所采
用的温度分布大多来自准经典模拟, 这与实际温度
分布差别多大? 这对结果分析有无实质性影响? 目
前这些问题还缺乏相应的理论研究.

3.2 线性响应理论

线性响应指的是体系物理性质的变化与外加

扰动大小成正比. 在线性响应的框架下, 流量与驱
动力大小成正比, 即

J = LX, (14)

其中J是单位时间内通过单位截面所输运的物理

量, 可以是分子数、电荷量、动量和能量等, 而X

是引起物理量输运的某种梯度 [185]. 驱动力可以
是温度不均匀造成的温度梯度, 电势不均匀导致
的势能梯度 (即电场), 化学势不均匀造成的电势梯
度, 或者粒子数不均匀造成的浓度梯度. 对于有多
种驱动力共存的情形, 则有可能出现交叉现象, 即
某种驱动力可以同时引起各种输运流. 考虑体系
中存在温度及电势不均匀的情形, 此时体系会存
在热流 JQ和粒子流Jn. 选取驱动力为−∇µ/T和
∇(1/T ) [185], 则有(

Jn

JQ

)
=

(
L11 L12

L21 L22

)(
−∇µ/T
∇(1/T )

)
. (15)

昂萨格倒易关系式指出, 这些线性响应系数之间有
对称关系,

L12 = L21, (16)

即温度梯度引起的粒子数输运与电势梯度引起

的热流输运是对称的. 1987年, Johnson和Sils-
bee [186]第一次综合考虑输运结或界面中电、热、磁

的交叉响应, 即电荷流、热流、磁化流在电势梯度、
温度梯度、磁场梯度交叉驱动下的线性响应, 把体
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材料的热电概念推广到了电 -热 -磁交叉响应以及
界面热电效应.

在线性响应理论中可以很方便地引入自旋自

由度. 在一个两极体系中, 自旋为σ (σ =↑, ↓)的电
流可以写成

Iσ = e2δVσ · L0σ +
δT

T
· eL1σ, (17)

其中 e(< 0)为电子电荷, 而各个自旋感受到的电势
Vσ以及系数Lnσ分别为

eδV↑ ≡ µL↑ − µR↑, eδV↓ ≡ µL↓ − µR↓, (18)

Lnσ ≡ 1

h

∫
dE · (E − µ)

n
Tσ (E) (−f ′E),

n = 0, 1, 2, (19)

式中h为普朗克常数, µ为化学势, Tσ(E)为自旋为

σ的电子的透射谱, f为费米分布函数. 此处假设
了自旋上与自旋下电子在两个电极处的温度是一

样的, 但这并不是一个必要的假设. 相应的热流表
达式为

Qσ =
1

h

∫
(E − µ)Tσ (E) (fL − fR)dE

= eδVσ · L1σ +
δT

T
· L2σ. (20)

事实上, 热流的表达式仍然可以写成傅里叶扩散热
流与帕尔帖热的和, 即

Q = −κ∇T +Π↑I↑ +Π↓I↓. (21)

以上各式总结成矩阵形式如下： I↑

I↓

Q

=
 e2L0↑ 0 eL1↑/T

0 e2L0↓ eL1↓/T

eL1↑ eL1↓ (L2↑ + L2↓) /T



δV↑

δV↓

δT

 .

(22)
在此线性响应的框架下, 我们可以得到各响应系数
基于Lnσ的表达式. 其中Lnσ ((19)式)所需的透射
谱可以借由电子NEGF理论计算得到, 而热电系数
所需的晶格热输运性质则可以依照上一节所介绍

的声子格林函数方法计算得到. 这就是NEGF方
法在此框架下的基本应用. 下面我们来看自旋热学
引入的一些新的物理量.

自旋关联/电荷塞贝克系数的定义 仿照传统

的塞贝克系数的定义, 我们可以这么定义含磁体系
的自旋关联/电荷塞贝克系数：在一个体系的两端
加上温度梯度, 然后测量体系两端积累的电荷或自
旋造成的电压与自旋压,从而得到自旋关联/电荷
塞贝克系数:

Ss=− δVs
δT

∣∣∣∣
Ic=0,Is=0

, Sc=− δVc
δT

∣∣∣∣
Ic=0,Is=0

, (23)

其中 Ic = I↑ + I↓, Is = I↑ − I↓分别为总电荷流和

自旋流; 二者为零意味着测量时的开路条件.
接下来, 体系的有效电压与自旋压可以分

别取为

eVs = eδV↑ − eδV↓ = (µL↑−µL↓)−(µR↑−µR↓) ,

(24)

eVc=µL−µR=
1

2
(µL↑+µL↓−µR↑ − µR↓) . (25)

那么结合 (22)—(25)式, 以及 Ic与 Is 的定义, 就可
以得到

Ss = S↑ − S↓, (26)

Sc =
1

2
(S↑ + S↓) , (27)

其中

Sσ =
1

eT

L1σ

L0σ
. (28)

Ss与Sc的定义包含了实验测量条件, 可以与实
验测量直接对应. Ss 有时也被称作自旋塞贝

克系数, 但是为了不和自旋塞贝克效应中特指
的由自旋波引起的塞贝克系数混淆, 后来一般
将之称为自旋依赖或自旋关联塞贝克系数 [156].
实验测量得到的坡莫合金Ss = −3.8 µV/K [173],
铜为Ss = −1.8 µV/K [175]. Ss还有很多其他

的定义方式. 比如, Takezoe等 [187]曾定义Ss =

(G↑S↑−G↓S↓)/(G↑−G↓). 这个定义的不合理之处
是, 当G↑ = G↓时, Ss发散. 而Świrkowicz等 [181]

则定义Ss = (S↑−S↓)/2以使之与Sc对称. 应该说,
这些定义都各有其合理或不合理之处. (23)式的定
义则与实验测量相一致 [156,188−191].

自旋电导与电荷电导 与Ss, Sc相应, 我们还
可以依照欧姆定律类似地定义自旋电导Gs和电荷

电导Gc:

Is = GsVc, (29)

Ic = GcVc. (30)

与 (22)式对比, 可知

Gs = G↑ −G↓, (31)

Gc = G↑ +G↓, (32)

其中

Gσ = e2L0σ. (33)

相应地, 可以把 (22)式改写为用自旋量和电荷量表
达的形式：
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Ic

Is

Q

 =


Gc Gs (G↑S↑ +G↓S↓)T

Gs Gc (G↑S↑ −G↓S↓)T

eT (G↑S↑ +G↓S↓) eT (G↑S↑ −G↓S↓)
(
κe + TS2

↑G↑ + TS2
↓G↓

)
T



Vc

Vs/2

δT/T

 . (34)

3.3 自旋热电的增强机制

在自旋塞贝克效应发现一年之后, 2009年,
Dubi与Ventra [189]考虑由温度差产生自旋流的过

程, 类比传统热电优值定义了自旋热电优值:

ZsT = |GsS
2
s T |/κ, (35)

其 中Gs = G↑ − G↓为 自 旋 热 导, Ss =

−(δVs/δT )|Is=0为自旋流为 0时产生的自旋压与
温度的比值, T为温度, κ为热导. 为了使ZsT为

正数, 上式对分子取了绝对值. 同年, Swirkowicz
等 [181]对此定义进行了进一步的探讨. 他们利用
NEGF方法研究了单能级量子点与非线性铁磁电
极的体系, 讨论了库仑阻塞以及自旋累积对热输运
和电输运的影响, 并且在文章中进行了详细论述,
尝试使自旋热电优值的定义合理化. 但是由于他
们没有从能量转换的角度进行论证, 这样的类比仍
然只是停留在表面. 虽然缺少严格的定义与演绎,
但是自旋热电优值仍然不失为一个衡量热 -自旋转
换效率的有益指标. 与此相应, 由Gc和Sc定义的

电荷热电优值ZcT = GcS
2
cT/κ实际上适用于只有

纯电荷流的情形. 所以如果是关注热能 -电能的转
换效率, 那么仍然应该沿用传统的ZT定义 (对于
由自旋波引起的热电转换, 其效率公式参见文献
[192](综合)与文献 [193](纵向自旋塞贝克效应).

3.3.1 量子点模型

以此为基础, 人们用量子点模型进行了许多探
索, 用量子点的好处是可以只探讨各种机制对电子
结构及输运的影响. 首先看量子点与铁磁电极相连
的体系.

对双能级量子点, 考虑库仑阻塞作用之后
的自旋塞贝克系数可以达到几个 kB/|e| 的量级
(1 kB/|e| ∼ 86 µV/K) [191,194]. 在双量子点与非线
性铁磁电极相连的体系中, 人们发现Rashba自旋
轨道耦合作用可以增强自旋热电性质 [195]; 但是在
近藤温度下, 很小的自旋 -轨道相互作用就会显著
压制ZsT

[196]. Rashba相互作用与在位库仑排斥能
同时存在时, 二者对输运都有显著的影响 [197]. 如
果引入随时间变化的外磁场, 量子点自旋的进动可
以改变量子点的库仑带隙, 从而改变自旋热电 [198].

而在量子点上加上微波辐射, 即考虑随时间周期变
化的电场对量子点能级的影响, 也可以大幅度地优
化自旋热电 [73], 如图 13所示.
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图 13 微波辐射量子点 (a) Ss与 (b) ZsT 随微波频率

ω与量子点能级 ϵ0的依赖关系. 低温下用适宜频率 ω的

微波辐射量子点可以显著增强体系的自旋热电性质 [73]

Fig. 13. Quantum dot under microwave radiation: (a)
Ss and (b) ZsT as functions of microwave frequency
ω and the level position of the quantum dot (QD) ϵ0;
microwave radiation with proper frequency at low tem-
perature significantly enhances the spin thermoelectric
performance of a QD system. Adapted from Ref. [73].

其次看量子点与非磁电极相连的情形, 这种情
况下需要引入其他机制来除去自旋简并. 在量子点
上加磁场是一种选择, 即考虑能级的塞曼能劈裂;
此时微波场辐射稳态下可以得到可控的纯自旋流

和高度自旋极化的电流 [199]. 如果中间选为拓扑绝
缘体, 那么由于其螺旋 (helical)边缘态的存在, 中
间屏蔽势自然而然地依赖于自旋, 从而可用温度梯
度产生纯自旋流 [200].

3.3.2 器件模拟

除了用理论模型演绎之外, 人们也寻求具体
材料的自旋热电性质. 具体的材料计算可以用声
子NEGF方法直接得到晶格热导, 相比忽略晶格
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热导或假设一个常数热导值来计算ZsT，这样得

到的ZsT更合理. 由于实验测量得到的Ss普遍很

小, 因此寻找高Ss的材料显得很有意义; 此外类
比传统热电, 人们也希望寻找ZsT大的体系

[189].
处于铁磁激发态的 ziazag形石墨烯纳米带的Ss可

达 kB/e的量级, 会受温度、铁磁交换作用劈裂能
和安德孙无序的影响, 并且很小的无序度就可以
明显降低Ss

[201]. 特别地, 对于量子反点石墨烯纳
米带构型, 若加磁场使体系处于铁磁态, 那么自旋
塞贝克系数可以高达 1 mV/K而自旋热电优值在
100 K下可以达到 50 [202](此处按 (26)式与 (35)式
定义进行了换算处理). 而在极窄的硅烯纳米带中
也可以得到mV/K的自旋塞贝克系数 [203]. zigzag
形石墨烯纳米带中引入链状硼氮原子对作为替位

缺陷, 其Ss ∼ kB/e
[204]. zigzag α-石墨炔纳米窄

带边缘用B或N掺杂, 其激发态铁磁态在极低温
下可有Ss ∼ 150 µV/K, 并且在一些特定温度下
可以实现纯自旋流; 有趣的是, 波函数对称性造成

透射谱的奇偶振荡也同样反映到自旋热电性质当

中 [205]. 以单原子铁链为电极连接的二茂铁分子
链, 其塞贝克系数强烈依赖于分子链的长度, 其室
温Ss可达 0.8 mV/K左右 [206]. 蓝磷石墨烯纳米带
在边缘进行单氢饱和或不饱和时其基态为自旋半

导体, 低温 (100 K)时Ss可达1 mV/K [207]. 此外也
有关于氮氧自由基通过苯基硫醚基团与左右金电

极相连 [208], 石墨烯纳米带与非共线性铁磁晶格相
连 [209]的体系的研究. 目前找到的自旋热电性质
最好的是锯齿形状的石墨烯纳米带 [210]. 这种在费
米面处有窄带的半导体材料, 兼具有窄带和适中的
带隙这两个优秀热电材料的常见特征, 而且其基态
为稳定的自发铁磁, 无需外加磁场磁化. 室温下其
优化Ss与ZsT可以分别高达 3.4 mV/K与 119, 且
其自旋塞贝克系数在能隙之中几乎是个常数, 也
就是说Ss对体系化学势小范围变化很不敏感 (参见
图 14 ). 这一点对实验测量Ss以及用于产生稳定的

热 -自旋输出是非常有利的.
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图 14 锯齿形 (5,4)石墨烯纳米带室温下的自旋热电性质 (a) 分自旋塞贝克系数随化学势位置的变化; (b) 归一
后的体系总热导、自旋塞贝克系数、自旋热电优值及自旋电导随化学势的变化关系 [210]

Fig. 14. Room-temperature spin thermoelectric properties of a sawtooth-like graphene nanoribbons: (a)
spin-dependent Seebeck coefficients as a function of chemical potential; (b) normalized total thermal conduc-
tance, spin Seebeck coefficient, spin ZT , and spin conductance as a function of chemical potential. Adapted
from Ref. [210].

4 结论与展望

本文主要分成两部分探讨了低维纳米材料和

结构中的声子热输运性质和热 -自旋输运性质.
对于前者, 傅里叶定律在纳米体系失效以及一

维体系的热导率发散问题从一开始就吸引了大批

研究者的关注. 除了文中提到的纳米体系中的声子
子带、声学支、反常热导率、界面热阻不满足串联定

律、总热导的瓶颈效应等, 低维纳米体系热输运的
特性还在持续探索之中. 对于具体的材料, 声子非
平衡格林函数能够方便地给出材料热导的弹道极

限与准弹道输运性质, 这有助于找到优良的纳米散
热材料, 也有助于寻找和设计各种声子学器件. 那

么, 对于电子 -声子或声子 -声子相互作用比较强的
体系如SnSe和PbTe, 当维度受限时这些相互作用
对体系热输运性质的影响如何呢? 还有弱关联的
范德瓦耳斯体系 [211−213](如多层石墨烯或异质层
状材料堆跺)、拓扑材料、相变材料 [214,215]和众多的

Dirac电子体系 [216,217]等, 其热输运又会有什么样
的有趣性质？这些问题有待进一步研究.

对于后者, 热 -自旋输运实验给人们带来全新
的视野. 声子除了单纯的热输运之外, 也可以用于
驱动别的准粒子. 由此, 热能可以直接转换成电能
或者磁化能. 但是在我们所介绍的线性响应框架
下, 声子作为准粒子的作用并没有突显出来. 当前
研究得比较清楚的是自旋轨道耦合、电声相互作

用和库仑阻塞等机制对电子部分的影响. 我们的
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问题是, 声子与其他自由度、其他载流子或服从不
同统计性质的准粒子的相互作用如何? 比如有谷
(valley)自由度的体系, 声子、光子、电子、自旋波共
存的体系, 存在Majorana费米子的体系等, 这些体
系还鲜有涉足.

总而言之, 低维热输运与热 -自旋输运是充满
活力的新领域, 可以预见在不久的将来, 人们还将
揭示出更多新奇的性质和新的应用. 我们也期待非
平衡格林函数方法能借此潮流继续向前发展.
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Abstract

Emerging novel properties of nanomaterials have been attracting attention. Besides quantum electronic transport
properties, the breakdown of classical Fourier’s law and other significant quantum thermal behaviors such as quantized
thermal conductance, phonon subbands, size effects, the bottleneck effect, and even interaction between heat and spin
degrees of freedom have also been revealed over the past two decades. These phenomena can be well captured by the
nonequilibrium Green’s function (NEGF) method, which is pretty simple under ballistic or quasi-ballistic regimes. In
this review, we mainly focus on two aspects: quantum phonon transport and thermal-spin transport in low-dimensional
nanostructures. First, we present a brief history of researches on thermal transport in nanostructures, summarize basic
characteristics of quantum thermal transport, and then describe the basic algorithm and framework of the phonon NEGF
method. Compared with other methods, the NEGF method facilitates numerical calculations and can systematically
incorporate quantum many-body effects. We further demonstrate the power of phonon NEGF method by recent research
progress: from the phonon NEGF method, distinct behaviors of phonon transport compared with those of electrons,
intrinsic anisotropy of phonon transport, radial strain within elastic regime as quantum perturbation, two kinds of
interfacial transport behaviors, defect-induced localization of local phonon density of states, unobservable phonon local-
ization, etc, have been discovered in some particular low-dimensional nanomaterials or nanostructures. Second, the new
concept of “spin caloritronics”, which is devoted to the study of thermally induced spin-related transport in magnetic
systems and offers a brand-new way to realize thermal-spin or thermoelectric energy conversion, is also introduced. After
concisely discussing the spin Seebeck effect, spin-dependent Seebeck effect, and magneto-Seebeck effect, we present the
linear response theory with spin degree of freedom and show that by combining with linear response theory, NEGF
method is also applicable for studying spin caloritronics, especially spin thermoelectrics. Finally, recent research on
quantum dot models or numerical calculation of real materials give hints to the searching for high-ZT materials. With
the ever-increasing demand for energy and increasing power density in highly integrated circuits, quantum thermal trans-
port properties are not only of fundamental interest, but also crucial for future developing electronic devices. Relevant
researches also pave the way to spin thermoelectrics, which has vast potential in thermoelectric spintronic devices and
energy harvesting.

Keywords: quantum thermal transport, spin caloritronics, spin thermoelectrics, nonequilibrium Green’s
function

PACS: 63.22.–m, 73.23.Ad, 72.20.Pa, 85.80.Lp DOI: 10.7498/aps.64.186302
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5d过渡金属氧化物中的奇异量子物性研究∗
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( 2015年 6月 30日收到; 2015年 8月 18日收到修改稿 )

相比于 3d和 4d过渡金属元素, 5d过渡金属元素既具有很强的自旋轨道耦合相互作用, 同时它们的电
子关联作用也不可忽略. 因而 5d过渡金属氧化物体系具有许多奇异的量子特性. 这篇综述主要介绍我们
在 5d过渡金属氧化物中的一些理论进展. 首先介绍烧绿石结构铱氧化物 (A2Ir2O7, A=Y或稀土元素)中的
Weyl拓扑半金属性. 我们确定出A2Ir2O7这一类具有阻挫结构材料的磁基态, 并预言其是Weyl半金属; 其
Weyl 点受到拓扑保护而稳定, 而且它的表面态在费米能级形成特别的费米弧. 其次预言尖晶石结构锇氧化
物 (AOs2O4, A=Ca, Sr)是具有奇异磁电响应的Axion绝缘体; 然后分析了电子关联、自旋轨道耦合对钙钛
矿结构的锇氧化物 (NaOsO3)的影响, 并成功定出它的基态磁构型, 最终确定其为Slater绝缘体. 最后介绍了
LiOsO3中铁电金属性的成因.

关键词: Weyl半金属, Axion绝缘体, Slater 绝缘体, 铁电金属
PACS: 72.80.Ga, 71.20.–b, 85.75.–d, 03.65.Vf DOI: 10.7498/aps.64.187201

1 引 言

众所周知, 在含有 3d和 4d过渡金属元素的体
系中, 电子关联对它们的电子结构和物理性质起着
非常重要的作用 [1]. 这些体系也表现出非常丰富而
特别的物理性质: 金属 -绝缘体转变 [2]、铁电性 [3]、

巨磁电阻 [4−6]、高温超导等 [7]. 相比于这些体系,
5d过渡金属元素的 5d电子在实空间的轨道半径更
大, 它的电子受到更强的屏蔽作用, 电子间库仑关
联作用较小. 但是, 最近的理论和实验结果都表明,
在5d体系中, 电子关联扮演着非常重要的角色, 并
不可忽略 [8−12]. 另一方面, 5d过渡金属的原子序
数很大, 因此它们都具有很强的自旋轨道耦合相互
作用 [13]. 因此，在强自旋轨道耦合和不可忽略的电
子关联的相互竞争、相互作用下, 5d体系往往会表

现出很多奇异的量子特性 [14].
这篇综述主要总结了我们在 5d过渡金属氧化

物中的理论进展. 第二小节系统地讨论了烧绿石结
构的铱氧化物 (A2Ir2O7, A =Y或稀土元素) [15,16],
成功预言了这一体系的基态磁结构为全进/全出非
共线公度的磁结构, 并进一步预言该体系是Weyl
半金属, 其Weyl点受到拓扑保护, 微扰只能移动而
不会消除Weyl点, 并且它的表面态在费米能级形
成奇特的费米弧; 第三小节研究了尖晶石结构的锇
氧化物 (AOs2O4, A =Ca, Sr), 并且预言它们是具
有特别磁电响应的Axion绝缘体 [17]; 第四小节系
统地讨论了钙钛矿结构的NaOsO3, 分析了它的电
子结构和磁结构, 成功地确定了它的磁基态, 并最
终确定它是Slater绝缘体 [18]; 第五小节讨论铁电
金属LiOsO3, 发现高度各向异性电子屏蔽是该金
属体系表现类铁电结构相变的微观原因 [19].

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11374137, 11174124)资助的课题.
† 通信作者. E-mail: xgwan@nju.edu.cn
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2 Weyl半金属和烧绿石铱氧化物

有着烧绿石结构的铱氧化物——A2Ir2O7

(A=Y或者稀土元素) [20−30], 其结构具有高度的
几何阻挫. 实验上发现, 随着A位元素的变化,
A2Ir2O7表现出丰富的电子性质

[20−26]: Y2Ir2O7

是一个绝缘体 [20], 随着A位原子半径的增大,
Nd2Ir2O7表现出金属行为

[21], Pr2Ir2O7表现出

Kondo效应并且具有自发的霍尔效应 [26]. 同时,
实验也发现这类体系在温度的变化下发生金属 -绝
缘体转变. 并且随着金属 -绝缘体转变, 磁性发生
反常, 而结构却没有变化 [21]. 为了研究A位原子的

效应, 我们采用全势全电子线性Mufftin-tin轨道方
法 [31], 通过控制轨道杂化方法分析了 4f电子轨道
的影响 [32,33]. 计算结果表明, 稀土元素对费米面附
近的能带结构的影响可以忽略不计. 因此, 下面主
要基于Y2Ir2O7来讨论A2Ir2O7体系的奇异性质.

2.1 All-in/all-out磁构型

在Y2Ir2O7中, 每个 Ir原子被六个氧包围, 形
成 Ir-O八面体. 在这个八面体晶场中, Ir的 5d轨
道劈裂成两度简并的 eg轨道和三度简并的 t2g轨

道. 由于 Ir-5d 轨道在实空间的半径比较大, 它感
受的八面体晶场也比较大, 因此 eg和 t2g 之间的劈

裂也会很大. 我们的计算结果发现, eg能带比费米

能级高出 2 eV左右, 所以费米能级附近的能带主
要是 Ir的 t2g带. 对于 5d过渡金属元素, 自旋轨道
耦合很强, 这使得简并的 Ir-t2g 能带发生劈裂. 理
论和实验结果都表明, 在 5d体系中电子关联很重
要 [8−11], 例如层状材料Sr2IrO4/Ba2IrO4

[12], 铱氧
化物中电子关联U的数值大约为 1.4—2.4 eV之间.
局域自旋密度近似 (LSDA)+SO+U (U = 2 eV)对
Y2Ir2O7 铁磁构型的计算得到具有较大费米面的

金属态. 按照经验, 加大电子关联会打开能隙. 但
是如果保持铁磁结构的设置, 把U加大到 5 eV也
不会使得该体系变为绝缘体.

在Y2Ir2O7中, Ir原子构成的子格是由共顶点
的四面体连接起来的网络, 这个结构具有很大的几
何阻挫, 其磁结构尤为复杂. 为了寻找其磁基态,
研究磁结构对电子结构的影响, 我们首先设置了几

类磁结构. (001), (110), (120), (111)方向的铁磁结
构和四面体中两个 Ir 原子沿着这四个方向, 另外
两个 Ir原子沿着相反方向的反铁磁结构. 计算结
果表明, 以上设置的磁结构都表现出金属态, 而实
验结果是绝缘体 [22−25]. 另一方面, 它们都具有不
可忽略的净磁矩, 这一点和实验结果也是不相符合
的 [22−25]. 仔细检查计算结果, 我们发现所有前文
提出的线性磁结构在收敛的过程中, 磁矩都会向着
四面体中心旋转. 根据这些结果, 我们设置非线性
磁结构的计算. 我们设置了三类磁结构, 分别是:
“all-in/all-out”(AIAO)——所有的磁矩指向/指离
四面体中心, 如图 1所示; “2-in/2-out”——其中两
个原子的磁矩指向四面体中心, 另外两个指离四
面体中心, 也就是自旋冰的磁构型 [34,35]; “3-in/1-
out”——三个原子的磁矩指向四面体中心, 另外一
个的磁矩指离四面体中心. 和其他的磁构型不同,
AIAO磁构型在自洽的过程中一直很稳定, 这就表
明它处于能量极小值. 至于其他的磁构型, 虽然
能量收敛了但是磁矩还是慢慢地旋转, 也就是说
磁构型处于不稳定状态. AIAO磁构型的能带在
U = 2 eV时, 打开能隙变成绝缘体, 如图 2所示, 这
一点和实验符合得很好. 而其他磁构型却是金属
态. 另一方面, 实验测得的体系的净磁矩为零 [25],
AIAO的磁构型没有净磁矩而其他的磁构型都有净
磁矩. 为了探寻q不为零的磁构型, 我们也计算了
其费米面. 局域密度近似 (LDA)+SO计算结果没
有发现强的费米面嵌套行为. 基于磁力理论和线性

图 1 烧绿石结构的Y2Ir2O7中 Ir原子构成的共顶点的
四面体网络结构, 箭头表示 all-in/all-out的磁结构, 这个
磁结构是四面体的 Ir原子的磁矩全部指向/指离四面体中
心 (引自参考文献 [15])
Fig. 1. The pyrochlore crystal structure showing the Ir
corner sharing tetrahedral network. The configuration
that is predicted to occur for iridates with all-in/all-
out magnetic order (from Ref. [15]).
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图 2 LSDA+SO+U 计算得到Y2Ir2O7的能带结构随着U 的变化而演化 (a) U = 0 eV的能带, 它是一个金属;
(b) U = 1.5 eV 时的能带; (c) U = 2 eV 时的能带, 是一个绝缘体; Weyl点出现在图 (b), 但是不在高对称线上 (引
自参考文献 [15])
Fig. 2. Evolution of electronic band structure of Y2Ir2O7 shown along high-symmetry directions, calculated
using the LSDA + SO + U method with three different values of U equal (a) 0 (metallic), (b) 1.5 eV,
and (c) 2 eV (insulator with small gap). The Weyl point that is present in case (b), is not visible along
high-symmetry lines (from Ref. [15]).

响应理论 [36], 也计算了与波矢q相关的磁交换作

用J(q), 发现这个量在 q = 0处有极值. 综合上面
的理论结果分析, 我们预期烧绿石结构的铱氧化物
的基态磁构型为AIAO公度的长程序.

烧绿石结构具有很强的几何阻挫, 另外 5d电
子也有很大的巡游性, 所以只考虑自旋的有效磁模
型很可能不适合描述烧绿石结构的铱氧化物 [37].
因此, 如何确定这大类材料基态磁构型一直是一
个难题 [38]. 我们预言的AIAO的磁构型被多个实
验结果验证 [39−42]. 特别需要提及的是, 我们的这
一结果对定出其他烧绿石结构的磁构型也有启示

作用. 比如长期以来人们一直没有定出Cd2Os2O7

的基态磁构型 [38], 所以一直不能证实Cd2Os2O7

确实是第一个 (而且也是到 2011 年前人们知道的
惟一一个)三维的Slater绝缘体 [43]. 在我们的工
作之后, 2012 年, Cd2Os2O7的磁构型也被发现是

AIAO [44], 该体系也因此被确认为Slater绝缘体.
尽管磁构型对Y2Ir2O7在费米面附近的能带

影响很大, 但是如表 1所列, 不同磁结构的总能差

距却很小. 可以预期, 外加磁场对Y2Ir2O7的导电

性有很大影响. 当体系从AIAO的绝缘体变到线
性磁结构的金属时, 体系会表现出很大的磁阻效
应. 数值计算结果验证了这一推论. 从AIAO基态
磁构型出发, 沿着 (001)方向外加一个磁场. 计算
结果表明外加的磁场会旋转磁矩方向, 但是磁矩大
小改变得很小. 在 (001)方向施加 5 T大小的外磁
场, 会使得体系具有0.07 µB的净磁矩, 同时费米面
附近也有不可忽略的态密度. 实验测得Sm2Ir2O7

在 4 T外磁场下会有 0.05 µB的总磁矩
[25], 和我们

的理论计算结果相近. 当外加磁场达到 40 T时,
数值计算结果表明, 会有能带穿过费米面使得体
系发生金属 -绝缘体转变. 正是因为基态和激发
态的能量差很小 (如表 1所列), 对于同一体系的
Y2Ir2O7, Taira等 [25]观测到这一体系不具备铁磁

序, 而Yanagishima等却声称这一体系有一个净磁
矩 [22−24]. 同样我们也可以理解由温度导致的金属
-绝缘体转变以及零场降温 (ZFC)和加场降温 (FC)
磁化曲线之间的较大的差异.

表 1 利用LSDA+SO +U (U = 1.5 eV)计算Y2Ir2O7 几种不同磁构型的结果, 其中 ⟨S⟩和 ⟨O⟩分别表示 Ir离子
上的自旋磁矩和轨道磁矩, Etot是总能, 基态能量设为零 (引自参考文献 [15])
Table 1. The spin ⟨S⟩ and orbital ⟨O⟩ moment (in µB) and the total energy Etot per unit cell (in meV) for
several selected magnetic configurations of Y2Ir2O7 as calculated using the LSDA+ SO+ U method with
U = 1.5 eV (Etot is defined relative to the ground state) (from Ref. [15]).

磁构型 (001)铁磁 (111)铁磁 2-in/2-out IDM AIAO
⟨S⟩/µB 0.08 0.10 0.09 0.06 0.13
⟨O⟩/µB 0.09 0.10 0.07 0.06 0.12
Etot/meV 5.47 1.30 3.02 2.90 0

187201-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187201

2.2 Weyl半金属

根据前文的分析, 费米能级附近的能带主要
由 Ir的 t2g轨道贡献. 六重简并 (考虑自旋)的 t2g

轨道在自旋轨道耦合作用下劈裂为四度简并的

Jeff = 3/2和两度简并的Jeff = 1/2的能带, 其中
Jeff = 1/2的能带的能量高于前者 [8,9]. 从另一个角
度出发分析也可以得到相同的结果. 首先考虑自旋
轨道耦合对 5d轨道的作用. 自旋轨道耦合把 10度
简并的 5d轨道分解为四度简并的J = 3/2和六度

简并的J = 5/2的能带. 再考虑立方对称的晶体场
的劈裂, 六度简并的J = 5/2能带劈裂成两度简并

的Γ7 和四度简并的Γ8. 在Y2Ir2O7中, Ir的价态为
+4价, 所以 Ir离子有 5 个d电子. J = 3/2的能带

被全填满, 而两度简并的Γ7带只填充了一个电子

为半满的带. 这个半满的窄带在很小的电子关联U

的作用下会打开一个能隙 [8,9].
基于紧束缚模型, 理论预言烧绿石结构铱氧

化物的非磁相是拓扑绝缘体 [45,46]. 与简单的有
效模型计算不一致, 我们用LDA+SO计算得到的
Y2Ir2O7的非磁态是金属. 通过分析Γ点费米能级

附近的 8条窄带我们可以理解这两个结论之间的
差异. 在文献 [45]中, 这 8条能带按能量从低到高
的顺序排列简并度依次为 4, 2, 2. 所以填充 4个电
子以后, 得到绝缘体. 而LDA+SO的计算发现这
8条带的简并度依次为 2, 4, 2. 所以填充 4个电子
以后, 中间的能带为半填充, 因此体系呈现出金属
行为. 如果想得到绝缘体解, 需要出现磁序或者结
构相变 [47]. 基于我们得到的AIAO磁构型, 进行了
LSDA+SO计算, 结果如图 2 (a)所示, 体系依然为

金属. 所以仅仅依靠磁序是打不开能隙的. 接着
将电子关联考虑进来, 进行了LSDA+SO+U计算,
结果如图 2 (b) 和图 2 (c)所示. 从图中可以看出,
加上电子关联以后, Y2Ir2O7沿着高对称线打开能

隙变为绝缘体. 我们知道, LDA+U方法对电子关

联的Coulomb排斥是用Hartree Fock 平均场方法
近似, 一般而言, 能隙随着U的增加总是增加 [48].
有趣的是,如图 2 (b)和图 2 (c)所示,在Y2Ir2O7中,
能隙随着U的增加反而减小.

因为AIAO的磁结构不打破中心反演对称性,
所以可以通过能带的宇称来探究能带结构的演化

和能带反常带来的可能的新奇性质. 在时间反演
不变点, 可以用宇称的本征值 ξ = ±1来标记能带.
在面心立方的布里渊区中, 时间反演不变点依次
为Γ (0, 0, 0); X, Y , Z(2π/a(1, 0, 0)和相应的对称
点), 以及四个L点 (π/a(1, 1, 1)和相应的对称点).
表 2所列是费米能级以下四条带的宇称. 需要注意
的是, 虽然从对称性分析四个L点是等价的, 但是
选择某个 Ir原子为反演中心会把其中一个L′点和

剩余的三个L点区分开来. 所以L′和其他三个L
点的宇称相反 (如表 2所列). 当U > Uc ∼ 1.8 eV
时, 具有AIAO磁结构的Y2Ir2O7的宇称保持不变.
当U减小时, 宇称发生了变化, 说明体系出现了相
变. 如表 2所列, 在L点, 有着相反宇称的占据态和
非占据态发生了翻转. 可以证明, 这两个相中只有
一个是绝缘体相 (具体讨论见参考文献 [15,16]). 当
U很大时, 体系是Mott绝缘体相, 所以当U很小的

时候, 体系属于金属相. 在这个相变点的微扰分析
结果显示有 24个由导带和价带接触形成的能量简
并点 (具体讨论见参考文献 [15,16]).

表 2 计算得到的Y2Ir2O7在时间反演不变点的宇称, 表中给出 4个占据 Jeff = 1/2带的宇称 (从左向右能级能量
增加) (引自参考文献 [15])
Table 2. Calculated parities of states at TRIMs for several electronic phases of the iridates. Only the top
four filled levels are shown, in order of increasing energy (from Ref. [15]).

相 Γ X, Y, Z L′ L× 3

U = 2.0 eV, AIAO(Mott) ++++ +−−+ +−−− −+++

U = 1.5 eV, AIAO(Weyl) ++++ +−−+ +−−+ −++−

因为体系没有时间反演对称性, 所以形成交点

的能带都是非简并的. 那么在交点附近的低能有效

哈密顿量可以写为Hw =
∑3

i=1
vi · qσi, 费米能级

设置为零,其中q = k−k0, σi是Pauli矩阵. 速度矢

量vi是线性独立的. 所以在交点附近, 体系具有一

个锥形的线性色散关系∆E = ±
√∑3

i=1
(vi · q)2.

这个方程和粒子物理中的Weyl方程形式一样 [49],

我们也可以定义一个手征 (手性电荷) c = ±1. 此
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处手性电荷为: c = sign(v1 · v2 × v3). 两个有中
心反演联系的交点具有相反的手征. 和四分量的
Dirac 费米子不一样, 这里的Weyl费米子是两分量
的, 所以不可能引入质量项使得体系打开能隙. 只
有当两个相反手征的Weyl点相遇, 才会使得Weyl
点湮没从而使体系打开能隙.

Weyl点的稳定性可以通过下面的方式来讨论.
对于两能带的系统, 有效哈密顿量可写为

H =

 A(k) B(k) + iC(k)

B(k)− iC(k) −A(k)

 ,

它的本征值为E(k) = ±
√
A2(k) +B2(k) + C2(k).

从这个表达式中可以看出, 如果出现交点则需要
A(k) = 0, B(k) = 0, C(k) = 0这 3个方程成立.
在一个三维的系统中, 可变的参数有三个 (kx, ky,
kz). 这虽然不能保证一定出现能量交点, 但是一
旦出现了交点, 这个交点就会很稳定. 微扰只会改
变交点的位置, 不会打开能隙, 因为调整三个参数
(kx, ky, kz)总会满足上述三个条件 [50]. 除非两个
手性相反的Weyl 点相遇, 这时Weyl点才能消失.

得到Weyl点的关键是非简并的能带, 所以为
了得到Weyl点, 需要打破时间反演 [15,16]或者空间

反演对称性 [51−53]. 在三维空间里, Weyl 费米子和
Dirac费米子很不一样. 如上面所述Weyl点受到拓
扑保护而稳定存在, 微扰不会破坏Weyl 点. 而对
于三维的Dirac点, 还需要额外的晶格对称性才会
保持稳定 [54−57].

对于烧绿石结构的铱氧化物, 在每个L点附近

都有三个由三度旋转对称联系的Weyl点, 它们具
有相同的手征. 再加上由空间反演联系的相反手
征的Weyl点,一共可以有24个Weyl点分布在布里
渊区. 在这 24个点附近, 能带的色散关系是线性
的. 由于对称性, 所有的Weyl点都在同一个能量
点上, 所以费米能级会穿过这些点. 因此, 在合适
的电子关联U的作用下, Y2Ir2O7 的基态是Weyl
半金属. 在零温和零频的条件下, 费米面附近的
小的态密度使得它变成绝缘体. 在LSDA+SO+U

(U = 1.5 eV)计算得到的能带中, 三维的能带交
点出现在k = (0.52, 0.52, 0.30)2π/a. 同时有另外
23个有对称性联系的Weyl点落在L点附近. 当
电子关联U提高时, 这些Weyl 点相互靠近, 直到
U = 1.8 eV时, 这些点都在L点相遇并相消, 体系

因此从Weyl半金属演化成Mott 绝缘体. 另外当
U减少到1 eV时, 两个相反手征的Weyl点在X 点

相遇, 并且相消. 如果体系依然变为绝缘体, 这时
就进入了Axion绝缘体相, 如图 5所示. 可惜的是,
在LSDA+SO+U (U < 1 eV)的计算下, 有其他能
带通过费密面体系表现出金属态. 对于 Ir-5d电子,
真实的电子关联U的值应该在 1—2 eV之间. 所以
Y2Ir2O7体系应该处于拓扑半金属相, 而不是Mott
绝缘体相. 如前文所述, 如果对体系加上外场, 这
两个相都会变成普通金属.

2.3 表面态——费米弧

下面我们来讨论Weyl半金属Y2Ir2O7的表面

态. Weyl点在动量空间里的行为相当于磁单级
子, 它的 “磁荷”由手征决定, 它们是Berry曲率的
源点 [58]. 在动量空间中, “矢势”Berry连接定义为
A(k) =

∑N

n=1
i⟨unk|∇k|unk⟩, 其中N是占据的能

带数. 这里Berry曲率是F = ∇k ×A.
现在我们来证明Weyl半金属具有新奇的表

面态. 在布里渊区取一个圆柱面包含Weyl点, 如
图 3 (a)所示. 在此圆柱面上, 取k = (kλ, kz), 其
中 kλ = (kx(λ), ky(λ)), 而λ沿着顺时针从 0—2π
变化. 在这个圆柱面上, 哈密顿量可以写成
H(λ, kz) = H(kλ, kz), 这个哈密顿量可以看成二维
绝缘系统的哈密顿量. 在这个圆柱面上λ和kz都

具有周期性, 所以这个圆柱面可以看成闭合曲面.
这个二维体系的陈数是Berry曲率的积分

C =
1

2π

∫
F dkzdλ.

根据Stokes定理, 这个陈数就是闭合曲面包含的
Weyl点的 “磁”荷的总和. 如果圆柱面包含一个
Weyl点, 这个二维子体系的陈数为 1, 即为量子霍
尔绝缘体. 如果这个系统在 z = 0有开边界, 量子
霍尔效应要求在这个子体系中有一个手性的金属

边缘态, 如图 3 (b)所示. 如果圆柱面在动量空间中
变化, 包含零个Weyl点或者两个手性相反的Weyl
点, 这个圆柱面形成的二维体系的陈数为零, 这时
上述受拓扑保护的金属边缘态就会消失. 这样就证
明了表面态在费米能级形成一个费米弧, 这个费米
弧与常见的费米面不一样, 是一条不闭合的线段,
如图 3 (c)所示. 这个开放的线段连接着两个手性
相反的Weyl点在这个表面的投影.
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图 3 Weyl半金属的表面态 (a)圆锥是体系的Weyl 点,
圆柱是布里渊区里面的一个闭合曲面; (b)把圆柱面展开
成有开边界的二维子系统H(λ, kz), 由于体系具有非零的
陈数, 在体带中间有一条具有手征的表面态; (c) 图中显示
表面态和费米弧, 费米弧从一个Weyl点出发, 终于另一
个手征相反的Weyl点 (引自参考文献 [15])
Fig. 3. Illustration of surface states arising from bulk
Weyl points: (a) the bulk states as a function of (kx,
ky) (and arbitrary kz) fill the inside of a cone, a cylin-
der whose base defines a one-dimensional circular Bril-
louin zone is also drawn; (b) the cylinder unrolled onto
a plane gives the spectrum of the two-dimensional sub-
system H(λ, kz) with a boundary, on top of the bulk
spectrum, a chiral state appears due to the nonzero
Chern number; (c) meaning of the surface states back
in the three-dimensional system, the chiral state ap-
pears as a surface connecting the original Dirac cone to
a second one, and the intersection between this plane
and the Fermi level gives a Fermi arc connecting the
Weyl points (from Ref. [15]).

对于U = 1.5 eV, Y2Ir2O7中的Weyl点落在动
量 (0.52, 0.52, 0.30)2π/a 和它的对称点. 这些点可
以构成一个立方体, 立方体的每个边上都有一对手
性相反的Weyl点. 比如 (0.52, 0.52, 0.30) 2π/a和

(0.52, 0.52,−0.30)2π/a. 所以在U = 1.5 eV时, 这
个立方体的边长为 0.52(4π/a). 可以看到在 (111)
面和 (110)面上有拓扑保护的费米弧, 这些费米弧
连接投影在这个面上的具有不同手征的Weyl点,
如图 4所示. 如果考虑垂直于 (001)方向的面, 手性
相反的两个Weyl点会投影到同一个点, 所以在这
个面上没有拓扑保护的费米弧.
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图 4 紧束缚模型计算得到Y2Ir2O7的 (110)面的表
面态以及费米弧, 所用过的紧束缚模型可以模拟出
LSDA+U+SO计算得到的体能带, 图中表面态是基于
128个原子的原子层计算得到的上下两个面的表面态, 上
面的插图为 (110)表面连接手征相反的体Weyl点的投影
的费米弧, 下面的插图为 (111)表面上连接手征相反的
体Weyl点的投影的费米弧, 红点和蓝点代表手性不同的
Weyl点在这些面上的投影点 (引自参考文献 [15])
Fig. 4. Surface states. The calculated surface energy
bands correspond to the (110) surface of the pyrochlore
iridate Y2Ir2O7. A tight-binding approximation has
been used to simulate the bulk band structure with
three-dimensional Weyl points as found by our LSDA
+ U+ SO calculation. The plot corresponds to di-
agonalizing 128 atoms slab with two surfaces. The
upper inset shows a sketch of the deduced Fermi arcs
connecting projected bulk Weyl points of opposite chi-
rality. The inset below sketches the theoretically ex-
pected surface states on the (111) surface at the Fermi
energy (surface band structure not shown for this case)
(from Ref. [15]).
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为了检验上面的理论, 我们构造了一个紧束
缚模型来分析Y2Ir2O7的表面态. 这个紧束缚模
型只考虑 Ir-t2g轨道. 铱原子形成共点的四面体网
格 (如图 1所示), 所以最近邻的铱原子形成σ和π

键, 它们的跃迁系数分别为 t和 t′. 如果模型需要
模拟Weyl点, 则必须考虑次近邻的跃迁 (t′′). 令
t = 0.2, t′ = 0.5t, t′′ = −0.2t, 另外自旋轨道耦合
强度为 2.5t. 为了模拟AIAO磁构型, 对于不同的
铱原子取指向/指离正四面体中心为量子化轴, 并
且加入了强度为 0.1t的Zeeman劈裂. 这些参数可
以描述Weyl半金属. 为了计算表面态, 构建一个
沿着 (110)面含有 128个原子的晶层. 这个晶层的
表面态如图 4 所示. 图中显示了晶层上表面和下
表面的费米弧, 所以费米弧的数量是单个表面的两
倍, 图中下方插图是 (111)面的费米弧. 而 (001)面
没有特别的表面态.

在AIAO的磁构型下根据能带计算和有效模
型分析, U从小到大变化, 体系经历金属 (U很
小)—Weyl半金属 (U ∼ 1.5 eV)— Mott (U > 2 eV)
绝缘体等不同的相. 如果按照U的变化把不同的相

对应出来就可以得到烧绿石结构的铱氧化物的相

图, 如图 5 , 横轴是电子关联U 的强度, 纵轴是施加
的外磁场. 当外磁场大于临界值时, 体系变为普通
金属. 对体系加压或者进行元素替换都会改变电子
屏蔽以及能带宽度, 从而改变其电子关联强度. 所
以我们期望未来的实验可以观测到前文提到的不

同的相.
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图 5 烧绿石结构铱氧化物 (A2Y2O7)的相图: 横轴为电
子关联, 纵轴为外磁场 (引自参考文献 [15])
Fig. 5. Sketch of the predicted phase diagram for py-
rochlore iridiates. The horizontal axis corresponds
to the increasing interaction among Ir 5d electrons
while the vertical axis corresponds to external mag-
netic field, which can trigger a transition out of the
noncollinear “all-in/all-out” ground state, which has
several electronic phases (from Ref. [15]).

3 Axion绝缘体和尖晶石锇氧化物

在三维固体中, 电子轨道的运动会产生电磁
耦合 θ, 这个 θ就是Axion电动力学拉格朗日量(
Lθ =

θe2

2πh
E · B

)
中的 θ [59−65]. 由这个拉氏量

可以看出电场会导致磁化, 而磁场也会导致电极
化. 线性的电极化张量αij定义为:

αij =
∂Mj

∂Ei

∣∣∣
B=0

=
∂Pj

∂Bi

∣∣∣
E=0

,

其中E和B分别为电场和磁场, 而P 和M分别

为电极化矢量和磁化矢量. αij也可以写为:

αij = α0
ij +

θe2

2πh
δij . 所以这个无量纲的Axion

场 θ对于磁电耦合是一个非常重要的参数. 拉
氏量Lθ中E · B在时间反演下是奇函数, 而当
θ → θ + 2π, 拉氏量保持不变 [60,62]. 所以具有
时间反演不变的绝缘体可以根据 θ (θ = 0,π)分为
两类, 一类是拓扑绝缘体 (θ = π), 另一类是普通绝
缘体 (θ = 0) [60,62]. 而拉氏量Lθ在非正当转动下是

奇的, 比如镜面对称和中心反演对称. 所以 θ = π

的绝缘体不仅可以是时间反演不变的体系, 也可
以是没有时间反演但是具有中心反演或者镜面对

称的体系. 当时间反演对称或者空间对称性被打
破, θ不再是量子化的 [63−65]. 对于常规的一些材料
θ都比较小, 比如Cr2O3, BiFeO3, 它们的 θ分别为

10−3, 10−4 [63−65]. 所以寻找具有非常大的 θ的材

料是一个挑战性课题 [66].
理想的磁性拓扑绝缘体结合了能带拓扑和内

在的磁序, 从而会有比较大的表面能隙. 许多已知
或者预言的拓扑绝缘体都是p电子体系, 它们的电
子关联都很小, 而且都是非磁的. 3d和 4d过渡族
金属元素有很大的电子关联, 但是它们的自旋轨道
耦合比较小. 而包含 4f和 5f元素的体系具有很大
的电子关联和强自旋轨道耦合, 但是它们的能带都
很窄, 所以这些性质也使得它们很难实现拓扑绝缘
体 [67].

前文已经讨论过, 5d体系具有强自旋轨道耦合
和不可忽略的电子关联. 所以 5d过渡金属氧化物
是寻找Axion绝缘体的理想材料. 如图 5所示, 在
弱关联区域 (U ∼ 1 eV), A2B2O7中Weyl点在布里
渊区的X点相遇并且相消. 但是这时有其他的能
带穿过费米面, 所以A2B2O7是金属而不是Axion
绝缘体. 和烧绿石结构的A2B2O7一样, 尖晶石结
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构的化合物AB2O4, B位过渡金属离子也具有共顶
点的四面体网络结构. 相比于烧绿石结构的 5d化
合物, 尖晶石结构的 5d化合物更容易被压力, 外场
和掺杂调控. 因此我们研究了AOs2O4 (A是碱土
金属: Mg, Ca, Sr, Ba).
表 3 理论计算得到的AOs2O4的结构信息, 作为对比也
把Y2I2O7的结构列出,其中Os—Os和Os—O键长是指
最近邻的Os—Os和Os—O的键长 (引自参考文献 [17])
Table 3. Theoretically determined lattice parameters
of spinel osmates. Angle denotes the Os—O—Os bond
angle; Os—O and Os—Os denote the nearest neighbor
Os—O bond length and Os—Os bond length, respec-
tively (from Ref. [17]).

Os—O—Os
键角 /(◦)

Os—Os
键长/Å

Os—O
键长/Å

CaOs2O4 98.5 3.07 2.04

SrOs2O4 94.6 3.12 2.05

BaOs2O4 103.1 3.28 2.11

Y2Ir2O7 129.7 3.60 1.99

尖晶石结构AOs2O4的空间群是Fd3̄m. 因为
没有实验晶格参数的结果, 所以我们通过计算来搜
索稳定的结构. 计算结果表明小的电子关联对晶格
参数影响很小, 表 3中列出了LDA+SO的结果. 我

们也通过其他几种方法来验证结构的稳定性: 包括
搜索不同的能量曲面、化学反应稳定性以及其他可

能的晶体结构和声子谱. 所有的结果都表明尖晶
石结构的AOs2O4是稳定的. 作为对比, 我们也把
Y2Ir2O7的晶格常数列在了表 3中, 可以看到A位

原子对Os—O键长和键角有较大的影响,这个特性
使得我们可以调控AOs2O4的电子结构并且可以

设计特别的拓扑相.
我们首先计算MgOs2O4的电子结构, 发现

它始终呈现出金属态. 接下来的工作主要讨论
CaOs2O4. 尽管CaOs2O4电子关联U的值还不确

定, 但是可以肯定的是三维系统中的屏蔽会比像
Sr2IrO4

[12]这样的二维系统中的屏蔽大. 另一方面
Os—Os的键长比Y2Ir2O7中的 Ir—Ir的键长短, 所
以在CaOs2O4 中的电子关联U比Y2Ir2O7中的小.
总结来说, CaOs2O4的电子关联U在 0.5—1.5 eV
之间. 和烧绿石结构的Y2Ir2O7一样, 尖晶石结构
的CaOs2O4中Os也是高度几何阻挫的. 但是经过
仔细的理论计算, 我们发现与Y2Ir2O7不同的是沿

着 (010)方向的铁磁态是CaOs2O4的基态, 而且基
态和激发态的能量差很大.
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图 6 沿着高对称线的CaOs2O4的能带结构 (a) LDA+SO; (b) LSDA+SO+U , U = 0.5 eV; (c) LSDA+SO+U ,
U = 1.5 eV (引自参考文献 [17])
Fig. 6. Electronic band structure of CaOs2O4 shown along high symmetry direction: (a) LDA+SO; (b)
LSDA+SO+U , with U = 0.5 eV; (c) LSDA+SO+U , with U = 1.5 eV (from Ref. [17]).

CaOs2O4的 能 带 如 图 6所 示, 在 LSDA+

SO+U (U = 0 eV)时体系为金属, 电子关联U

可以打开能隙. 为了找到准确的能隙大小, 我们在

布里渊区打了100× 100× 100的网格点. 对于这样

一个非常密的网格点, 我们采用两种不同的电子关

联值: U = 0.5 eV和U = 1.5 eV, 它们对应的能隙

分别是0.01 eV和0.08 eV.

Fu和Kane [68]提出一个判据来判断具有中心

反演对称的非磁体系是否拓扑绝缘体. 人们发现
对于具有中心反演对称的磁性绝缘体, 还是可以
用宇称对其分类, 并且计算其磁电耦合系数 [69,70]:
θ = πM(mod2), 这里M =

(∑
k
Ni

)
/2, 而Ni是
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在时间反演不变点 i具有奇宇称的能带占据数. 尖
晶石中的Os原子的局域环境是氧八面体, Os的5d
轨道受到很强的晶场劈裂, 因此 eg轨道比费米能

级高2 eV. 费米面附近的能带主要是由Os的 t2g构

成. 一个元胞里面有4个Os原子,所以一共有24条
t2g轨道. 如果这 24条 t2g带都被电子填满, 则整个
体系不可能具有特别的拓扑性质. 而Os在尖晶石
结构的CaOs2O4中是+3价, 所以如果体系是绝缘
体, 则有 20条带被填充而 4条带是未占据的. 所以
我们可以研究4条空带的宇称来分析其拓扑性质.

对于尖晶石结构的CaOs2O4, 八个时间不变
点是Γ , X, Y , Z和四个L点. 在Γ点, 所有的 t2g

能带都是偶宇称. 而在X, Y , Z点, 四条占据能带
中两条是奇宇称, 另外两条是偶宇称. 所以无论U

的值如何, Γ , X, Y , Z 点的能带的奇宇称的和是6.
而另一方面, 库仑相互作用对L点的宇称有很大的

影响, 结果如表 4所列. 奇宇称的和对于U = 0.5,
1.5 eV分别为 4和 6. 所以对于U = 1.5 eV来说我
们得到 θ = 0, 体系是普通绝缘体, 而U = 0.5 eV
时, θ = π, 体系处于Axion绝缘体态, 这个绝缘体
相具有特别的磁电响应.

表 4 LSDA+SO+U 计算得到的 CaOs2O4的 4个
空的 t2g带在时间反演不变点的宇称, 其中 Lx为

(−0.5, 0.5, 0.5)2π/a; Ly为 (0.5,−0.5, 0.5)2π/a; Lz 为

(0.5, 0.5,−0.5)2π/a; L为 (0.5, 0.5, 0.5)2π/a (引自参考
文献 [17])
Table 4. Calculated parities of states at TRIM for
CaOs2O4. Only 4 empty t2g bands are shown in
order of increasing energy. Lx denotes 2π/a(−0.5,

0.5, 0.5), Ly denotes 2π/a(0.5,−0.5, 0.5), Lz denotes
2π/a(0.5, 0.5,−0.5), and L denotes 2π/a(0.5, 0.5, 0.5)

(from Ref. [17]).

Lx Ly Lz L

U = 0.5 eV ++++ ++++ ++++ −−−−

U = 1.5 eV −+++ −+++ −+++ +−−−

拓扑绝缘体和普通绝缘体之间的过渡态是半

金属态 [15,16]. 为了寻找半金属和Axion绝缘体的
相边界以及半金属和Mott绝缘体的相边界, 我们
改变U的值做了一系列计算. 在U 处于 1—1.3 eV
之间时, CaOs2O4是三维Weyl半金属. 它的Weyl
点处在 k = (0.02, x, 0.02)2π/a以及它的对称点.
这里的x随着U的值改变而改变. 减小或者增大
U的值, Weyl 点会相互移动最终相遇而相消, 进

而打开一个能隙变成Axion绝缘体和Mott绝缘
体. SrOs2O4和CaOs2O4一样具有相同的性质. 和
Y2Ir2O7一样, SrOs2O4 和CaOs2O4随着电子关联

强度的变化也呈现出丰富的相图 (如图 7所示).
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图 7 尖晶石锇氧化物 (AOs2O4, A = Ca, Sr)的相图
(引自参考文献 [17])
Fig. 7. Sketch of the predicted phase diagram for
spinel osmates (AOs2O4, A = Ca, Sr) (from Ref. [17]).

最后我们研究了具有最大键角和键长的

BaOs2O4, 上述变化非常明显地影响了它的
能带结构. 与CaOs2O4和SrOs2O4不一样的是,
LDA+SO计算发现在Γ 点 8条Jeff = 1/2带具有

简并顺序 4-2-2, 而不是 2-4-2. 这个结果与Pesin
和Balents [45]的结果一样. 对于BaOs2O4, 费米
面有其他的能带穿过, 并且费米面不会随着小
的晶格常数的改变而消失. 考虑电子关联U之

后, BaOs2O4也表现出磁性, 但是在合理的U的范

围内, 在BaOs2O4中没有发现Axion绝缘体相和
Weyl 半金属相.

4 Slater绝缘体NaOsO3

前文介绍了 5d过渡金属氧化物的新奇的而特
别的拓扑量子相 [15−17]. 而在 5d过渡金属氧化物
中, 特别的金属绝缘体转变也引起了人们的关注.
早在 1951年, Slater提出反铁磁序也会使得体系发
生金属绝缘体相变 [43]. 随着温度的降低, 体系产生
了反铁磁序, 导致原来的晶胞被扩大成两倍, 所以
布里渊区缩小为原来的一半. 在布里渊区边界, 能
带发生劈裂, 如图 8所示. 我们把这种由于磁序导
致的金属绝缘体转变称为Slater绝缘体转变, 很多
一维、二维等低维体系的金属绝缘体转变可以用这

个理论解释. 但是三维的Slater绝缘体却非常罕见，
这是因为三维材料的费米面往往很复杂, 单单通
过磁序的改变, 很难把费米面都消除, 产生绝缘体.
在AIAO磁结构被发现并确定以后, 第一个三维的
Slater绝缘体Cd2Os2O7最终得到确认

[38,44,71].
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图 8 Slater绝缘体示意图 随着温度的降低, 系统出现
反铁磁序, 布里渊区缩小一倍; 能带在布里渊区边界发生
劈裂, 打开能隙, 实现金属绝缘体转变
Fig. 8. Sketch of the Slater metal-insulator transition.
As the temperature decreasing, antiferromagnetic or-
der appears and doubles the unit cell. Band structure
is split at the edge of Brillouin zone. Metal-insulator
transition is occurred.

2009年, Shi等 [72]利用高压技术合成了

NaOsO3, 并且测定了它的结构以及其他的物理
性质. 根据X-射线衍射测量结果, NaOsO3的结

构是正交的钙钛矿结构. Os 原子周围有六个O
原子, 形成Os-O八面体, Os感受到八面体晶体场.
NaOsO3的电阻曲线在高温表现出金属行为, 但是
在 410 K时, 发生了金属绝缘体转变, 而结构没有
发生相变. 另外, 在室验精度内, 电阻的降温曲线
和升温曲线几乎重叠在一起, 说明此处相变是一个
二级相变. 热容的测量结果也表明它的相变是一个
二级连续相变. 在 410 K时, 磁化率的行为表明在
这个温度以下体系具有长程的反铁磁序. 磁转变
温度和金属 -绝缘体转变温度是一致的. 基于能带

理论Shi等也计算了它的电子结构, 理论和实验结
果都表明, 反铁磁序是体系的金属绝缘体转变的根
源. 因此深入系统地研究这个材料, 确定其基态磁
结构具有重要的意义.

在密度泛函框架下, 我们利用全势线性化缀
加平面波方法的程序包WIEN2K [73], 基于实验测
得的晶体结构常数, 优化原子的内坐标. 结果如
表 5所列. 从表中可以看出数值计算的结果和实验
测量值非常符合.

为了考察该体系的基本能带信息, 我们首先基
于LDA近似计算了NaOsO3的电子结构. 如前文
所述, Os原子处于O八面体中, 受到很大的晶场劈
裂. Os的5d轨道劈裂为 eg和 t2g轨道, 费米面上分
布的主要是Os-t2g轨道. LDA近似下计算得到金
属解 (能带如图 9 (a)所示), 这与实验结果不符 [72].
如前文所述, 对于5d 元素, 自旋轨道耦合效应比较
大, 而且强自轨耦合给 5d体系带来了许多新奇的
物理性质. 比如Sr2IrO4的Mott转变 [8,9], A2Ir2O7

是Weyl半金属 [15,16], AOs2O4是Axion绝缘体 [17].
所以随后我们在计算电子结构中加上自旋轨道耦

合作用. 图 9是用LDA 和LDA+SO计算得到的
NaOsO3的能带结构. 从图中可以看出, LDA＋SO
计算的能带与单纯的LDA的结果相比变化非常小,
说明这个体系中的自旋轨道耦合相互作用并不大.
这是由于NaOsO3中Os是+5价, 即 5d3排布; t2g

是半填充的, 表现为轨道单态, 此时自旋轨道耦合
作用的一级效应为零, 需要通过二阶微扰才能影响
能带. 所以与Sr2IrO4, A2Ir2O7, AOs2O4等 5d5体

系不同, 自旋轨道耦合对NaOsO3的物理性质影响

甚微.

表 5 理论优化得到的原子内坐标和实验值的对比 (引自参考文献 [18])
Table 5. Numerical and experimental internal coordinates of NaOsO3 (from Ref. [18]).

理论计算 [18] 实验测量 [72]

原子 x y z x y z

Na 0.0392 0.25 0.9910 0.0328 0.25 −0.0065

O1 0.4919 0.25 0.0885 0.4834 0.25 0.0808

O2 0.2940 0.0428 0.7046 0.2881 0.0394 0.7112
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图 9 LDA和 LDA+SO计算的NaOsO3的能带 (a)
LDA计算得到的能带; (b) LDA+SO计算得到的能带
(引自参考文献 [18])
Fig. 9. Band structure of NaOsO3, shown along the
high-symmetry directions: (a) LDA; (b) LDA + SO
(from Ref. [18]).

然后, 我们基于LSDA+SO研究了磁对该体
系电子结构的影响. 先选取铁磁构型作为初态,
最后计算总是收敛到非磁态, 说明在LSDA+SO
的框架下铁磁态是不稳的. NaOsO3是一个三

维体系, 电子屏蔽会比二维体系大. 所以我

们可以预期在NaOsO3中电子关联U比准二维

体系Sr2IrO4/Ba2IrO4
[12]小. 所以对于NaOsO3,

我们将电子关联U取为 0.5—2 eV. 随后采用
LSDA+SO+U计算铁磁结构, 依然没有出现预期
的绝缘体. 甚至一直把U提高到 6 eV这样一个不
合理的数值, NaOsO3的铁磁态也没有出现能隙.
这个结果清晰地表明NaOsO3不是Mott绝缘体.

自旋轨道耦合作用和电子关联相互作用都不

是NaOsO3金属绝缘体转变的微观原因. 而另一方
面, 实验上发现NaOsO3的磁转变温度和金属绝缘

体转变温度是一样的 [72], 说明磁转变起到了至关
重要的作用. 下面研究磁结构对系统的金属绝缘体
转变的影响. 除了铁磁结构, 我们还设置了另外四
种磁构型: A 型反铁磁, 在 (001)面上的Os原子的
磁矩平行排列, 相邻 (001) 面的Os原子的磁矩反平
行排列; C 型反铁磁, (001)链上的Os原子的磁矩
平行排列, 相邻 (001) 链上的Os原子的磁矩反平行
排列; G型反铁磁, 最近邻的Os原子磁矩反平行排
列; D型反铁磁, 相邻 (001)面的Os原子的磁矩如
果在 (010) 或在 (100) 方向上平行排列, 其他方向
反平行排列.

计算结果表明, 磁结构对电子结构影响很大.

当电子关联U < 1 eV时, 所有考虑在内的磁结构
在LSDA+SO+U下都是金属. 当U在合理的范围

内 (U = 1—2 eV), 有且只有G型反铁磁构型是绝
缘体, 如图 10所示. 计算表明当U在这个范围内,
G型反铁磁的总能也是最低的, 说明G 型反铁磁是
NaOsO3的基态磁构型.
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图 10 LSDA+SO+U (U = 2 eV)计算得到的五种磁构
型的总态密度 (a) 铁磁构型的总态密度, 黑色代表自旋
向上, 红色代表自旋向下; (b) G型反铁磁构型的总态密
度; (c) C型反铁磁构型的总态密度; (d) A型反铁磁构型
的总态密度; (e) D 型反铁磁构型的总态密度 (引自参考
文献 [18])
Fig. 10. Electronic density of states (DOS) from LDA
+ SO+U (U = 2.0 eV) calculation, Fermi energy EF is
set to zero: (a) FM configuration; (b) G-AFM; (c) C-
AFM; (d) A-AFM; (e) D-AFM. The black (red) line is
for up- (down-) spin. For AFM configurations, spin-up
is the same as spin-down; thus only one spin channel
is plotted (from Ref. [18]).

计算发现磁矩主要来自Os原子. 由于Os-5d
和O-2 p之间的杂化作用, 使得O也带有一定的磁
矩. 但是O上的磁矩很小, 可以忽略不计. 前面讨
论了自旋轨道耦合作用对于 5d系统来说很重要.
Sr2IrO4/BaIrO3等材料的轨道磁矩往往是自旋磁

矩的两倍 [8−10,15,16], 显示了很强的自旋轨道耦合
相互作用. 但是NaOsO3的轨道磁矩却很小. 这
也从另一个方面说明了自旋轨道耦合相互作用在

NaOsO3 这个体系中很小. 结果如表 6所列.
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表 6 用LSDA+SO+U (U = 2 eV)计算得到的每种磁构型的总能和Os 原子上的自旋磁矩 ⟨S⟩和轨道磁矩 ⟨O⟩,
其中G型反铁磁的总能设置为零点 (引自参考文献 [18])
Table 6. Spin ⟨S⟩ and orbital ⟨O⟩ moment (in µB), as well as the total energy Etot per unit cell (in eV),
for several magnetic configurations, as calculated using LDA + U+ SO method with U = 2.0 eV. Etot is
defined relative to the G-AFM configuration (from Ref. [18]).

磁构型 G型反铁磁 铁磁 C型反铁磁 A型反铁磁 D型反铁磁

总能/eV 0 0.243 0.186 0.282 0.205

自旋磁矩/µB 0.94 0.22 0.54 0.29 0.20

轨道磁矩/µB −0.11 −0.01 −0.04 −0.03 −0.03

从表 6中可以看到, 磁矩的大小随着磁构型
的变化很大, 这说明Os上的磁矩是巡游磁矩, 即
NaOsO3中电子具有很大的巡游性. 我们计算得到
的磁矩是0.83 µB,远小于5d3构型S = 3/2的磁矩,
实验由居里外斯定律拟合出有效磁矩是 2.74 µB.
对于巡游磁性体系, 其顺磁磁化率 -温度曲线有时
可以用居里 -外斯或校正的居里 -外斯定理来拟合,
但是这时给出的外斯温度和有效磁矩往往不具有

多少物理意义 [74]. 考虑到G型反铁磁是惟一的绝
缘体的解, 所以很容易理解在同一个温度既发生磁
性转变又发生金属 –绝缘体转变. 这些结果进一步
确认了NaOsO3是Slater 绝缘体 [18].

我们的理论结果随后被实验证实. 美国橡树
岭国家实验室的Calder等 [75]的中子散射结果证

实了NaOsO3的磁基态是G型反铁磁, 而且他们发
现, 自旋轨道耦合在这个体系中不重要, Os上的
磁矩为 1.01 µB. 这些结果都与我们的计算结果一
致 [18], 进一步确定了NaOsO3是一个三维的Slater
绝缘体.

我们计算得到不同磁构型下, G型磁构型
的NaOsO3是惟一的绝缘体, 计算结果证明了
NaOsO3是一个新型的三维Slater绝缘体. 我们
的理论结果随后被实验证实. 相比于第一个三维
Slater绝缘体Cd2Os2O7, NaOsO3具有更简单的晶

体结构和基态磁结构. NaOsO3提供了一个非常好

的平台, 可进一步研究三维Slater绝缘体的性质.

5 铁电金属与LiOsO3

由前文讨论得知 5d过渡金属氧化物含有丰
富的物理性质 [15−18]. 2013 年, LiOsO3 被成功制

备并且第一次确认了金属性与铁电性的共存 [76].
LiOsO3在Ts = 140 K时发生一个结构相变, 通

过中子散射以及X-射线衍射实验可以看出这一
结构相变主要与Li离子的位移有关. 此后, 很多
理论计算小组对LiOsO3进行了研究

[77−79]. 然而,
LiOsO3中铁电金属性存在的微观机理仍未为人所

知: 1) LiOsO3的结构相变是位移性的还是有序无

序相变？2) 金属中自由电子的屏蔽效应如此强,
又是什么使得LiOsO3中的电偶极子在较高温度

(140 K)下能偶有序排列？利用基于赝势和平面波
基组的软件包VASP [80,81], 我们探究了LiOsO3的

金属铁电的微观机理.

֓d

d

a

O

Os

Li
(a) PE (b) FE

bc

图 11 LiOsO3的结构示意图 (a)高温相R3c̄; (b) 低温
相R3c; 其中绿色, 蓝色和红色球代表分别是Li, Os和O
离子; 灰色箭头代表的是Li离子沿着极化方向的位移 (引
自参考文献 [19])
Fig. 11. Primitive unit cell of (a) PE and (b) FE
phases of LiOsO3. The green, blue, and red balls are
the Li, Os, and O ions, respectively. d and −d corre-
spond to the displacements of Li ions along the polar
axis (from Ref. [19]).

LiOsO3的高温相结构的空间群是R3̄c(下
文称之为顺电相), 如图 11 (a)所示. LiOsO3在

Ts = 140 K时发生一个结构相变, 空间结构群
转变到R3c(下文称之为铁电相), 这一结构相变
主要是由于Li离子从平衡位置沿着极化轴位移
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d ∼ 0.46 Å(图 11 (a)中灰色箭头)造成, 同时伴随
着O离子的一点位移. 基于实验给出的晶格参数
(a = 5.06 Å, c = 13.20 Å) [76], 我们优化了铁电相

的原子内坐标. 计算表明自旋轨道耦合以及电子
关联对其结构影响不大, 表 7给出了优化的内坐标,
可见理论和实验值符合得很好.

表 7 理论 [19]计算得到的原子内坐标和实验测量值 [76]比较 (引自参考文献 [19])
Table 7. Atomic positions (in primitive rhombohedral coordinates) in PE and FE phases. The experimental
results are from Ref. [76] (from Ref. [19]).

原子 Li Os O

内坐标 x y z x y z x y z

顺电相 0.25 0.25 0.25 0 0 0 0.8798 −0.3798 0.25

铁电相 (理论) 0.2149 0.2149 0.2149 0 0 0 0.8855 −0.3842 0.2557

铁电相 (实验) 0.2147 0.2147 0.2147 0 0 0 0.8785 −0.3837 0.2627

首先在广义梯度近似 (GGA)下, 我们计算了
LiOsO3顺电相以及铁电相的电子结构. 如图 12所
示, 顺电相和铁电相的LiOsO3都表现出金属行为,
−9—−2.4 eV能量区间范围的态密度主要来源于
O-2p轨道的贡献, 此外Os-5d轨道也有一小部分的
贡献. Li具有很强的离子性, 它的电子态主要分布
在费米面以上. 结构上, Os周围是O形成的正八面
体, 因此Os的 5d 轨道劈裂成 t2g和 eg轨道. Os的
5d轨道在实空间展宽较大, 有着很大的晶场劈裂,
从图中可以看到Os-t2g主要分布在费米面−2.2—
1.2 eV能量区间内, 而Os-eg轨道主要分布在费米

面 3.0 eV上. 正如图 12所示, LiOsO3顺电相以及

铁电相的电子结构相差无几, 这与传统的铁电材料
BaTiO3极为不同, 轨道杂化不是LiOsO3结构相变

的主要诱因.
如前所述, 5d电子有着很大的自旋轨道耦合,

对Sr2IrO4, A2Ir2O7, AOs2O4 等 5d5电子构型系

统的电子结构和磁性性质有重要的影响 [8,9,15−17].
因此我们比较了GGA 和GGA+SO 的能带. 如
图 13所示, 费米面附近Os-t2g轨道的带宽有些许

增加, 此外自旋轨道耦合效应对LiOsO3电子结构

的影响很小, 这一点与NaOsO3极为相似
[18]. 在

LiOsO3 中, Os以+5价的形式存在, 其电子排布为
5d3. 因此Os-t2g轨道为半占据是一个轨道单态,此
时自旋轨道耦合的一级效应为零, 需要引入二阶微
扰才会影响能带. 因此相比于 5d5体系, 自旋轨道
耦合对LiOsO3性质的影响甚微.

电子关联在一些 5d过渡金属氧化物中亦
是至关重要的 [8,9,15−18]. LiOsO3中Os—Os键
长小于NaOsO3中Os—Os键长, 因此LiOsO3中

电子关联U应小于NaOsO3中电子关联 (U ∼
1 eV) [18]. 此 外, 我 们 利 用LiOsO3费 米 面

上的态密度估算出其 Sommerfeld系数 (γ ∼
6.1 mJ·mol−1·K−2)与实验上测得的Sommerfeld
系数 (γ ∼ 7.7 mJ·mol−1·K−2)值相当 [76], 同样也
说明了LiOsO3中的电子关联作用不强.
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图 12 LiOsO3顺电相 (蓝色)以及铁电相 (红色)的态密
度 (a) 总的态密度; (b) Li-1s轨道的态密度分布; (c)
Os-5d的态密度分布; (d) O-2p轨道的态密度 (引自参考
文献 [19])
Fig. 12. (a) The total DOS patterns of LiOsO3 in PE
(blue) and FE (pink) phases. The partial DOS of (b)
Li-1s, (c) Os-5d, and (d) O-2p states in PE (blue) and
FE (pink) phases, respectively. The Fermi energy is
positioned as zero (from Ref. [19]).
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图 13 沿着高对称线的LiOsO3的能带 (a) GGA计算的结果; (b) GGA+SO计算的结果; 费米面设为 0 (引自
参考文献 [19])
Fig. 13. Band structure of LiOsO3, shown along the high-symmetry directions: (a) GGA; (b) GGA+SO
(From Ref. [19]).
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图 14 LiOsO3中铁电相 (红色), Li离子位移 (蓝色)以
及O离子位移 (绿色)对应的双势阱曲线 (引自参考文献
[19])
Fig. 14. The olive, blue, and red curves represent the
potential-energy changes with respect to O displace-
ments only, Li displacements only, and the coupled
displacements of the Li and O ions. The total en-
ergy and displacements of PE states are set as zero.
The displacements of corresponded FE states are set
as 100% (from Ref. [19]).

为了研究LiOsO3的结构相变类型, 我们计算
顺电相到铁电相转变的势能曲面, 结果如图 14所
示. 从计算得到的双势阱结果可以看出, 铁电相和
顺电相的能量差为 44 meV, 只考虑了Li离子位移
的相与顺电相的能量差为 27 meV, 显而易见的是
铁电相和顺电相的能量差主要是由于Li离子位移
造成的. 实验上观测到的结构相变温度为 140 K
(∼ 12 meV), 远远小于双势阱的阱深, 说明LiOsO3

中的结构相变是有序无序相变 [82]. 这也从侧面
解释了实验上观测到的高温相的电阻行为可能

是由于电子受到Li离子无序散射造成的. 高温相

下, Li 离子就已经偏离平衡位置, 在双势阱两端振
荡, 形成一个个电偶极子, 电偶极子方向无序排列
(图 11 (a)中灰色箭头); 直到Ts以下, 所有的Li离
子不再振荡而是固定在偏离平衡位置的同一方向,
电偶极子之间长程有序, 最终形成铁电相. 因此实
验在相变温度附近观测不到声子谱的软化, 这一推
断有赖于未来的Raman实验等来验证.

既然LiOsO3的结构相变是有序无序相变, 这
就引入一个至为关键的问题: 众所周知, 金属中自
由电子会屏蔽库仑作用, LiOsO3表现出金属行为,
又是什么作用使得其中电偶极子能够有序排列?
LiOsO3中电偶极子之间的距离很远 (> 3.5 Å),
费米面上的态密度也较高 (图 12 ), 这也不利于
LiOsO3中铁电相的存在. 屏蔽效应可以看成是电
偶极子变化或者外场作用对电荷分布的影响 [83].
因此为了研究电子对电偶极子的响应, 我们分析了
LiOsO3实空间的电荷分布. 在费米面−10 eV以下
的能带的带宽都较窄而且比较局域, 和其他带之间
的杂化几乎可以忽略不计. 这些带上的电子都被束
缚在各自离子附近, Li离子的位移对其造成的影响
微乎其微. 简而言之, 这些电子对屏蔽效应几乎毫
无贡献. 另一方面, 如图 12所示, Li离子位移仅仅
影响Os-5d以及O-2p电子. 图 15 (a)和图 15 (b)显
示了顺电相LiOsO3中, 能量从−10 eV到费米能级
的电荷的实空间分布. 从这两幅图中可以看出Os
与O离子之间存在着较大的电荷分布, 同样说明了
Os-5d与O-2p之间存在很强的杂化. 此外, Li离子
周围几乎没有电荷分布, 说明Li是一个净离子.
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图 15 顺电相LiOsO3电荷分布 (a) [11̄0] 截面图; (b)
[21̄0]截面图, 等高线从 0(蓝色)取到 0.3 e/Å3 (红色); (c)
铁电和顺电相电荷密度变化 [11̄0]截面图, 三幅小图依次
是 1, 3和 5号Li电偶极子对. 等高线从−0.004 (蓝色)取
到 0.004 e/Å3 (红色) (引自参考文献 [19])
Fig. 15. Partial electron densities contour maps for
PE LiOsO3 taken through (a) [11̄0] and (b) [21̄0]

planes, contour levels shown are between 0 (blue) and
0.3 e/Å3 (red); (c) charge density difference between
FE and PE structures for Li pair 1, 3, and 5 through
the [11̄0] plane, see text for details, contour levels
shown are between −0.004 (blue) and 0.004 e/Å3 (red)
(from Ref. [19]).

如上所述, 为了研究屏蔽效应, 我们计算了电
荷密度差. 由于结构相变主要是由于Li离子造成
的, 因此我们将Li偏离平衡位置看成一个个电偶极
子, 我们将电偶极子之间的相互作用标成一对对,
用符号 1, 2, 和3等代表着最近邻、次近邻和次次近
邻等电偶极子对. 如图 15 (a)中红色实线所示, 1号
电偶极子对之间几乎没有电荷分布, 也就是整个体
系对 1号最近邻电偶极子的屏蔽效应很弱. 这一结
论同样被电荷密度变化的计算证实. 首先基于六角
相构建一个包含270个原子3 × 3 × 1超胞. 从顺电
相出发, 移动 1号电偶极子对到它们相应铁电相的
位置上, 其他的电偶极子对保持在顺电相不动, 计
算顺电相和移动之后铁电相的电荷密度变化, 结果
显示在图 15 (c)中. 可以看出, 移动1号电偶极子对
之后, Os离子上的响应较大, 对应的Os离子同样

形成电偶极子来抵消Li电偶极子的作用, 这也就是
金属中的屏蔽效应; 另一方面, O 离子周围的电荷
分布几乎不变, 这也就说明了Os-5d和O-2p之间
的杂化不受Li电偶极子的影响同样也不影响电偶
极子之间的相互作用. 有趣的是, 位移前和位移后
Li电偶极子附近的电荷密度变化不大, 说明 1号电
偶极子对之间的偶极相互作用几乎未被屏蔽. 对剩
下的电偶极子对如法炮制, 2 号电偶极子对之间的
偶极相互作用被O离子屏蔽了, 而 3号电偶极子对
未被完全屏蔽, 这是因为附近的O离子距离它们之
间的交换路径为 0.65 Å. 剩下的电偶极子对之间的
相互作用基本都被全部屏蔽.

上文已经定性分析过LiOsO3中电荷密度变

化的情况, 下面定量分析LiOsO3中电偶极子之间

的交互作用. 为了估算中电偶极子之间的相互作
用Ji (i = 1—6), 我们采用上文描述的超胞, 计算
局域铁电FE和反铁电相AFE(第 i对电偶极子反

铁电排列)之间的能量差: Ji = (EFE − EAFE)/2,
结果如表 8所列. 与前面定性分析的一致, J1与
J3较大, 说明电偶极子之间的相互作用各向异性
很强. 从表 8中不难看出, 电偶极子之间的相互
作用不再是单纯地随着距离的增加而衰减, 虽然
d6要大于 d2, d4和 d5, 但是J6反而大于J2, J4和
J5, 同样也说明了电偶极子之间相互作用的各向
异性. 在得到的耦合常数的基础上, 采用一个类
Ising 哈密顿量H =

∑
i
JiDmDn, 其中Ji是电偶

极子Dm和Dn 之间的相互作用, 通过蒙特卡罗计
算可以得到LiOsO3的相变温度. 仅仅考虑J1时,
相变温度为 210 K; 同时考虑J1和J3, 则相变温度
为 330 K. 可以类比于实验上测得的值 (实验转变
温度为 140 K), 数值误差可能是源于模拟计算过程
中采取的电偶极子是固定大小. 综上, 也说明了我
们对金属LiOsO3中铁电性来源的解释是自洽的.

表 8 电偶极子之间的距离以及耦合常数 (引自参考文
献 [19])
Table 8. The distances di (i = 1–6) and coupling pa-
rameters Ji (i = 1–6) between ith Li ion pairs (from
Ref. [19]).

近邻 1 2 3 4 5 6

距离 di/Å 3.66 5.06 5.28 6.25 6.61 7.32

Ji/meV −4.2 −0.16 −1.9 −0.17 −0.06 −0.27
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通过第一性原理计算, 对比于其他 5d过渡金
属氧化物, 自旋轨道耦合以及电子关联效应对
LiOsO3性质的影响不大. 我们验证了LiOsO3中结

构相变的类型是有序无序相变. 通过计算电荷密
度差等直接的手段, 研究了LiOsO3中的电屏蔽效

应. 与其他金属材料不同的是, LiOsO3中的屏蔽具

有很强的各向异性, 其中有一些电偶极子相互作用
未被屏蔽, 最终电偶极子之间线性排列导致长程铁
电序, 这一结论也侧面验证了LiOsO3有序无序结

构相变. 不同于传统的ABO3钙钛矿位移性铁电材

料, B位离子与O离子之间的杂化亦或是A位离子

的孤对电子在其铁电起源中扮演了不可或缺的角

色. 这两种情况下电偶极子的改变都会极大地影响
到电荷重新分布. 因此在一个位移性结构相变材料
中, 电偶极子之间的相互作用会受到很大程度的屏
蔽, 因此很难形成铁电金属.

6 总 结

本综述简单地介绍了我们在 5d体系中的一
些理论工作. 讨论了烧绿石结构的铱氧化物

(A2Ir2O7, A = Y, 稀土元素)中新奇的磁结构以
及拓扑保护的Weyl半金属. 并且研究了Weyl半金
属的特别的表面态和费米弧. 理论上也预言了尖
晶石结构的锇氧化物 (AOs2O4, A = Ca, Sr)是具
有特别的磁电响应的Axion绝缘体. 系统地研究了
NaOsO3的磁结构和电子结构, 确定了它的磁基态,
最终确认它是由磁结构导致金属 -绝缘体相变的
Slater绝缘体. 最后我们讨论了铁电金属LiOsO3,
指出形成金属铁电性的两个关键是高度各向异性

的屏蔽和偶极相互作用.
除了这些奇异的物理性质, 在 5d体系中也

发现了很多其他新奇有趣的电子性质. 比如

Jeff = 1/2的Mott绝缘体 [8−11]、巨磁电阻 [84]、高

温超导 [85]、拓扑绝缘体 [45−47,86]、关联金属 [87,88]、

Kitaev模型 [89]以及自旋液体 [90−92]. 在 5d过渡金
属氧化物中, 电子关联和自旋轨道耦合相互竞争,
相互作用使得这一体系具有特别的物理性质. 继续
寻找这个体系中新奇的物理性质是一个有趣而重

要的课题.

感谢Ashvin Vishwanath, Sergey Y. Savrasov等参与

讨论.
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Abstract
The spin–orbit coupling (SOC) in the 5d transition metal element is expected to be strong due to the large atomic

number and ability to modify the electronic structure drastically. On the other hand, the Coulomb interaction in 5d
transition is non-negligible. Hence, the interplay of electron correlations and strong spin-orbit interactions make the 5d
transition metal oxides (TMOs) specially interesting for possible novel properties. In this paper, we briefly summarize
our theoretical studies on the 5d TMO. In section 2, we systematically discuss pyrochlore iridates. We find that magnetic
moments at Ir sites form a non-colinear pattern with moment on a tetrahedron pointing to all-in or all-out from the
center. We propose that pyrochlore iridates be Weyl Semimetal (WSM), thus providing a condensed-matter realization
of Weyl fermion that obeys a two-component Dirac equation. We find that Weyl points are robust against perturbation
and further reveal that WSM exhibits remarkable topological properties manifested by surface states in the form of
Fermi arcs, which is impossible to realize in purely two-dimensional band structures. In section 3, based on density
functional calculation, we predict that spinel osmates (AOs2O4, A = Ca, Sr) show a large magnetoelectric coupling
characteristic of axion electrodynamics. They show ferromagnetic order in a reasonable range of the on-site Coulomb
correlation U and exotic electronic properties, in particular, a large magnetoelectric coupling characteristic of axion
electrodynamics. Depending on U , other electronic phases including a 3D WSM and Mott insulator are also shown
to occur. In section 4, we comprehensively discuss the electronic and magnetic properties of Slater insulator NaOsO3,
and successfully predict the magnetic ground state configuration of this compound. Its ground state is of a G-type
antiferromagnet, and it is the combined effect of U and magnetic configuration that results in the insulating behavior of
NaOsO3 We also discuss the novel properties of LiOsO3, and suggest that the highly anisotropic screening and the local
dipole-dipole interactions are the two most important keys to forming LiOsO3-type metallic ferroelectricity in section 5.
Using density-functional calculations, we systematically study the origin of the metallic ferroelectricity in LiOsO3. We
confirm that the ferroelectric transition in this compound is order-disorder-like. By doing electron screening analysis,
we unambiguously demonstrate that the long-range ferroelectric order in LiOsO3 results from the incomplete screening
of the dipole-dipole interaction along the nearest-neighboring Li-Li chain direction.

Keywords: Weyl semimetal, Axion insulator, Slater insulator, metallic ferroelectricity
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专题: 计算物理的近期发展和应用
编者按 随着计算技术的迅猛发展和计算能力的日益提高以及计算方法的不断进步, 计算物理已经成为物理学中
与实验物理和理论物理并行的一个重要分支, 并且起到了联系实验物理和理论物理的桥梁作用. 特别是对复杂系统,
计算物理几乎成了理解新物理现象、预言新量子态、设计新材料的唯一手段, 在当今的科学研究各领域中扮演着关键
角色. 例如通过能带计算预言在凝聚态体系中可以找到Weyl 费米子；通过结构搜索预言高压下材料的新物态; 通过
发展新的计算方法理解放射性核燃料在不同条件下的物理性质; 通过多体理论模型计算探索电子关联引起的新量子
态及量子相变; 以及通过第一性原理计算研究提高锂电池、太阳能电池及有机半导体材料的效率等等. 可以预见, 计
算物理在今后的物理学发展中将愈发举足轻重.

本刊特组织 “计算物理的近期发展和应用”专题, 对近年来的一些计算方法发展进行介绍, 如基于路径积分的分
子动力学与热力学积分方法、非平衡态格林函数方法、适于大尺度复杂纳米体系材料模拟的 SCED-LCAO哈密顿方
法以及基于数值原子轨道基组的第一性原理计算软件. 同时对这些方法的应用以及计算物理在各个不同的物理学分
支如燃烧系统、有机分子 -铁磁界面、多元半导体光伏材料、低维材料、5d过渡金属氧化物、有Rashba自旋轨道耦合的
金属表面、谷电子学等领域的应用进行介绍. 我们希望, 通过这些文章, 可以加深人们对计算物理的了解, 推动国内
计算物理的发展.

(客座编辑: 北京计算科学研究中心 林海青; 复旦大学 龚新高)

用量子蒙特卡罗方法研究二维超流-莫特绝缘体
相变点附近的希格斯粒子∗

陈锟† 邓友金‡

(中国科学技术大学, 合肥微尺度物质科学国家实验室, 合肥 230026)

(University of Massachusetts at Amherst, MA, USA 01002)

( 2015年 8月 17日收到; 2015年 9月 11日收到修改稿 )

与伽利略不变性的超流体不同, 具有洛伦兹不变性的超流体中除了声子模之外, 还存在希格斯振幅模
(Higgs amplitude mode). 在二维情况下, 由于存在十分剧烈的衰变成声子模的过程, 希格斯模是否仍然是一
个能产生尖锐线性响应的激发子成为了一个问题. 近年来的进展最终对这一持续数十年的争论做出了肯定的
回答, 证实了希格斯的可观测性. 在这里, 我们回顾一系列的数值方面的工作; 它们以二维超流体 (superfluid)
到莫特绝缘体 (Mott insulator) 量子相变点 (SF-MI QCP) 附近的具有洛伦兹不变性的超流体为对象, 成功
探测到了希格斯模的线性响应信号. 特别是, 我们介绍了一种如何使用平衡态系统的蒙特卡罗算法计算强关
联系统的延迟响应函数 (retarded response function)的方法. 该方法主要包含两个核心步骤: 即通过路径积
分表示下的蠕虫算法这一高效的蒙特卡罗算法计算平衡态系统的虚时间关联函数, 然后利用数值解析延拓
方法从虚时间关联函数中获得实时间 (实频率)的响应函数. 将该数值方法应用于二维SF-MI QCP附近的玻
色 -哈伯德模型 (Bose-Hubbard Model), 结果表明尽管在超流相中, 希格斯模衰变过程非常剧烈, 但是在动能
算符相对应的延迟响应函数的虚部中, 仍然可以观测到希格斯模所对应的尖锐的共振峰. 进一步的研究表明,
在莫特绝缘相, 甚至常流体相中, 也可能存在类似的共振峰信号. 由于可以在光晶格中超冷原子系统等凝聚
态中观测到SF-MI QCP, 因此希格斯共振峰有望通过实验进行直接探测. 此外我们指出, 同样的希格斯共振
峰还存在于所有和SF-MI QCP具有相同普适类 ((2 + 1)维相对论性U(1)临界性)的量子临界系统中.

关键词: 线性响应, 量子临界性, 希格斯粒子, 蒙特卡罗
PACS: 02.70.Ss, 03.75.Kk, 14.80.Bn, 67.85.–d DOI: 10.7498/aps.64.180201
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1 凝聚态中的希格斯玻色子

我们的讨论从超流体/超导体的低能理论开
始. 无论是超流还是超导, 系统的局部序参量都
可以用一个随空间与时间缓慢变化的U(1)复数场

描述,

Ψ(r, t) = Ψ0(r, t) e iθ(r,t). (1)

从微观来看, 该复数场可以非常粗略地理解为与玻
色子 (超流)或者库珀对 (超导)的波函数有关. 而
系统的低能物理由U(1)朗道 -金兹堡理论给出 [1]:

L[Ψ, Ψ∗] = iK1Ψ
∗ ∂Ψ

∂t
−K2

∣∣∣∂Ψ
∂t

∣∣∣2 +K3|∇Ψ |2

− r|Ψ |2 + U |Ψ |4. (2)

如果局域序参量带电荷, 则 (2)式中应引入与电磁
规范场的最小耦合, 即∂/∂t → ∂/∂t− ieϕ(r, t) 以
及∇ → ∇ − ieA(r, t), 其中 (ϕ,A)为电磁场的四

维矢量. (2)式中关于时间的一次导数项K1相当于

系统的薛定谔运动方程中的时间导数部分. 我们将
作用量保留到到关于时间的二次导数项K2, 因为
在某些系统中, K1 → 0, K2项会导致显著的物理

效应; 在这种情况下, 我们注意到此时系统不仅具
有渐进的粒子 - 空穴对称性, 也具有洛伦兹不变性.
此时, 我们称对应场论为D+1维相对论性U(1)场

论, D 为系统的空间维度.
如果只考虑 r, U两项势能项, 那么当 r > 0, 势

能部分呈如图 1所示的类似于墨西哥帽子的形状,
此时序参量 ⟨Ψ⟩ =

√
r/U > 0 (不失普适性,此处取

相位为 0), 即系统处于U(1) 对称破缺后的有序相.
注意到背景序参量的相位如果出现空间上变化缓

慢的长波涨落, 系统的能量增量反比于涨落的特征
波长, 因此系统中存在一个与相位涨落相关的无能
隙的戈德斯通模 (Goldstone mode), 对应超流/超
导中的声子模. 而另一方面, 如果考虑序参量振幅
的长波涨落, 简单的计算表明其性质取决于K1,K2

的取值: 1) 系统具有伽利略不变性, 即K1 ̸= 0 且

K2 = 0, 则振幅模的色散与声子一致, 即不存在独
立的振幅模; 2) 系统具有洛伦兹不变性, 即K1 = 0

且 K2 ̸= 0, 则振幅模表现为一个带有非零静止质
量−2r的相对论性集体模, 我们通常称之为希格斯
模 (Higgs mode) [2]. 此外在平均场近似下, 容易证
明声子模与希格斯模没有相互作用, 所以后者是一
种真正意义上可探测的长寿命激发子.

Goldstone Higgs

-r|Ψ|2+U|Ψ|4 with r 

ReΨ

ImΨ

图 1 r > 0时的墨西哥帽状势能图 切向的模 (蓝色)为
无能隙的戈德斯通模 (Goldstone mode), 而径向的模 (红
色)为有能隙的希格斯模 (Higgs mode)
Fig. 1. The “Maxican hat” potential when r > 0. The
transverse degree of freedom (blue) gives the gapless
Goldstone mode, while the longitudinal one (red) gives
the gapped Higgs mode.

该粒子被称为希格斯模的原因在于它是标准

模型 [3]中的希格斯玻色子在凝聚态物理中的对应.
对于超导/超流体, 如果Ψ带有电荷并与电磁场产

生耦合, 当Ψ 发生自发对称破缺时, 根据著名的安
德森 -希格斯机制 [4,5], 系统内的戈登斯通模与电磁
场都将获得质量. 这与标准模型中电弱相互作用粒
子通过希格斯场获得质量十分类似. 表 1列出了凝
聚态与标准模型中的希格斯粒子的对应关系.

表 1 凝聚态模型与标准模型的比较

Table 1. A comparison between the superfluid/ super-
conductor “universe” and the real universe.

超导/超流模型 标准模型

基态 真空

声速 光速

电磁场 电弱相互作用场

序参量 希格斯场

希格斯模 希格斯粒子

因此在现实的凝聚态系统中观测这样的希格

斯模不仅十分有趣, 还能极大地加深我们对于安
德森 - 希格斯机制和超导/超流的物理性质的理
解. 对于Bardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)超导体,
由于温度远低于超导能隙时自动保证了粒子 -空穴
的对称性, 希格斯模存在的条件相对容易满足 [6],
因此人们很早便已成功地在NbSe2超导材料中通
过拉曼散射技术观测到了希格斯准粒子的共振

峰 [7,8]. 而对于超流体情况则不同, 常规的超流系
统, 如 4He液体以及其他的弱相互作用玻色气体,
通常并不具有粒子 -空穴对称性. 但近十多年来兴
起的光晶格中的超冷玻色子系统 [9]为超流体中的

希格斯模提供了另一种可能性. 其核心思想在于把
众多超冷 (∼nK)的碱金属原子装载进激光驻波形
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成的立方体光晶格中, 并使得光晶格足够深 (激光
振幅足够大), 以至于原子被约束在第一能带上, 系
统可以用紧束缚近似描述, 即著名的玻色 -哈伯德
(Bose-Hubbard, BH)模型 [10],

Ĥ0 = − J
∑
⟨i,j⟩

(b†i bj + h.c.) + U

2

∑
i

ni(ni − 1)

−
∑
i

(µ+ Vi)ni, (3)

其中 b†i (bi) 在 i格点上产生 (湮灭)一个玻色子;
⟨i, j⟩ 表示对所有的最近邻格点的求和; 模型中的
玻色子跳跃项矩阵元J 由最近邻格点上玻色子波

函数的重叠大小决定; 而玻色子间相互作用项U

则正比于自由空间中玻色子的散射截面. 在超冷
原子实验中J和U 可以由激光波长与光晶格的深

度来调节. 模型中最后一项包含两部分, 即由系统
粒子数决定的全局均匀的化学势项和用来约束原

子团的随空间变化的势阱项. 实验上, 通过加强 z

方向上的激光, 压制 z方向上的跃迁效应, 从而把
原子团挤压到x-y平面上, 实现二维正方晶格上的
BH模型. 为了简化讨论, 我们假设Vi = 0, 即系统
各向同性, 并且固定J = 1. 在零温下, 当跳跃项
占主导时, 玻色子倾向于非局域化, 系统处于超流
态 (superfluid, SF); 而当相互作用项占主导时, 系
统中的玻色子将局域化而形成莫特绝缘体 (Mott
insulator, MI)态. 更详细的计算表明 [10], 系统在
U由小到大变化时, 系统将出现由超流到莫特绝缘
体的连续相变. 在整数粒子数填充数的参数截线
上, 靠近相变点处由K1 → 0的朗道 - 金兹堡模型
(2)描述, 其中Ψ 场为玻色子湮灭算符 b̂的对偶场.
因此, 系统涌现出了粒子 - 空穴对称性以及洛伦
兹不变性, 我们将这一特殊的相变点称之为超流 -
莫特绝缘体量子临界点 (superfluid-Mott insulator
quantum critical point, SF-MI QCP). 图 2给出了
二维正方晶格上BH模型的填充数n = 1附近的部

分相图.
按照前文的讨论, 处于SF-MI QCP附近的BH

模型符合希格斯模存在的先决条件. 由于该点附近
属于量子临界区域, 它的上临界维度为 3, 也就意
味对于三维BH模型, 上述平均场处理可以渐进正
确地描述其中的物理, 希格斯模确实是一个可观测
的长寿命激发子 (例如, 实验上文献 [12,13]分别给
出了三维光晶格超冷原子与三维量子反铁磁体中

QCP 附近的希格斯粒子的观测证据). 而在上临界

SF MI
ii

i

2∆

MISF

NL

5

6

7

8
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0

0.3

0.6

0.9

-1.5 -0.5 0.5 1.5

T
⊳
J

n/

图 2 量子蒙特卡罗方法得到的二维正方晶格上BH模
型的基态相图以及有限温相图 (见小图) [11] 图中 SF
表示超流, MI表示莫特绝缘态, NL 表示常规液体态 (下
同); 红线表示 SF-MI 或者 SF-NL相变线, 相变线尖端
蓝点即具有洛伦兹不变性的量子临界点 (QCP), 位于
Uc/J = 16.7424(1), µc = 6.21(2); 同时在图中用蓝色虚
线表示了 n = 1 固定填充数的轨迹, 对于该轨迹之上的系
统, 用 g = (U −Uc)/J表示系统参数相对QCP的偏移量
(本图修改自文献 [23])
Fig. 2. The ground state phase diagram and finite tem-
perature phase diagram (see the inset) for the two di-
mensional Bose-Hubbard model on square lattice [11].
SF represents superfluid phase, MI represents Mott In-
sulator phase, and NL represents normal liquid phase.
The large blue dot on the tip of phase boundary (red)
is the quantum critical point(QCP) with emergent
Lorentz invariance. It’s location is Uc/J = 16.7424(1),
µc = 6.21(2). The (blue) dashed curves specify trajec-
tories with filling factor n = 1 in parameter space used
to detune the system away from the QCP. For system
along this trajectory, we use g = (U−Uc)/J to charac-
terize the deviation from QCP. Adapted from Ref.[23].

纬度之下, 对于二维系统, 量子临界区是一个强相
互作用系统, 虽然系统的有效场论仍然是上述朗道
-金兹堡模型, 但是不仅上述平均场描述失效, 其他
基于微扰展开的理论甚至都无法给出定性正确的

结果. 在这样的系统中, 希格斯模将与声子模强耦
合在一起, 此时希格斯模是否仍然是一个可观测的
长寿命激发子便不再确定. 人们早前对这一问题
给出了否定的回答, 认为希格斯模将因为强烈地
衰减为声子而不可探测 [1,14−16]. 但是近年来, 理
论 [17−19]、实验 [20] 和数值 [21−25]上一系列的进展

却颠覆了这一认识. 特别是由于数值方法上的突
破, 对希格斯相关响应函数实现了无系统误差的测
量, 证实在二维量子临界点附近, 希格斯模具有可
观测性; 但是它在响应函数中的共振峰的宽度与它
的静止质量相当, 因此是一个临界定义的准粒子.
此外, 借助数值方法, 我们还可以定量地给出该希
格斯模的静止质量 (见相应章节). 本文讨论并回顾
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近年来蒙特卡罗数值方法对希格斯模的研究.
在下文中, 我们将先介绍探测希格斯模的

方法, 特别是标量响应函数 (scalar type response
function)的重要意义; 在随后的部分将介绍如何使
用基于虚时路径积分表示的蒙特卡罗方法来测量

标量关联函数, 并使用数值解析延拓方法获得真实
时间下的标量相应函数; 然后给出希格斯模可观测
性的证据, 并验证它的普适性与洛伦兹不变性; 此
外还将讨论莫特绝缘体相与常规液体相中的类希

格斯模.

2 响应函数与希格斯模探测器

我们通常通过响应函数 (response function)
研究系统中准粒子的性质. 对于一个感兴趣的
算符 Ô, 我们在系统原哈密顿量上施加微扰项
λ(r, t)Ôr. 当扰动强度λ足够小时, 系统的响应
处于线性区域, 则 Ô算符对应的响应函数定义为

χO(r−r′, t− t′) ≡ δ⟨Ôr(t)⟩/δλ(r′, t′). 其中 ⟨Ô(t)⟩
为Heisenberg绘景中算符O 的热力学平均值随着

时间的演化. 注意由于 t′ 时刻微扰只对该时刻之

后 (t > t′)的系统产生影响; 而对于该时刻之前
(t < t′)的系统, 响应χ 为零, 因此这样定义的响
应函数被称之为延迟响应函数 (retarded response
function).

动量 -频率 (ω-k)空间的响应函数的虚部
Imχ(k, ω) 具有十分重要的物理意义, 因为它正
比于系统在λ(k, ω) 扰动下耗散的功率. 当系统中
存在长寿命的准粒子时, 如果外界施加微扰的ω-k
组合恰好对应准粒子色散曲线上的一个点, 那么系
统的耗散功率——也就是响应函数的虚部——将

由于准粒子的激发而出现共振现象. 特别是, 如果
这种现象表现为 Imχ(k, ω)函数在ω-k 平面上的一
个共振峰, 那么共振峰的位置ω(k) 对应于准粒子

的色散曲线, 而峰的半高宽∆ω 将反比于准粒子的

寿命. 共振峰的半高宽∆ω(k) 是否远远小于其频

率ω(k)则可以作为准粒子是否定义良好的判断标

准. 由此可见, 响应函数中的共振峰提供了一种研
究准粒子物理性质的有力工具.

就希格斯模而言, 最直接的探测方法便是测
量 “希格斯场” Ψ(r, t)——实际系统中玻色子的湮
灭算符 b̂ ——所对应的响应函数χΨ (ω), 这里我们
假定了k = 0. 如果希格斯粒子可探测, 那么考虑
到希格斯粒子具有非零的静止质量ωH, 零动量的

响应函数中应当在ωH处存在共振行为. 对于玻
色 -哈伯德模型中的超流体来说, 系统只有在量子
临界点附近是由K1 = 0的有效场论 (2) 描述并符
合希格斯粒子的存在条件, 因此按照平均场论的定
性结论, 系统中假如存在希格斯粒子, 希格斯粒子
的静止质量应该始终很小ωH ≪ J , 并且随着系统
参数的临界点偏离量 g = (U − Uc)/J (图 2 )的消
失而消失. 然而现有对二维系统的有效场论 (2) 的
理论计算却表明, Ψ 响应函数的虚部有红外发散
(infrared singularity)现象, 即ω ≪ 1 时按照 1/ω

发散, 完全覆盖了希格斯模的特征频率处可能存在
的共振行为 [1,14−16], 由此人们通常认为希格斯模
在二维中不可探测. 然而Podolsky 教授团队的工
作 [17]却指出, 相较于Ψ 响应函数而言, |Ψ |2 所对
应的标量响应函数χ|Ψ |2(k = 0, ω) 可能是一个更

好的希格斯模探测工具. 基于 1/N微扰计算 (在这
里N = 2)表明, 该标量响应函数的虚部在小频率
的行为按照∼ ω3 收敛, 因此不易对可能存在的希
格斯模导致的共振结构造成影响.

对应到玻色 -哈伯德系统中, 不与哈密顿量
对易的最简单的标量算符为系统的动能算符

K̂ = −J
∑

⟨i,j⟩(b
†
i bj + h.c.), 因此我们所感兴趣

的标量响应函数即量子系统中的动能响应函数

χK̂(ω). 此外, 对于二维SF-MI QCP 附近的超流
系统, 我们还可以应用临界标度律 [1]:

ImχK̂(ω) ∝ ∆3−2/νΦSF
(
ω/∆

)
, (4)

这里 ν = 0.6717为 (2 + 1)维U(1)相对论性场论的

关联长度指数 (correlation length exponent) [26,27].
定义系统的临界点偏离量为 g = (U − Uc)/J . 同
时, 定义系统的能量标度∆为偏离临界点 |g|的
Mott绝缘体的能隙; 那么偏离量为 g 的超流系

统 (g < 0)的能量标度由它的镜像点即偏离量为
|g| = −g的Mott绝缘体的能隙决定. 按照临界标
度律, ∆ ∝ |g|ν , 即系统能量标度在临界点处趋于
零. 另外需要指出的是, (4)式中的ΦSF(x)是量子

临界点的普适函数; 不仅对于SF-MI QCP, 事实上,
在所有由 (2 + 1) 维相对论性U(1)理论所描述的量

子临界点附近, 有序相的动能响应函数都由该函数
描述.

再结合有效场论的预言, 我们总结出普适函
数ΦSF(x)的行为从ΦSF(x → 0) ∝ x3开始并在

大频率下慢慢趋近于一个准平台ΦSF(x ≫ 1) ∝
x3−2/ν ≈ x0.0225. 如果希格斯模可探测, 那么它的
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共振结构应该出现在系统的能量标度∆附近, 即
ΦSF 函数的x ∼ 1附近. 为了更好地说明问题, 在
图 3中, 我们给出了响应函数的两种可能的定性
曲线, 分别对应于希格斯模可探测与不可探测的
情形.

下文中, 我们将讨论如何在量子蒙特卡罗的
框架内计算标量响应函数的虚部, 并对希格斯模
在SF-MI QCP附近的二维超流体中是否可见做出
回答.

⊳N prediction

∆ ω zJ

ω3−2ν /ω0.0225

ω3

Im
χ
↼ω

)

图 3 实线表示临界标度律所预言的普适标量响应函数

虚部的已知行为, 而虚线部分为它的未知部分, 图中我们
举例画出了两种可能性, 其中共振虚线表示希格斯模可探
测, 而平滑曲线则反之. 当然, 实际的响应函数可能包含
其他的结构. 而图中的点划线则对应 1/N 微扰论对低频

律行为的预言 [17] (本图修改自文献 [21])
Fig. 3. The solid line represents universal scaling pre-
dictions for the imaginary part of the universal scalar
response function, while the dashed line represents un-
known region. In the figure, we show two possibil-
ities: the dashed curve with resonance peak means
the Higgs mode is detectable (one may also imagine
multiple peaks in the crossover region), while the fea-
tureless curve means the opposite. The dashed-dotted
line depicts prediction of 1/N perturbation theory [17].
(Adapted from Ref.[21]).

3 蠕虫算法——一种蒙特卡罗方法
的简介

对于多体量子系统的研究, 精确的计算求解
通常不可行, 人们不得不依赖于各种数值计算方
法. 蒙特卡罗方法是其中一个非常重要的研究工
具. 一个典型做法是马尔可夫链蒙特卡罗 (MCMC,
Markov-Chain Monte Carlo)方法: 构造一个马尔
可夫链随机过程“抽样”系统状态, 并计算物理量
的统计平均值. MCMC 方法在电子计算机面世初
期就被应用于统计物理的研究, 如今已被广泛应用
于物理学研究的各领域.

这里我们使用了一种基于虚时间路径积分表

示的连续时间蒙特卡罗方法 [28]. 该方法具有非常

广泛的普适性, 可以研究没有符号问题的量子多体
系统的平衡态性质. 特别需要指出的是这是一种没
有系统误差的计算方法, 因此它给出的结果在统计
误差内总是可靠的. 以本文的BH模型为例, 取定
义在格点上的玻色子福克态 (Fock state)为本征态,
我们将哈密顿量写为对角的势能项

V̂ =
U

2

∑
i

ni(ni − 1)−
∑
i

(µ+ Vi)ni

和非对角的动能项

K̂ = −J
∑
⟨i,j⟩

(b†i bj + h.c.),

则 Ĥ0 = K̂ + V̂ . 那么对于巨正则系综的玻色 -哈伯
德模型, 其配分函数Z = e−βĤ0 可以表示为

Z = Tr e−βV exp
(
−
∫ β

0

dτK̂(τ)

)
, (5)

其中β = 1/T , 即温度的倒数. 虚时间演化的算符
使用相互作用表象表示 K̂(τ) = eτV K̂ e−τV . (5)
式中的指数应当理解为带时序的泰勒展开式

Z = Tr e−βV

(
1−

∫ β

0

dτK̂(τ)

+

∫ β

0

dτ1
∫ β

τ1

dτ2K̂(τ1)K̂(τ2)− · · ·
)
. (6)

以 |α⟩ = |n1, n2, · · · ⟩表示系统可能的一个福克态,
ni 表示 i 格点上粒子数, 那么 V̂ |α⟩ = Vα|α⟩, 而
K̂|α⟩ =

∑
α′ Kα′α|α′⟩. 注意到由于粒子数守恒,

实际上只有当 |α⟩与 |α′⟩之间只发生一次最近邻
的单个粒子的跃迁时, 系数Kα′α才取非零值, 并
且可以写出它的解析表达式——利用福克态的

性质, 如果 i, j相邻, 且 |α⟩ = | · · · , ni, · · ·nj , · · · ⟩,
|α′⟩ = | · · · , ni + 1, · · · , nj − 1, · · · ⟩, 那么Kα′α =

−J
√
(ni + 1)nj . 利用这些性质, 我们可以对 (6)

式使用路径积分的思想, 将福克态的完备性式子∑
α |α⟩⟨α| = 1插入到 (6)式的每一个时间节点中,

并利用Tr(· · · ) =
∑

α⟨α| · · · |α⟩, 我们得到配分函
数的路径积分最终表达式:

Z =

∞∑
N=0

∫ β

0

· · ·
∫ β

τN−1

∑
α0,··· ,
αN=α0

W (N ;α0, · · · , αN−1)

≡
∑
e∈Ω

W (e), (7)

这里,我们用e代表一组参数 (N ;α0, · · · , αN−1), Ω
表示整个参数空间. 而对于每一组参数 e, 权重函
数W (e)由下式给出:

W (N ;α0, · · · , αN−1)
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=

N∏
i=1

(
−Kαiαi+1 dτi

) N∏
i=1

e−Vαi
·(τi−τi−1). (8)

(7)式中的每一项W (e)都可以用空间维度加上

一个虚时间维度的路径积分图像来形象地表达.
图 4 (a)给出了一个六阶项 (对应N = 7)的例子.
系统从 |α0⟩ 态出发, 每发生一次跃迁, 都会改变
一次系统的态, 并在 τ = β时处于态 |α7⟩. 由于
Tr(· · · ) 的性质, 合法的图应满足 |α7⟩ = |α0⟩, 即
在虚时方向有周期性条件——这也就意味着只有

偶数阶的图才有贡献. 再考虑到系统中的粒子数
守恒, 每一条粒子线都会形成一个闭合的圈, 我
们称之为单粒子的世界线. 因此系统的构形空
间可以看作为不同个数和不同形状的单粒子世

界线的集合. 图中的每一个跃迁都会贡献权重
因子−Kαiαi+1 dτi ∝ −J , 而每两次跃迁之间的时
间方向没有变化的构型片段则会贡献权重因子

e−Vαi
·(τi−τi−1). 因此, 一旦给定了路径积分图, 对

应的权重也就惟一确定了. 值得一提的是, 由于
Kαα′ < 0, 每一张图的权重都是非负的.

在路径积分图的框架内可以很方便地讨论系

统的物理性质. 例如当U/J ≫ 1时, 由于跃迁项贡
献的权重很小, 因此每个粒子的世界线倾向于固定
在某个格点上不动, 即系统形成了莫特绝缘态. 而
另一方面, 当U/J ≪ 1时, 跃迁项权重大, 单粒子
的世界线出现非局域化; 如果空间上系统有周期性
边界条件, 某些世界线甚至会在闭合之前在空间
方向缠绕数次, 即空间方向的绕数 (spatial winding
number)非零, 即形成了超流态.

很多我们感兴趣的物理量都可以使用路径积

分表示计算. 例如, 如果我们对系统动能感兴趣,
则可以在H0上添加正比于动能算符的微扰项λK̂,
即H(λ) = (1 + λ)K̂ + V̂ , 则动能测量量为

⟨K̂⟩ = − 1

β

∂

∂λ
Tr e−βĤ(λ)|λ→0

= −
∑
e∈ΩZ

N

β
· W (e)

Z
= −⟨N⟩

β
. (9)

注意H(λ)系统的路径积分表示的图形结构和

原来H0 系统的完全相同,而对于权重而言,两者的
区别仅仅在于跃迁项分别为 (1 + λ)Kα′α 与Kα′α.
在 (9)式的推导过程中, 因子N 来自于对新系统中

跃迁项的总权重贡献∝ (1 + λ)N 对λ 的求导. 此
外, 由于λ→ 0 时新系统的哈密顿量约化为H0, 因
此 (9) 式中的 W (e) 即原系统的展开项的权重 (8).

i

0 β

β

Imaginarytime

(a)

(b)

Imaginarytime

α α α α α α α α

i

A

B

0

图 4 (a) 一维晶格上配分函数的路径积分图, 纵轴为空
间方向, 而横轴为虚时间方向. 虚线表示没有粒子数占据,
实线的粗细表示粒子占据数 n; (b) 定义在配分函数的路
径积分图空间上的一种局域更新, 空间方向假设了晶格的
周期性边界条件, 蓝色实线表示更新之前一条粒子的世界
线. 在做了一次局域更新后, 删除了世界线中的A线段
(蓝色实线); 同时添加了B线段 (红色虚线). 更新后整条
世界线仍然保持闭合, 为了绘图方便, 尽管原始系统定义
在晶格上, 这里的世界线我们以光滑化的曲线代替
Fig. 4. (a) The path-integral representation for the
partition function of an one dimensional lattice sys-
tem. The vertical axis is the spatial direction while
the horizontal axis is the imaginary time direction.
Dashed lines are unoccupied states, while the solid
lines are the occupied states with their thickness as
the occupation number n; (b) a local update defined
in the configuration space of the partition function.
Periodical boundary condition is enforced on the spa-
tial direction. The blue solid line represents the initial
state of a particle worldline. After a local update, the
A segment(blue solid) of the particle worldline is re-
placed by the B segment(red dashed). All the world-
lines remain closed after the updates. For convenience,
we use smooth curves to represent worldlines on lattice
system.

尽管动能测量量的解析表示非常简洁, 但是对于强
关联区域U/J ∼ 1, 由于高阶项不可忽略, 实际上
动能的数值并不能解析地计算出. 此时, 马尔可夫
链蒙特卡罗 (Markov chain Monte Carlo) 方法便
有了用武之地. 由于图权重W (e)的正定性, 且有∑
e∈ΩZ

W (e)/Z = 1, 因此可以把W (e)/Z类比为一

种概率. 如果我们能够找到一种随机抽样方法可以
按照概率P (e) ≡ W (e)/Z产生构型 e, 那么动能就
可以通过测量每个随机样本的阶数N , 取平均后再
乘以因子−1/β获得. 这一思路就是一种蒙特卡罗
算法. 与遍历所有的构型来计算N ·W (e)/Z 关于
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e 的积分的常规算法相比, 这种蒙特卡罗算法是按
照各构型的权重W (e)/Z进行抽样的, 即贡献越大
的构型 (构型空间中的少数)抽中的可能性越大, 而
贡献越小的构型 (构型空间中的极大多数)则反之.
通过这种重要性抽样, 蒙特卡罗方法得以实现对物
理量的高效且无偏差的估计.

实际操作中, 上述蒙特卡罗算法中的重要性抽
样通常通过马尔可夫链随机过程实现, 即设计一种
可以遍历构型空间ΩZ的随机行走; 假设每一步随
机行走都将一个构型 e更新到另一个构型 e′, 且转
移概率只依赖于构型 e, 而与此前的历史无关. 如
果每一步更新的转移概率都满足细致平衡条件

P (e→ e′)
W (e)

Z
= P (e′ → e)

W (e′)

Z
, (10)

这里P (e → e′)为从 e构型到 e′构型的转移概率,
P (e′ → e)为相反方向转移的概率, 而W (e)/Z与

W (e′)/Z 分别为 e 和 e′构型的权重, 那么容易证
明, 该随机行走产生的随机序列中, 每个构型 e出

现的概率都为W (e)/Z, 由此可以实现对构型的重
要性抽样.

当然, 对于BH系统, 要实现遍历所有构型的
随机行走过程并不是那么显而易见的. 如果我们的
更新操作完全是局域的, 例如图 4 (b)所示的局域
圈更新, 实际上无法遍历所有可能的合法构型. 无
论做多少次这样的局域更新都无法改变一条世界

线在空间方向的绕数, 因此这样的方法是不能直接
用来模拟超流系统的. 当然, 我们可以考虑添加其
他非局域的操作来实现空间方向绕数的更新; 但是
在很多情况下, 非局域的操作意味着更新前后构型
差别很大, 可能导致构型之间的转移概率很低, 因
此对提升算法效率的帮助有限.

为了解决这些问题, 我们使用了著名的蠕虫算
法 (worm algorithm) [29]. 限于篇幅, 在这里只介绍
该算法的原理 (算法细节可以在文献 [30]的相关章
节中找到).

实际上, 该算法工作在单体格林函数的虚时间
路径积分图空间中,

G(τM − τI, iM − iI) = Tτ ⟨b†iM
(τM)biI(τI)⟩. (11)

我们定义单体格林函数的路径积分图空间为ΩG.
注意到如果 Ira和Masha相遇, 即在同一格点上
iM = iI = i,且几乎在同一个时间点上 τM = τI+0+

(我们标记为M = I+), 格林函数为

G(0+, 0) = Tτ ⟨b†i (τI + 0+)bi(τI)⟩

=
∑
e∈ΩZ

n(i, τI)W (e), (12)

其中n(i, τI)为构型 e中格点 i, 时间 τI处的粒子数.
此时, G(0+, 0) 的路径积分图空间也是ΩZ , 即和配
分函数一样. 因此可以认为ΩZ 是ΩG 的一个子空

间. 当然前者的构型的权重较后者多一个因子, 粒
子数n. 如果能够设计一种马尔可夫链算法实现对
格林函数ΩG空间的重要性抽样, 那么通过挑选出
样本中属于ΩZ 空间的子集就可以实现对配分函

数的重要性抽样. 而构型权重中多出的粒子数因子
n, 可以通过在测量量上乘以相应的 1/n 因子加以

抵消.

0 βImaginarytime

(a)

α α α α α α α α

β

(b)

Imaginarytime0

i

Ira

Masha

i

M

I

Iϕ

图 5 (a) 一维晶格上单体格林函数的路径积分, 横轴为
虚时间方向, 虚线表示没有粒子数占据, 实线的粗细表示
粒子占据数, Masha(M)为一个 b†算符, 而 Ira(I)为一个
b, 分别表示蠕虫头与尾; (b) 定义在单体格林函数空间的
路径积分图空间上的局域更新, 蓝色实线表示更新前一条
两端都为缺陷粒子的世界线, 例如在 Ira做了一次局域更
新后, 可以从 I位置走到 I′ 位置, 即产生了红色虚线部分
的世界线, 每一步更新都可以认为是蠕虫头 Ira或者蠕虫
尾 Ira在做随机行走
Fig. 5. (a) The path-integral representation for the
Green’s function of an one dimensional lattice system.
The vertical axis is the spatial direction while the hor-
izontal axis is the imaginary time direction. Dashed
lines are unoccupied states, while the solid lines are the
occupied states with their thickness as the occupation
number n. Masha (M), a b† operator, and Ira(I), a b
operator, are the head and tail for a worm respectively;
(b) a local update defined in the configuration space
of the Green’s function. The blue solid line represents
the initial state of a particle worldline with defects
Ira and Masha. As an example, a local update moves
Ira from I to I′, and creates the red dashed line as a
new part of this worldline. Each local update can be
considered as a random walk of the worm head Ira or
worm tail Masha.
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引入单体格林函数的意义在于我们很容易设

计遍历ΩG空间的局域算法, 实际上蠕虫头或尾的
局域随机行走, 如图 5 , 就可以实现构型空间的完
整更新, 其中包括对非局域的空间方向绕数的更
新. 实践的结果表明, 这样一个简单的算法可以实
现从SF相到MI相所有参数空间的高效模拟. 特别
是在SF-MI QCP 附近, 该算法几乎没有临界慢化
现象 (critical slowing down), 此外该算法还可以非
常自然地应用到无序系统、量子自旋系统甚至很多

可以用圈图展开表示的经典系统中 [30].

4 解析延拓: 从虚时间到实时间

基于虚时间路径积分表示的蠕虫算法让我们

可以高效而无偏差地计算很多物理量, 然而该算法
只针对平衡态系统的虚时间表象下的物理量, 对于
前文提到的实时间动力学性质则无能为力. 但是我
们注意到, 对于实时间的延时响应函数, 由于它本
身的解析性质, 实际上可以通过解析延拓的方法与
一个虚时间中定义的测量量关联起来. 具体而言,
按照线性响应理论 [1], 一个测量量——如这里的动
能算符 K̂——的延时响应函数的虚部与它在虚时

间中的关联函数存在如下变换关系:

CK̂(τ) =

∫ +∞

0

dω
2π

N (τ, ω)ImχK̂(ω), (13)

其中动能算符在虚时间中的关联函数为CK̂(τ) =

⟨K̂(τ)K̂(0)⟩ − ⟨K̂⟩2, 而变换核为N (τ, ω;T ) =

[ e−ωτ + e−ω(1/kBT−τ)]/(1 − e−ω/kBT ). 在这个式
子中, 虚时间关联函数CK̂(τ)可以用前面一节所描

述的蠕虫算法精确地计算出来 (具体细节可见文献
[21]), 因此我们需要解决的问题便是如何由给定的
虚时间关联函数反推出响应函数的虚部. 数学上可
以证明, 如果虚时间关联函数精确可知, 那么上式
给出的响应函数的虚部便是惟一确定的. 但是实际
中, 上一节介绍的蒙特卡罗算法给出的答案尽管没
有系统误差, 却会存在很小但是始终非零的统计误
差, 这使得在数值计算的意义上上述解析延拓问题
变得极为困难. 数值计算中, 我们需要将 (14)式离
散化, 即

CK̂(τi) =

N∑
j=0

∆ω

2π
N (τi, ωj)ImχK̂(ωj), (14)

这里 τ与ω都做了离散化处理, 离散化间隔∆τ与

∆ω由实际需要决定. 假设我们分别将 τ与ω分为

M 段和N段, 则上式可以写为矩阵表达式:

C =
∆ω

2π
NX, (15)

其中C为虚时间关联函数对应的M ×1矩阵, X为
响应函数虚部对应的N × 1矩阵, 而N为变换核对

应的M × N矩阵. 如果我们为简单起见, 取M =

N , 注意到N为一个实对称矩阵, 因此可以用一个
正交矩阵T 对角化N = T−1diag(λ1, · · · , λN )T ,
这里diag(λ1, · · · , λN )为它的本征值构成的对角矩

阵. 那么原则上我们可以直接通过矩阵运算在给定
C 时反解出X, 即:

X =
2π

∆ω
N−1C

=
2π

∆ω
T−1diag

( 1

λ1
, · · · , 1

λN

)
TC. (16)

我们用一个玩具模型来说明这一思路中存在的问

题: 假设取β = 1, N = 100, 并假设 τ 与ω均可离

散化为 0.01, 0.02, · · · , 1确定的 100个点. 那么可以
画出N 的前 8 个本征值, 如图 6 . 可见本征值的绝
大部分都极其小, 接近于零. 如果我们使用 (16)式
求解响应函数, 那么尽管C 矩阵可以达到很小的

统计误差, 在经过N矩阵中接近于零的本征值的

放大之后, 将变成最终的响应函数X 中剧烈的高

频的涨落, 完全覆盖了真实的信号. 因此, 数值的
解析延拓步骤是一个病态定义 (ill-posed) 的问题.

0 2 4 6

/

8

100

10-1

10-2

10-3

10-4

10-5

10-6

10-7

10-8

10-9

10-10

10-11

图 6 假设 β = 1, N = 100, 且取 τ 与 ω为离散点

0.01, 0.02, · · · , 1, 这里给出了这个例子中变换核矩阵N

的前 8个本征值, 纵轴为除以最大本征值后的相对本征值,
其中最大本征值为 960.549
Fig. 6. The largest eight eigenvalues of the kernel N ,
assuming β = 1, N = 100, and τ and ω as discrete val-
ues 0.01, 0.02, · · · , 1. The vertical axis are the eigen-
values normalized by the largest eigenvalue, which is
960.549 in this example.

为了改善这一问题, 我们需要找到抑制那些
极小本征值的干扰的方法. 为此, 人们提出了很
多方案 [31−33]. 这里介绍一个常见的思路, 即对
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于响应函数的最优解X, 我们要求它的目标函数
(objective funtion)最小化, 即

χ2 =

M∑
i=1

Ci −
∑N

j=1
NijXj

σi


2

+ λF (X),

(17)

(17)式中σi为Ci点的统计误差, λ 为控制第二项
大小的参数, F (X)是关于可能响应函数的泛函,并
且要求正定. 事实上, 如果没有第二项, 即取λ = 0,
那么在每一个Ci 的统计误差都一样的情况下, 目
标函数的最优解即由 (16)式给出; 当然正如前文所
述, 由于极小本征值的存在, 这样的解存在剧烈的
涨落. 为此我们需要引入非零的第二项以平滑这些
涨落. 例如, 在文献 [34]中, 作者提出可以取

F (X) =

N−1∑
j=1

D2
j (Xj+1 −Xj)

2 +

N∑
j=1

A2
jX

2
j ,

其中第一项和第二项分别惩罚了X中斜率以及本

身数值特别大的点, 从而抑制了X 中的涨落. 作
者设计了一种自洽算法, 即获得一个可能解X, 便
可以由该解的涨落性质计算出一组合理的Dj和

Aj的值; 然后根据新的参数重新获得一个更优的
可能解X, 从而完成一个自洽循环. 因此, 该方法
被称之为自洽性约束的方法 (method of consistent
constraints). 该方法的有效性在文献 [34]中得到了
仔细的检验. 因此我们可以使用该方法从测量量
CK̂(τ)中获取实时间的延迟响应函数 ImχK̂(τ).

5 希格斯模的可观测性及其性质

在这一节中我们介绍一些关于希格斯模的结

果. 通过上文介绍的方法, 文献 [19]最先给出了
SF-MI QCP附近希格斯模的观测证据. 主要的结
果如图 7 . 很显然, 在远离QCP 时, 即U/J < 14

时, 系统的响应函数中看不到任何共振峰——这是
系统中没有洛伦兹不变性 (粒子 - 空穴对称性)的
必然结果. 而在越来越靠近QCP时, 即U/J > 14

且U/J → Uc/J = 16.7424时, 系统开始涌现出洛
伦兹不变性 (粒子 -空穴对称性), 与此同时, 在响应
函数虚部的低频率部分中出现了定义得越来越好

的共振峰; 由于希格斯粒子是该系统中惟一可能的
带能隙激发子, 所以此共振峰所对应的就是希格斯
模的信号. 从曲线簇随着U/J变化的性质可以看

出, 希格斯的静止质量随着系统靠近临界点而逐渐
变小, 这与之前的平均场预言一致.

0 2 4 6 8

16.5

16

14 12
U/

10

ω⊳J

Im
χ
(
ω
)

0

0.04

0.08

0.12

图 7 由蠕虫算法与数值解析延拓方法获得的不同参数

U/J 下动量响应函数的虚部. U/J 沿着图 2中的轨迹 (i)
趋于QCP; 此外, 为了更好地比较, 图中每一条曲线下的
面积已做归一化; 测量温度 T/J = 0.1. 显然, 在低频率
下希格斯模所对应的共振峰随着U/J 越来越接近临界点

Uc/J = 16.7424 而变得越来越尖锐 (本图修改自文献 [21])
Fig. 7. The imaginary part of the kinetic energy re-
sponse function for different U/J (along the trajectory
(i) in Fig. 2) obtained by worm algorithm and analytical
continuation method. For comparison, each curve is nor-
malized according to the area under itself. All curves are
measured at temperature T/J = 0.1. When approach-
ing the quantum critical point at Uc/J = 16.7424, a
sharp Higgs resonance peak emerges at low frequencies
(Adapted from Ref. [21]).

当然, 注意到图中响应函数虚部的高频部
分还没有发展出标度律 (4)式所指出的准平台
现象. 因此图 7给出的结果还不属于QCP 附近
的普适性质. 在文献 [23]我们尝试了一些更靠
近QCP 的系统, 其结果如图 8 (a). 对于不同参
数的系统, 为了更好地检验标度律 (4)式, 我们
重新将横轴变换为ω/∆(−g), 而将纵轴变换为
(∆(−g)/J)2/ν−3ImχK̂(ω/∆). 从最终结果可见,
三条不同参数的响应函数虚部曲线都在高频发

展出了准平台, 并且在进行重新标度后都在解析
延拓的误差范围内重合在一起. 这在一方面证
明了模型参数已经足够靠近QCP, 而另一方面
重合后曲线也给出了标度律中最重要的 (2 + 1)

维相对论性U(1)临界区域的普适响应函数虚部

ΦSF(ω/∆), 如图 8 (b)所示. 观察整条曲线, 我们
发现, 在ωH/∆ = 3.3(8) 附近, 响应函数虚部中
出现了一个普适的希格斯共振峰; 并且在ω/∆∼15
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附近存在着一个并不显著的突起;在更高的频率上,
则发展为一个准平台. 这里给出的普适希格斯共振
峰的结果与其他文献互相吻合. 例如, 文献 [22,24]
对有效作用量 (2)使用经典蒙特卡罗方法以及数值
解析延拓计算得出峰的位置为ωH/∆ = 2.1(4), 而
文献 [25]则使用函数重整化方法以及数值解析计
算出共振峰的位置为ωH/∆ ≃ 2.4. 这些不同方法
的交叉验证了本文的方法与结论的可靠性. 因此,
在二维的SF-MI QCP附近的超流相中, 希格斯模
仍然是可见的. 但在另一方面, 我们可以看到共振
峰的宽度和ωH是同一个数量级的, 因此在该系统
中希格斯模并不是一个严格意义上良好定义的激
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图 8 (a) 超流相中, 不同参数 g = (U − Uc)/J 的系

统的响应函数虚部在做了重新标度后, 在解析延拓的误
差范围内重合在一起, 图中 g的取值沿着图 2中的轨迹
(i)趋于QCP, 内嵌图为重新标度之前的不同参数的响
应函数虚部; (b) 根据图 (a)重新标度的结果获得的普
适的响应函数虚部ΦSF(ω/∆). 希格斯共振峰的位置在
ωH/∆ = 3.3(8). 曲线的误差由比较图 (a)的各条曲线的
重合程度获得 (本图修改自文献 [23])
Fig. 8. (a) Collapse of the imaginary part of response
functions for different values of g = (U − Uc)/J along
trajectory (i) in the superfluid phase. Inset: original
data for response functions; (b) the imaginary part of
universal response function ΦSF(ω/∆) in the super-
fluid. The Higgs resonance peak is at ωH/∆ = 3.3(8).
The error bars come from the spread of collapsed
curves (Adapted from Ref. [23]).

发子. 通常, 人们将这样的希格斯模称之为临界定
义的激发子 (critical defined excitation) [17].

6 其他相中的类希格斯共振峰

事实上, 上面讨论的一整套方法同样可以用来
研究SF-MI QCP附近的其他相, 例如莫特绝缘相.
首先, 我们对动能响应函数写下临界标度律,

ImχK̂(ω) ∝ ∆3−2/νΦMI

( ω
∆

)
, (18)

形式上, (18)式与超流相的标度律 (4)式完全一样,
但是两者的普适响应函数, 即 ΦMI 与 ΦSF 由于临
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图 9 (a) 莫特绝缘相中不同参数 g = (U − Uc)/J的系

统的响应函数虚部在做了重新标度后, 在解析延拓的误
差范围内重合在一起, 图中 g的取值沿着图 2中的轨迹
(ii)趋于QCP, 内嵌图为重新标度之前的不同参数的响
应函数虚部; (b) 根据左图重新标度的结果获得的普适
的响应函数虚部ΦMI(ω/∆), 类希格斯共振峰的位置在
ωH/∆ = 3.2(8). 曲线的误差由比较左图的各条曲线的重
合程度获得 (本图修改自文献 [23])
Fig. 9. (a) Collapse of the imaginary part of response
functions for different values of g = (U − Uc)/J along
trajectory (ii) in the Mott insulator phase. Inset: orig-
inal data for response functions; (b) the imaginary
part of universal response function ΦMI(ω/∆) in the
Mott insulator. The Higgs-like resonance peak is at
ωH/∆ = 3.2(8). The error bars come from the spread
of collapsed curves (Adapted from Ref. [23]).
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界线的存在而具有不同的形式. 对于莫特

绝缘体来说, 普适响应函数虚部在低频率部
分存在粒子 - 空穴对能隙, 其解析表达式为
ΦMI(x) ≈ 1/ log2(4/(x − 2))θ(x − 2) [18]; 在高频
率时, ΦMI(x ≫ 1)还是会发展出一个准平台 (这与
超流相的情况一样). 而对能隙与准平台之间的一
部分普适响应函数的虚部, 人们对于其形状并不清
楚. 文献 [23]给出的结果如图 9 , 注意在能隙与准
平台之间出现了一个预料之外的共振峰, 它的位置
在ωH = 3.2(8)处. 与超流相中的希格斯共振峰相
比, 该共振峰的峰高与峰宽之比并没有那么显著,
但与超流相中的共振峰位置基本一致. 某种意义
上来说, 我们可以称之为类希格斯共振峰. 其他文
献 [22,25]实际上也发现了类似的共振结构. 更进
一步, 文献 [23]还报道了有限温度常流体相中类似
的共振结构. 但是, 对于莫特绝缘相和常流体相来
说, 有效作用量中的势能项都不是墨西哥帽形状
的, 平均场处理中并不会出现希格斯模. 因此, 这
些共振峰是否存在尚存在争论; 如果存在的话, 它
们的起源也缺少理论上的解释.

7 结 论

在前面的讨论中, 我们简单回顾了二维超流 -
莫特绝缘体量子相变点附近的希格斯模的发现过

程. 本文中提到的一系列工作主要从数值计算方面
提供了一套使用平衡态系统的虚时间蒙特卡罗方

法研究线性响应理论中的延迟响应函数的方法, 其
中使用了路径积分表示中的蠕虫方法和数值解析

延拓技术. 通过这种数值方法, 我们可以对无法用
微扰技术研究的强关联系统进行研究, 实现对平衡
态系统的虚时间关联函数的无系统误差的测量; 最
后通过解析延拓技术计算出实时间 (实频率)的响
应函数.

对于希格斯模, 文中使用上述方法讨论了不同
参数的系统的动能响应函数的虚部. 结合临界标度
律, 我们还获得了 (2 + 1)维相对论性U(1)所描述

的量子临界区域的普适的响应函数. 由于普适响应
函数的虚部中存在低频率的共振峰, 我们最终得出
二维超流 -莫特绝缘体量子相变点附近的超流相中
存在可观测的希格斯模的结论. 这一结果颠覆了人
们之前对 (2 + 1)维相对论性U(1) 理论中的希格斯

模的认识. 该结果意味着, 在二维超冷原子、二维

氦 - 4薄膜等凝聚态中, 如果系统涌现出了洛伦兹
不变性/粒子 - 空穴对称性, 通过恰当的实验方案
就观测到希格斯模的线性响应. 事实上, 近年来已
有实验组在二维光晶格中的超冷原子系统中观测

到了希格斯模存在的间接证据 [20], 但是较为遗憾
的是, 由于超冷原子团被约束在一个简谐势阱中,
系统不具有平移对称性, 再加上系统温度较高等因
素, 最终未能在响应函数中直接观测到希格斯共振
峰. 因此, 能否在实验上实现对超流体中希格斯共
振峰的直接观测仍然是一个悬而未决的重要问题.

最后我们需要强调的是本文中所讨论的方法

实际上为线性响应理论框架下的量子动力学的研

究提供了一种较为普适的技术. 由于很多关联函数
都存在虚时间路径积分表示, 这些关联函数所对应
的响应函数都有可能通过上述方法获得. 除了希
格斯模相关的动能响应函数之外, 我们还可以使用
蒙特卡罗与解析延拓相结合的数值技术研究凝聚

态系统的量子输运性质, 如电导率 (即电流响应函
数) 或者中子散射的微分散射截面 (对应自旋响应
函数)等.

感谢黄远在本文写作过程中给予的极大帮助.

参考文献

[1] Sachdev S 2011 Quantum Phase Transitions (2nd Ed.)
(Cambridge: Cambridge University Press)

[2] Goldstone J 1961 Nuovo. Cim. 19 154
[3] Weinberg S 1996 The quantum theory of fields(Vol. 2)

(Cambridge: Cambridge University Press)
[4] Anderson P W 1963 Phys. Rev 130 439
[5] Higgs P W 1964 Phys. Rev. Lett. 13 508
[6] Pekker D, Varma C M 2015 Annu. Rev. Condens. Mat-

ter Phys. 6 269
[7] Sooryakumar R, Klein M V 1980 Phys. Rev. Lett. 45

660
[8] Sooryakumar R, Klein M V 1981 Phys. Rev. B 23 3213
[9] Jaksch D, Bruder C, Cirac J I, Gardiner C W, Zoller P

1998 Phys. Rev. Lett. 81 3108
[10] Fisher M P A, Weichman P B, Grinstein G, Fisher D S

1989 Phys. Rev. B 40 546
[11] Capogrosso-Sansone B, Söyler S G, Prokof’ev N V, Svis-

tunov B V 2008 Phys. Rev. A 77 015602
[12] Bissbort U, Götze S, Li Y, Heinze J, Krauser J S, Wein-

berg M, Becker C, Sengstock K, Hofstetter W 2011 Phys.
Rev. Lett. 106 205303

[13] Rüegg Ch, Normand B, Matsumoto M, Furrer A, Mc-
Morrow D F, Krämer K W, Güdel H U, Gvasaliya S N,
Mutka H, Boehm M 2008 Phys. Rev. Lett. 100 205701

180201-11

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.1007/BF02812722
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.130.439
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.13.508
http://dx.doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031214-014350
http://dx.doi.org/10.1146/annurev-conmatphys-031214-014350
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.45.660
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.45.660
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.23.3213
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.3108
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.40.546
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevA.77.015602
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.205303
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.106.205303
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.100.205701


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 180201

[14] Chubukov A V, Sachdev S, Ye J 1994 Phys. Rev. B 49
11919

[15] Sachdev S 1999 Phys. Rev. B 59 14054
[16] Zwerger W 2004 Phys. Rev. Lett. 92 027203
[17] Podolsky D, Auerbach A, Arovas D P 2011 Phys. Rev.

B 84 174522
[18] Podolsky D, Sachdev S 2012 Phys. Rev. B 86 054508
[19] Katan Y T, Podolsky D 2015 Phys. Rev. B 91 075132
[20] Endres M, Fukuhara T, Pekker D, Cheneau M,

Schauß P, Gross C, Demler E, Kuhr S, Bloch I 2012
Nature 487 454

[21] Pollet L, Prokof’ev N 2012 Phys. Rev. Lett. 109 010401
[22] Gazit S, Podolsky D, Auerbach A 2013 Phys. Rev. Lett.

110 140401
[23] Chen K, Liu L, Deng Y, Pollet L, Prokof’ev N 2013 Phys.

Rev. Lett. 110 170403
[24] Gazit S, Podolsky D, Auerbach A, Arovas D P 2013

Phys. Rev. B 88 235108

[25] Rancon A, Dupuis N 2014 Phys. Rev. B 89 180501
[26] Burovski E, Machta J, Prokof’ev N V, Svistunov B V

2006 Phys. Rev. B 74 132502
[27] Campostrini M, Hasenbusch M, Pelissetto A, Vicari E

2006 Phys. Rev. B 74 144506
[28] Prokof’ev N V, Svistunov B V, Tupitsyn I S 1998 Sov.

Phys.-JETP 87 310
[29] Prokof’ev N V, Svistunov B V, Tupitsyn I S 1998 Phys.

Lett. A 238 253
[30] Carr L D 2010 Understanding Quantum Phase Transi-

tions (Boca Raton: Taylor & Francis)
[31] Mishchenko A S, Prokof’ev N V, Sakamoto A, Svistunov

B V 2000 Phys. Rev. B 62 6317
[32] Silver R N, Sivia D S, Gubernatis J E 1990 Phys. Rev.

B 41 2380
[33] Jarrell M, Gubernatis J E 1996 Phys. Rep 269 133
[34] Prokof’ev N V, Svistunov B V 2013 Jetp Lett. 97 649

180201-12

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.49.11919
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.49.11919
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.59.14054
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.92.027203
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.84.174522
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.84.174522
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.86.054508
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.91.075132
http://dx.doi.org/10.1038/nature11255
http://dx.doi.org/10.1038/nature11255
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.010401
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.110.140401
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.110.140401
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.110.170403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.110.170403
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.88.235108
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.88.235108
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.89.180501
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.74.132502
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.74.144506
http://dx.doi.org/10.1134/1.558661
http://dx.doi.org/10.1134/1.558661
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(97)00957-2
http://dx.doi.org/10.1016/S0375-9601(97)00957-2
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.62.6317
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.41.2380
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.41.2380
http://dx.doi.org/10.1016/0370-1573(95)00074-7
 http://118.145.16.217/magsci/article/article?id=18579468


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 180201

SPECIAL ISSUE—Recent developments and applications of computational physics
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Abstract
In additional to the phonon (massless Goldstone mode) in Galilean invariant superfluid, there is another type of

mode known as the Higgs amplitude mode in superfluid with emergent Lorentz invariance. In two dimensions, due
to the strong decay into phonons, whether this Higgs mode is a detectable excitation with sharp linear response has
been controversial for decades. Recent progress gives a positive answer to this question. Here, we review a series
of numerical studies of the linear response of a two-dimensional Lorentz invariant superfluid near the superfluid-Mott
insulator quantum critical point (SF-MI QCP). Particularly, we introduce a numerical procedure to unbiasedly calculate
the linear response properties of strongly correlated systems. The numerical procedure contains two crucial steps, i.e.,
one is to use a highly efficient quantum Monte Carlo method, the worm algorithm in the imaginary-time path-integral
representation, to calculate the imaginary time correlation functions for the system in equilibrium; and then, the other
is, based on the imaginary time correlation functions, to use the numerical analytical continuation method for obtaining
the real-time (real-frequency) linear response function. Applying this numerical procedure to the two-dimensional Bose
Hubbard model near SF-MI QCP, it is found that despite strong damping, the Higgs boson survives as a prominent
resonance peak in the kinetic energy response function. Further investigations also suggest a similar but less prominent
resonance peak near SF-MI QCP on the MI side, and even on the normal liquid side. Since SF-MI quantum criticality
can be realized by ultracold aotms in optical lattice, the Higgs resonance peak can be directly observed in experiment.
In addition, we point out that the same Higgs resonance peak exists in all quantum critical systems with the same
universality, namely (2 + 1)-dimensional relativistic U(1) criticality, as SF-MI QCP.
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专题: 计算物理的近期发展和应用

GaAs(111)表面硅烯、锗烯的几何及
电子性质研究∗

张弦 郭志新† 曹觉先 肖思国 丁建文

(湘潭大学物理与光电工程学院, 纳米物理与稀土发光研究所, 微纳能源材料与器件湖南省重点实验室, 湘潭 411105)

( 2015年 3月 3日收到; 2015年 4月 27日收到修改稿 )

基于密度泛函理论的第一性原理计算方法, 系统研究了硅烯、锗烯在GaAs(111) 表面的几何及电子结构.
研究发现, 硅烯、锗烯均可在As-中断和Ga-中断的GaAs(111) 表面稳定存在, 并呈现蜂窝状六角几何构型.
形成能计算结果证明了其实验制备的可行性. 同时发现硅烯、锗烯与GaAs表面存在共价键作用, 这破坏了其
Dirac电子性质. 进一步探索了利用氢插层恢复硅烯、锗烯Dirac电子性质的方法. 发现该方法可使As- 中断
面上硅烯、锗烯的Dirac电子性质得到很好恢复, 而在Ga-中断面上的效果不够理想. 此外, 基于原子轨道成
键和杂化理论揭示了GaAs表面硅烯、锗烯能带变化的物理机理. 研究结果为硅烯、锗烯在半导体基底上的制
备及应用奠定了理论基础.

关键词: 硅烯, 锗烯, Dirac 电子, GaAs表面
PACS: 61.46.–w, 73.22.–f, 68.43.Bc, 81.05.Zx DOI: 10.7498/aps.64.186101

1 引 言

众所周知, 石墨烯是由碳原子组成的蜂窝状六
角二维结构, 其 s电子与px, py电子形成 sp2杂化,
而剩余的pz(π)电子满足无质量Dirac方程, 使石
墨烯费米能级 (EF)附近出现线Dirac锥 [1]. 因而
石墨烯表现出非常新奇的物性, 如反常量子霍尔效
应 [2,3]、奇异磁序等 [4,5]. 同时石墨烯具有超高的电
子迁移率 [6], 被视为理想的半导体纳米材料. 然而
石墨烯与以硅 (Si)、锗 (Ge)为基础的现代半导体工
艺相融合的问题成为其广泛应用的重要瓶颈.

最近理论研究发现, 同为第 IV主族的Si, Ge
也可形成稳定的蜂窝状六角二维结构, 并被称为
硅烯 (silicene)和锗烯 (germanene) [7]. 与石墨烯类
似, 硅烯、锗烯的π电子也使其费米能级附近出现
Dirac锥. 因而它们不但具有与石墨烯相比拟的优
异物性, 并且由于自旋 -轨道作用更为显著, 其在自

旋量子霍尔效应等方面物性更为优异 [8]. 加之其与
现代半导体工艺更好衔接的特性, 这些使硅烯、锗
烯成为很有前途的半导体纳米材料.

由于自然界中不存在类似块体石墨的硅、锗

结构, 硅烯、锗烯一般只能通过基底生长的方式获
得. 自 2012年以来, 人们已经在Ag(111), Ir(111)
以及 ZrB2(0001)表面生长出硅烯 [9−12]; 2014年又
在Au(111)和Pt(111)基底上生长出锗烯 [13,14]. 然
而这些基底存在两方面缺陷: 1)它们与硅烯、锗烯
间相互作用很强, 这将破坏硅烯、锗烯的Dirac电子
性质 [15−17], 而且硅烯、锗烯也很难从基底上剥离
出来; 2)它们都是金属性的, 这会对硅烯、锗烯作为
半导体器件的应用产生影响. 因此, 探索适合硅烯、
锗烯生长, 并且能够保持其Dirac电子性质的新型
半导体基底是一个非常重要的研究课题.

本文基于第一性原理方法研究硅烯、锗烯在

不同中断面的GaAs(111)表面生长的可行性及其

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11204259, 11374252, 11474245, 51372214)、湖南省自然科学基金 (批准号: 2015JJ6106)、新世纪优
秀人才计划 (批准号: NCET-12-0722)和教育部长江学者和创新团队计划 (IRT13093)资助的课题.
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几何、电子性质. 发现硅烯、锗烯均可在As-中断
和Ga-中断的GaAs(111)表面稳定存在, 形成能计
算结果证明了其实验生长的可行性. 同时发现硅
烯、锗烯与GaAs表面存在共价键作用, 破坏了其
Dirac电子性质. 在此基础上, 探索了利用氢 (H)插
层使GaAs(111)表面的硅烯、锗烯恢复其Dirac电
子性质的方法.

2 计算方法

本文采用基于密度泛函理论的VASP软件
包来实现结构优化 [18,19]. 计算中采用投影缀

加波方法 (projector augmented waves, PAW) [20]

描述离子实与价电子之间的相互作用, 而交换
关联函数采用可以考虑 van der Waals作用的
vdW-DF(optB86b交换关联形式) [21]; 计算中采用
14 × 14 × 1的Monkhorst-Pack 的K点网格; 结构
优化的收敛标准采用Hellmann-Feynman力均小于
0.01 eV/Å. 我们使用 5层GaAs来模拟GaAs(111)
表面, 每个GaAs层的定义与单层硅烯、锗烯相同.
GaAs真空层厚度取为 14 Å, 同时其晶格常数取为
4.0 Å(由块体GaAs晶格常数的实验值得来). 为了
探索GaAs 基底对硅烯、锗烯的影响, 我们将 1 × 1
的硅烯、锗烯放在1 × 1 GaAs(111) 表面上, 相应的
晶格失配度分别为 3.5%和 1.3% (基于vdW-DF计
算得到硅烯、锗烯晶格常数分别为3.86 Å, 4.05 Å).

GaAs(111)表 面 有As-中 断 和Ga-中 断 两
种 [22]. 由于Ga和As处于周期表中不同主族, 不
同中断面对硅烯、锗烯影响也不同, 因此本文同
时研究了两种中断面的情况. 为了方便表述, 对
于硅烯 (锗烯)在As-中断面的结构, 简记为Si(Ge)-
AsGa; 相应地, 对于其在Ga-中断面的结构, 简记
为Si(Ge)-GaAs. 同理, 对于有H插层的情况分别
标记为Si(Ge)-HAsGa和Si(Ge)-HGaAs.

3 结果分析与讨论

3.1 GaAs(111) 表面硅烯、锗烯的几何及
电子性质

图 1给出了硅烯、锗烯在As-中断 [图 1 (a), (c)]
和Ga-中断 [图 1 (b), (d)] GaAs(111)表面的优化结
构. 如图 1所示, GaAs表面上硅烯、锗烯仍呈蜂窝
状六角结构并且垂直于表面方向存在起伏 (buck-
ling), 这与其悬浮状态 (free-standing)的结构类

似 [7]. 表 1给出了图 1中4种结构的具体能量、结构
参数. 如表 1所列, 硅烯、锗烯与GaAs 基底的最小
距离在 2.50—2.58 Å之间. 考虑到Si, Ge, As, Ga
原子共价半径分别为 1.11, 1.25, 1.14, 1.36 Å [23],
这说明硅烯、锗烯与 GaAs 基底间存在共价键作用.

(a) (b)

(c) (d)

d

DZ

图 1 硅烯、锗烯在As-中断和Ga-中断GaAs(111)表面
的优化结构示意图 (a) 硅烯在As-中断面的结构 (Si-
AsGa); (b) 硅烯在Ga-中断面的结构 (Si-GaAs); (c) 锗
烯在As-中断面的结构 (Ge-AsGa); (d) 锗烯在Ga-中断
面的结构 (Ge-GaAs); 每幅图中, 上图为俯视图, 下图为
侧视图; 蓝色为 Si原子, 紫灰色为Ge原子, 绿色为As原
子, 紫红色为Ga原子; ∆Z(Å)为硅烯、锗烯的 buckling
值, d1代表硅烯、锗烯与GaAs(111)表面间的距离
Fig. 1. Top (upper panels) and side (bottom pan-
els) views of geometry structures of silicene and ger-
manene on the As- and Ga-terminated GaAs(111) sur-
faces: (a) silicene on As-terminated GaAs(111) surface
(Si-AsGa); (b) silicene on Ga-terminated GaAs(111)
surface (Si-GaAs); (c) germanene on As-terminated
GaAs(111) surface (Ge-AsGa); (d) germanene on Ga-
terminated GaAs(111) surface (Ge-GaAs). The blue,
purple gray, green, and magenta balls depict the Si,
Ge, As and Ga atoms, respectively. ∆Z and d1 rep-
resent the buckling of silicene/germanene and the dis-
tance between silicene/germanene and GaAs(111) sur-
face, respectively. The unit cell is indicated by the
solid black lines.

表 1中给出了硅烯、锗烯在GaAs(111)表面
的结合能 (Eb), 其定义Eb = (EGaAs + Eadd −
Etot)/N , 其中EGaAs为GaAs基底的能量, Eadd

为 free-standing硅烯 (锗烯)的能量, Etot为整个

体系的能量, N为硅烯 (锗烯)的原子数. 因此,
结合能是描述把 free-standing硅烯 (锗烯)放置于
GaAs基底获得的能量. 如表 1所列, 4种结构
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的Eb均在 0.56—1.37 eV每个Si (Ge) 原子 [简记
为: eV/Si(Ge)]之间, 比通常 van der Waals作用
的Eb大了 10倍, 进一步说明硅烯、锗烯与基底
间存在共价键作用. 此外, 对比 free-standing 硅
烯、锗烯的buckling (本文中硅烯为 0.48 Å, 锗烯
为 0.70 Å), GaAs表面上硅烯、锗烯的buckling明
显增大 (表 1 ). 这主要是一半数目的Si, Ge原子与
GaAs表面原子形成共价键, 从而使硅烯、锗烯 sp3

杂化属性更强导致的.
表 1中还给出了硅烯、锗烯在GaAs表面的形

成能 (Ec),其定义为: Ec = (EGaAs+Nµ−Etot)/N ,
其中µ为Si(Ge)的化学式 [本文中取为孤立Si (Ge)
原子的总能], EGaAs, Etot和N的意义与结合能

中的相同. 形成能是实验上能否在GaAs表面生
长出硅烯、锗烯的重要判据. 从表中可以看到,
GaAs表面硅烯、锗烯的Ec明显高于 free-standing
硅烯 (4.75 eV/Si)、锗烯 (4.02 eV/Ge)的Ec. 此
外, 硅烯在As-中断面的Ec 明显高于块体硅的Ec

(5.53 eV/Si), 其在Ga-中断面的Ec也与实验上广

泛制备的Ag(111)表面3×3硅烯的Ec (5.41 eV/Si)
非常接近 [9]. 这些说明硅烯可同时在As, Ga两
种中断面的GaAs(111)制备出来. As, Ga两种

GaAs 中断面上锗烯的Ec均与其块体结构的Ec

(4.649 eV/Ge) 非常接近, 表明其在GaAs(111) 上
的制备也是可行的.

表 1 硅烯、锗烯在GaAs(111) 表面优化构优的能量、几
何参数. Ec和Eb分别为形成能和结合能; d1为硅烯、锗

烯与GaAs(111) 表面间的距离; d2为硅烯、锗烯与H原
子层间的距离; ∆Z为硅烯、锗烯的 buckling值.
Table 1. Calculated cohesive energy (Ec), bind-
ing energy (Eb) and structural parameters for
silicene/germanene on As- and Ga-terminated
GaAs(111) surfaces with and without H intercalation.
d1 represents the distance between silicene/germanene
and GaAs(111) surface, and d2 represents the distance
between silicene/germanene and the intercalated H
atoms. ∆Z is the buckling of silicene/germanene.

Ec/eV Eb/eV d1/Å d2/Å Z/Å

Si-AsGa 6.075 1.37 2.50 — 0.7

Si-GaAs 5.391 0.68 2.55 — 0.56

Ge-AsGa 4.580 0.56 2.53 — 1.14

Ge-GaAs 4.654 0.64 2.58 — 0.8

Si-HAsGa — 0.19 3.82 2.22 0.47

Si-HGaAs — 0.21 3.49 1.78 0.61

Ge-HAsGa — 0.18 3.86 2.28 0.75

Ge-HGaAs — 0.21 3.59 1.91 0.95
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图 2 (a) Si-AsGa的电子能带; (b) Si-GaAs的电子能带; (c) Ge-AsGa的电子能带; (d) Ge-GaAs的电子能带;
蓝色虚线代表费米能级, 红圈标注的能带表示硅烯、锗烯中具有π电子特性的能带
Fig. 2. Calculated energy bands of silicene and germanene on the As- and Ga-terminated GaAs(111) surfaces:
(a) energy bands of Si-AsGa; (b) energy bands of Si-GaAs; (c) energy bands of Ge-AsGa; (d) energy bands
of Ge-GaAs. The Fermi energy is indicated by the blue lines. The energy bands with π-orbital characters
are indicated by the red lines.
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我们进一步计算了图 1中 4种结构的电子能带
(如图 2所示). 通过仔细分析, 并没有在其费米面
附近找到具有Dirac特性的线性能带. 进一步对不
同能带波函数的Kohn–Sham轨道投影分析发现, 4
种结构的EF处均存在一条π特性能带 (如图中红
圈所示). 但是该能带在布里渊区K点附近没有

线性色散特征, 因而丧失了Dirac电子性质. 究其
原因主要是硅烯、锗烯与GaAs基底间的共价键作
用引起的: 硅烯、锗烯底层原子与GaAs表面原子
成键, 构成 sp3杂化, 因而其本征的 sp2杂化属性被

破坏.

3.2 氢插层的GaAs(111) 表面硅烯、锗烯
的几何及电子性质

以上结果表明, 硅烯、锗烯均可在As-中断
和Ga-中断的GaAs(111)表面制备出来, 但其与
GaAs表面间的共价键作用使其失去Dirac电子
性质. 因此还要进一步探索削弱其与GaAs表面
间相互作用, 恢复其Dirac电子性质的方法. 最近
我们研究中发现氢插层的方法可使Si(111)表面
的顶层与其下面的Si层分离, 并且H原子会留在
下面的Si(111)表面上; 分离出来的Si顶层会形成
free-standing硅烯结构, 并具有很好的Dirac电子
特性 [15,16]. 我们将这种思想应用于分离硅烯 (锗
烯)与GaAs表面. 实验上Starke等曾利用氢插层
方法成功地将石墨烯与SiC(0001) 表面分离, 使其
恢复Dirac电子性质 [24], 说明该方法在实验技术上
是可行的.

图 3给出了硅烯、锗烯在不同GaAs(111)中
断面上氢插层的初始结构和优化结构. 在初始
结构中, H原子位于成共价键的Si, Ge与Ga, As
表面原子中间; 结构弛豫后, H原子留在GaAs
表面并与其表面原子成键 (形成HAs-, HGa-中断
面), 而硅烯、锗烯垂直于表面向上移开. 表 1中
给出了图 3中 4种优化结构的具体能量、几何参
数. 氢插层后, 硅烯、锗烯与GaAs表面距离增
大到 3.49—3.86 Å, 这说明其与GaAs表面间仅存
弱的 van der Waals作用. 此外, 在As-中断面上
硅烯、锗烯与H原子间距离分别为 2.22 Å (Si-
HAsGa), 2.28 Å (Ge-HAsGa), 而在Ga-中断面上
分别为 1.78 Å (Si-HGaAs), 1.91 Å (Ge-HGaAs).
考虑到H原子半径为 0.53 Å, Si, Ge原子半径分
别为 1.11 Å, 1.25 Å [23], As-中断面上硅烯、锗烯
与H原层子间距离比Si, Ge原子与H原子半径
之和大 30%左右, 原子间作用强度介于共价键与

van der Waals键之间; 而Ga-中断面的结构中, 该
距离仅比对应的原子半径之和大 8% 左右, 仍属
共价键作用范畴. 这个差异主要是As, Ga 原子
电负性不同导致的 (As, Ga电负性值分别为 2.0,
1.5). As 原子电负性高, 其与H原子轨道杂化强烈,

(a) (b)

(c) (d)

d2
d1

图 3 硅烯、锗烯在As-中断和Ga-中断GaAs(111) 表
面的氢插层结构 (a) 硅烯在As-中断面上氢插层的
结构 (Si-HAsGa); (b) 硅烯在Ga-中断面上氢插层的结
构 (Si-HGaAs); (c) 锗烯在As-中断面上氢插层的结构
(Ge-HAsGa); (d) 锗烯在Ga-中断面上氢插层的结构
(Ge-HGaAs); 每幅图中, 左图为初始结果, 右图为优化后
结构, 品红色为H原子, 其他原子颜色的定义同图 1 ; d1

代表硅烯、锗烯与GaAs(111) 表面间的距离; d2代表硅

烯、锗烯与H原子层间的距离
Fig. 3. Side views of geometry structures of silicene
and germanene on H intercalated GaAs(111) surfaces
before (left panels) and after (right panels) optimiza-
tion: (a) silicene on As-terminated GaAs(111) sur-
face with H intercalation (Si-HAsGa); (b) silicene
on Ga-terminated GaAs(111) surface with H interca-
lation (Si-HGaAs); (c) germanene on As-terminated
GaAs(111) surface with H intercalation (Ge-HAsGa);
(d) germanene on Ga-terminated GaAs(111) surface
with H intercalation (Ge-HGaAs). The pink balls rep-
resent H atoms, and the color codes for the Si, Ge, As,
and Ga atoms are the same as in figure 1. The unit cell
is indicated by the solid black lines. d1 represents the
distance between silicene/germanene and GaAs(111)
surface, and d2 represents the distance between sil-
icene/germanene and the intercalated H atoms.
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因而H插层上方的硅烯、锗烯原子 (电负性值同为
1.8) 与H原子轨道杂化效应被大大抑制, 形成介于
共价键与van der Waals键的作用; 反之依然.

此外, 4种插层结构的Eb均在 0.18—0.21 eV
之间, 明显低于没有插层时的Eb, 但仍比一般van
der Waals作用下的Eb (0.05 eV左右) 高出 3—4
倍. 从表 1中还可看到, HAs-中断面上硅烯、锗
烯的buckling与其 free-standing结构的buckling接
近, 这预示着它们可能具有较好的Dirac电子性质.

为了进一步验证, 我们计算了氢插层情况下
硅烯、锗烯在GaAs(111)表面的电子结构. 图 4 (a)
和 (c)分别给出了Si-HAsGa和Ge-HAsGa的电子
能带结构. 通过对能带波函数进行轨道投影分析,
我们发现两个能带结构的EF附近均存在π和π

∗

特性的电子能带 (如图中红圈所示), 而且它们具
有惊人的相似度: 其π (π∗) 特性能带顶部 (底部)
均出现在布里渊区K点−0.45(−0.28) eV处, 并且
在K点附近都保持了很好的线性色散关系. 此外,
它们Dirac特性能带的费米速度均为 4.9 × 105m/s
左右, 与 free-standing硅烯 (5.5 × 105 m/s)、锗烯
(6.0 × 105 m/s)的Dirac费米速度相当. 这些结果

表明氢插层很好地恢复了As- 中断面上硅烯、锗烯
的Dirac电子性质. 值得注意的是在EF附近还存

在一条扁平的能带, 进一步分析发现该能带是未饱
和的GaAs(111)底层引起的, 源于搭建基底模型时
未在GaAs底层用H饱和其悬挂键. 在实际应用中
并不存在这样未饱和的GaAs底层, 因而也不存在
该能带.

我们还考察了氢插层对Ga-中断面上的硅烯、
锗烯的电子性质的影响. 图 4 (b) 和4(d) 分别给出
了Si-HGaAs和Ge-HGaAs的能带结构. 与氢插层
的As-中断面情况类似, 硅烯、锗烯的π(π∗)特性能
带均出现在EF附近. 但是在布里渊区K点附近存

在 0.7 eV 左右的带隙, 并且没有线性色散特性. 这
些结果表明,氢插层不能使Ga-中断面的硅烯、锗烯
恢复Dirac电子性质. 这是由于HGa-中断面上硅
烯、锗烯与H原子层间存在较强的共价键作用 (如
前所述, 层间距仅比其原子半径之和大 8%), 其底
层Si, Ge原子形成类似 sp3杂化, 从而导致硅烯、锗
烯失去 sp2杂化特性的Dirac电子性质. 这也说明
氢插层方法对不同GaAs(111) 中断面硅烯、锗烯电
子性质的恢复效果迥异.
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图 4 (a) Si-HAsGa的电子能带; (b) Si-HGaAs的电子能带; (c) Ge-HAsGa的电子能带; (d) Ge-HGaAs的电子
能带; 蓝色虚线代表费米能级, 红圈标注的能带表示硅烯、锗烯中具有π 电子特性的能带
Fig. 4. Calculated energy bands of silicene and germanene on H intercalated GaAs(111) surfaces: (a) energy
bands of Si-HAsGa; (b) energy bands of Si-HGaAs; (c) energy bands of Ge-HAsGa; (d) energy bands of
Ge-HGaAs. The Fermi energy is indicated by the blue lines. The energy bands with π-orbital characters
are indicated by the red lines.
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3.3 3 × 3 GaAs(111)表面上硅烯、锗
烯结构

以上计算结果及讨论都基于 1 × 1晶胞结构.
为了获得更为普适性的规律, 我们进一步探索了
更大周期性结构, 即 3 × 3硅烯、锗烯放置于 3 × 3
GaAs(111) 表面上. 计算结果表明, Ga-中断面上
3 × 3 硅烯和As-中断面上3 × 3锗烯均自动优化成
图 1所示的1× 1结构; As- 中断面上硅烯具有3× 3
[图 5 (a)]和 1×1 [图 1 (a)]两种稳定结构,并且3×3

(a) (b)

(c) (d)

图 5 硅烯、锗烯在 3 × 3 GaAs(111) 表面的 3 × 3结构
及其氢插层结构 (a) 硅烯在As-中断面上的 3 × 3结构;
(b) 锗烯在Ga-中断面上的 3 × 3结构; (c) As-中断面上
3 × 3硅烯的氢插层结构; (d) Ga-中断面上 3 × 3锗烯的
氢插层结构. 氢插层后, 3 × 3硅烯、锗烯均恢复为理想
的 1 × 1结构. 品红色为H原子, 其他原子颜色的定义同
图 1 ; Z方向凸起 (buckled) 的 Si原子用 “+” 标示, 氢插
层前的 3 × 3单胞用黑色实线标示, 氢插层后的 1 × 1 单
胞用橘红色实线标示

Fig. 5. Top (upper panels) and side (bottom
panels) views of geometry structures of 3 × 3 sil-
icene/germanene on the 3×3 GaAs(111) surfaces with
[(c), (d)] and without [(a), (b)] H intercalation: (a) Si-
AsGa structure; (b) Ge-GaAs structure; (c) Si-HAsGa
structure; (d) Ge-HGaAs structure. The 3 × 3 (unit
cell is indicated by the solid black lines) structures
in (a) and (b) recover to the ideal 1 × 1 (unit cell is
indicated by the solid orange lines) structures in (c)
and (d) after H intercalation. The color codes for the
atoms are the same as in figure 3. The buckled Si
atoms are indicated by “+”.

结构比 1 × 1结构能量低 55 meV/Si; 而Ga-中断面
上只存在 3 × 3锗烯结构 [图 5 (b)]. 此外, 所有结构
中硅烯、锗烯都保持了较好的六角蜂窝状结构. 我
们还考察了氢插层对GaAs(111)表面上3× 3硅烯、
锗烯结构的影响, 发现氢插层可将 3 × 3硅烯、锗烯
恢复为1× 1结构 [图 5 (c), (d)], 其几何参数与氢插
层1 × 1 GaAs(111)的结果一致. 这些结果说明: 1)
硅烯、锗烯在不同中断的GaAs(111)表面可形成不
同周期性稳定结构; 2)氢插层可使大周期性硅烯、
锗烯结构恢复成 1 × 1结构. 这也预示了 “As-中断
面的氢插层能够很好地恢复硅烯、锗烯Dirac 电子
性质”这一结论具有普适性.

4 结 论

采用基于密度泛函理论的第一性原理计算方

法, 本文系统研究了硅烯、锗烯在As-中断和Ga-中
断 1 × 1 GaAs(111)表面的几何及电子结构. 结果
表明, 硅烯、锗烯均可在两种GaAs表面稳定存在,
形成能计算结果进一步证明了其实验制备的可行

性. 然而由于硅烯、锗烯与GaAs表面存在共价键
作用, 其Dirac电子性质被破坏. 为此进一步探索
了氢插层恢复硅烯、锗烯Dirac电子性质的方法.
结果表明, As-中断面的氢插层能够很好地恢复硅
烯、锗烯Dirac电子性质, 而Ga-中断面氢插层的效
果不够理想. 并基于原子轨道成键和杂化理论剖
析了其内在物理机理. 相关结论在更大周期性的
3 × 3 GaAs(111) 表面上得到了进一步验证. 本文
的研究将为硅烯、锗烯在半导体基底上的制备和应

用提供理论支持.
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Abstract
By using first-principles method in the density-functional theory, we clarify the atomic and electronic structures

of silicene and germanene on 1 × 1 GaAs(111). We find stable structures for silicene and germanene on both the As-
terminated and Ga-terminated GaAs surfaces. The structures of silicene and germanene are similar to those of the
free-standing ones, which present a honeycomb-hexagonal geometry. The cohesive energies of silicene and germanene
on both As and Ga sides of GaAs surfaces are comparable to those of their bulk structures and/or those on Ag(111)
substrates which have been widely observed in experiment, showing the possibility of synthesizing them on both sides
of GaAs surfaces in experiment. The corresponding binding energies are in a range of 0.56–1.37 eV per Si (Ge) atom,
10 times larger than the usual van der Waals interaction, showing the covalent interaction between silicene (germanene)
and GaAs surfaces. The band structure calculations show that such a covalent interaction induces the absence of Dirac
electrons for silicene and germanene on GaAs surfaces. We then explore the method of recovering the Dirac electrons by
using hydrogen (H) intercalation. It is found that the intercalated H atoms are chemically bonded to GaAs surface, and
the silicene (germanene) shifts upward distance from GaAs surface increasing from 2.50–2.58 Å to 3.49–3.86 Å, where
a covalent van-der-Waals interaction transition happens between silicene (germanene) and GaAs surface. Moreover, the
distances between silicene (germanene) and H atoms are 30% and 8% larger than the atomic-radius sum of Si (Ge) and
H on As-terminated and Ga-terminated GaAs surfaces, respectively. This shows that the interaction between silicene
(germanene) and H on the As-terminated GaAs surface is obviously weaker than the typical covalent interaction, while
on the Ga-terminated GaAs surface, it is comparable to the typical covalent interaction. This difference is induced by
the difference in electronegativity between As and Ga atoms. We further find that the H intercalation recovers the Dirac
electrons well on the As-terminated GaAs(111) due to the weaker Si (Ge)-H interaction, while it does not on the Ga-
terminated GaAs(111) due to the stronger Si (Ge)-H interaction. The results are confirmed by performing calculations
for silicene (germanene) on larger GaAs(111) surfaces, i.e., the 3 × 3 GaAs surface. Our study provides the theoretical
basis for the preparation and application of silicene and germanene on semiconductor surfaces.
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专题: 计算物理的近期发展和应用

基于数值原子轨道基组的第一性原理

计算软件ABACUS∗
刘晓辉1)2) 陈默涵3) 李鹏飞1)2) 沈瑜4) 任新国1)2)†
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( 2015年 7月 2日收到; 2015年 9月 3日收到修改稿 )

随着超级计算机硬件和数值算法迅速发展, 使得目前利用密度泛函理论研究上千个原子体系的电子能带
和结构等性质变得可行. 数值原子轨道基组由于其基组较小和局域等特性, 可以很好地与电子结构计算中的
线性标度算法等的新算法结合, 用来研究较大尺寸的物理体系. 本文详细介绍了一款中国科学技术大学量子
信息重点实验室自主开发的基于数值原子轨道基组的第一性原理计算软件 Atomic-orbital Based Ab-initio
Computation at UStc. 大量的测试结果表明: 该软件具有很好的准确性和较高的并行效率, 可以用于包含
1000个原子左右的系统的电子结构和原子结构的研究以及分子动力学模拟计算.

关键词: 第一性原理, 数值原子轨道, 计算软件
PACS: 71.15.Ap, 71.15.Mb DOI: 10.7498/aps.64.187104

1 引 言

基于密度泛函理论 [1] (density functional the-
ory, DFT)的第一性原理方法在凝聚态物理、材料
科学、化学和生物等研究领域变得越来越重要. 随
着超级计算机的迅速发展和数值算法的提高, 利用
密度泛函理论研究包含上千个原子的复杂体系的

电子能带、结构和动力学性质变得可行. 对于这些
体系, 之前广泛使用的平面波基组方法由于自身扩
展性问题, 效率将大大降低; 而此时的局域基组方
法, 如原子轨道方法, 将是更好的选择.

对于 Kohn-Sham 理论 [2]下的第一性电子结

构计算, 选取原子轨道作为基组有几个优点：首

先, 原子轨道基组的数目远远小于平面波或者实
空间格点的基组数目; 其次, 原子轨道是严格局域
的, 因此可以很好地与电子计算中的线性标度算
法 [3]或者其他优于 O(N3) 的算法结合起来. 例如,
Lin等 [4,5] 最近发展的极点分解和选择性求逆方

法 (pole expansion and selected inversion), 利用局
域基组下哈密顿矩阵的稀疏性, 可以使求解Kohn-
Sham方程的标度达到 Nα (α 6 2), 其中N是体系

中的原子数目; 第三, 原子轨道具有球对称性, 这对
于有些物理性质的计算很重要, 比如在研究铁电材
料时, 要得到正确的结果, 基组的对称性必须要高
于晶格的对称性.

在量子化学界, 解析的高斯轨道已经很好地
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发展了几十年, 而数值原子基组在计算凝聚态物
理领域也使用得越来越普遍. 最近几年, 国外开
发了几款基于原子轨道基组的第一性原理软件,
如 SIESTA [6], Openmx [7], FHI-aims [8]等. 这些
软件都是为了做大规模DFT计算而设计的. 但
是与平面波算法不同, 原子基组的构造必须很好
地保证基组的精确性和可移植性, 并且基组的质
量也应该是可以系统性提高的. Chen, Guo, 和
He (CGH) 提出了一个方案 [9,10], 可以为DFT计
算构建可系统性提高的、全面优化的原子轨道

基组. 在 CGH 基组生成的方案的基础上, 我们
在中国科学技术大学量子信息重点实验室, 从零
开始开发了一款第一性原理计算软件包, 命名为
“Atomic-orbital Based Ab-initio Computation at
UStc (ABACUS)” [11]. 这款软件以数值原子轨道
基组作为优先选择, 同时也提供了平面波基组的
方法. 双重基组的特性对检查原子轨道计算结果
的准确性非常有帮助. 在这两种方法中, 我们都
使用了 Unified Pseudopotential Format (UPF) 格
式的模守恒赝势 [12]. UPF格式是另一款第一性原
理计算软件 Quantum Espresso [13] 赝势的标准格

式. 这种格式赝势可以有多种来源, 如利用赝势生
成软件Opium [14]得到. 目前在 ABACUS 实现了
多种密度泛函, 其中最主要的包括局域 (自旋)密
度近似 (L(S)DA) 和广义梯度近似 (GGA). GGA
采用的是 Perdew, Burke, 和 Ernzerhof (PBE)提
出的 GGA-PBE 泛函 [15]. 此外, ABACUS 实现
了由 Grimme 提出的DFT半经验范德华 (van der
Waals, vdW) 修正 (DFT-D2) [16]. 同时, 我们还在
发展更高级的泛函, 比如杂化泛函 [17]等. 这些结
果将在后续的工作中报导. 在 LDA 和 GGA 层面
上, ABACUS 可以完成常规的电子结构计算、结构
优化和分子动力学计算.

在这篇文章中, 我们将介绍软件的主要特色和
已经实现的功能, 简单介绍软件的核心算法; 最后,
给出一些软件使用的例子.

2 ABACUS 程序简介

我们小组自 2006年起, 从零开始发展了第一
性原理软件ABACUS. 我们从发展成熟的平面波
算法入手, 借助平面波的计算结果来生成数值原子
轨道, 然后在此基础上发展了基于数值原子轨道
的程序, 可以用来研究较大的物理体系. ABACUS

主要由 C++语言编写而成, 现已发展成为一套以
数值原子轨道或平面波为基矢的、高度并行的、基

本功能齐全的第一性原理软件包. 截至目前共有
117538行源代码. 另外, ABACUS包含了一套可
以用来生成数值原子轨道的程序, 共有 13611行源
代码.

目前ABACUS 的主要功能包括: 可以进行电
子结构自洽迭代 (包括加入共线电子自旋) 计算、原
子结构优化以及分子动力学计算; 密度泛函上可
以选择LDA或者GGA, 还可以进行包含范德华力
修正的DFT-D2及加外电场的计算. ABACUS采
用模守恒赝势和周期性边界条件, 可以对晶格对
称性、布里渊区的k点对称性、电荷密度对称性以

及力的对称性进行分析, 可以处理只含Γ点或多k

点的情况. 求解Kohn-Sham方程时采用的是共轭
梯度算法 (平面波基组) 或者直接对角化方法 (数值
原子轨道基组); 电荷密度混合使用的主要是Pulay
mixing 和 Pulay-Kerker mixing等算法.

3 程序核心算法介绍

3.1 基于数值原子轨道的Kohn-Sham
方程

3.1.1 算法简介

在第一性原理计算领域, 平面波基组方法已经
比较成熟, 有多款应用广泛的软件. 但是在处理较
大尺寸、含有原子数较多的体系时, 平面波算法收
敛较慢, 效率不高. 而使用数值原子轨道基组, 由
于基组数较小以及轨道在实空间局域的特点, 可
以大幅提高计算速度; 另一方面, 数值原子轨道也
适合于线性标度的算法 [3], 所以受到越来越多的关
注. 一般来说, 一个原子的数值原子轨道可以写成
径向轨道与球谐函数的乘积的形式, 即

ϕµ(r) = fIlζ(r)Ylm(r̂), (1)

其中µ = {I, l,m, ζ}, I是原胞中的原子指标, l是
轨道角动量, m是磁量子数, ζ是给定 l的数值轨道

的数目. 系统的电子本征波函数可以表示为数值原
子轨道的线性叠加, 即

ψnk(r)

=
1√
N

∑
R

∑
µ

cnµ,k e ik·Rϕµ(r − τI −R), (2)

其中 n是电子能带指标, k是布洛赫波矢, N是玻
恩 -冯 ·卡门周期性边界条件下超胞中原胞的数目.
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ϕµ(r− τI −R)是原胞R中第 I个原子的原子轨道.
将 (2)式代入Kohn-Sham方程,{

− ~2

2m
∇2 + Vext(r) + VH[ρ](r)

+ Vxc[ρ](r)

}
ψnk(r) = εnkψnk(r), (3)

可以得到矩阵方程

(H − εS)C = 0, (4)

其中, H, S分别表示哈密顿量矩阵和交叠矩阵; C
是本征波函数, 即

Hµν = ⟨ϕµ|H | ϕν⟩,

Sµν = ⟨ϕµ | ϕν⟩,

C = (cn1, cn2, · · · )T. (5)

方程 (3)中, 等式左边括号中的几项依次为电子的
动能、电子感受的外势、Hartree 势和交换关联势.
要求解上述矩阵方程, 首先需要构建哈密顿量矩阵
和交叠矩阵. 其中哈密顿量矩阵包括动能矩阵、非
局域赝势矩阵和局域势 (赝势的局域部分, Hartree
势和交换关联势) 矩阵. 在我们的程序中, 动能矩
阵、非局域赝势矩阵和交叠矩阵的矩阵元由双中

心积分得到, 而局域势矩阵元由实空间格点积分得
到, 因此双中心积分和格点积分是数值原子轨道方
法中的两个核心部分, 它们的计算精度和效率尤为
重要.

3.1.2 双中心积分

数值原子轨道作为基组的其中一个优点就是

交叠矩阵、动能矩阵和非局域赝势矩阵可以用双中

心积分高效、精确地计算 [6]. 交叠矩阵元一般可以
写成如下形式,

Sµν(R) =

∫
ϕ∗µ(r)ϕν(r −R)dr, (6)

这可以进一步写成,

Sµν(R) =

2lmax∑
l=0

l∑
m=−l

Slµmµ,lνmν ,lm(R)

×Glµmµ,lνmν ,lmYlm(R̂). (7)

这里, lµ (lν) 和 mµ (mν )分别为轨道的角动量量
子数、磁量子数. 上式中,

Slµmµ,lνmν ,lm(R)

= 4πi−l

∫ ∞

0

jl(kR)fµ(k)fν(k)k2dk, (8)

其中 fµ(k) 和 fν(k) 分别是两个原子轨道径向函数

的一维傅里叶变换, 即

fµ(k) =

√
2

π
(−i)lµ

∫ ∞

0

r2jlµ(kr)fµ(r)dr. (9)

Glµmµ,lνmν ,lm是Gaunt系数,

Glµmµ,lνmν ,lm

=

∫ π
0

sin(θ)dθ
∫ 2π

0

Ylµmµ
(θ, ϕ)

× Ylνmν
(θ, ϕ)Ylm(θ, ϕ)dϕ. (10)

非局域赝势的一般形式为 [18]

V̂ NL
α =

lmax∑
l=0

l∑
m=−l

nmax∑
n=1

| χαlmn⟩⟨χαlmn |, (11)

其中α表示元素种类, | χαlmn⟩是非局域投影子,
l,m, n分别表示角动量、磁角动量和投影子序号.
因此非局域赝势的矩阵元也可以按上述求交叠矩

阵的方法来做.
我们可以按同样的方法来计算动能矩阵, 这时

只需要把Slµmµ,lνmν ,lm(R) 换成

Tlµmµ,lνmν ,lm(R)

= 2πi−l

∫ ∞

0

jl(kR)fµ(k)fν(k)k4dk (12)

即可.
利用双中心积分来计算交叠矩阵元、动能

矩阵元和非局域赝势矩阵元, 可以把三维积分简
化成一维积分, 从而大幅提高计算的效率. 由于
Slµmµ,lνmν ,lm(R)和 Tlµmµ,lνmν ,lm(R) 只与原子间

距相关, 所以在给定的具有严格截断的局域轨道
下, 我们只需要在程序的一开始一次性地把它们在
足够密的一维格点上计算并存储, 那么在接下来的
计算中就可以利用插值高效并精确地求出交叠矩

阵和动能矩阵. 同样的方法也适用于计算非局域赝
势矩阵. 由于双中心积分的效率很高, 因此双中心
积分的占用时间与下面介绍的三维格点积分相比

可以忽略.

3.1.3 实空间格点积分

计算哈密顿量的局域势矩阵元时需要计算形

如下式的三中心积分:

V loc
µ,ν = ⟨ϕµ(r −Rµ)|V loc(r)|ϕν(r −Rν)⟩, (13)

其中, ϕµ(r − Rµ)和 ϕν(r − Rν)分别是中心在

Rµ和Rν 的原子轨道; V loc(r)是Kohn-Sham方程
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中的局域势, 包含Hatree势 V H(r), 交换关联势
V xc(r) 和局域赝势 V L(r),

V loc(r) = V H(r) + V xc(r) + V L(r). (14)

目前尚没有在实空间解析处理三中心积分的方法.
这里, 我们对局域势在实空间格点上直接做积分
(离散化求和), 即

V loc
µν =

∑
ri

ϕµ(ri)V
loc(ri)ϕν(ri). (15)

在实空间格点做积分, 其精度由格点精细程度决
定. 实际操作中, 可以通过调节描述平面波的能量
截断值来选择格点精细度, 进而调节计算精度.

3.1.4 求解Kohn-Sham方程
构建哈密顿量矩阵和交叠矩阵后, 接下来需要

求解矩阵本征值方程 (4). 这里使用的是直接矩阵
对角化的方法. 我们在 2010年与中国科学院网络
中心的赵永华研究员合作, 采用他们自主开发的
一款高性能实对称矩阵和厄米矩阵特征值求解器

的软件包HPSEPS(High Performance Symmetric
Eigenproblem Solver) [19], 实现了矩阵本征值问题
的高效并行求解, 将可以计算的体系提高到 1000
个原子. 直接对角化方法的时间复杂度为O(N3),
N是体系中原子的个数.

此外, 我们在 2011年和劳伦斯伯克利的Lin
和Yang合作, 将ABACUS和Lin发展的极点分解
方法和选择性求逆方法 (Pole EXpansion and Se-
lected Inversion (PEXSI) technique) [4]结合起来.
这种方法不直接求解能量本征值和波函数, 而是
直接算出密度矩阵, 其时间复杂度对一维系统为
O(N), 二维系统为O(N1.5), 三维系统为O(N2),
低于传统的O(N3)标度. 这个算法的另一个优点
在于并行度高. 传统的Scalapack等对角化程序的
并行度只有几百个核到一千核左右, 而极点分解加
选择性求逆的方法有两层并行: 第一层是极点之间
的并行, 相当于把费米算符展开, 然后对展开后的
每一项进行计算; 第二层并行在极点展开之后, 每
一层极点之间的稀疏矩阵的操作也可以再并行. 最
终两层并行的算法可以轻易地扩展到几万个核.

3.2 原子基组生成方法

前面提到, 我们使用的局域基组是原子轨道,
每一个原子轨道都是径向轨道和球谐函数乘积的

形式. 对于轨道的径向部分, ABACUS提供了不同

元素的基组文件. 用户也可以根据需要自己生成基
组文件. ABACUS自带一套生成轨道的工具, 它是
根据 2010年Chen, Guo 和 He 提出的方案 [9] 实现

的. 该方案的优点是可以在统一的算法下系统地增
加轨道基矢的数目.

在我们的方案中, 原子轨道可以写成:

ϕµ(r) = fIlζ(r)Ylm(r̂). (16)

其中径向轨道用一组球贝塞尔函数的线性组合

表示:

fµl(r) =


∑

q cµqjl(qr), r < rc,

0, r > rc,
(17)

jl(qr)是球贝塞尔函数, q 的选择要满足 jl(qrc) = 0,
其中 rc表示径向轨道的截断值. 之所以选择球贝
塞尔函数来拟合原子轨道的径向部分, 是因为它
近似是一组正交基矢量, 而且它具有严格截断的
性质.

我们定义了溢出函数S [20] 作为衡量轨道质量

的标准,

S =
1

Nn

Nn∑
n=1

⟨ψn|1− P̂ |ψn⟩, (18)

其中ψn是由平面波计算出来的参考系统的本征态,
Nn表示系统波函数的数目, 投影算符 P̂由非正交

的数值原子轨道张成,

P̂ =
∑
µν

| ϕµ⟩S−1
µν ⟨ϕν |, (19)

这里ϕµ是数值原子轨道, Sµν是它们的交叠矩阵.
径向轨道的形状可由最小化溢出函数S得到. S的

取值范围为 0 到 1, 数值越接近0, 表示这时数值原
子轨道张成的空间越接近参考系统波函数张成的

希尔伯特空间.
在优化轨道时, 我们从一组随机的球贝塞尔函

数的系数 {cµ,q}开始, 通过模拟退火算法得到一组
系数使得溢出函数S最小. 参考体系可由用户根据
需要自由选择. 我们发现不同键长的双原子dimer
是很好的参考系统. 值得注意的是, 优化之后的轨
道形状有时会出现振荡的情况 [9]. 接下来我们通过
降低轨道的动能得到光滑的数值原子轨道.

为了满足不同的需要, ABACUS 允许分步产
生所需的原子轨道. 每一步用户都可以设置所需要
的轨道角动量和每个轨道角动量上径向轨道的数

目. 当第一层的轨道优化完以后, 溢出函数会下降
到某个值. 第二层的轨道则会在第一层轨道的基础
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上, 进一步降低溢出函数. 在这两步之间, 我们会
做一个将系统波函数和上一层所得局域轨道正交

化的操作, 使第二层的轨道与第一层的轨道正交,
从而保证每一步得到的新轨道不会与上一步得到

的局域轨道占据同样的希尔伯特空间. 重复以上步
骤即可得到任意所需的原子基组.

利用这个方案, 我们测试了一系列的体系,
都得到了很好的结果, 说明我们的数值原子轨
道精度和可移植性都很好. 作为例子, 我们在
图 1显示了Si元素 DZP轨道的径向函数. 生成
基组时选取的能量截断值为 50 Ry, 轨道截断为
10.0 Bohr. 我们选取 5个不同键长 (3.30, 3.78,
4.25, 5.19, 7.08 Bohr) 的 Si dimer 为参考系统. Si
的 DZP轨道包含 2个 s, 2个p和 1个d径向轨道.
我们分两步产生这些轨道：第一步生成一个 s和一
个p轨道; 第二步生成一个 s, 一个p和一个d轨道.
实际操作中, 如何选择每一步生成什么轨道是灵活
的, 我们发现在轨道数量一定的条件下, 不同的轨
道生成方法对计算结果的精度影响不大.

0 2 4 6 8

1s
2s
1p

Si-DZP(2s2p1d)

2p
1d

/a.u.

10

0

0.2

-0.2

0.4

-0.4

0.6

0.8

1.0

图 1 Si元素 2s2p1d轨道的径向函数

Fig. 1. The radial wave functions of Si 2s2p1d orbitals.

图 2显示了用不同大小的数值原子轨道基组
得到的Si金刚石结构的总能量随晶格常数的变化,
并与平面波基组得到的结果对比. 结果显示, 随着
基组数目的增加, 数值原子轨道基组的计算结果越
来越靠近平面波基组的结果. 对于Si的金刚石结
构, DZP基组计算得到的晶格常数已经很接近平面
波的结果. 我们对大量元素的原子基组做了广泛的
测试, 包括分子键长、解离能、振动频率; 固体的晶
格常数、体弹性模量、结合能; 表面重构和缺陷的形
成能等. 更多的结果可以在文献 [9,21]中找到. 测
试结果表明我们的原子基组具有良好的精度和可

移植性. 一般来说, 对于电子结构、晶体结构的研

究, DZP基组是不错的选择. 我们的测试表明增加
基组数目可以系统地提高计算的精度, 但计算量会
随之增大.
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图 2 不同数值原子轨道基组以及平面波基组下 Si金刚
石结构的总能量随晶格常数的变化

Fig. 2. The total energies of bulk silicon as functions
of lattice constant calculated by different basis sets.

3.3 ABACUS并行方案

我们在不同层面对ABACUS实现了并行计算
从而提高计算效率. 虽然ABACUS是一款以局域
基组为特色的第一性原理计算软件, 但它还自带传
统平面波基组的计算功能. 这两种基矢量的相关程
序已经全部实现并行化.

3.3.1 布里渊区内的k点并行

对于周期性体系, 根据布洛赫定理和密度泛函
理论, 系统的电子波函数满足Kohn-Sham方程 (3).
在对第一布里渊区离散化之后可以得到一组k点,
对于不同的k点, 方程之间是独立的, 所以可以对k

点并行. 这部分是在程序的初始部分完成的, 程序
根据计算时的k点数目和所用资源数目, 将k点划

分成N个不同的POOL, 每个POOL同时进行计
算, 最后把 N 个POOL的计算结果收集起来. 对
于k点的并行目前只在平面波基组方法中得到了

实现. 在局域轨道基组里由于最大的计算量往往来
自于对角化哈密顿矩阵, 所以我们暂时并没有对k

点进行并行.

3.3.2 平面波并行

对于布里渊区里的每一个k点, 在求解Kohn-
Sham方程的过程中, 涉及一些物理量在实空间
和倒空间的傅里叶变换, 如电荷密度和局域势等.
ABACUS采用了FFTW软件包 [22]. FFTW软件
包具有可移植性强, 支持分布式存储MPI并行, 效
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率高等优点. ABACUS内部并没有使用并行的
FFTW, 而是实现了对串行FFTW的并行, 这样做
的好处是可以使得在倒空间平面波的分布更均匀.
在实空间, 则是首先根据计算体系所需的能量截断
值和原胞大小, 得到实空间的三维格点作为快速傅
里叶变换 (FFT)格子; 然后根据计算所用核数沿所
模拟的系统的 z方向对FFT格子划分, 实现FFT
的实空间并行.

3.3.3 实空间计算的并行

在使用数值原子轨道基组时, 除了前面提到的
局域势矩阵元, 电荷密度以及求力中涉及局域势
的项也需要由实空间格点积分得到. 直接在实空
间格点做积分, 计算量较大, 是算法中最耗时的部
分之一. 对于这几个涉及实空间空间操作的部分,
ABACUS利用前面做FFT并行时划分的实空间格
点, 实现了对实空间格点积分的并行, 计算效率因
此得以大大提高.

3.3.4 对角化

对于数值原子轨道基组, 在求解矩阵本征值方
程时, ABACUS通过调用软件包HPSEPS直接做
矩阵对角化. HPSEPS软件包已经实现了高效的并
行. 它采用 2D块划分的方式, 将矩阵的数据结构
分布在二维处理器网格上, 然后进一步并行求解.
在ABACUS中, 2D块的划分是在程序初始化时完
成的. 程序按照HPSEPS的要求把计算资源数目
划分成 2D块, 然后把矩阵元信息分配到每一个 2D
块. 之后在计算矩阵元时, 每一个 2D块会根据之
前分到的信息判断该矩阵元是否归其所有. 当每一
个2D块都得到各自的矩阵元后即调用HPSEPS包
直接求解矩阵本征值和本征函数.

我们完成了对各个耗时部分的优化. 现在
ABACUS具有较高的并行效率和较快的计算速度.
在图 3中我们给出了随着体系中原子数的增加, 一
个电子步中ABACUS最耗时的两部分：构建哈密
顿矩阵和矩阵对角化及总的计算时间的变化曲线.
在图 3中, 计算所选体系分别为含有 16, 64, 128,
192, 256和512个Ti原子的六角密堆积 (hcp)结构,
所选能量截断为 100 Ry. 所采用的局域轨道基组
为DZDP基组, 每个原子有 18个原子轨道, 轨道截
断半径为 8.0 Bohr. 我们用了 16个核来进行测试.
图 3的时间统计结果显示, 在系统少于 256 个原子
(原子基组数少于 4608)时, 格点积分占了计算的主
要部分, 对角化时间较少. 但随着系统尺寸增大,

格点积分的时间随原子数N线性增长, 而对角化的
时间是N3增长,并逐渐占据主导地位. 结果显示,
在系统较大时对角化占了绝大部分时间, 并且随原
子数增多对角化所用时间增长非常快, 逐渐成为
计算的瓶颈. 如果需要计算更大的系统, 可以使用
PEXSI算法.
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图 3 构建哈密顿矩阵、对角化和单步电子迭代总时间随

系统大小的变化

Fig. 3. The times to construct Hamiltonian matri-
ces, diagonization and total time per electronic step
as functions of system sizes.

4 电子结构算法

电子结构计算是第一性原理计算软件的核心,
具体包括电子波函数求解、电荷密度混合、电荷密

度插值等. 前文介绍了在ABACUS中如何构建矩
阵元和求解本征值和本征波函数, 接下来将介绍
ABACUS中使用的电荷密度混合和电荷密度插值
方法.

4.1 电荷密度混合

在密度泛函理论框架下, 需要通过自洽迭代
的方法来求解Kohn-Sham方程. 首先从一个初始
的电荷密度出发, 代入求解Kohn-Sham方程, 得到
新的电荷密度, 然后由新的电荷密度出发, 再次求
解Kohn-Sham方程, 直至输出的电荷密度和输入
的电荷密度的差别小于给定的收敛值. 在电子密
度自洽迭代的过程中, 如何得到新的电荷密度, 会
很大程度上影响计算的收敛速度, 进而影响计算效
率. 为了稳定地收敛电荷密度, 一般需要将输出电
荷密度和输入电荷密度做混合, 将得到的混合电荷
密度作为下一步的输入电荷密度. 常见的电荷密度
混合方法有plain mixing, Pulay mixing [23], Kerker
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mixing [24] 和 Pulay-Kerker mixing [25]等. 以上几
种方法都已在ABACUS中得到实现. 下面简单介
绍一下Pulay mixing 和 Pulay-Kerker mixing两种
混合方法.

4.1.1 Pulay 算法
使用 Pulay mixing 的方法, 要存储在自洽迭

代过程中一系列的输入电荷密度ρin和电荷密度残

余量R[ρin],

R[ρin] = ρout[ρin]− ρin, (20)

ρout是每步的输出电荷密度. 假设当前最佳的输入
电荷密度ρopt

in 是之前N步输入电荷密度的一个线

性组合,

ρopt
in =

N∑
i=1

αiρ
i
in. (21)

要保证电荷密度守恒, 线性组合系数αi必须满足

归一化条件,
N∑
i=1

αi = 1. (22)

这个最佳的输入电荷密度应当使当前残余量矢量

的模最小, 即 ⟨R[ρopt
in ]|R[ρopt

in ]⟩ 最小. 这里我们再
次做出一个近似

R[ρopt
in ] = R

[∑
i

αiρ
i
in

]
=
∑
i

αiR[ρiin]. (23)

定义不同残余量之间的重叠矩阵为

Aij = ⟨R[ρjin]|R[ρiin]⟩, (24)

利用变分法, 可以得到最佳的线性组合系数为

αi =

∑
j

(A−1)ji∑
kj

(A−1)kj
, (25)

其中, A−1表示矩阵A的逆. 假设当前的电子迭代
步数是第m步, 则第m+ 1步的输入电荷密度为

ρm+1
in = ρopt

in + βR[ρopt
in ], (26)

这里β 是电荷密度混合参数. 对于绝缘体来说,
Pulay mixing是一种很好的电荷密度混合方法, 一
般在10个电子步左右就可以实现电荷密度的收敛.

4.1.2 Pulay-Kerker 算法
对于含有长程电荷密度涨落的体系, 如金属体

系和原胞中含有大量原子的周期性体系, 在电子迭

代过程中会出现电荷密度振荡、很难收敛的情况.
Kerker [24]在1981年提出可以将电荷密度残余量乘
上一个预处理的矩阵,

λ(G) =
|G|2

|G|2 + |G0|2
, (27)

其中 G为系统的倒格矢, 即对于长程、低能的电
荷密度变化, 预处理矩阵只会混入一小部分的残
余量, 这样可以有效抑制长程的电荷振荡现象, 加
快收敛速度. 把Kerker 算法与Pulay混合算法结
合起来就可以得到Pulay-Kerker电荷密度混合算
法 [25],

ρm+1
in = ρopt

in + λ(G)βR[ρopt
in ]. (28)

目前ABACUS已经实现了Pulay-Kerker mixing的
功能, 对于一些较大的金属体系, 电荷收敛速度得
到很大的提升. 下面给出ABACUS用数值原子轨
道基组计算含有 200个Ti原子体系时, 分别使用
Pulay 与Pulay-Kerker电荷混合算法的收敛速度
对比. 结果如图 4所示, 横坐标表示电子迭代的步
数, 纵坐标表示的是每个电子步输出电荷密度ρout

与输入电荷密度ρin 的相对误差, 即∑
ri

| ρout(ri)− ρin(ri) |
nelec

, (29)

ri表示实空间格点, nelec表示体系中电子的个数.
我们看到对于 200个Ti原子的体系, 在使用Pulay
混合的算法时, 电荷密度振荡严重, 收敛很慢, 到
40步还未收敛到预设的精度; 而使用Pulay-Kerker
混合时, 电荷密度在 12步就收敛到了10−6, 收敛速
度得到很大提高. 对于越大的体系, Pulay-Kerker
算法的优势越明显.

0 10 20 30
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Pul-Ker 

40

10-6
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10-3
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10-1

图 4 计算 200个Ti原子的超胞时 Pulay 和 Pulay-
Kerker 电荷密度混合方法收敛速度对比
Fig. 4. Comparison of the charge density convergence
using Pulay and Pulay-Kerker mixing methods for a
200 Ti system.
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4.2 电荷密度插值

在做结构优化或者分子动力学计算时, 需要计
算大量结构的基态电荷密度. 每次得到新的结构构
型后, 如何选取一个好的初始输入电荷密度, 在很
大程度上也会影响计算效率, 即所需收敛电荷密度
的步数. 常用的提高收敛速度的方法是对电荷密度
进行外插值. 对于绝大多数系统, 其电荷密度可以
写成其原子电荷密度的叠加ρat(t)与一个小的变化

量δρ(t)之和, 即

ρ(t) = ρat(t) + δρ(t) (30)

ρ(t)是 t时刻自洽的电荷密度, ρat(t)是 t时刻原子

电荷密度的叠加. 同理, t + dt时刻的电荷密度可
以表示成

ρ(t+ dt) = ρat(t+ dt) + δρ(t+ dt). (31)

每一时刻的原子电荷密度之和可以快速地计算出

来, 而 δρ可以由插值方法得到. 常用的电荷密度插
值方法有 [26]:

1) 简单插值
如果相邻离子步之间原子位置变化不大, 可以

通过电荷密度的原子插值得到下个离子步的初始

输入电荷密度

δρ(t+ dt) = δρ(t), (32)

经过一系列的测试, 我们发现对于一般的结构弛豫
计算, 电荷密度的原子插值是很好的选择;

2) 一阶插值
在一些计算中, 比如分子动力学计算, 可能要

尝试电荷密度的一阶插值, 甚至是二阶插值方法,
一阶插值的方法要用到前面两个离子步的电荷密

度信息,

δρ(t+ dt) = δρ(t) + [δρ(t)− δρ(t− dt)]; (33)

3) 二阶插值
二阶插值的方法要用到前面三个离子步的电

荷密度信息,

δρ(t+ dt) = δρ(t) + α[δρ(t)− δρ(t− dt)]

+ β[δρ(t− dt)− δρ(t− 2dt)], (34)

其中系数α和β由不同时刻的原子位置决定. 详细
算法参见文献 [26].

对于分子动力学计算, 在一般情况下电荷密
度的二阶插值效果较好.在图 5中我们对比了用

ABACUS做含有 224个原子的橄榄石 (Mg2SiO4)
结构在 2200 K的分子动力学研究时, 几种不同插
值方法的效果. 图中横坐标是分子动力学的步数,
时间步长为 1 fs; 纵坐标为每一步分子动力学进来
时的第一个电子步的输出电荷密度与输入电荷密

度的相对误差, 即 (29)式. 我们发现在做分子动力
学计算时, 电荷密度的一阶、二阶插值效果要明显
优于简单插值方法. 在若干分子动力学步后, 使
用简单插值方法, 初始电荷密度只能精确到 10−2;
而使用二阶插值方法, 初始电荷密度能够精确到
10−3, 大大加快了计算收敛速度.

0 2 4 6 8 10

10-3

10-2

10-1

图 5 对比分子动力学计算时, 不同电荷密度插值算法得
到的初始电荷密度的精度

Fig. 5. The initial charge density errors in MD simu-
lations using different charge extrapolation methods.

4.3 Smearing 占据

当体系的电子结构为无能隙或能隙较小时, 体
系的自洽过程会出现电荷密度振荡, 收敛很慢甚
至不收敛. 这时如果对电子分布函数做适当的处
理, 会使自洽过程更容易收敛, 这被称为电子占据
的 smearing. 目前ABACUS实现的电子占据方式
有fixed占据、Gaussian占据和methfessel-Paxton
占据.

4.3.1 Gaussian 分布函数
对于一般的体系, 可以使用高斯分布函数

f(ε) =
1

σ
√
2π

exp (ε− EF)
2

2σ2
, (35)

EF是费米能, σ表示展宽. 高斯函数对于一般的小
能隙体系效果都很好.

4.3.2 Methfessel-Paxton 分布函数
Methfessel-Paxton分布函数可以更精确地对

费米面取点 [27], 高阶的展开可以得到较好的基态
收敛结果, 加速收敛过程.
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S0(x) =
1

2
(1− erfx), (36)

SN (x) = S0(x) +

N∑
n=1

AnH2n−1(x) e−x2

, (37)

其中, x = (ε − EF)/σ, Hn是Hermite多项式, An

是展开系数, N 表示展开的阶数. 对于金属体系,
建议使用Methfessel-Paxton 分布函数.

5 ABACUS计算实例

在过去几年中, 我们一直致力于发展和优化
ABACUS软件.目前该软件已经可以有效地研究一
千原子以内的物理体系的电子结构、原子构型和包

含数百个原子体系的分子动力学.
下面我们给出应用ABACUS计算的几个

例子.
1) 含有3个空位的Ti原子体系的结构弛豫
在本例中我们研究了Ti金属hcp结构中的空

位缺陷.我们从包含 200个Ti原子的超胞中挖去 3
个相邻的Ti原子, 形成空位, 并研究空位的基态结
构. 我们采用Ti原子的 2s2p2d轨道基组, 能量截
断为 100 Ry, 轨道截断为 10.0 Bohr. 我们采用共
轭梯度法优化结构. 图 6展示了系统弛豫时能量和
原子受力随优化步数收敛的情况, 横坐标表示结构
弛豫步数, 左边的纵坐标表示体系能量, 右边的纵
坐标表示每个弛豫步原子受力的最大值. 弛豫过
程总共只用了 32个离子步, 原子受力就收敛到了
0.01 eV/Å. 可见对于结构弛豫计算, ABACUS具
有很好的收敛性.
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图 6 结构弛豫过程中体系能量和原子受力的变化曲线

Fig. 6. The total energies and maximum forces as
functions of structure relaxation steps.

2) 蛋白质结构的能态密度
我们应用ABACUS研究了一个模型蛋白质

C78H102N19O19 的电子能态密度, 并与平面波程序

Quantum Espresso [13]使用同样赝势得到的结果对

比. 模型蛋白的结构如图 7 中插图所示,包含C, H,
N, O四种元素, 原子数分别为 78, 102, 19, 19. 在
ABACUS计算中,我们采用DZP轨道,能量截断值
为100 Ry, 轨道截断值为10 Bohr. 我们看到ABA-
CUS计算得到的能态与Quantum Espresso 所得几
乎完全一致.

/eV

0
0

Quantum 
espresso

ABACUS

20

40

60

80

100

1-1 2-2-3-4-5

图 7 对比由Quantum Espresso 和ABACUS分别得到
的蛋白质结构的态密度, 费米能取为 0
Fig. 7. Comparison of the density of states of a model
protein calculated by Quantum Espresso and ABA-
CUS. The energy of Fermi level is set to zero.

图 8 含 12对碱基对、788个原子的DNA片段弛豫后的
结构

Fig. 8. The structure of a DNA piece containing 12
base pairs, 788 atoms after structure optimization.

3) 含有12对碱基对的DNA分子片段的结构
在本例中我们研究了一段长度为 12对碱

基对的DNA双螺旋片段, 对其进行了结构优
化的计算. 该片段为A型构象, 序列为 5′-
AAAAAAAAAAAA-3′, 初始构型由 Supercom-
puting Facility for Bioinformatics & Computa-
tional Biology, Indian Institute of Technology 的
Jayaram教授研究提供的工具 [28]生成. 该DNA片
段中含有C, H, O, N和P五种元素, 原子个数分别
为 240, 302, 84, 140和 22个, 总共包含 788个原子.
我们采用DZP基组, 能量截断值为 50 Ry, 轨道截
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断值为 8.0 Bohr, 采用共轭梯度法优化结构至原子
受力收敛到 0.05 eV/Å. 结构优化时我们做了范德
瓦耳斯力修正. 图 8展示了优化后的结构. 优化后
的结构的碱基轴升 (即相邻两个碱基对间的距离)
为 0.24 nm, 与优化前的 0.26 nm相比更接近实验
值 0.23 nm [29]; 优化后的小沟宽度为 10.4 Å, 与文
献报道的A型DNA小沟宽度为 10—11 Å符合得
很好 [30].

6 结 论

从 2006年起, 中国科学技术大学量子信息重
点实验室开始发展一套具有完全自主产权的第一

性原理软件, 本文介绍了该软件的主要特点和算
法. 该软件以数值原子轨道为基组, 可以高效地研
究包含1000原子左右的物理系统的电子、结构和动
力学等性质. 我们为该软件发展了一套可以系统提
高的、同时具有高精度与高可移植性的数值原子轨

道产生方案. 该软件为研究表面、界面、无序、缺陷
以及生物大分子等复杂的物理体系提供了有力的

工具.

感谢中国科学院网络中心赵永华研究员对本项目的大

力支持. 本项目的部分计算在中科院超算中心和中国科技

大学超算中心完成.
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Abstract
With the rapid development of supercomputers and the advances of numerical algorithms, nowadays it is possible

to study the electronic, structural and dynamical properties of complicated physical systems containing thousands of
atoms using density functional theory (DFT). The numerical atomic orbitals are ideal basis sets for large-scale DFT
calculations in terms of their small base size and localized characteristic, and can be mostly easily combined with linear
scaling methods. Here we introduce a first-principles simulation package “Atomic-orbital Based Ab-initio Computation
at UStc (ABACUS)”, developed at the Key Laboratory of Quantum Information, University of Science and Technology
of China. This package provides a useful tool to study the electronic, structural and molecular dynamic properties of
systems containing up to 1000 atoms. In this paper, we introduce briefly the main algorithms used in the package,
including construction of the atomic orbital bases, construction of the Kohn-Sham Hamiltonian in the atomic basis sets,
and some details of solving Kohn-Sham equations, including charge mixing, charge extrapolation, smearing etc. We then
give some examples calculated using ABACUS: 1) the energy orders of B20 clusters; 2) the structure of bulk Ti with
vacancies; 3) the density of states of a model protein; 4) the structure of a piece of DNA containing 12 base pairs, 788
atoms. All results show that the results obtained by ABACUS are in good agreement with either experimental results
or results calculated using plane wave basis.

Keywords: density functional theory, numerical atomic basis, first-principles package
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专题: 计算物理的近期发展和应用

一维扩展t-J模型中密度-自旋相互作用
诱导的相分离∗

毛斌斌1) 程晨2) 陈富州1) 罗洪刚1)2)†

1)(兰州大学物理科学与技术学院交叉学科研究中心, 兰州 730000)

2)(北京计算科学研究中心, 北京 100084)

( 2015年 9月 2日收到; 2015年 9月 15日收到修改稿 )

t-J模型是研究高温超导电性的重要理论模型之一. 最近的冷分子实验表明可用极性分子模拟 t-J模型.
实验模拟的 t-J模型除了引进长程的偶极相互作用外, 还引进了密度 - 自旋相互作用. 本文使用密度矩阵重整
化群方法研究了密度 -自旋相互作用对一维 t-J 模型基态性质的影响. 选取了 t-J模型基态相图中不同相区的
三个点, 计算了不同密度 - 自旋相互作用强度下的粒子数和自旋的实空间分布，以及密度 -密度关联函数和自
旋 -自旋关联函数与相应的结构因子. 计算结果表明, 密度 -自旋相互作用强度较弱时, 对系统的性质不会产
生定性影响；当其强度足够大时, 系统会进入相分离, 该相分离与传统 t-J模型的相分离有很大区别.

关键词: t-J模型, 密度矩阵重整化群, 密度 -自旋相互作用, 相变
PACS: 71.10.Hf, 71.10.Pm, 67.85.–d DOI: 10.7498/aps.64.187105

1 引 言

t-J模型是强关联电子体系最重要的理论模型
之一, 特别是在描述空穴掺杂铜氧化物高温超导体
方面具有基础意义. 因此, 对该模型的研究一直以
来受到极大的关注. 一般认为, 铜氧化物高温超导
体的超导机制与其二维铜氧面结构密切相关,其蕴
含的物理被认为可由二维 t-J模型所描述 [1,2]. 然
而, 在二维情况下, t-J 模型无法被解析精确求解,
相关数值计算也由于计算量太大或方法原因, 其
结果仍不具备说服力. 相反, 在一维情况下, 该模
型在特殊参数下可被解析求解, 同时得益于各种
数值方法的发展, 该模型所蕴含的物理逐步被揭
示. 1991 年, 日本科学家Ogata等 [3]通过对 16个
格点的一维 t-J模型的精确对角化计算, 表明该系
统服从拉廷格 (Luttinger)液体行为, 包含三个基本
的相: 金属相 (排斥的拉廷格液体相)、超导相 (吸引

的拉廷格液体相)以及相分离. 其中, 他们还发现
在超导相可能存在自旋能隙打开的区域. 但由于
计算格点尺寸限制, 并没有清楚地确定各个相的边
界. 随后的工作 [4,5,6]对自旋能隙打开的相边界做

了进一步研究, 直到 2011 年, Moreno等 [7]通过密

度矩阵重整化群 (density matrix renormalization
group, DMRG) 方法, 对一维 t-J模型进行了大尺
度的计算, 对一维 t-J 模型的相图得到了较系统的
结果, 并明确了自旋能隙打开的相边界. 至此, 对
传统的一维 t-J 模型的理解基本获得共识.

另一方面, 随着冷原子和冷分子实验技术的发
展, 使用冷原子或冷分子体系对凝聚态理论模型哈
密顿量进行模拟研究已成为研究强关联系统性质

的可行手段之一. 最近, 实验上在光晶格中实现了
KRb [8]和LiCs [9,10]等超冷极性分子的制备, 并可
以用来模拟 t-J模型 [11,12]. 模拟模型的优点在于系
统的各种耦合参数, 如动能项 t、反铁磁相互作用J

∗ 国家自然科学基金 (批准号：11325417, 11174115) 资助的课题．
† 通信作者. E-mail: luohg@lzu.edu.cn
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等可以通过激光的强度和所加的微波频率和强度

等手段独立调节, 这样提供了一个对模型的各种性
质开展研究的全方位的手段, 其优越性是固体材料
所无法比拟的. 此外, 由于极性分子间存在长程相
互作用, 该模型也可以用来研究长程相互作用对系
统性质的影响. 有趣的是, 本文作者曾研究了具有
长程相互作用的 t-J 模型的基态相图 [13], 发现长程
偶极相互作用在低密度区域对自旋能隙影响很大,
使得自旋能隙能够在金属相中打开, 形成了一个新
的自旋配对态. 从直观的物理理解, 长程相互作用
会产生阻挫的反铁磁相互作用, 该阻挫效应对金属
相中打开自旋能隙有重要贡献. 另一个阻挫对自旋
能隙产生影响的相关研究是 t-J-J ′模型, 此系统是
有最近邻和次近邻相互作用的一维扩展 t-J模型,
系统中也存在阻挫效应. Nakamura等 [6]通过调节

不同的阻挫强度α ≡ J ′/J , 也发现了在排斥拉廷
格液体区打开自旋能隙的现象.

使用超冷极性分子模拟 t-J模型, 除了引进长
程相互作用外, 还使得一些相互作用项独立可调,
比如, 密度 -密度相互作用V、密度 -自旋相互作用
W等. 密度 -密度相互作用已有很多研究 [14−17], 但
密度 -自旋相互作用研究还很少 [18,19]. 本文主要利
用DMRG方法对具有密度 -自旋相互作用的一维
t-J模型开展研究. 直观地理解, 密度 -自旋相互作
用扮演磁场角色, 但它与磁场又有很大的不同. 由
于有动能 t, 粒子倾向于格点间会跳跃, 而格点间又
有反铁磁相互作用J , 所以, 系统的基态性质由 t, J
和W相互竞争决定. 在下面的研究中, 我们分别在
金属相、超导相和相分离区调节密度 -自旋相互作
用W , 研究电荷与自旋密度分布, 以及相应结构因
子的变化. 通过对结果的分析, 发现系统在大的密
度 -自旋相互作用区域显示出特殊的相分离行为.

2 模型和算法

Gorshkov等 [11,12]首先提出 t-J模型的超冷极
性分子模拟方案, 其所获得的Hamiltonian被称为
扩展的 t-J-V -W模型, 具体形式为

H = −
∑
⟨i,j⟩σ

t
[
c†iσcjσ + H.c.

]
+
∑
i̸=j

1

|Ri −Rj |3

[
Jz
2
Sz
i S

z
j +

J⊥
2
S+
i S

−
j

+
V

2
ninj +WniS

z
j

]
, (1)

其中, ⟨ ⟩表示最近邻格点间跃迁; c†jσ (cjσ) 为
费米子的产生 (湮灭)算符, 表示在格点 j (x-y
平面中的位置为Rj)处产生 (湮灭)一个自旋为
σ 的费米子. 此外, 电荷密度和自旋算符定义
为njσ = c†jσcjσ, nj =

∑
σ njσ, S+

j = c†j↑cj↓,
S−
j = c†j↓cj↑, Sz

j = (nj↑ − nj↓) /2. 与传统 t-J模
型相比, 该实验模拟模型有其新的特点：一方面, 由
于极性分子本身的特性, 模型中引进了长程偶极相
互作用；另一方面, 该模型的各个参数 t, Jz, J⊥, V

和W 具有高度可控性, 其大小和符号均可独立调
节 [11,12]. 文献 [12]简单分析了长程相互作用对一
维 t− J⊥ 链的影响, 文献 [13]系统地研究了长程相
互作用对一维 t-J 模型基态相图的影响. 在本文中,
我们的兴趣集中在哈密顿量 (1)中的密度 -自旋相
互作用项, 希望探究密度 -自旋相互作用对传统 t-J
模型基态性质的影响. 具体地, 我们研究如下的哈
密顿量：

H = − t
∑
⟨i,j⟩σ

(
c†iσcjσ + H.c.

)
+ J

∑
⟨i,j⟩

(
Si · Sj −

1

4
ninj

)
+W

∑
⟨i,j⟩

niS
z
j , (2)

这里 W
∑

⟨i,j⟩ niS
z
j 为密度 -自旋关联项, W = 0时

模型 (2)回到传统的 t-J模型.
一维传统 t-J模型在J → 0时与U/t → ∞的

Hubbard 模型等价；在J = ±2t 时, t-J 模型也可
以由Bethe拟设精确求解 [20,21], 这两种情况下 t-J
模型的基态均表现为拉廷格液体. 其他参数区域
t-J 模型无法解析求解, 需要借助各种各样的数
值方法 [3−7], 如精确对角化、变分波函数、DMRG
方法等. DMRG方法是由White [22,23]于1992年在
Wilson [24]的数值重整化群方法 (numerical renor-
malization group, NRG)的基础上发展出来的, 该
方法求解一维问题非常有效, 对于一维自旋−1的

海森堡模型, 其基态能量的误差可以控制在 10−10

以内 [25]. 因此, 本文主要使用DMRG 方法数值研
究哈密顿量 (2). 我们采用了开放边界条件, 选取跃
迁系数 t = 1 作为能量单位, 计算了不同参数区域
中尺寸L = 80 的系统的基态性质. 计算中, 我们动
态保留了DMRG状态数, 使截断误差小于10−10.
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3 结果和讨论

Moreno等 [7]用DMRG方法计算了一维最近
邻相互作用的 t-J模型, 并得到了精确相图, 如
图 1所示. 为了研究密度 -自旋相互作用对不同
相的影响, 我们选取了金属相 (n = 0.6, J = 0.2,
图 2 )、超导相 (n = 0.7, J = 3, 图 3 ) 和相分离区
域 (n = 0.4, J = 3.6, 图 4 ) 中的三组参数, 计算了
不同的密度 -自旋相互作用强度下, 系统的实空间
粒子数分布以及自旋分布、密度 -密度关联函数、自
旋 -自旋关联函数以及相应的结构因子. 这里, 密度
-密度关联函数的结构因子

N(k) =
∑
j,l

eik(j−l)Njl, (3)

其中Njl = ⟨njnl⟩ − ⟨nj⟩⟨nl⟩. 自旋 -自旋关联函数
的结构因子

S(k) =
∑
j,l

eik(j−l)Sjl, (4)

其中Sjl = ⟨Sz
j S

z
l ⟩.

0 1 2 3 4

J

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

n

PS

SG+SS

M

0.6
0.8 1.00.70.51 0.9

SC

图 1 通过DMRG方法计算得到的一维传统 t-J 模型的
基态相图 相图包含四个相:金属相 (metallic phase, M)、
超导相 (superconducting phase, SC)、自旋能隙打开的超
导相 (singlet-superconducting with spin gap, SG+SS)
以及相分离 (phase separation, PS) (图片引自文献 [7])
Fig. 1. Ground-state phase diagram of the 1D con-
ventional t-J model obtained from DMRG. The phase
diagram consists of four phases: metallic phase (M),
superconducting phase (SC), singlet-superconducting
with spin gap (SG+SS) and phase separation (PS).
For original figure, one can refer to Ref. [7].

传统 t-J模型的物理主要来源于跃迁项 t和海

森堡相互作用项J之间的竞争, 当相互作用J/t 不

足以破坏系统的稳定性时, 系统的基态由拉廷格液
体理论描述. 在拉廷格液体理论框架下, 体系的低

激发态表现为无能隙电荷密度波和自旋密度波. 在
J/t → ∞ 的极限, 海森堡项起支配作用, 系统进入
不稳定的相分离区域.

根据电荷间相互作用由排斥到吸引的转变, 拉
廷格液体区域可进一步细分为金属相和超导相. 随
着J/t 逐渐增大, 体系经历金属 -超导 -相分离的相
变. 在拉廷格液体区域, 基于共形场理论, 系统的
密度 -密度关联函数表现为

⟨n (r)n(0)⟩ = Kρ

(πr)
2 +A1

cos (2kFr)

r1+Kρ
ln−3/2 (r)

+A2cos (4kFr) r
−4Kρ , (5)

自旋 -自旋关联函数有

⟨Sz (r)Sz (0)⟩ = 1

(πr)
2 +B1

cos (2kFr)

r1+Kρ
ln1/2(r),

(6)

式中的A1, A2, B1是与模型有关的常数; 其中费米
波矢kF = nπ/2, n表示粒子填充比例; Kρ为系统

的拉廷格参数, 其数值可由电荷密度结构因子得
到, 有 Kρ =

N(k)

k/π
, k → 0.

当相互作用J/t很小时, Kρ < 1, 系统电荷
间呈有效的排斥相互作用, 系统处于金属相. 如
图 2 (a)中W = 0 对应的曲线所示, 系统的实空间
电荷密度均匀分布. 由于我们选取了开放边界条
件, 这里可以观察到很明显的实空间电荷密度波.
相应地, 系统的电荷密度结构因子在 2kF处呈现反

常结构, 自旋密度结构因子在 2kF处呈现反常. 当
相互作用J/t 逐渐增大至Kρ > 1, 系统电荷间呈
有效的相互吸引作用, 系统进入超导相. 与金属相
的最大区别体现在自旋结构因子的反常消失, 如
图 3 (d) W = 0对应的曲线所示, 表明超导区域系
统无磁有序结构. 在J/t→ ∞ 的极限, 海森堡项起
支配作用, 系统倾向于形成反铁磁海森堡链以降低
能量. 当填充数n < 1时, 系统进入不稳定的相分
离区域, 粒子在实空间分离为富含粒子的岛结构和
粒子数密度极低的区域, 如图 4 (a) W = 0 对应的

曲线所示.
图 2和图 3分别给出了金属相和超导相中电

荷、自旋密度分布以及结构因子受密度 -自旋相
互作用W 的影响. 从电荷密度分布 (如图 2 (a)、
图 3 (a))可以明显看出, 随着W 的增大, 系统的性
质经历了某种跃变. 当W 较小时, 从电荷密度分布
看不出系统性质有定性的改变, 而当W 增大至某
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特定值时, 体系进入了相分离的状态. 对应电荷密
度关联结构因子 (如图 2 (c), 图 3 (c)) 也出现跃变.
当W 较小时, 电荷密度结构因子随W 增大而发生

定量改变, 然而其反常结构出现的位置保持在 2kF

处, 直到W 增大至某特定值时, 其反常结构的位置
才出现偏离. 对于自旋密度分布而言, 由于引入W

项破坏了系统的自旋SU(2) 对称性, 实空间自旋不
再处处为0, 而是呈现出自旋密度波的形式, 其波矢
对应图 2 (d)、图 3 (d)中自旋密度关联结构因子的
峰值位置, 可以看到随着W 的增大, 该位置保持在
2kF处不变，直至系统进入相分离区域.

从图 2和图 3的结构因子图中可以看出, 在密
度 -自旋相互作用增大时, 除了奇异点 2kF 处有明

显的变化之外, 在k取值较小的地方也会有明显的

变化. 如图 2中W = 4.0对应的曲线, 自旋 -自旋关
联函数结构因子在系统开始进入相分离时, 在k较

小时有明显的尖峰出现, 对应位置的密度 -密度关
联函数的结构因子也会增大. 我们认为这一点的
奇异行为显示了系统整体表现出来的周期调制, 而
2kF和4kF 表现出的奇异行为显示的是系统局部的

周期调制行为.
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图 2 金属相 (n = 0.6, J = 0.2)中引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自旋分布
⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 - 密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响, 图 (d) 中的插图是在 k = 2kF

附近的局部放大图

Fig. 2. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in real

space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor S(k) for
the spin-spin correlation in metallic phase (n = 0.6, J = 0.2). The inset in (d) is expanded near k = 2kF.
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图 3 超导相 (n = 0.7, J = 3.0)中引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自旋分布
⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 - 密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响

Fig. 3. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in real

space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor S(k) for
the spin-spin correlation in superconducting phase (n = 0.7, J = 3.0).
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另外需要指出的是, 密度 -自旋相互作用W诱

导的相分离与传统 t-J模型中的相分离有很明显的
不同. 传统 t-J 模型描述的系统进入相分离后, 电
荷自由度被完全禁锢, 实空间分离成电荷密度为 1

和0 的区域 (如图 4 (a)W = 0曲线所示), 自旋密度
处处为 0 (如图 4 (b) W = 0曲线所示). 在电荷密
度为 1的区域, 自旋自由度的表现完全由海森堡模
型描述. 表现在结构因子上, 电荷密度关联结构因

子无反常结构, 自旋密度关联结构因子呈非常明显
的π反铁磁结构. 而W诱导的相分离相中, 实空间
分离为电荷密度为1 和另一非零数值的区域. 在电
荷密度为 1的区域, 体系并不表现为反铁磁海森堡
链的性质, 其自旋关联结构因子在k ̸= π的某一位
置出现反常结构, 表明体系仍存在自旋密度波序.
在电荷密度不等于 1 的区域, 体系表现为电荷密度
波, 其反常结构出现于k ̸= 2kF的位置.
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图 4 相分离区域 (n = 0.4, J = 3.6)引进密度 -自旋相互作用W 对 (a)实空间粒子数密度分布 ⟨ni⟩、(b)实空间自
旋分布 ⟨Sz

i ⟩、(c) 密度 -密度关联结构因子N(k)以及 (d)自旋 -自旋关联结构因子 S(k) 的影响

Fig. 4. Effect of density-spin interaction W on (a) density distributions ⟨ni⟩, (b) spin distributions ⟨Sz
i ⟩ in

real space, (c) structure factor N(k) for the density-density correlation function, and (d) structure factor
S(k) for the spin-spin correlation in phase separation (n = 0.4, J = 3.6).

图 4给出了系统本身处于相分离区域的情况.
从图 4 (a)可以看出, 引入密度 - 自旋相互作用后,
实空间电荷密度为 0的区域随W增大而减小直至

消失. 系统的自旋密度分布也从相邻格点自旋反向
逐渐变为自旋密度波的形式. 相应地, 自旋 -自旋关
联结构因子从k = π处出现尖峰变为反常出现于

k ̸= π, 表现为π反铁磁序至自旋密度波序的转变.
处于金属相和超导相的系统均表现为拉廷格

液体, 拉廷格液体的一个重要特性是自旋 -电荷分
离: 低能的激发不再是同时带电荷 e和自旋 1/2的

准粒子, 而是自旋激发和电荷激发相互独立分开,
有着不同的速度, 称之为自旋 -电荷分离. 引入密
度 -自旋相互作用之后, 我们期待会对系统中自旋
-电荷分离相关的性质产生影响. 从计算结果来看,
在密度 -自旋相互作用强度较小时, 系统的低能激
发并没有受到定性的改变. 当密度 -自旋相互作用
足够大时, 系统在任意参数下均处于相分离区. 然
而, 由密度 -自旋相互作用诱导的相分离与传统 t-J
模型中J诱导的相分离有很大的区别. 进一步的工

作中, 我们希望通过某些序参量对存在密度 -自旋
相互作用的一维 t-J模型的相分离区进行更详细的
研究.

4 结 论

t-J模型是强关联体系中重要的物理模型之一,
且与高温超导机制密切相关, 因而对 t-J 模型的研
究具有重要意义. 随着光晶格囚禁超冷原子分子技
术的发展, 可以用极性分子模拟各项参数可独立调
节的一维扩展 t-J模型,从而可以观测 t-J模型理论
研究中发现的 t-J 模型的性质. 由于实验上模拟的
模型是扩展的 t-J模型, 因此需要研究长程相互作
用以及扩展模型中的其他项对 t-J 模型的影响. 本
文研究了密度 -自旋相互作用项对 t-J模型的影响,
发现W较小时, 系统的性质不会发生变化, W 较

大时会使金属相和超导相发生相变, 从而进入相分
离区. 但是该密度 -自旋相互作用诱导的相分离保
留了W = 0 时所在相区的一些性质, 且与W = 0

187105-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 64, No. 18 (2015) 187105

时的相分离区性质有很大不同. 更深入的研究, 如
W项对其他物理量如拉廷格常数、超导配对关联函

数、自旋能隙的影响以及系统基态相图的变化等,
在后续的研究工作中将会继续进行.
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Abstract
t-J model is one of important theoretical models in the study of high temperature superconductivity. Recent cold

molecule experiments indicate that t-J model can be simulated by ultracold polar molecules. In the simulated t-J
model, besides long-range dipolar interaction, density-spin interaction has also been introduced. In the present paper
we study the effect of density-spin interaction in the one-dimensional extended t-J model by using the density matrix
renormalization group method. We choose three sets of representative parameters, which correspond to three different
phases in the ground state phase diagram of t-J model, to calculate the charge and spin density distribution in real space
and the structure factor of density-density and spin-spin correlation functions. The results indicate that the nature of
the system will not change if the intensity of the density-spin interaction is small, however if the intensity is large enough,
the system enters the phase separation, in which the character is quiet different form that of the phase separation in the
traditional t-J model.
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