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机器学习, 尤其是深度学习, 在很多方面取得了令人瞩目的成就, 是当前科学技术领域最为热

门、发展最快的方向之一. 其与物理的结合是最近几年新兴的交叉前沿领域, 受到了广泛关注. 一方

面, 运用机器学习的方法可以解决一些复杂的、传统方法很难或无法解决的物理问题; 另一方面, 物

理中的一些概念、理论和方法也可以用于研究机器学习. 二者的交叉融通带来了新的机遇与挑战,

将极大地促进两个领域的发展.

本专题邀请了若干活跃在该新兴领域的专家撰稿, 重点介绍机器学习与物理交叉方向的部分国

际前沿课题和最新研究进展. 内容涵盖了量子人工智能中的对抗学习, 量子生成模型, 基于波动与

扩散的机器学习, 自动微分, 绝热量子算法设计, 量子机器学习中的编码与初态制备, 以及基于自旋

体系的量子机器学习实验进展等.

希望本专题能够帮助读者了解机器学习与物理交叉方向的研究内容, 基本思想与方法, 最新进

展情况, 以及面临的挑战与机遇. 同时, 也希望这个专题能够激发读者的兴趣, 吸引更多的研究人员

加入到此交叉领域的研究中.

(客座编辑: 邓东灵  清华大学)

SPECIAL TOPIC—Machine learning and physics
Preface to the special topic: Machine learning and physics

DOI: 10.7498/aps.70.140101

Machine learning, especially deep learning, has achieved remarkable success in a wide range
of  applications.  It  is  one  of  today’ s  most  rapidly  growing  fields  in  science  and  technology.  In
recent  years,  the  interplay  between  machine  learning  and  physics  has  attracted  tremendous
attention,  giving  rise  to  a  new  interdisciplinary  research  frontier.  On  the  one  hand,  we  may
utilize machine learning methods to tackle certain intricate physical  problems that are beyond
the  capability  of  traditional  approaches.  On  the  other  hand,  certain  concepts,  ideas,  and
methods originated in physics can also be exploited to enhance the study of machine learning.
Without a doubt, the fusion of machine learning and physics will bring us new opportunities and
challenges, and significantly advance the studies in both fields.

This special topic contains several review papers written by experts working actively in this
emergent  interdisciplinary  field.  These  papers  review  a  number  of  hot  topics  and  some  latest
progresses,  covering  adversarial  learning  in  quantum artificial  intelligence,  quantum generative
models,  machine  learning  based  on  waves  and  diffusions,  automatic  differentiation,  machine
learning  assisted  quantum  adiabatic  algorithm  design,  state  preparation  in  quantum  machine
learning, experimental progress of quantum machine learning based on spin systems, etc.

We hope this special topic can help readers gain a primary picture of the research content,
basic ideas and methods, the latest developments, and the challenges and opportunities faced in
the intersection of machine learning and physics. Meanwhile, we also hope this special topic can
provide  some  inspiration  to  readers,  and  attract  more  researchers  to  join  this  exciting
interdisciplinary field.

Deng Dong-Ling

Tsinghua University, China
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专题: 机器学习与物理

量子人工智能中的对抗学习*

沈培鑫 1)    蒋文杰 1)    李炜康 1)    鲁智德 1)    邓东灵 1)2)†

1) (清华大学交叉信息研究院, 北京　100084)

2) (上海期智研究院, 上海　200232)

(2021 年 4 月 25日收到; 2021 年 5 月 26日收到修改稿)

量子人工智能是一个探究人工智能与量子物理交叉的领域: 一方面人工智能的方法和技术可以用来解

决量子科学中的问题; 另一方面, 量子计算的发展也可能为人工智能, 尤其是机器学习, 提供新的范式, 极大

促进人工智能的发展. 然而, 量子机器学习和经典学习系统对于对抗样本同样具有脆弱性: 在原始数据样本

上添加精心制作的微小扰动将很可能导致系统做出错误的预测. 本文介绍经典与量子对抗机器学习的基本

概念、原理、以及最新进展. 首先从经典和量子两个方面介绍对抗学习, 通过二维经典伊辛模型和三维手征

拓扑绝缘体的对抗样本揭示出经典机器学习在识别物质相时的脆弱性, 同时利用手写字体的对抗样本直观

展示出量子分类器的脆弱性. 随后从理论层面上分别阐述经典与量子的“没有免费午餐”定理, 并探讨了量子

分类器的普适对抗样本. 最后, 分析并讨论了相应的防御策略. 量子人工智能中对抗学习的研究揭示了量子

智能系统潜在的风险以及可能的防御策略, 将对未来量子技术与人工智能的交叉产生深刻影响.

关键词：量子人工智能, 量子对抗学习, 量子分类器, 拓扑物质相

PACS：03.67.–a, 03.67.Ac, 05.30.Rt, 07.05.Mh 　DOI: 10.7498/aps.70.20210789

 

1   引　言

在过去的十年里, 无论是从图像识别 [1] 到自然

语言处理 [2], 还是从医学诊断 [3] 到自动驾驶 [4], 人

工智能领域都取得了巨大的成功, 引发了现代社会

诸多领域的技术革命 [5,6]. 特别地, 基于人工神经网

络的 AlphaGo[7,8] 与 AlphaFold[9] 分别在围棋和预

测蛋白质结构方面取得了里程碑式的突破. 人工智

能主要有三条发展路线: 符号主义、连接主义与行

为主义 [10]. 基于人工神经网络的机器学习属于连

接主义, 它是实现人工智能的一个重要途径, 近年

来发展非常迅速 [11]. 与此同时, 近期实验上展现的

量子优越性也标志着量子计算领域 [12] 取得了开拓

性的进展 [13,14]. 这两个快速发展的领域的交叉融通

催生了一个新的研究前沿—量子人工智能 [15–17].

一方面, 可以利用人工智能技术来解决量子科学中

的难题, 例如量子多体问题 [18]、量子态层析 [19]、拓

扑量子编译 [20]、无序材料中的结构转变 [21]、量子非

定域性探测 [22] 以及物质相分类 [23–33] 等. 另一方面,

直接运行在量子计算机上的量子算法具有巨大的

潜力, 可以增强、加速甚至革新 [34–41] 某些经典人工

智能算法. 其中具有代表性的算法包括 Harrow-

Hassidim-Lloyd算法 [34]、量子主成分分析 [35]、量子

生成模型 [38–40] 和量子支持向量机 [42] 等. 毫无疑问,

人工智能和量子物理之间的相互融通将极大促进

两个领域的发展. 当前, 量子物理与人工智能的交

叉研究主要集中在与机器学习的交叉方面, 与人工

智能另外两条路线 (即符号主义与行为主义)之间

的交叉研究还相对缺乏.

在经典人工智能领域, 近期有许多工作揭示出

基于深度人工神经网络的分类器在对抗场景中的
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 12075128)、清华大学启动经费 (批准号: 53330300320) 和上海期智研究院资助的课题.

†  通信作者. E-mail: dldeng@mail.tsinghua.edu.cn
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脆弱性 [43–45]: 向原始数据添加精心制作的微量 (甚

至是人眼无法察觉的)噪声, 可能会导致分类器以

非常高的置信度做出错误的预测. Szegedy等 [46,47]

利用一个著名的例子直观地展示了深度学习的脆

弱性: 在初始的熊猫图像添加了肉眼不可察觉的对

抗噪声后, 分类器将其错误地标识为长臂猿, 且置

信度大于 99% (图 1). 这些精心设计用来欺骗分类

器的输入样本被称为对抗样本. 目前, 人们普遍认

为对抗样本在经典机器学习中广泛存在—无论

输入数据类型和神经网络的细节如何, 几乎所有学

习模型都易遭受对抗攻击 [43–45]. 从理论计算机科

学的角度来看, 经典分类器关于对抗微扰的脆弱性

与“没有免费午餐”定理之间存在深刻的联系. 需要

指出的是, 对抗学习中的对抗样本与生成对抗网

络 (generative  adversarial  networks,  GAN)[48] 产

生的样本存在本质区别. 前者目的在于攻击已经训

练好的学习模型, 后者目的在于模拟目标数据集以

生成新的数据样本.
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图  1    量子与经典对抗学习示意图　输入的原始熊猫图

像样本可以编码为经典或量子数据 , 分类器 (包含变分量

子线路或人工神经网络)能够以非常高的准确率识别出熊

猫 ; 但添加少量精心制作的噪声后 , 同一分类器将以非常

高的置信度把轻微修改过的熊猫图像错误分类为长臂猿

Fig. 1. A  schematic  illustration  of  quantum  and  classical

adversarial learning. The image of a panda can be encoded

as classical or quantum data. A classifier, which uses either

variational  quantum  circuits  or  classical  artificial  neural

networks,  can  successfully  identify  the  image  as  a  panda

with the state-of-the-art accuracy. However, adding a small

amount of carefully crafted noise will cause the same classi-

fier to misclassify the slightly modified image into a gibbon

with a notably high confidence.
 

随着嘈杂中型量子 (noisy intermediate-scale

quantum, NISQ)时代的到来, 量子计算有望在近

期的科研应用领域中大放异彩 [49]. 然而, 尽管量子

计算机能够在某些方面展示出超越经典计算机的

性能, 但在对抗学习中也会展现出脆弱性. 事实上,

量子分类器的脆弱性最近开始受到广泛关注 [50–52],

也因此衍生了一个全新研究方向—量子对抗机

器学习. 文献 [53]在理论上表明, 添加一个随着量

子分类器比特数目指数减小的对抗微扰 (adver-

sarial perturbation)就足以影响学习模型的输出.

这表明量子分类器的稳健性 (robustness)与高维

希尔伯特 (Hilbert)空间潜在的量子优势之间存在

竞争关系: 展示量子优势需要高维的希尔伯特空

间, 但量子分类器的稳健性随空间维度的增加而减

弱. 最近文献 [50]在量子机器学习的框架下探究了

不同的对抗场景, 其诸多数值实例表明量子分类器

同样很容易受到精心制作的对抗样本的攻击. 目前

这个新兴的研究方向正在迅速增长, 吸引了越来越

多来自不同领域研究者的关注, 但它仍处于起步阶

段, 许多重要问题仍待探讨.

本文首先介绍近期经典对抗机器学习的研究

进展和技术方法, 探讨其在识别物质相任务中得到

的对抗样本实例. 随后介绍经典机器学习中的“没

有免费午餐”定理及其在量子情况下的推广, 还回

顾了对量子分类器脆弱性的相关研究. 有工作表

明, 研究者可以生成一个通用的对抗样本来迷惑一

组不同量子分类器, 同时也能够利用一个普适的对

抗微扰将不同的初始样本全部变成对抗样本 [54].

基于这些研究结果, 人们可以针对性地开发出实用

的防御策略以对抗相应的攻击. 通过对抗训练, 可

以使得分类器针对特定类型的对抗扰动的稳健性

有显著提高. 最后, 对量子人工智能中的对抗学习

做出总结与展望, 希望能给 NISQ时代的量子机器

学习提供有价值的指导. 

2   经典对抗机器学习

经典对抗机器学习的早期探索可以追溯到垃

圾邮件过滤 (spam filtering)问题, 即垃圾邮件的

发送方与抵制方的博弈. 一般来说, 用户的邮箱地

址为外界得知后, 一些恶意的群体便可能为了商业

利益等向这个邮箱发送广告邮件甚至电脑病毒. 为

了抵御这种侵犯行为, 人们开发了邮件过滤器以区

分正常邮件与恶意邮件并对后者加以拦截. 这些早

期的邮件过滤器可以看作是线性的分类器, 通过对

邮件中的词汇与已采集到的恶意邮件的特征词汇
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相对比来做出分类的判断. 而作为恶意邮件的发送

方, 为了躲过邮件过滤器的检测, 便会采取一系列

的手段, 如修改恶意邮件的特征词汇、增加正常词

汇的比例等. 以上便是对抗机器学习中防御与攻击

的例子. 需要说明的是, 在实际的对抗机器学习的

运行中, 防御与攻击的发展往往是一个迭代的过

程, 即攻击方与防御方都会根据对方技术的演变而

做出相应的调整与改进, 以提高己方成功的概率.

在上述邮件过滤的对抗学习问题中 ,  Dalvi

等 [55] 以及 Lowd和 Meek[56] 在此背景下研究了线

性分类器对于对抗样本的脆弱性. 他们发现, 在不

影响邮件包含的目的信息下只对邮件内容做小幅

度精心设计的修改, 就可以顺利地通过过滤器的筛

选. Barreno等 [57] 在 2006年首先针对对抗机器学

习做出了广泛的讨论, 并给出了不同的攻击分类.

此后对抗机器学习得到了全方位的发展, 研究内容

包括攻击策略与攻击背景、对抗攻击的防御手段、

以及机器学习的安全性评估等 [44,45,58,59]. 以下将对

对抗机器学习做一个宏观的介绍, 以及从不同角度

对对抗机器学习做出分类.

在对抗过程中, 攻击者能够获得的攻击目标

的模型信息 (如训练数据、模型结构等)在不同

的情形下有不同的等级. 根据对目标的信息由完全

了解到完全不了解, 可以将攻击划分为白盒攻击

(white-box  attack)、灰盒攻击 (gray-box  attack)

和黑盒攻击 (black-box attack). 对于攻击者的能

力来说, 我们根据其可以同时操纵训练集和测试集

或只能操纵测试集将其分为毒药攻击 (poisoning

attack)和躲避攻击 (evasion attack). 前文提到的

绕过垃圾邮件过滤器便是躲避攻击的一个例子, 即

通过技术手段修改测试集并让所攻击的模型给出

攻击者所期望的结果. 而通过与用户进行交互对话

来改善表现的语音模型则属于毒药攻击中的一类,

比如某些恶意用户带有歧视性的言论将会使这个

模型有潜在的风险. 此外, 可以将攻击的目标分为

无差别攻击 (untargeted  attack)和针对性攻击

(targeted attack). 顾名思义, 无差别攻击是指攻击

的目的为使分类器分类错误, 而不关注将样本判错

成哪个错误标签. 针对性攻击则希望样本被错判成

某个特定标签.

对于防御者而言, 一个直接的防御方式是根据

攻击方已有的攻击手段来重新设计和训练机器学

习模型, 从而使其具有抵御这一类攻击的能力. 对

于躲避攻击中提到的在某一类数据微扰得到的

对抗样本, 可以将其连同原始的标签加入到训练

集进行训练, 以此来增加模型面对攻击时的抵抗

能力— 这便是所谓的对抗训练 (adversarial

training)[60]. 除此之外, 一个更加理论化的策略是

稳健优化 (robust optimization)[61]. 这个方法的思

想在于把防御的过程看成一个极小化极大问题

(minimax problem), 即通过扰动训练集以最大化

损失函数, 并通过训练模型来最小化损失函数, 以

此让重新训练的模型获得较好的防御能力 (详见

第 5节的讨论).

近年来深度学习得到了长足的发展, 其在人脸

识别、自动驾驶等领域的应用受到了广泛的关

注 [1,4]. 然而, 研究者们发现深度学习同样也存在着

被对抗样本攻击的威胁 [46,48]. 在一个已经训练好的

可以正确识别熊猫的深度学习模型中, 即使添加一

个肉眼难以察觉的扰动, 也很可能会使这个模型给

出的预测结果变为长臂猿 (图 1). 如果这类攻击没

有得到解决而被恶意者利用, 将会使深度学习的实

际应用中存在严重的安全隐患. 例如在自动驾驶汽

车上, 如果前方一个停车告示牌被贴上一层精心设

计的扰动薄膜, 被汽车的识别程序识别为常速行

驶, 便可能引发安全事故 [44]. 因此深度学习中的对

抗攻击和防御策略也受到了广泛的关注. 目前已经

被提出的较为著名的攻击算法有快速梯度符号

法 [62]、基本迭代法 [63]、动量迭代法 [64]、投影梯度下

降法 [62] 等, 这些算法通过精心设计的扰动来使模

型无法给出正确的预测. 为了防御这些攻击, 同样

有很多的策略被提出. 除了上文提到的稳健优化方

法, 在深度学习中, 随机化和去噪往往也有着不错

的效果. 这是由于深度学习有着较强的表达能力

以及对随机噪声、去噪操作有着较好的稳健性, 而

这些操作能够有效地消除对抗样本的扰动. 在对抗

攻击与防御策略两者的快速发展和博弈中, 这些成

果必将为机器学习的安全性和稳定性提供有益的

指导. 

3   机器学习物质相中的对抗样本

在凝聚态物理中, 识别不同的物质相并分辨出

他们之间的相变点是一个重要且有趣的问题. 近年

来, 机器学习在处理这类问题上取得了一系列令人

瞩目的进展 [24–33,65–70], 其中包括监督学习和无监督
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学习等方法. 与此同时, 一个亟待回答的问题是,

这些通过机器学习方法所获得的结论是否可靠?

它们能否抵御得住来自对抗样本的攻击? 针对这

个问题, 文献 [71]进行了一系列的探索, 其研究的

内容包含经典二维伊辛 (Ising)模型和三维手征拓

扑绝缘体不同物质相的分类.

经典二维伊辛模型的哈密顿量可以表示为 

HIsing = −J
∑
⟨ij⟩

σz
i σ

z
j , (1)

σz
i = ±1

J = 1

其中在 i 点的 z 方向自旋   , 最近邻自旋的

耦合强度设为单位能量 (  ). 为了测试机器学

习关于对抗样本的脆弱性, 采用一个全连接的前馈

神经网络来训练由蒙特卡罗模拟生成的经典自旋

构型数据, 其在测试集的准确率能够达到 97%. 在

对抗攻击的阶段, 随机选取了一个铁磁相样本, 运

用对抗攻击的算法对其迭代地增加扰动, 最终该模

型以 88%的高置信度将这个受到扰动的样本错误

地分类为顺磁相. 图 2展示了一个更为极端的例

子: 尽管修改前的未扰动数据 (图 2(a))与对抗样

本 (图 2(b))只相差了一个自旋, 分类模型却给出

了截然不同的预测结果.

对于拓扑相数据, 考虑一个三维手征拓扑绝

缘体 [72,73]: 

HTI =
∑
k∈BZ

Ψ †
kHkΨk, (2)

Ψ †
k=
(
c†k,1, c

†
k,0, c

†
k,−1

)
c†k,µ k=(kx,

ky, kz) µ = −1, 0, 1

Hk = λ4 sin kx + λ5 sin ky+

λ6 sin kz−λ7(cos kx+cos ky+cos kz+h) λ4,5,6,7

0 < |h| < 1、

1 < |h| < 3、 |h| > 3

其中  ,   表示在动量 

 处在  态上的的费米产生算符, 求

和遍历整个布里渊区 (Brillouin zone, BZ). 单体

动量空间的哈密顿量  

 , 其中 

代表四个无迹的 Gell-Mann 矩阵，  

 分别对应着三种不同的拓扑物
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图 2    机器学习物质相中的对抗样本　(a)一个原始的经典二维伊辛模型铁磁相的自旋构型; (b)被分类器错误识别成顺磁相的

对抗样本, 其相对于 (a)只改变了一个自旋; (c)一个原始的三维手征拓扑绝缘体的拓扑相样本; (d)被分类器错误识别成其他相

的对抗样本, 其相对于 (c)只有肉眼难以识别的细微差别

Fig. 2. Adversarial examples in machine learning phases of matter: (a) A legitimate sample of the spin configuration in the ferro-

magnetic  phase  of  the  two-dimensional  (2D)  classical  Ising  model;  (b)  an  adversarial  example  misclassified  as  the  paramagnetic

phase, which only differs from the original legitimate one shown in (a) by a single pixel; (c) a legitimate sample of the topological

phase of three-dimensional (3D) chiral topological insulators; (d) an adversarial example misclassified as the other phase, which only

differs from the original legitimate one shown in (c) by a tiny amount of noises that are imperceptible to human eyes. 
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质相 [72]. 首先使用一个三维卷积神经网络来进

行初步的训练和分类, 随后采用动量迭代法生成

对抗微扰. 与二维伊辛模型类似, 对抗样本在这

个卷积神经网络模型以极高的概率被误分类成其

他相. 为了在视觉上更加直观, 对处于拓扑相的

图 2(c)运用快速梯度符号法生成其相应的对抗样

本 (图 2(d)). 尽管二者通过肉眼观察难以分辨, 但神

经网络却会把添加扰动的对抗样本识别成其他相.

通过这些数值实验, 可以观察到在识别物质相

及其相变的问题上, 机器学习在对抗攻击面前有其

脆弱性, 为此需要制定相应的防御策略. 特别地,

本文以三维卷积神经网络训练拓扑相数据的例

子来演示对抗训练方法. 在通过快速梯度符号法和

投影梯度下降法等方式获得对抗样本后, 将其与原

始数据一起作为训练集重新训练神经网络, 所获得

的新模型在对抗样本上也具有很高的识别准确率.

需要指出的是, 上述的防御手段具有一定的局限

性: 对抗训练后的新模型一般只能抵御特定的攻击

方法 (训练用的对抗样本由此攻击方法产生), 当面

对黑盒攻击或其他类型的对抗攻击时, 需要根据具

体的情形再次重新训练网络. 以上工作揭示了机器

学习应用于物质相识别时潜在的脆弱性, 同时对机

器学习在其他物理学问题上的应用也提供了有益

参考. 

4   量子对抗机器学习
 

4.1    “没有免费午餐”定理

基于人工智能的技术早已应用在各个领域, 从

日常生活到科学探究, 从休闲娱乐到工业生产, 逐

渐深入人类社会的各个方面 [10]. 然而在诸如金融、

国防、医疗等对安全性有着严格要求的领域, 对抗

机器学习的发展使得人们难以忽略其背后潜藏的

风险 [74]. 正如前文提到, 在经典人工智能领域中有

很多攻击算法可以用于构造对抗样本, 这使得精心

训练的人工智能模型面临重大的安全挑战 [75]. 从

理论上阐明对抗学习和对抗样本是一件充满挑战

但却意义重大的事情. 对这一问题的研究不仅可以

帮助我们明确经典人工智能算法面临的安全性问

题, 更可以指引我们理解量子人工智能算法的相关

性质 [15–17]. 我们已经见证了中等规模量子信息处

理技术的突破: 谷歌公司 53个超导量子比特的“悬

铃木”量子处理器被成功应用于随机线路取样 [13];

我国 76个光子的量子计算原型机“九章”在 200 s

内成功获得 5000万个样本的高斯玻色取样 [14], 均

标志着量子技术取得突破性进展. 将量子计算技术

应用于人工智能领域是一个前沿交叉领域, 近年来

正蓬勃发展 [17]. 从理论上剖析量子人工智能的原

理不仅可以帮助研究人员挖掘其潜力, 更能明确其

限制所在, 这是当下此领域最为核心的研究内容之

一. 量子对抗学习就是将对抗学习的思想和技术应

用在量子人工智能领域, 这可以帮助研究人员更好

地理解其内在的性质及可能存在的限制.

X Y
hS

Rf (hS)

很多人工智能算法的实质是通过有限的数据

拟合未知的函数, 以期对没有学习过的数据也能做

出精准的预测 [76]. 在实际应用中, 人工智能算法可

以用于处理多种多样的问题, 比如在机器翻译问题

中利用机器学习寻找两种语言之间的映射, 从而使

得计算机可以自动地将一种语言翻译成为另一种

语言 [77]. 未知的函数可能是非常复杂的, 比如上面

提到的机器翻译问题中, 语言所包含的信息量非常

庞大, 语言之间的映射是非常复杂且一般难以直接

计算的 [78], 因此需要使用复杂的学习模型从大量

数据中寻找可能的规律. Wolpert与 Macready[79]

早在 1997年就提出, 在没有对未知函数做出限制

的情况下, 所有的学习算法都是无法区分优劣的,

这是“没有免费午餐”定理的体现. 因此, 对于待解

决问题的先验知识决定了对学习算法的选择. 另一

方面, 在训练学习模型的时候, 还需要大量的数据

以提高学习模型预测新数据的准确率. 一般情况

下, 更大的数据规模意味着更准确的模型, 而数据

规模的限制往往会使得学习模型预测准确率降低.

事实上, 数据规模与模型准确率的关系也可以通过

“没有免费午餐”定理来定量刻画 [80]. 假设未知函

数 f 是从有限集合  到有限集合  的映射, S 是包

含 N 个数据的训练集,   是学习算法基于已知的

数据集 S 学习得到的模型,    为模型预测错

误的概率, 则有如下关系: 

Ef [ES [Rf (hS)]] ⩾
(
1− 1

|Y|

)(
1− N

|X |

)
, (3)

|X | |Y|其中  ,   分别代表集合元素的个数. (3)式的直

观理解为: 训练数据集包含有关未知函数的知识,

学习算法的核心是从中发现并学习其中的知识, 从

而应用到新的数据预测. 因此, 如果训练数据过于

稀疏, 其中包含的信息非常稀少, 学习算法一般是

无法学习到足够的知识的. 需要指出的是, 上述结

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 14 (2021)    140302

140302-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


论是针对最一般情况的平均结果. 具体到某些特殊

的问题, 基于先验知识仍可能通过较少的数据量做

出较为准确的预测.

RU (VS)

量子机器学习使用量子数据作为学习算法的

输入与输出. 量子数据一般表示为量子比特的物理

状态, 因此全部的量子数据构成一个维度指数增长

的希尔伯特空间. 量子学习算法的目标是从已知的

数据集中学习从输入空间到输出空间的未知幺正

映射. 经典人工智能的学习效果用学习模型预测错

误的概率来表示, 在量子机器学习中, 可以使用学

习得到的幺正映射与未知的目标映射之间的距离

 来表征学习效果. 与经典“没有免费午餐”

定理相对应的量子“没有免费午餐”定理有如下表

述 [81]: 

EU [ES [RU (VS)]] ⩾ 1− 1

d (d+ 1)

(
N2 + d+ 1

)
, (4)

VS

其中 U 是未知的目标映射, S 是包含 N 个量子数

据的训练集,   是基于数据集 S 得到的学习结果,

d 是输入空间的维度. 与经典结论相比, 可以看到

有限数据集的大小被希尔伯特空间的维度所替代.

在训练集规模与空间指数维度相当的时候, 一般可

以获得比较好的学习效果. 同样需要指出的是, 这

个结论是针对全部可能幺正映射而言, 对于某些特

殊的幺正映射, 通过较少的数据量做出较为准确的

预测是可能实现的.

“没有免费午餐”定理给出了训练集规模与学

习效果之间的关系. 在应用学习算法处理实际问题

的时候, 由于问题本身的复杂性, 往往只能获得一

部分的数据. 另一方面, 即使获得了大量的数据,

由于现行计算能力的限制, 学习模型的参数规模

往往受到一定限制. 因此在大部分情况下, 只能获

得对于目标问题的近似解, 这就意味着预测一般

难以做到完全准确, 这是对抗攻击能够成功的重要

原因. 

4.2    量子分类器的脆弱性

分类任务是一类常见的人工智能任务 [10], 日

常生活的人脸识别 [82]、自动驾驶 [4] 中的信号检测、

物理研究中的物质相识别 [24–33,65–70] 等问题, 其内

核都是分类任务. 在量子人工智能领域, 分类任务

同样广泛存在 [17]. 不幸的是, 无论是经典分类器还

是量子分类器, 在面对精心设计的对抗样本时, 其

预测准确率都会显著下降 [50,60]. 即使对抗样本与原

来的样本相差无几, 甚至仅仅改变图片的一个像素

值, 都会使得分类器分类错误—这就是分类器的

脆弱性.

在前文中已经看到, 在使用学习模型识别物质

相的任务中 [71], 可以使用多种攻击算法, 让原本分

类正确的样本在经过微小的扰动之后被错误识别.

并且随着扰动强度的增加, 能够被正确识别的样本

数会迅速下降. 实际上, 这一现象是广泛存在的,

这是“没有免费午餐”定理与高维数据独特的统计

性质相结合的结果. 学习任务的全部数据的集合构

成一个概率空间, 任意数据出现概率即是其在这个

空间中的体积. 因此, 全部数据组成的集合是以概

率为测度的测度空间. 同时还需要衡量数据受扰动

的强度, 因此我们引入距离函数来衡量扰动前后数

据之间的差别. 装备了距离函数的高维测度空间有

一个非常重要的现象叫做测度集中 [83]. 物理上有

许多这样的例子, 比如对于平衡状态下的自由粒子

集合. 经典统计力学告诉我们, 这些系统的状态总

可以使用一些简单的宏观量来描述, 这些宏观量就

是系统微观状态的平均. 进一步的计算可以证明,

随着系统粒子数的增加, 平衡状态下系统偏离这些

统计平均值的概率迅速下降, 即是在相空间中, 系

统微观状态的概率展现了集中的性质 [84].

accϵ ϵ

在经典人工智能领域, “没有免费午餐”定理告

诉我们, 在实际情况下难以得到预测完全正确的学

习结果. 因此在数据组成的测度空间中, 总是能够

找到被分类错误的数据集合 B. 假设数据集所在的

空间具备概率集中性质, 大部分数据点存在于错误

分类的集合 B 附近, 从而微小的扰动就可以使得

原本分类正确的样本得到错误的分类结果. 使用

k 代表分类的类别, h 代表学习算法给出的映射,

 代表在强度   的扰动下分类器的准确率, 那么

可以得到如下关系 [85]: 

accϵ (h|k) ⩽ min
(
acc (h|k) , e

− 1
2σ2

k
(ϵ−ϵ0)

2
)
, (5)

σk ϵ0其中   是与数据空间几何性质相关的常数,    是

与分类器准确率相关的常数. 可以看到, 在存在扰

动的情况下, 分类器的准确率随扰动强度的增加

而指数下降. 这一结论在使用卷积神经网络识别

MNIST数据集的实验中得到了验证 [85].

SU (d)在量子人工智能领域 , 可以通过在   中

选择幺正变换作用在固定初始态以制备量子数据,
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SU (d)

因此可以将对量子态的分类转换为对幺正变换的

分类, 其中 d 是对应希尔伯特空间的维度. 装备了

Haar测度和 Hilbert-Schmidt距离的   是一

个具有测度集中性质的空间 , 因此有类似的关

系 [53]: 

accϵ ⩽
2

acc
e−

d
4 ϵ2 , (6)

ϵ

acc accϵ ϵ

其中   为对数据扰动的强度, d 为希尔伯特空间维

度,   为分类器的准确率,   为允许强度为  的

扰动下分类器的准确率. 可以发现, 量子分类器的

准确率同样随扰动强度的增加而指数下降.

分类器的脆弱性是一个内禀的性质, 不依赖于

学习模型或算法的具体细节. “没有免费午餐”定理

表明, 在很多情况下会得到问题的近似解, 总是存

在一部分数据被分类错误, 这是其脆弱性的根本原

因. 人工智能算法一般用于处理复杂的高维数据,

而高维数据所表现出的测度集中的性质是分类器

准确率急剧下降的重要原因. 大部分数据分布在错

误分类的数据附近, 一些微小的扰动就可以使其分

类错误. 这两个原因使得分类器的脆弱性成为一个

难以避免的问题. 

4.3    量子分类器的对抗样本

接下来介绍如何在不同模式下生成攻击量子

分类器的对抗样本. 根据攻击者对量子分类器和学

习算法的掌握情况, 分为白盒攻击和黑盒攻击两个

模式. 白盒攻击模式假设攻击者掌握量子分类器和

学习算法的全部信息. 在白盒攻击模式下, 探讨针

对性攻击和无差别攻击两种情况. 在黑盒攻击模式

下, 攻击者掌握极少 (甚至没有)关于量子分类器

和训练算法的信息. 

4.3.1    白盒攻击模式: 无差别攻击

无差别攻击以分类器识错样本为目的, 在多分

类问题中, 攻击者并不在意将样本判错成哪个错误

标签. 在经典对抗学习领域有一个著名的例子: 攻

击者戴上一个精心设计的眼镜便可以迷惑面部识

别系统从而假装成其他人 [86]. 考虑到在白盒攻击

模式下, 攻击者掌握量子分类器的结构和学习算

法, 他们可以先用某个数据集先训练量子分类器,

使得该量子分类器达到很高的准确率, 然后固定分

类器里已训练好的量子门参数, 将施加在样本数据

上的微扰视为优化参数, 希望求得最优的扰动函

数, 使得量子分类器最大概率识错该数据集上的对

抗样本, 即最大化如下损失函数:
 

Uδ ≡ argmax
Uδ∈∆

L (h (Uδ|ψ⟩in;Θ
∗) , a) , (7)

Θ⋆ |ψ⟩in
Uδ |ψ⟩in ∆

其中   是量子分类器中已训练好的参数,    是

输入数据样本,   是施加在  上的、限制在  以

内的对抗微扰 , a 是样本对应的正确标签 , h 是

分类器基于已知的数据集学习得到的模型, L 是常

用的交叉熵损失函数. 图 3(a)展示了在手写字体

MNIST数据集上的无差别攻击结果. 可以发现,

在所有原始样本上添加很小的、肉眼几乎不可分辨

的微扰, 就能以很大概率获得被分类器识别错的对

抗样本. 并且当对抗样本数据和原始数据之间相似

度降低到 73%时, 所有的对抗样本都会被识别错,

这说明了量子分类器的脆弱性 [50].
 

 
 

初
始

样
本

预测值9 预测值9 预测值7 预测值7

对
抗

样
本

原标签9 原标签1 原标签3 原标签7

初
始

样
本

预测值1 预测值3 预测值7 预测值9

对
抗

样
本

(a)

(b)

图 3    量子分类器在识别MNIST中手写字体图片时的对

抗样本　(a)经过无差别攻击 , 量子分类器以极高置信度

将数字 7, 9分别识别成 9, 7, 即使对抗样本和初始样本的

差别非常微小; (b)通过针对性攻击, 量子分类器将把对抗

样本预测为给定错误标签, 尽管对抗样本和初始样本相差

无几

Fig. 3. Adversarial examples in quantum learning of MNIST

hand-written  images:  (a)  After  untargeted  attacks,  the

quantum classifier will misclassify the images of digit 7 (9)

as  digit  9  (7)  with  notably  high  confidence,  although  the

differences  between  the  adversarial  and  legitimate  images

are  tiny;  (b)  after  targeted  attack,  the  quantum  classifier

will  misclassify  the  adversarial  examples  into  the  category

with the targeted label, even though the adversarial and le-

gitimate images only differ slightly from each other.
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4.3.2    白盒攻击模式: 针对性攻击

针对性攻击目的是让分类器将带有某种标签

的样本数据错判成攻击者期望的标签. 比如攻击者

可以试图迷惑带有面部识别系统的电子产品并将

他识别成该产品的实际拥有者, 从而取得该电子产

品的控制权 [86]. 由于要针对性地让对抗样本被预

测为某一个特定标签, 考虑最小化如下损失函数: 

U
(t)
δ ≡ argmin

U
(t)
δ ∈∆

L
(
h
(
U

(t)
δ |ψ⟩in; Θ

∗
)
, a(t)

)
, (8)

a(t)

U
(t)
δ |ψ⟩in

其中   是攻击者期望的标签 (与初始正确的标

签 a 不同),    是施加在   上的对抗微扰 . 在

图 3(b)中, 从 MNIST数据集中随机选取数字 1,

3, 7, 9的原始样本各一个, 采用基本迭代法 [63] 最

小化 (8)式以得到相应的对抗样本. 尽管原始样本

和相应的对抗样本之间的区别肉眼几乎无法察觉,

但是添加微扰之后, 数字 9, 1, 3, 7将会被量子分

类器分别识别成 1, 3, 7, 9. 这表明在针对性模式

下, 量子分类器也是易受攻击的 [50]. 

4.3.3    黑盒攻击模式

在黑盒攻击模式下, 攻击者掌握极少 (甚至没

有)关于量子分类器和训练算法的信息, 这种情况

在实际情况中更为普遍, 所以攻击者难以直接根据

分类器结构特征来生成对抗样本. 但是由于对抗样

本的可传递性 (能够欺骗某一个机器学习模型的对

抗样本, 也会有一定的概率可以成功欺骗其他模

型), 攻击者仍然能够在不掌握量子分类器的具体

信息, 甚至没有量子资源的情况下, 产生能够欺骗

量子分类器的对抗样本 [46,47,87].

文献 [50]探究了对抗样本在经典机器学习模

型之间, 以及经典机器学习模型和量子机器学习模

型之间的可传递性. 作者先用MNIST数据集训练

好两个经典分类器 (卷积神经网络和前馈神经网

络), 再在白盒无差别攻击模式下, 采用不同的迭代

方法分别生成它们的对抗样本, 最后检验训练好的

量子分类器识别这些对抗样本的准确率. 结果表

明, 尽管量子分类器和经典分类器的结构差异巨

大, 但是基于经典机器学习模型所生成的对抗样本

也可以用来有效攻击量子机器学习系统. 

4.3.4    对抗微扰并不是随机噪声

以上揭示了量子机器学习系统在面对对抗微

扰时普遍存在的脆弱性. 值得强调的是, 对抗微扰

并不是随机噪声, 而是精心设计的扰动. 文献 [50]

分别将随机噪声和对抗微扰施加在原始数据上, 对

比它们对分类器识别准确率的影响. 结果表明, 当

施加非关联退相干噪声的时候, 识别准确率将随着

相似度 (原始样本和对抗样本之间的保真度)的降

低而线性减小 [50]. 这种准确率和稳健性之间的折

衷关系在考虑完全未知的噪声时也有所体现 [51].

但是在施加对抗微扰的情况下, 当相似度偏离 100%

时, 识别准确率将显著减少, 甚至当准确率为 0的

时候, 相似度还可以维持在较高的水平 [50]. 这表明

了对抗微扰并不是随机噪声, 同时也体现了量子分

类器针对随机噪声具有很好的稳健性. 

4.4    对抗样本的普适性

ϵ

ϵ ∼ O (lnk/2n)

上述讨论了对于某一个特定分类器, 在不同攻

击模式下生成对抗样本的过程. 目前已经知道, 添

加一个随着量子分类器比特数目 n 指数减小的对

抗微扰就足以得到对抗样本, 即对抗微扰强度  的

下限随着量子线路规模的增大而指数降低 [53]. 文

献 [54]在此基础上将以上结论推广到 k 个分类器:

 的对抗微扰就足以生成一个以较大

概率同时欺骗 k 个分类器的对抗样本. 这个结论根

本源于高维希尔伯特空间中的测度集中现象 [88],

与量子分类器的具体结构、训练算法以及数据集

无关.

1− δ (0 < δ < 1)

此外, 文献 [54]还证明了对于一个给定的量子

分类器, 将一个普适的对抗微扰施加在 m 个不同

的初始样本上 , 则量子分类器的判错率至少以

 的概率限制在内禀错误率附近 [89]: 

|RE − µ (E) | ⩽
√

1

2m
ln
(
2

δ

)
, (9)

RE µ (E)

E

其中,    是量子分类器的判错率,    是给定量

子分类器在 Haar测度下无对抗攻击时的内禀错误

率,   是误分类的数据集. (9)式说明当 m 越大时,

量子分类器的判错率越接近于内禀错误率 . 当

m 非常大时, 可以用内禀错误率来估算量子分类器

的判错率.

进一步地, 文献 [54]证明内禀错误率的期望值

满足如下不等式 [80,81,90]: 

EU [ES [µ (E)]] ⩾ 1− d′

d (d+ 1)

(
N2 + d+ 1

)
, (10)

其中 U 是未知的真实目标映射, S 是规模为 N 的
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d′训练集, d 是输入空间的维度,    是输出标签的数

目. 从 (10)式可以看出, 内禀错误率的期望值随着

输出标签数或训练集数目的增加而减小, 随着样本

空间的维度增大而增大. 当 d 趋于无穷时, 内禀错

误率会逼近 100%, 且与量子分类器的结构和训练

算法无关.

综上所述, 尽管在所有可能的数据样本中添加

单一的对抗微扰平均而言并不会使对抗风险增大.

但是对仅包含 m 个初始样本的有限集合而言, 单

一的对抗微扰仍然可能会增加量子分类器的判错

率. 文献 [54]通过详实的数值实验证实这种普适对

抗微扰的存在: 将其添加到一组不同的初始样本

中, 便能以极大概率生成一组对抗样本同时欺骗某

个特定的分类器. 

5   防　御

通过以上的讨论可以清楚地得到, 经典和量子

的分类器都很容易受到对抗微扰的影响—对抗

样本普遍存在. 这可能引发人们对量子学习系统可

靠性的关切, 尤其在那些安全性至关重要的领域,

例如自动驾驶 [4] 和医疗诊断 [74] 等. 因此, 研究可能

的防御策略以提高量子分类器的稳健性具有重要

的理论与实际意义 [91].

实际上, 完全消除对抗攻击带来的风险是非常

困难的. 首先, 很难为对抗学习过程创建一个精确

的理论模型. 这是一个高度非线性且复杂的非凸优

化过程, 目前缺乏适当的理论工具来分析它 [61]. 因

此, 要从理论上分析并阐明一个特定的防御策略

能否防御对抗攻击是极其困难的. 此外, 要达到防

御对抗攻击的目的, 我们希望分类器能够对每种

可能的输入产生正确的输出, 其数量通常随着问

题的变大而指数增长. 原则上这要求学习模型的复

杂度指数增长. 在大多数情况下, 机器学习模型只

能在所有可能输入的一小部分样本中具有良好表

现 [10,11,76].

尽管如此, 近年来在经典对抗机器学习领域,

人们提出了多种防御策略来减小对抗样本带来的

影响, 其中包括对抗训练 [60]、梯度隐藏 [92]、量子噪

声添加 [91]、防御性蒸馏 [93] 和防御-生成对抗网络

(defense-generative adversarial  network,  defense-

GAN)[94] 等. 每种策略都有其自身的优点和缺点,

然而并没有一个策略能够应对所有类型的对抗攻

击. 本节探讨如何提高量子分类器关于对抗攻击的

稳健性. 数值实验表明, 前文提到的对抗训练方法

可以显著提高量子分类器在防御特定对抗攻击时

的表现.

对抗训练的基本思想是通过将对抗样本注入

训练集中来增强模型的稳健性. 这是一种非常简单

且直接的方法: 给定多种攻击策略生成的对抗样

本, 可以把这些对抗样本与初始样本结合成新的训

练集, 并重新训练分类器. 特别地, 如果采用稳健

优化 [61] 方法来训练量子分类器, 那么可以将任务

归结于一个典型的极小化极大的优化问题: 

min
Θ

1

N

N∑
i=1

max
Uδ∈∆

L
(
h
(
Uδ|ψ⟩(i)in ; Θ

)
, y(i)

)
, (11)

|ψ⟩(i)in y (i)其中  是受到攻击的第 i 个样本,   表示其原

始对应标签. 重新训练量子分类器可以降低对抗攻

击的风险, 该风险由输入样本最坏情况的平均损失

函数来描述. 这种极小化极大问题在稳健优化领域

已经得到广泛的研究, 存在诸多解决此类问题的方

法. 其中一个卓有成效的方法是把上述表达式拆分

为两部分: 外部最小化和内部最大化. 内部最大化

与生成对抗样本的过程完全相同, 已经在上述章节

进行了讨论. 外部最小化则归结为最小化对抗样本

的损失函数, 可以运用前文提到的迭代算法实现.

值得一提的是, 虽然经过对抗训练的量子分类

器针对某类对抗扰动的稳健性确实会得到显著提

升, 但是一般只能对由相同攻击方法生成的对抗样

本表现良好. 当攻击者采用其他攻击策略时, 分类

器的防御性能可能急剧下降. 此外由于黑盒攻击的

梯度掩蔽 (gradient masking), 对抗训练倾向于使

量子分类器在防御白盒攻击上相比于黑盒攻击更

加稳健 [87,92]. 实际上, 尽管一种防御策略可以抵抗

针对量子分类器的一种攻击方式, 但是其将不可避

免地会给知道并了解其防御机制的攻击者开放另

一种漏洞.

在经典对抗学习领域, 另一种新的防御机制最

近受到了广泛关注, 它可以有效地应对白盒和黑盒

攻击. 这便是上文提到的 defense-GAN[94]. 该机制

不直接把输入样本导入分类器, 而是首先把样本导

入 GAN的生成器中重新生成输入数据, 然后再将

其输入分类器. 该防御策略的核心在于利用 GAN

强大的表达能力减弱甚至过滤掉对抗微扰带来的

影响. 最近 GAN的量子版本 (QGAN)已经在理
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论上被提出 [39,95], 同时 QGAN的实验原型机也在

超导量子电路上得以实现 [40,96]. 研发一个 defense-

QGAN来增强量子分类器关于对抗微扰的稳健性

也是至关重要的, 这将是未来一个有趣且充满前景

的研究方向. 

6   总结与展望

本文系统地回顾了经典和量子机器学习在不

同情况下关于对抗样本的脆弱性. 由于测度集中现

象 [88], 对抗样本存在的普遍性是高维空间中量子

机器学习应用的基本特征. 无论是经典还是量子的

分类器, 在原始数据中添加精心设计的细微扰动都

可能导致分类器以非常高的置信度做出错误的预

测. 本文总结了针对多种不同的任务和分类器生成

对抗样本的通用方法, 并回顾了在不同对抗环境中

的具体示例. 通过对抗训练, 研究人员发现分类器

对于特定类型的对抗扰动的脆弱性可以得到显著

抑制.

值得强调的是, 本文所讨论的量子对抗学习与

前面提到的QGAN存在本质区别[39,40,43,95,97]. QGAN

包含两个主要部分: 生成器和判别器. 它们通过对

抗博弈的方式进行交替训练: 在每个学习回合中,

判别器都会优化其策略, 以识别生成器产生的虚假

数据, 而生成器会进一步更新其伪造数据的机制来

欺骗判别器. 最终, 这种动态博弈的训练过程将达

到纳什 (Nash)均衡. 理想情况下, 生成器在达到纳

什均衡后生成的数据将与原始训练集中的真实数

据满足相同的统计规律, 而辨别器将不能以大于一

半的概率分辨出伪造的数据. 因此, QGAN的主要

目标是生成匹配原始训练数据的统计信息的新数

据 (无论是经典的或量子的). 与之不同的是, 本文

介绍的对抗学习主要侧重如何生成对抗样本以及

如何防御对抗攻击.

本文仅揭示了对抗学习的冰山一角, 该领域还

有许多重要问题值得进一步研究. 本文的总结主要

集中在基于人工神经网络和变分量子线路的监督

学习上, 但是无监督学习和强化学习也可能遭受脆

弱性问题的困扰 [59]. 因此, 将对抗学习推广到其他

机器学习类型或许是可行的. 另外, 我们猜想深度

学习中对抗微扰的普遍存在性与量子多体物理

中的正交灾难现象 (即添加任意弱的局部扰动后,

量子系统的基态在热力学极限下与原始基态正

交)[98,99] 之间可能存在深远的联系. 最后, 设计并进

行一个实验来展示对抗样本的普遍性和普适微扰

的存在性也亟待研究. 这将是未来量子技术在人工

智能中实际应用的重要一步, 尤其是在安全性至关

重要的领域, 例如无人驾驶汽车、恶意软件检测、

生物识别和医疗诊断 [74] 等.

感谢清华大学交叉信息研究院龚维元、蒋飔和马克斯-

普朗克研究所陆思锐的有益讨论.
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Abstract

Quantum artificial intelligence exploits the interplay between artificial intelligence and quantum physics: on

the  one  hand,  a  plethora  of  tools  and  ideas  from  artificial  intelligence  can  be  adopted  to  tackle  intricate

quantum  problems;  on  the  other  hand,  quantum  computing  could  also  bring  unprecedented  opportunities  to

enhance, speed up, or innovate artificial intelligence. Yet, quantum learning systems, similar to classical ones,

may  also  suffer  adversarial  attacks:  adding  a  tiny  carefully-crafted  perturbation  to  the  legitimate  input  data

would  cause  the  systems  to  make  incorrect  predictions  at  a  notably  high  confidence  level.  In  this  paper,  we

introduce  the  basic  concepts  and  ideas  of  classical  and  quantum adversarial  learning,  as  well  as  some  recent

advances  along  this  line.  First,  we  introduce  the  basics  of  both  classical  and  quantum  adversarial  learning.

Through  concrete  examples,  involving  classifications  of  phases  of  two-dimensional  Ising  model  and  three-

dimensional  chiral  topological  insulators,  we  reveal  the  vulnerability  of  classical  machine  learning  phases  of

matter.  In  addition,  we  demonstrate  the  vulnerability  of  quantum  classifiers  with  the  example  of  classifying

hand-written  digit  images.  We theoretically  elucidate  the  celebrated  no  free  lunch  theorem from the  classical

and quantum perspectives, and discuss the universality properties of adversarial attacks in quantum classifiers.

Finally,  we  discuss  the  possible  defense  strategies.  The  study  of  adversarial  learning  in  quantum  artificial

intelligence  uncovers  notable  potential  risks  for  quantum intelligence  systems,  which  would  have  far-reaching

consequences for the future interactions between the two areas.

Keywords: quantum  artificial  intelligence,  quantum  adversarial  learning,  quantum  classifiers,  topological
phases of mater
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专题: 机器学习与物理

量子生成模型*
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(2021 年 5 月 17日收到; 2021 年 6 月 30日收到修改稿)

近年来, 很多基于生成模型的机器学习算法, 如生成对抗网络、玻尔兹曼机、自编码器等, 在数据生成、

概率模拟等方面有广泛的应用. 另一方面, 融合量子计算和经典机器学习的量子机器学习算法也不断被提出.

特别地, 量子生成模型作为量子机器学习的分支, 目前已有很多进展. 量子生成算法是一类量子-经典混合算

法, 算法中引入参数量子线路, 通过执行参数线路得到损失函数及其梯度, 然后通过经典的优化算法来优化

求解, 从而完成对应的生成任务. 与经典生成模型相比, 量子生成模型通过参数线路将数据流映射到高维希

尔伯特空间, 在高维空间中学习数据的特征, 从而在一些特定问题上超越经典生成模型. 在中等规模含噪声

的量子体系下, 量子生成模型是一类有潜力实现量子优势的量子机器学习算法.

关键词：量子机器学习, 量子生成模型, 量子优势

PACS：03.67.–a, 03.67.Ac 　DOI: 10.7498/aps.70.20210930

 

1   引　言

在经典计算领域, 生成模型被广泛应用于各个

领域, 如图像生成 [1]、语音合成 [2]、药物设计 [3]、图

像转换 [4] 等. 近来已有对经典生成模型的量子版本

的研究, 如量子生成对抗网络 [5,6]、量子玻恩机 [7,8]、

量子玻尔兹曼机 [9−12]、量子自编码器 [13−15]以及量

子贝叶斯网络 [16] 等.

量子生成模型是受经典机器学习模型启发, 使

用量子计算机来改进经典模型中的生成步骤, 以完

成数据生成、概率模拟任务的一类算法.

这类算法的主要步骤是, 通过量子线路生成量

子态, 用量子态观测结果构建损失函数, 再通过经

典的优化算法进行迭代优化, 从而得到最优的参数

变量集合以完成相应的生成任务. 因此, 这些算法

被统称为量子-经典混合算法. 这种量子-经典混合

的闭环优化思想始于变分量子算法 [17], 即通过量

子计算机和参数化量子门操作集合获得分子的量

子态表示, 测量分子模型对应的哈密顿量的期望

值, 以此作为目标函数进行变分优化.

c− U j

O(n2)

量子相位估计 [18] 在大数分解 [18]、HHL[19] 等被

证明有量子优势的算法上具有广泛的应用, 但基于

以下原因相位估计算法无法在当前的计算体系下

有效实现: 1) 当前硬件体系多集中于单量子门和

两比特纠缠门的实现, 相位估计用到的受控幺正

门 (  )必须分解为基本门的组合, 此过程会

显著降低受控幺正门的保真度; 2) 相位估计用到

的量子傅里叶逆变换需要   (n 为量子比特个

数)数量级的量子门, 使得深层量子线路的态保真

度无法达到量子计算要求. 量子计算体系的噪声不

可避免, 当前只有中等规模的量子比特、无法实现
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有效的量子纠错 [20] 技术, 这使量子-经典混合算法

受到广泛关注.

尽管已有多种量子生成任务在真实量子芯片

上完成, 如利用量子生成对抗网络进行图像生成

与识别 [21], 但对于参数量子线路 (Parameterized

Quantum Circuit, PQC, 见附录)的表示能力与经

典网络相比是否具有优势还缺少理论的结果 .

Du等 [22] 尝试从内在的线路结构出发证明其结论,

而经典深度学习神经网络和量子线路的比较还

没有结论. 同样的, 量子生成网络作为量子机器学

习的一部分, 如何将经典数据转化为量子态、如何

从测量结果获取经典信息仍需要更直观更普适的

方法.

本文主要分析一些常见量子生成模型的优势

和劣势, 并对其扩展性展开讨论. 量子生成模型的

分类与经典生成模型类似, 是以任务为导向的. 量

子生成模型基本沿袭与之对应的经典生成模型的

命名, 如量子生成对抗网络是使用量子线路来完成

经典生成对抗任务的一种量子生成模型. 对于利用

量子体系特有的性质以完成生成任务的, 如量子玻

恩机, 则是用量子专有的玻恩测量命名. 还有一些

模型保留了原作者的命名方式, 归并在“其他生成

模型”这一节进行介绍. 一些量子生成模型如量子

生成对抗网络、量子玻恩机、量子自编码器等用到

的参数量子线路, 在附录里会有详细的介绍. 通过

对这些模型的比较, 可以从不同角度理解量子生成

模型的构建思路, 以此为不同的计算任务构建与之

适应的计算模型提供启发. 

2   量子生成模型
 

2.1    量子生成对抗网络

x⃗ ∼ pdata

经典的生成对抗网络 [23](generative  advers-

arial Network, GAN)被视为深度学习中的前沿进

展. GAN在生成图像 [1]、语音 [2]、文本 [24] 等方面具

有非常广泛的应用. 经典生成对抗网络是一类有两

个玩家的博弈游戏, 一个是生成器 (generator), 记

为 G, 另一个为鉴别器 (discriminator), 记为 D. 对

于已存在的源数据  , 生成器 G生成新的数

据以逼近真实的源数据分布, 使 D无法区分数据

的来源; 而鉴别器 D对每个输入数据给出真或假

的决策概率, 以最大程度地区分这两类数据.

如果 G产生的数据足够逼近目标数据, D无

(0, 1)

论对于何种输入数据, 都有 50%的几率误判, 这时

生成对抗网络就达到了 Nash平衡点. 设真实的源

数据标签为 1, 由 G产生的数据标签为 0, D输出

 间的概率值, 那么生成对抗网络的损失函数

可以被定义为: 

L(D,G) = Ex∼pdata [logDθD(x)]

+ Ez∼p(z)[log(1−DθD(GθG(z))]. (1)

minθG maxθD L(D,G)

生成对抗网络的训练策略是, 更新其中一方的参数

时, 另一方的参数保持不变. 对于上述的损失函数

模型, 优化任务为   . 采用经典

神经网络构建的 GAN模型, 可以用反向传播算法

来实现梯度计算.

量子的生成对抗网络 [5,21,25,26](quantum GAN,

QGAN)基本保留了经典生成对抗模型的特征, 不

同之处在于量子生成对抗网络用到的数据集既

可以是量子的也可以是经典的, 而且可选择地, 生

成器与鉴别器也可以为经典神经网络或参数量子

线路.

pR(x)

θG

θD

R = R(|λ⟩) = ρRλ |z⟩
L(θD,

θG) R(|λ⟩) G(θG, |λ, z⟩))

对于数据是量子的, 生成器与鉴别器也都是量

子的情况 ,  Dallaire-Demers等 [5] 提出了这样的

QGAN模型: 源数据的概率分布模型为   , 由

某个未知 (有可能很复杂)的过程 R 生成. 由参数 

确定的生成器 G生成新的数据样本, 由参数  确

定的鉴别器 D识别这两类数据. 用标签 l 指定源

数据中的类别,   , 考虑噪声  , 可

以按照 (1)式定义与参数有关的损失函数  

 , 这里 D的输入是  或  : 

L(θD,θG) =
1

2
+

1

2Λ

Λ∑
λ=1

[cos2(ϕ)tr(ZρDR
λ (θD))

− sin2(ϕ)tr(ZρDG
λ (θD,θG, z))], (2)

ϕ =
π
4

其中含 f 的项是调整源数据和生成部分占整体的

比例. 一般取   . Dallaire-Demers等构建的量

子生成对抗网络线路图如图 1所示.

minθG maxθD L(θD,θG)

|0⟩, |1⟩

量子生成对抗网络的任务就是通过参数优化

来实现   , 从而得到最接近于

源数据概率分布的分布模型与鉴别模型. 量子线路

的梯度可以用数值差分 [27]、参数位移法则 [27]、以

及 Hadamard  test线路 [5] 来求 .  Dallaire-Demers

在数值模拟上实现了源数据为  两个量子态的

生成对抗任务.

Lloyd等 [6] 讨论了当数据是量子的, 鉴别器是
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pR(x)

O(N2) O(N2)

O(logN) O(poly(logN))

量子或经典的, 生成器是经典的量子生成对抗模

型. Lloyd所述的量子数据是通过对一个量子体系

进行固定的测量得到的数据分布. 根据量子优越

性 [19] 的表述, 经典的生成器不能有效地匹配量子

数据分布, 或者更准确地, 除非有指数的资源可用,

经典的生成器无法模拟量子数据的分布   . 对

于数据是经典的, 生成器和鉴别器都是量子的情

况, Lloyd通过对比得出, 经典的生成器和鉴别器

在计算梯度时需要   个比特和   步时间

(N 是经典数据的维度), 而量子的生成器和鉴别器

在计算协方差矩阵时, 如果矩阵是低秩和稀疏的,

需要   个量子比特和   个逻辑

门操作.

Zeng等 [26] 结合量子玻恩机构建了经典数据-

量子生成器-经典鉴别器的量子生成对抗模型, 实

现条带图 (bars and stripes, BAS)[8,16,26,28] 的概率

生成与识别 (见第 2节). 类似的, Situ等 [29] 将 BAS

图的每个点都编码至量子比特上, 通过参数量子线

路构建的生成器生成量子态, 测量结果输入至经典

神经网络构建的鉴别器, 也实现了 BAS图的生成.

Zouful等 [25] 通过测量量子态在计算基上的投影,

将其转化为数据对应的概率, 以此为基础构建生成

对抗网络, 实现了对数正态分布、双峰高斯分布等

概率分布的学习和生成. 值得注意的是, 连续数据

被截断并舍入到临近整数值, 所以该模型仍是离散

数据的概率学习模型.

随着量子硬件操控水平的提高, 在量子芯片上

实现量子生成对抗网络已经有相关的工作. Hu[30]

等利用超导量子体系首次实现了具有量子数据、量

子生成器、量子鉴别器的量子生成对抗网络的实验

验证, 生成保真度高达 98.8%. 在 Hu的实验中, 量

子数据为单比特量子态, 生成器参数为量子门旋转

角度. 在优化 D或 G时采用梯度下降算法, 量子

系统的操控和测量通过 FPGA(field programm-

able gate arrays)实现, 线路梯度通过经典计算机

估算得到. 该实验对于 NISQ体系下的量子机器学

习优势的探索具有重要意义. 此外, Huang等 [21]

通过将测量量子生成器得到的数据作为经典图像

灰度值, 完成了手写数字集 0和 1的生成对抗任

务, 为量子比特资源受限条件下经典数据的生成提

供了一个思路. 

2.2    量子玻恩机

量子玻恩机[7,8](quantum circuit Born machine,

QCBM)是基于波函数的概率解释的一种模型. 量

子玻恩机将概率分布编码至初态上, 把量子态在计

算基上的投影作为数据的概率. 量子玻恩机是一种

隐式的生成模型, 因为我们实际上并不需要知道这

个纯态的密度矩阵, 而只需要知道叠加态振幅的模

值. 这样的设定对量子线路的结构限制也更少, 所

以一般被认为具有更强的表示能力.

π(x)

D = {x} |0⟩
|ψθ⟩ x ∼

pθ(x) = |⟨x|ψθ⟩|2

pθ π(x)

对目标概率分布   进行采样得到数据集

 , QCBM通过参数量子线路把初态   演

化为   , 并在计算基上的测量得到生成数据  

 的概率分布. 训练目标是让模型的

概率分布   接近真实数据分布   . QCBM采用

所谓的MMD(Maximum Mean Discrepancy)损失

函数: 

L =

∥∥∥∥∥∑
x

pθ(x)ϕ(x)−
∑
x

π(x)ϕ(x)

∥∥∥∥∥
2

, (3)

K(x, y) = ϕ(x)Tϕ(y)

其中 f 将 x 映射到高维 Hilbert空间. 进一步地,

定义核函数   , (3)式即可避免

在高维空间中进行运算, 等价于 

L = E
x∼pθ,y∼pθ

[K(x, y)]− 2 E
x∼pθ,y∼π

[K(x, y)]

+ E
x∼π,y∼π

[K(x, y)]. (4)

K(x, y) =

exp
(
− 1

2σ
|x− y|2

)核 函 数 可 以 取 为 高 斯 形 式 :   

 . 直接计算上述损失函数的梯度

比较困难, 但可以证明, 下式无偏地等价于梯度: 

∂L
∂θαl

= E
x∼pθ+ ,y∼pθ

[K(x, y)]− E
x∼pθ− ,y∼pθ

[K(x, y)]

− E
x∼pθ+ ,y∼π

[K(x, y)] + E
x∼pθ− ,y∼π

[K(x, y)],

(5)

 

Out D |0>

Bath D |0>

<>Out D

Label D |>


R/G

Out R|D |0>

Label R|G |>

Bath R|G |>

R

or

G(qG)

(qD)

图 1    量子生成对抗网络结构 [5]

Fig. 1. The general structure of QGAN[5]. 
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pθ+(x) pθ−(x) θ± = θ ± π
2
eαl

eαl (l, α)

α

其中   和   是在参数   下的

模型输出概率,   是参数空间的第  个单位矢量

(  和 l 分别表示迭代的步数与当前迭代的第 l 个参

数的下标).

n ∼

O(log(N))

O(poly(n))

对所有量子比特进行测量, 会得到计算基上的

概率分布. 源数据被映射为经典的比特流数据, 与

量子态的计算基一一对应. 这种映射是一种同构,

源数据空间和映射空间一样大, 因此数据集的数

据必须是有限的. 对于 N 个数据的集合, 需要 

 个量子比特. 而生成线路中所用的量子

门个数一般为  .

量子玻恩机是一种隐式生成模型, 模型本身并

不涉及经典数据的特征维度, 甚至不涉及数据本身

的形态. 在量子体系中不需要考虑数据的原本面貌

是什么. 无论是图片、数字还是文字, 都会被编码

为经典比特流数据. 一旦数据同构的方式确定了,

基于量子线路的优化体系就与原本的数据形态无

关了.

利用量子玻恩机进行概率分布的学习和生成

在条带图 (bars and stripes, BAS)[8,16,26,28] 任务中

取得很好的结果, 对于理想的无误差测量, 量子玻

恩机生成真实数据分布的比率为 95.7%[8]. 此外通

过对量子玻恩机的非计算基测量, 可以得到更多的

信息, 这种方法可用来生成先验概率分布, 如经

典生成对抗网络的先验分布 [31]. Cheng等 [32] 还从

信息熵的角度比较了量子玻恩机与受限玻尔兹曼

机 [33,34], 为理解基于概率的生成模型和基于能量的

生成模型提供了一个新的视角. Coyle等 [35] 提出

一种量子玻恩机的子类—量子伊辛玻恩机—

并引入量子核函数 [36] 来讨论量子学习优势. 

2.3    量子玻尔兹曼机

与前述模型不同, 量子玻尔兹曼机 [9−12] (quan-

tum Boltzmann machine, QBM)需要一种专用的

量子计算机—量子退火机.

za, a =

1, 2, · · · , N
za ∈ {+1,−1}

za ∈ {+1, 0}

经典的玻尔兹曼机被广泛用作机器学习的基

础工具, 例如深度信念网络 [37,38] 和深度玻尔兹曼

机 [37,39]. 玻尔兹曼机是二进制数节点构成的概率生

成网络, 由可见节点和隐藏节点组成, 记为 

 , 其中 N 是总节点数. 这里为了和后面

的量子生成模型保持一致, 取  而不是

 . 为区别可见节点和隐藏节点, 我们分

zν , zi v,h, z = (v,h)别记为  . 同时用向量符号  表示

可见态、隐藏态和组合态. 在物理上其能量可以用

伊辛模型表示: 

Ez = −
∑
a

baza −
∑
a,b

wabzazb, (6)

ba, wab其中   是在训练的过程中进行需要优化的参

数. 定义负对数相似度损失函数: 

L = −
∑
v

P data
v logPv = −

∑
v

P data
v log

∑
h e

−Ez∑
z′ e−Ez′

,

(7)

h Pv =

Z−1
∑

h e
−Ez Z =

∑
z e

−Ez

θ ∈ {ba, wab}
P data
v

其中观测到可见态   的概率为边际分布  

 ,    . 那么玻尔兹曼机的

任务就是优化哈密顿量的参量  , 使边

际分布尽可能接近真实的数据分布   . 这样就

可以用梯度的方法来优化玻尔兹曼机: 

∂L
∂θ

=
∑
v

P data
v

∑
h ∂θEze−Ez∑

h e−Ez
−
∑

z ∂θEze−Ez∑
z e−Ez

, (8)
 

∂L
∂θ

= ⟨∂θEz⟩v − ⟨∂θEz⟩ , (9)

⟨· · · ⟩ ⟨· · · ⟩v
⟨· · · ⟩v ≡∑

v P
data
v ⟨· · · ⟩v

其中   和   分别为对自由变量的玻尔兹曼

均值以及对可见变量的玻尔兹曼均值.   

 是双重均值. 这样我们就得到更新

法则: 

δba = η(⟨za⟩v − ⟨za⟩), (10)
 

δwab = η(⟨zazb⟩v − ⟨zazb⟩). (11)

关于如何估算等式右边的两项均值, 在机器学习领

域已经有较多的方案, 其中一个简化的玻尔兹曼机

模型— 称之为受限玻尔兹曼机 (restricted

Boltzmann machine, RBM)—已经成功的应用

于实例 [40].

2N × 2N

量子玻尔兹曼机的出发点是使用作为物理实

体的量子比特来替代经典的比特或节点. 然而不同

的是, 量子力学体系的哈密顿量是   维的

矩阵. 而且量子力学算符大多是不对易的, 这对于

求解梯度十分不便. 横场伊辛模型的哈密顿量形

式为: 

H = −
∑
a

Γaσ
x
a −

∑
a

baσ
z
a −

∑
a,b

wabσ
z
aσ

z
b , (12)

I,σz,σx其中   为泡利矩阵, 下标 a 表示作用于第

a 个量子比特 . 与经典玻尔兹曼机类似 , 定义配
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Z = Tr[e−H ], ρ =

Z−1e−H |v⟩
Pv = Tr[Λvρ], Λv = |v⟩ ⟨v| ⊗ Ih Ih

分函数和密度矩阵分别为 :   

 . 对于给定的可见态   , 可定义边际分布

 . 其中   为作用

在隐藏变量的单位阵.

那么类似地, 可以得到量子损失函数和对应梯

度为: 

L = −
∑
v

P data
v log

Tr[Λve−H ]

Tr[e−H ]
, (13)

 

∂L
∂θ

=
∑
v

P data
v

(
Tr[Λv∂θe−H ]

Tr[Λve−H ]
− Tr[∂θe−H ]

Tr[e−H ]

)
.

(14)

∂θH ∂θe−H ̸=

−e−H∂θH

然而 H 和   并不对易 , 也就是  

 . 这样在求解期望值的时候就会十分困

难. 尽管 Amin[9] 通过分析的方法估算除了损失函

数的界, 在一些特定的条件下可以估算损失函数的

梯度, 但与前述量子生成模型相比, 参数更新的成

本已然增加了.

BQP = BPP

尽管如此, 量子玻尔兹曼机仍然可以用来完成

监督学习任务, 可以生成概率分布, 可以进行鉴别

学习. Amin等 [9] 用量子玻尔兹曼机实现了伯努利

分布的概率生成. Kieferová[12] 用量子玻尔兹曼机

设计了一种生成模型用以实现部分的量子态层析,

并且除非  , 经典计算机无法有效地模

拟其训练过程. Dorband[41] 在 D-wave量子退火机

上演示了量子玻尔兹曼机的构建过程. 但是, 相较

于其他量子生成模型, 量子玻尔兹曼机带来的近似

误差是难以避免的, 同时也难以说明相较于经典版

本的优势所在. 

2.4    量子自编码器

(n+ k)

在经典的数据处理中, 通过机器学习中的自编

码器可以将数据从一个高维空间缩减到低维空间.

经典的自编码模型可以概括为: 通过参数化的神经

网络来训练一个数据集, 其数据维度为  , 得

到擦除 k 个特征或维度的新数据, 如果这些数据可

以通过解码器 (神经网络)重新生成接近于原数据

的一组新数据, 那么留下的 n 维数据被称为压缩数

据. 这个过程被称为数据压缩. 数据压缩对于处理

稀疏特征数据集或高维数据集是十分直观和有效

的手段. 受此启发, 量子自编码器 [13−15](quantum

autoencoder)被设计为量子态压缩的工具.

{pi, |ψi⟩AB} (n+ k)

Romero等 [13] 提出的量子自编码器与经典类

似: 记   是   个量子比特上的纯态

Uθ (n+ k)

θ = {θ1, θ2, · · · } |a⟩B′

集合, 子系统 A和子系统 B分别占有 n 和 k 个比

特. 记   为作用在   个比特上的幺正算符,

其中  是参数集合, 以及  为 k 比

特寄存器的参考纯态. 通过经典的优化方式, 我们

希望平均保真度函数取得最大值: 

C1(θ) =
∑
i

pi · F (|ψi⟩, ρouti,θ), (15)

F (|ψi⟩, ρouti ) = ⟨ψi|ρouti |ψi⟩ ρouti,θ其中保真度定义为   ,   

是线路经过解码后的密度矩阵: 

ρouti,θ = (Uθ)†AB′TrB [Uθ
AB[ψiAB ⊗ aB′ ](Uθ)†AB]U

θ
AB′ (16)

ψiAB = |ψi⟩ ⟨ψi|AB aB′ = |a⟩ ⟨a|B′其中  , 以及  .

|ψ′
i⟩ = Uθ|ψi⟩AB

C1 = 1

量子自编码器的核心在于, 如果想要有效地压

缩量子态, 必须保证态   是 A, B两

个子系统的直积态. 即当下式成立时, 才有  : 

U θ⃗|ψi⟩AB = |ψc
i ⟩A ⊗ |a⟩B, (17)

|ψc
i ⟩A |ψi⟩其中  是  的压缩后的态.

C2(θ)

对输出态进行量子态层析以确定其密度矩阵

是非常困难的. 可以证明测量 B和 B' 寄存器的态

保真度等价于 AB寄存器初态和末态的保真度 (我

们称 B寄存器输出态为冗态). 这样, 可以定义另

一种平均保真度  , 

C2(θ) =
∑
i

pi · F (TrA[Uθ|ψi⟩AB ⟨ψi|AB (U
θ)†], |a⟩B).

(18)

实际上求两个态的保真度, 有一种 SWAP测试线

路可以完成 [42].

L = − log(1− C2)

通过参数量子线路来构建作用于 AB系统的

幺正变换, 并通过 SWAP测试线路得到保真度信

息. 取损失函数为   , 采用经典方

式进行优化, 可以得到保真度最高的参数线路, 这

样就实现了数据压缩.

|ψi⟩ |a⟩
如图 2所示, 量子态压缩模型可以由以下步骤

来构建: 第一, 制备初态  和参考态  , 并假设制

备是有效的; 第二, 构建参数线路, 初态在幺正算

符 U 下演化; 第三, 通过 SWAP测试得到冗态和

参考态之间的保真度.

量子自编码器在氢分子态的应用是一个成功

的例证 [13]. 其方法是用 4 qubits来模拟氢分子, 通

过变分量子求解器 (VQE)求出对于固定原子间距

的量子态, 以此作为量子自编码器的输入态. 氢分

子的态并非占满了 4 bit的希尔伯特空间, 这就为

量子态压缩提供了可能. 直观上看, 量子态压缩的
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过程就像在整个希尔伯特空间中将若干子空间碎

片像拼图一样拼接成紧密的空间. 量子自编码器在

量子加法器方面也有一定的应用 [14], 这种加法器

用以实现将两个相同比特数的量子子系统编码到

一个新的子空间. Ding等 [43] 借助超导量子体系在

实验上验证了量子加法器的可行性, 实验保真度与

理论值一致.

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩+ γ|2⟩

Pepper等 [44] 采用了 Romero等 [13] 提出的量

子自编码器框架, 不同的是, 其数据压缩任务是

将多维量子比特 (qutrit,   

(已归一化))压缩为二维量子比特 (qubit)态. 通

过光量子实验体系 ,  Pepper等在实验上实现了

qutrits的压缩, 并且证明了这样的实验优化系统

对扰动是鲁棒的. Bondarenko等 [45] 注意到经典数

据通过经典自编码器可以有效地去除噪声, 因此量

子自编码器同样有类似的作用. 通过构建以自旋翻

转噪声和任意幺正门噪声为主的 GHZ含噪声量子

态, Bondarenko等验证了量子自编码器在量子数

据去噪方面的作用.

如何判断量子态能否通过量子自编码器有效

压缩一直受到关注, Huang等 [46] 在理论上论证了

实现有效量子自编码态压缩的条件, 并证明了若输

入数据的最大线性无关向量的个数不超过隐变量

空间 (压缩后的低维空间)的维度, 那么量子自编

码器就可以无损地将高维数据压缩至低维. Huang

等利用量子光学体系在实验上验证了其理论的结

果. 此外 Cao等 [47] 提出可在量子退火机上运行、

通过噪声辅助的绝热模型, 同样可以完成量子自编

码任务. 同时, 对量子态压缩的探索也使得量子梯

度消失的现象—也即贫瘠高原的现象—得到

进一步的研究 [48]. 

2.5    其他生成模型

从前述量子生成模型可以看出, 经典机器学习

给我们带来了很多启发. 类似地, 经典领域中因子

图 (factor graph)可以作为概率生成模型, Gao等 [49]

提出了一种量子生成模型 (quantum generative

model, QGM), 并证明此模型可以高效地表示任意

因子图. 并且通过理论证明至少存在一些特定的概

率分布, 可以被 QGM有效表示, 但不能被任意具

有多项式量级变量的因子图有效表示. 如果多项式

层次作为 P vs.  NP问题的泛化是不塌缩的话 ,

QGM相对于经典的因子图具有指数优势.

同时 , 除了 QGM的表示能力和泛化能力 ,

Gao等 [49] 还提出了一种通用的量子学习算法, 该

算法利用张量网络、对多体纠缠量子态的父哈密顿

量 (parent Hamiltonian)构建、以及递归的量子相

位估计进行学习. 显然希望这种算法对任意问题都

能在多项式时间内解决是不现实的, 但作者证明了

至少存在一些问题, QGM相对于任意经典算法均

有指数加速的效果, 前提是假设量子计算机不能被

经典计算机有效地模拟.

|G⟩

直观地理解 QGM中的指数加速效果: 机器学

习中的生成模型旨在通过寻找潜在的概率分布, 对

自然界任意的数据生成过程进行建模. 由于自然界

受量子力学定律支配, 用经典生成模型中的概率分

布对真实世界中的数据进行建模具有很大的局限

性. Gao等 [49] 提出的 QGM模型, 用一个多体纠缠

量子态的概率幅对数据的相关性进行参数化. 因为

量子概率幅的相干性产生的现象比经典的复杂得

多, QGM才有可能在特定情况下实现性能的显著

提升. QGM使用图态   表示, 由 m 个量子比特

与图 G构成. 如图 3所示.

Gao[50] 有另一篇工作同样旨在发掘量子相关

性在生成模型中的作用. 其中比较了经典贝叶斯网

络顺序模型与对应的一维张量网络, 展示了矩阵直

积态 (matrix product states, MPSs)比经典机器

学习模型有更强的表示能力. 因为一维模型可以在

经典计算机上被有效模拟, Gao等采用数值模拟的

方式测试了真实数据集的生成, 发现MPS生成能

力比经典模型有提升. 此结果为理解基于 MPS的

机器学习算法提供了新的视角, 因为有一类张量网

络子类不能有效地被经典计算机模拟, 但是可以在

量子计算机上构建, 这就使得在机器学习中的生成

模型框架下量子优势是可能存在的.
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Fig. 2. Schematic  representation  of  the  hybrid  scheme  for

training  a  quantum  autoencoder  where      represents  vari-

ables, image from[13]. 
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除以上的量子生成模型外, 还有基于贝叶斯理

论提出量子贝叶斯线路 [16]. 这种量子线路引入辅

助比特表示先验概率分布, 通过受控操作传递给数

据比特寄存器. 这样可以极大地规避参数量子线路

中出现的生成概率不均匀的问题. 

3   量子生成模型展望

随着量子计算机硬件的不断发展, 量子生成模

型也不只在量子虚拟机上得到实现, 基于真实量子

芯片的生成模型受到了广泛的关注, 但是量子生成

模型存在的问题仍待解决.

首先, 量子生成模型是否可以生成任意概率分

布的数据? 对于连续变量的数据, 量子生成模型还

无法像经典神经网络一样有效地生成. 同时, 数据

是量子还是经典的决定了生成模型的选取. 对于经

典数据, 利用 MPQCs或 MPSs生成量子态, 对量

子态的测量得到了量子信息的经典统计结果. 如何

更有效地生成量子态以及如何从量子态读取更多

信息一直受到关注, 不同的量子生成模型给出了不

同的策略, 然而对于任意连续变量数据的生成还需

要进一步的探索.

其次, 量子生成模型作为量子机器学习的一部

分, 如何体现量子计算的优势, 仍然是一个开放性

问题. 对量子线路的表示能力的研究为我们提供了

一个思路, 但是对于不同的生成模型很难给出统一

的表示能力定义. 而 Gao等 [49,50] 从量子相关性出

发, 直观上将量子内在相关性的参数化来实现经典

生成模型无法模拟的任务, 说明了量子优势在机器

学习领域中的存在性.

对于量子生成模型, 还需要进一步探索. 在量

子领域, 量子生成模型提供了 NISQ体系下可执行

的算法, 在机器学习领域, 它引入了量子计算和量

子信息的理念, 使机器学习算法突破经典计算的

瓶颈成为可能.

感谢中国科学技术大学薛程博士和赵健博士的讨论. 

附录 A  参数量子线路

量子计算机遵循量子力学定律进行逻辑运算和信息存

取. 而量子力学体系区别于经典体系之处在于, 由于叠加态

和纠缠态的存在, 相同位数的量子数据比经典数据有着指

数强的表示能力. 将量子信息转化为经典信息需要对量子

态进行测量.

|ψ⟩ = α|0⟩+ β|1⟩

|α|2 |1⟩

|Φ⟩ =∑
i
ai|i⟩ |i⟩ |ai|2 σi,

i ∈ {0, x, y, z}

⟨Φ|σi|Φ⟩ =
⟨
Φ|
∑

j
λj |ψj⟩ ⟨ψj | |Φ

⟩
λj |ψj⟩

H =
∑

i,j,k,··· ,m
αi,j,k,··· ,m · σi ⊗ σj ⊗ σk · · · ⊗ σm i, j, k · · ·

m ∈ {0, x, y, z} αi,j,k...m

量子计算的基本计算单位是量子比特 (qubit), 单比特

量子叠加态记为  (已归一化). 根据玻恩的

几率解释, 对单比特量子态进行测量, 得到 0态的概率为

 , 得到 1态的概率为  . 对于多量子比特系统, 根据量

子力学体系的完备性, 量子态可在计算基上展开, 由 

 测得任意态   的概率为   . 对于泡利算符  

 , 其期望值可以通过算符的谱来计算 , 即

 , 其中   为本征值,   

为本征态. 对于一个更复杂的哈密顿量 H, 我们总能将其分

解为若干泡利算符的直积, 再分别求出各个部分的期望值,

即   ,   

 ,   为泡利基的实系数.

通过测量量子态在计算基上的投影或哈密顿量的期望

值得到的经典数据, 其处理策略也根据量子生成模型的不

同而有各式的差异. 如对于量子玻恩机, 量子测量得到的数

据被映射为数据集的概率分布, 显然这样对于小型数据集

或稀疏数据集有表示优势. 而对于量子生成对抗网络, 测量

得到的数据可直接作为生成数据以混淆源数据.

量子生成模型的核心在于利用量子计算机生成量子态,

对量子态进行测量得到经典的有效信息. 如何有效地生成

量子态, 是我们面临的首要问题. 参数量子线路 (PQC)为

这一问题提供了一个思路.

US(θ)

RX(θ) = e−i θ
2
σx , RY (θ) = e−i θ

2
σy , RZ(θ) =

参数量子线路一般由若干单量子门和多量子纠缠门组

合得到, 单量子门可以是任意单比特幺正门  , 常用的

有泡利旋转门  
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图 3    经典和量子生成模型　(a) 因子图表示; (b)张量网络态表示; (c)量子生成模型定义 [49]

Fig. 3. Classical  and  quantum  generative  models:  (a)  Illustration  of  a  factor  graph;  (b)  illustration  of  a  tensor  network  state;

(c) QGM definition[49]. 
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e−i θ
2
σz UCZ = |0⟩ ⟨0| ⊗ I + |1⟩ ⟨1| ⊗ σz

UCNOT = |0⟩ ⟨0| ⊗ I + |1⟩ ⟨1| ⊗ σx

 , 多量子门一般采用   ,

 等两比特门. 单量子门和多

量子门交替的结构极大地提高了态的纠缠能力, 扩展了态

的表示空间.

θ U(θ)

n ∼ O(poly(N))

L ∼ O(poly(N))

记量子线路的参数为  , 则参数量子线路可以用 

表示. 若要保证参数量子线路是有效的, 其参数总量和线路

深度都有相应的限制. 一般设定参数的总量是多项式级的,

即  , 其中 n 为参数个数, N 为量子比特个数.

同时线路的深度也设为多项式级的, 即  .

如何使参数量子线路有更强的表示能力一直受到关注.

最直观的方式是增加参数量子线路的深度, 构成 MPQCs

(multiple parameterized quantum circuits). 然而 MPQCs

的线路深度至多为多项式级的才能满足有效性要求, 也即

图 A1中的 PQC模块数是常数级的, 不随量子比特数目增

长. 而且由于量子噪声的存在, 增加 PQC的模块数会极大

地影响量子态的保真度, 所以在真实的任务中往往会限

制 PQC的模块数. 除此之外还可以通过非计算基补充测量

的方式, 来获取更多的数据信息, 这种方法在 QCAAN线

路 [31] 中被提到.
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图 A1    参数量子线路示意图

Fig. A1. Illustration of MPQCs.
 

O(poly(N))

O(poly(N))

对经典神经网络的表示能力的研究是一项非常重要的

课题, 参数量子线路的表示能力直接关系到其能否体现量

子优越性. Du等 [22] 证明了在多项式层次结构保持的前提

下, 具有  个门的参数量子线路, 其表示能力比具

有  个参数的经典玻尔兹曼机要强. 尽管如此, 参

数量子线路和经典神经网络的直接比较还有一些困难, 如

何定义对量子和经典体系均适用的表示能力指标, 以及参

数量子线路能否体现量子的优越性, 仍是开放性的问题.
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Abstract

In  recent  years,  many  generation-based  machine  learning  algorithms  such  as  generative  adversarial
networks, Boltzmann machine, auto-encoder, etc. are widely used in data generation and probability distribution
simulation.  On  the  other  hand,  the  combined  algorithms  of  quantum  computation  and  classical  machine
learning  algorithms  are  proposed  in  various  styles.  Especially,  there  exist  many  relevant  researches  about
quantum generative models, which are regarded as the branch of quantum machine learning. Quantum generative
models  are  hybrid  quantum-classical  algorithms,  in  which  parameterized  quantum  circuits  are  introduced  to
obtain the cost function of the task as well as its gradient, and then classical optimization algorithms are used
to find the optima. Compared with its classical counterpart, quantum generative models map the data stream
to high-dimensional Hilbert space with parameterized quantum circuits. In the mapping space, data features are
easier to learn, which can surpass classical generative models in some tasks. Besides, quantum generative models
are potential to realize the quantum advantage in noisy intermediate-scale quantum devices.
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专题: 机器学习与物理

基于自旋体系的量子机器学习实验进展*

田宇    林子栋    王翔宇    车良宇    鲁大为†

(南方科技大学物理系, 深圳　518055)

(2021 年 4 月 12日收到; 2021 年 5 月 25日收到修改稿)

机器学习因其在模式识别等问题上的优势已经被广泛应用到各个研究领域, 然而其运算能力在一定程

度上受到经典计算机算力的制约. 近年来, 随着量子技术的高速发展, 量子计算加速的机器学习在诸多量子

体系中进行了初步实验验证, 并在某些特定问题上展示出了超越经典算法的优势. 本文主要介绍两类典型的

自旋体系—核磁共振体系和金刚石氮空位色心体系, 并回顾近年来量子机器学习在这两类体系上的一些

代表性实验工作.

关键词：量子机器学习, 自旋体系, 核磁共振, 氮空位色心
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1   引　言

机器学习是人工智能的重要研究方向之一, 该

领域主要采用的方法是对大量数据进行分析, 以识

别出数据中包含的信息, 进而提取出数据特征 [1].

它起源于计算机科学, 在近十年间备受瞩目, 在科

学技术等诸多领域产生了广泛的影响 [2–4]. 机器学

习从基于学习方式上大致可以分为三大类: 监督学

习, 无监督学习, 强化学习. 监督学习是通过已有

的带标签的数据调整数学模型参数, 从而让模型能

够解决分类或者回归问题, 监督学习算法包含支持

向量机 (SVM)、线性回归、决策树及神经网络. 无

监督学习则用来对没有标签信息的数据进行聚类

或者对未标准化的数据进行预处理, 常用的算法有

主成分分析 (PCA)、词嵌入及 K最近邻 (KNN).

强化学习则是通过决策行动得到的环境反馈的奖

惩信息作为模型参数的训练依据, 最终使模型能够

解决规划决策和模型优化问题, 属于强化学习的算

法有 Q-learning、策略梯度算法、SARSA(state-

action-reward-state-action)算法. 上述算法尽管早

在 20世纪就已经被提出, 但是由于计算机算力的

限制以及数据的缺乏, 该领域一直发展缓慢. 直到

2012年 Hinton教 授 和 他 的 学 生 Krizhevsky[5]

设计的 AlexNet在 ImageNet竞赛上表现优异, 让

学界及工业界开始关注这种利用大数据和高性能

图形处理器 (GPU)训练的复杂神经网络模型的价

值, 随后许多优秀的深度学习模型, 如 VGGNet[6],

ResNet[7], DenseNet[8] 的出现标志着深度学习时代

的来临.

尽管现在以深度学习为代表的机器学习算法

在计算机视觉、自然语言处理、大数据分析等领域

已经有了重大的成就, 但是随着模型的扩大, 计算

机硬件的算力不足及经费开销已经成为该领域发
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展的瓶颈. 例如 2020年 OpenAI公布的目前参数

最多的自然语言模型 GPT-3[9], 其训练大致需要

512块 V100显卡训练 4个月, 训练成本已经高达

1200万美元. 现如今, 经典计算机再次无法满足机

器学习对算力日益增长的需求, 人们迫切地需要发

起一场“计算革命”. 量子计算机便是这场革命运动

中的排头兵.

量子计算机中的量子态具备纠缠、叠加等特

性, 这些特性是经典计算机所不具备的资源, 可以

用来实现对于算法的加速, 称为量子加速 (quan-

tum speedup) [10]. 量子计算机的基础运算单元为

量子比特, 其状态不似经典比特只有 0和 1, 而是

处在 0和 1的叠加态上. 因此, 量子比特所包含的

信息容量远远大于经典比特, 而且量子比特之间可

以被纠缠起来, 这些特点使得量子计算机在实现对

数据的并行运算处理上具有天然的优势. 换句话

说, 在经典计算机上很难解决或无法解决的问题可

能在量子计算机上很容易得到解决 [11]. 目前, 量子

计算已经能够实现对某些特定问题的加速运算, 并

在实验上实现了量子计算机发展规划的第二个里程

碑—量子优越性 (quantum supremacy). 2019年,

Google团队基于超导体系构建的量子处理器

“Sycamore”只用了 200 s就完成了经典计算机需

要 10000年的采样任务 [12]. 2020年, 潘建伟等 [13]

构建的光量子计算原型机“九章”在处理高斯玻色

取样问题上的计算速率比经典计算机提高了 100万

亿倍.

量子加速实现的关键在于能否找到合适的量

子算法 [14]. 1985年, Deutsch [15] 提出了世界上第

一个量子算法, 该算法充分地利用了量子态的叠加

特性, 只需要通过一次测量就能够判断出目标函数

的性质. 1994年, 用于大数分解的 Shor算法实现

了质因数分解的指数加速 [16]. 1995年, 无序搜索

的 Grover算法实现了对于目标态查找的平方加

速 [17,18]. 这些重要算法的提出标志着量子计算的

研究进入了一个全新的阶段. 2009年, Harrow等 [19]

提出了著名的 HHL算法, 该量子算法对于求解线

性方程组具有指数加速的作用. 因为机器学习中的

数据多以高维矩阵的形式存在, 学习的过程中常伴

随着线性方程组的求解问题, 该算法的提出标志着

量子机器学习作为一个重要研究领域的正式建立.

经历了十多年的发展, 量子机器学习已经在各

种实验体系中得到广泛应用. 目前, 通用型量子计

算机的实现存在着多种技术路线, 例如: 超导电路

体系、囚禁离子体系、光学体系, 以及以核磁共振

(nuclear magnetic resonance, NMR)和金刚石氮

空位 (nitrogen vacancy, NV)色心为代表的自旋

体系. 自旋体系具有控制精度高、相干时间长等

优势 [20], 在量子计算初期阶段发展出了许多技术

手段, 包括脉冲编译、最优化控制、动力学解耦等

技术 [20], 目前也是量子机器学习实验实现的重要

平台.

本文将简要介绍核磁共振和金刚石 NV色心

两种自旋体系的基本原理, 并梳理近年来国内外各

研究组在这两类平台上所实现的具有代表性的量

子机器学习的工作. 

2   核磁共振体系

核磁共振体系是人们研究最早的量子计算体

系之一. 早在 1938年, Rabi 等 [21] 发现了著名的Rabi

振荡现象: 位于磁场中的原子核会沿着磁场方向呈

正向或反向平行排列, 在施加射频场之后, 这些原

子核的自旋方向则会发生翻转. 之后, Bloch [22] 于

1946年发现处于外磁场中的特定核自旋会吸收特

定频率的射频场能量, 这是人类对于核磁共振现象

最早的认识. 经过五十多年的发展, 核磁共振已经

在化学、医疗等领域有了诸多应用 [23−26], 并且成

熟的操控技术使人们可以精确操控核磁共振中

耦合起来的两能级量子系统. 在量子计算概念被

提出后, 核磁共振也作为各个量子计算潜在方案

中操控比特数最多、操控精度最高的方案而被广泛

研究 [20].

核磁共振系统可以用系统哈密顿量和控制哈

密顿量联合进行的动力学演化来描述. 系统哈密顿

量给出在静磁场中单个的, 或者耦合起来的核自旋

的能量形式; 而控制哈密顿量来自核自旋共振的控

制射频场.

ẑ

B0

ẑ B0

在核磁共振谱仪中, 样品被放置在沿着  方向

的静磁场  中. 对于单个自旋为 1/2的粒子来说,

其在沿着  方向的静磁场  中的动力学演化被哈

密顿量主导: 

H0 = −ℏγB0Iz = −ℏω0Iz =

(
−ℏω0/2 0

0 ℏω0/2

)
,

(1)
ℏ γ

ω0/ (2π) Iz ẑ

其中,   是约化普朗克常数,   是原子核的旋磁比,

 是拉莫尔频率,    是沿着   方向的核自旋
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Ix Iy Iz算符. 在核磁共振领域中,    ,    ,    和泡利算符

有着如下对应: 

Ix =
1

2
σx, Iy =

1

2
σy, Iz =

1

2
σz, (2)

并且 

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
,

σz =

(
1 0
0 −1

)
. (3)

ℏω0

|0⟩ =
(
1
0

)
|1⟩ =

(
0
1

)

γ

ω0/ (2π)

这意味着自旋为 1/2的粒子在外磁场中会发生所

谓的塞曼效应, 从而产生两个能级差为  的本征

态   ,    . 核磁共振量子计算把这两

个本征态作为量子比特的 0和 1. 当射频场的能量

和能级差匹配时, 核自旋将在两个本征态之间进行

跃迁. 不同种类的核自旋拥有不同的旋磁比  , 从

而拥有不同的拉莫尔进动频率  . 而相同种

类的原子核一般因为周遭不同的电子云排布, 受到

不同程度的磁场屏蔽作用 (化学位移), 从而也有不

同的拉莫尔频率. 不同的拉莫尔频率意味着不同的

能级差, 于是这些核自旋构成的量子比特可以通过

不同的共振频率来加以区分.

∣∣ωi
0 − ωj

0

∣∣≫
2πJij

当样品的分子中有多个核自旋 (多量子比

特)时, 核自旋之间会产生相互作用. 相互作用的

种类有两种: 直接相互作用 (偶极-偶极耦合)和间

接相互作用 (标量耦合). 在常用的液体核磁共振样

品中, 由核磁矩产生的直接相互作用会因为液体分

子的快速滚动而被平均掉. 只剩下由化学键产生的

间接相互作用 , 在弱耦合的情况下 ( 

 )其哈密顿量的形式为 

HJ = 2πℏ
∑
i<j

JijI
i
zI

j
z , (4)

Jij i j其中  为自旋  和自旋  之间的相互作用强度.

所以大多数核磁共振实验中的系统哈密顿量

可表示为核自旋在静磁场中的哈密顿量和核自旋

间两两相互作用的哈密顿量之和: 

Hsys = −ℏ
∑
i

ωi
0I

i
z + 2πℏ

∑
i<j

JijI
i
zI

j
z . (5)

在核磁谱仪中, 控制核自旋跃迁的射频场在多

旋转坐标系下的哈密顿量可以写成 

Hcontrol =
∑
i,r

−ℏωr
1(cos

[(
ωr
rf − ωi

0

)
t+ ϕr

]
Ii
x

− sin
[(
ωr
rf − ωi

0

)
t+ ϕr

]
Ii
y), (6)

ωr
rf

ϕr
其中   为旋转坐标系的频率 (与射频场旋转频率

一致),   为射频场的相位.

所以核磁共振体系的哈密顿量可以表示为 

H = Hsys +Hcontrol. (7)

基于对哈密顿量的控制, 核磁共振系统可以通过赝

纯态 [27,28] 的制备实现系统的初始化; 通过调整射

频场参数和核自旋间相互作用时间构建通用逻辑

门; 从核磁样品系综的自由感应衰减信号中重构出

量子态.

从目前的实验进展来看, 核磁共振量子计算已

经非常成熟, 这为那些较为复杂的量子算法提供了

一个很好的演示平台. 目前量子算法在解决线性代

数计算问题上已经展现了初步的加速能力, 而例如

“傅里叶变换”、“求本征值本征态”、“解线性方程”

的问题都是经典机器学习算法中常见的子程序. 接

下来, 本文将回顾国内外量子机器学习算法基于核

磁共振体系的实验实现. 

2.1    解线性方程组

解线性方程组几乎是所有科研、工程领域都会

面临的问题, 而经典算法解线性方程组的复杂度限

制着计算问题的尺度. 2009年, Harrow等 [19] 提出

了一个能够在解线性方程组上实现指数加速的

HHL量子算法. 它不仅为解线性方程组提供了加

速方案, 也是许多量子机器学习算法的基础. HHL

算法的核心是用量子计算机进行矩阵求逆, 从而求

解线性方程组. 一个线性方程组可以写成 

A |x⟩ = |b⟩ , (8)

N ×N λj

|uj⟩ A =
∑

j
λj |uj⟩ ⟨uj |

|b⟩ =
∑

j
βj |uj⟩

A−1 =
∑

j
λ−1
j |uj⟩ ⟨uj |

其中  的参数矩阵可以用它自己的本征值 

和本征态   展开   , 向量也可

以展开为   . 参数矩阵的逆矩阵可

以表示为   , 于是线性方程

组的解 

|x⟩ ∝ A−1 |b⟩ ∝
∑
j

(βj/λj) |uj⟩ . (9)

A

λj 2arcsin (C/λj)
在量子线路中可以通过相位估计算法 [29] 得到  的

本征值   , 然后对辅助比特旋转   角

度, 再做一个相位估计的逆过程即可得到  ∑
j

(√
1− C2

λ2j
|0⟩+ C

λj
|1⟩

)
βj |λj⟩ |uj⟩ , (10)

C |1⟩其中  是一个常数. 当辅助比特投影到  态上时,
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∑
j
C (βj/λj) |uj⟩ ∝ |x⟩

O (N logN)

|x⟩ O
[
(logN)

2]
量子态坍缩为   . 在已知最

好的经典算法中需要   的时间复杂度来

求得解向量   . 上述量子算法只需要  

的时间复杂度就可以做到同样的事. 尽管在当前技

术下, 量子态制备和量子态读出在时间复杂度上仍

然存在需要解决的难题, HHL算法在解决特定问

题上仍有指数加速的潜力.

2× 2

|b⟩

A
13C 19F

|b⟩
|b⟩

实验方面, 光学、核磁共振、超导等量子计算

平台都相继实现了 HHL算法 [30–32], 如图 1所示.

其中由中国科学技术大学杜江峰团队完成的工

作 [31] 是在 4 bit的核磁共振系统实现了基于量子逻

辑门的 HHL算法. 算法完成了解  线性方程组

的任务, 并重复对 3个不同的向量  进行验证 (相

同的矩阵   ). 实验用氘代氯仿作为样品, 其中的

 和 3个   核自旋作为 4个量子比特. 由 2 bit

组成的寄存器用来实现相位估计算法, 由单比特充

当的寄存器用来储存向量  , 剩余的 1 bit作为辅

助比特进行读出前的投影测量. 对于不同输入的  ,

4 bit的末态保真度均高于 96%. 实验以优良的准

确性验证了 HHL算法的可行性.

H0 (t)

HHL算法及其实验实现均基于逻辑门模型.

受限于当前技术下量子比特的数量, 基于逻辑门的

复杂量子算法通常只能在一个很小的维度上进行

演示. 而绝热量子计算 (adiabatic quantum comput-

ing, AQC)为操控量子系统提供了一种有别于基

于逻辑门的方法. 因为量子机器学习通常涉及的多

元优化可以直接被 AQC实现, 所以对于量子机器

学习而言, AQC可能是最有希望取得实际应用的

量子模型. AQC的核心是让系统初态处于一个实

验上容易实现的简单哈密顿量  的基态, 这个

Hp哈密顿量会随着时间缓慢地朝着目标哈密顿量 

变化, 这个变化过程可以由瞬时哈密顿量表示: 

H (t) = [1− s (t)]H0 + s (t)Hp, (11)

s (t) H (t) H0

Hp

H (t)

其中   随着时间从 0变化到 1, 导致   由  

变化至   . 绝热理论告诉我们: 当变化的过程足

够慢, 量子系统将始终待在瞬时哈密顿量   的

基态上. 这样就通过设计目标哈密顿量来实现目标

量子态的获取.

8× 8

13C

C

近年, 基于 AQC求解线性方程组的量子算法

被提出 [33]. 清华大学龙桂鲁课题组 [34] 也在 2018年

在核磁共振系统上实现了两种基于 AQC解  

线性方程组的算法. 实验样品为  被标记的巴豆

酸分子, 分子上的 4个  核自旋作为 4个量子比特.

实验中第一种算法的绝热演化的瞬时哈密顿量为 

H (s) = A2 (s)−A (s)
∣∣b̄⟩ ⟨b̄∣∣A (s) , (12)

A (s) = (1− s)σz ⊗ I + sσx ⊗A ∣∣b̄⟩ = |+, b⟩

|±⟩ σx |b⟩
s

|−, b⟩ |+,x⟩
|x⟩

其中  , 是一个包含

了线性方程组系数矩阵的变化参数.    ,

 是  在计算基矢表示下的本征态,   则是待解

线性方程组右侧的向量. 通过对  的构建和缓慢改

变, 最终系统的本征态将从   演化至   . 只

要将辅助比特舍弃, 即可得到解向量  . 第二种算

法的瞬时哈密顿量为 

H ′ (s) = σ+ ⊗A (s)P⊥
b̄ + σ−P⊥

b̄ A (s) , (13)

σ± = (σx ± iσz) /2 P⊥
b̄

= I −
∣∣b̄⟩ ⟨b̄∣∣

|0⟩ ⊗ |−, b⟩
|0⟩ ⊗ |+,x⟩ |x⟩

其中   ,    是一个

投影算符. 经过绝热演化, 系统从初态  

变为末态  . 最终得到解向量  . 这个实

验演示了在不使用相位估计算法的情况下, AQC

算法同样可以在较低的时间复杂度下解线性方程

组, 并且能够在相同的比特资源下实现更多维度的

 

Register 

Phase estimation (-1) rotation Inverse phase estimation Measurement

|0> H

H

H H

H H

HSS-1

H

eiA0/2 eiA0/4 e-iA0/4 e-iA0/2

p p

|0> |0>

|0>

|>

|>

|>

|0>
Hamiltonian
simulation

1 2 3

Inverse Fourier
transform

Register 

5 6

r = 2, t0 = 2 S =

(
1 0
0 i

)
, H =

1
√
2

(
1 1
1 −1

)
, Ry (θ) =(

cos θ
2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
×

图  1      实 现 HHL算 法 的 量 子 线 路 图 . 其 中   . 单 比 特 门  

 . 与直线相连的   表示 SWAP门 [31]

r = 2, t0 = 2 S =

(
1 0
0 i

)
, H =

1
√
2

(
1 1
1 −1

)
, Ry (θ) =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
×

Fig. 1. The  quantum  circuit  of  the  HHL  algorithm.  Parameter    .  Quantum  gate   

 . The symbol    connected with the straight line represents the SWAP gate[31].
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计算. 对于当下的量子计算发展, 如何拓展量子体

系的维度是一个重大的挑战, 因此量子比特数对于

任何实验系统而言都是稀缺资源. 该实验所展示

的 AQC算法对辅助比特数的要求并不依赖于量

子系统的维度, 这对于量子机器学习算法实现应用

具有重大意义. 

2.2    解线性微分方程

N ×N M N

|b⟩ |x (0)⟩

在应用科学面临的许多动力学问题中, 线性微

分方程组 (LDEs)扮演了一个很重要的角色. LEDs

问题可以概括为: 对于给出的   矩阵   ,   

维的向量  以及初始态向量  , 希望从含时的

微分方程组 

dx (t) /dt = Mx (t) + |b⟩ (14)

|x⟩求出解向量  .

4× 4

x (t)≈
∑k

m=0

(Mt)
m

m!
x (0)+

∑k

n−1

Mn−1tn

n!
b

|j⟩

和线性方程组问题类似, 经典计算机解线性微

分方程要耗费大量计算资源. 当面临例如量子系统

或者流体力学的问题时, 计算的维度大大增加, 这

对于经典计算机来说难以解决. 随着量子计算的发

展, 解线性方程组的量子算法已经被提出 [19,33], 也

相继在量子计算平台上进行验证. 而解线性微分方

程组的量子算法虽然也被提出 [35–37], 但是这些算

法对于目前的量子计算机很难实现. 清华大学龙桂

鲁团队 [38] 提出了一种容易在量子线路中实现的

基于逻辑门的解 LDEs算法 , 并且在 4 bit的核

磁共振体系上实现了解   的线性微分方程组,

如图 2所示 . 线性微分方程组的解向量通式

   所 描

述是非幺正演化, 而传统的量子计算是基于封闭系

统和幺正演化. 该算法利用辅助系统使含有非幺正

演化子系统的大系统进行幺正演化, 最终得以用便

于实验实现的逻辑门线路完成解微分方程组. 解向

量通式可以由计算基矢  展开, 

|x (t)⟩ =
k∑

m=0

||x (0) ||(||M ||At)m

m!
|x (0)⟩

+

k∑
n=1

||b||(||M ||A)
n−1

tn

n!
|b⟩ , (15)

x (0) b |x (0)⟩=
∑

j

xj (0)

||x (0) ||
|j⟩

|b⟩ =
∑

j

bj
||b||

|j⟩ M A =
∑

i,j
Mij
||M||

|i⟩ ⟨j|

其中  和  可以由量子态  ,

 .   可由算子 

来描述.

有别于其他以相位估计为核心的量子算法, 该

算法的量子加速来自于通过辅助比特将非幺正演

化变为幺正演化, 这种做法叫作 LCU(linear combi-

nation of unitaries) [39]. 对于未来非幺正演化的量

子算法研究, 这个工作具有很好的启发性.
 

2.3    量子支持向量机

支持向量机 (support vector machine, SVM)

是一类广泛使用的通过监督学习实现二元分类的

广义线性分类器, 其在人脸识别、文本分类、手写

字符识别等场景中有重要应用 [40]. SVM是通过构

造一个线性映射将数据映射到高维特征空间, 在这

个高维空间找到一个超平面能使两类数据的间隔

最大, 并通过这个超平面对新的数据进行分类.

M

N

已知训练数据集共有   个训练样本, 每个样

本都是一个在  维特征空间的特征向量:
 

X = {x1,x2, · · · ,xM}

xi = [d1, d2, · · · , dN ] , (16)

且对应的标签集为
 

Y = {y1, y2, · · · , yM} ,

y ∈ {−1, 1} . (17)

 

|0> |0>

|0> |0>

|>

|1> |2>

R
e
a
d
o
u
t

|3>



     

 

  

… …

T = log2 (k + 1)

|0⟩ |0⟩T Ux Ub |x (0)⟩ |b⟩∑k

τ=0
|τ⟩ ⟨τ | ⊗ Uτ

|0⟩

图 2    解线性微分方程的量子线路图. 线路中第一个辅助

寄存器是单比特, 第二个辅助寄存器为   比

特 , 然后是一个工作系统 . 所有的辅助寄存器被初始化为

 , 控制操作   和   分别被用来生成   和   .

在编码和解码期间的演化算子为   . 在

线路的结尾, 在所有辅助比特为   的子空间中测量工作系

统的态矢 [38]

T = log2 (k + 1)

|ϕ⟩
|0⟩ |0⟩T Ux

Ub |x (0)⟩ |b⟩∑k

τ=0
|τ⟩ ⟨τ | ⊗ Uτ

|0⟩

Fig. 2. Quantum circuit  for solving linear differential  equa-

tions.  The  first  auxiliary  register  in  the  circuit  is  a  single

bit,  and  the  second  auxiliary  register  is   

bits,  then  is  a  working  system    .  All  auxiliary  registers

are  initialized to    ,  and then the operation     and

  are used to generate    and   . The evolution op-

erator during encoding and decoding is   .

At  the  end  of  the  circuit,  the  state  vector  of  the  working

system is measured in the subspace where all auxiliary bits

are   [38].
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w b

在训练样本所在的特征空间中, 通过训练超平面的

法向量  和截距  寻找到一个超平面能够让任意数

据到这个超平面的距离要大于等于 1, 即能够让两

类训练数据分离: 

yi (w · xi + b) ⩾ 1. (18)

x w · x+ b ⩾ 1

w · x+ b ⩽ −1

因此判别新数据  类别时, 当  时, 认为

该数据为+1类, 反之当   , 则认为数

据为–1类. 但通常很多数据是无法线性可分的, 因

此需要通过一个非线性的函数将数据从低维特征

空间映射到更高维度的空间, 同时需要定义该映射

函数的内积, 称为核函数, 以回避复杂的高维显式

内积计算.

O[poly (NM)]

N M

M

O(S
3
+ SN + SNM) O

(
NM2

)
S

M

SVM在识别阶段时间复杂度是   ,

 是特征空间的维度,   是训练集的样本数. 而在

训练阶段通常采用二次规划求解超平面, 而求解二

次规划将涉及   阶矩阵的求解, 时间复杂度约为

 和   之间 ,    为支持

向量个数, 当   数目很大时该矩阵的存储和计算

将耗费大量的计算机内存和运算时间.

w

xi

为了解决经典 SVM无法使用大规模数据进

行训练的难题, 2014年 Rebentrost等 [41] 提出了量

子支持向量机 (quantum support vector machine,

QSVM). QSVM在训练阶段, 将法向量   表示为

训练样本  的线性组合, 

w =

M∑
i=1

αixi, (19)

α b通过最小二乘法, 权重参数  以及截距  可以通过

求解线性方程得出: 

(b, α1, α2, · · · , αM )
T
= F̃−1(0, y1, y2, · · · , yM )

T
,
(20)

F̃ K (M + 1)× (M + 1)其中   是包含核函数   的   的

矩阵
 

F̃ ≡
(
K + γ−1IM

)
, Ki,j = xi · xj . (21)

IM M ×M γ

F̃

O [log (NM)]

13C
19F

  是   的单位矩阵,    是设定的训练误差

与 SVM目标的相对权重. 其将 SVM训练转化为

最小二乘法问题再通过 HHL算法求解矩阵   的

逆, 能使 QSVM的时间复杂度在训练和识别阶段

都能达到  . 文献 [42]中杜江峰团队在

NMR系统实现 QSVM在手写数字识别的实验 ,

采用碘三氟乙烯作为样品, 其中有一个  核自旋

和三个  核自旋. 两个比特作为训练数据寄存器,

一个比特作为标签寄存器, 一个比特作为辅助比

特. 实验巧妙地将字符“6”和“9”编码成二维线性可

分的特征向量用于训练和测试, 实验保真度接近

99%, 手写数字识别错误率低于 4%, 如图 3所示.
 

2.4    量子主成分分析

主成分分析 (principal  component  analysis,

PCA)是机器学习中一种常用且费时的无监督学

习算法. 这一方法利用正交变换把由线性相关变量

表示的观测数据转换为少数几个由线性无关变量

表示的数据, 线性无关的变量称为主成分. 这个算

法主要用于发现数据中的基本结构, 即数据中变量

之间的关系 [43].

M

N

已知数据集一共   个样本, 每个样本都是一

个在  维特征空间的特征向量:
 

X = {x1,x2, · · · ,xM},

xi = [d1, d2, · · · , dN ] . (22)

X̃将数据归一化为  后构造协方差矩阵
 

 

Hand-written
characters

Experimental
indicators

Amplitude 0.2234 -0.2247 0.2205 0.2496 -0.1775 0.2092 -0.1421 -0.2278

Recognition
results 6 9 6 6 9 6 9 9

图 3    手写字符“6”和“9”的识别结果, 第 1—4行分别代表手写字符, 实验指示符, 相干项的幅度和识别结果 [42]

Fig. 3. Recognition results of handwritten characters of “6” and “9”. Lines 1 to 4 represent handwritten characters, experimental in-

dicators, amplitude, and recognition results, respectively[42]. 
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C =
1

M
X̃X̃T, (23)

C

K P

P

K

O
(
N2
)

对协方差矩阵  进行特征值分解, 得到所有特征值

和对应特征向量, 并对特征向量按其对应特征值大

小降序排列, 取前  个特征向量构成投影矩阵  ,

最终利用投影矩阵  将数据集从 N 维特征空间投

影到  维特征空间. 由此可见特征值分解直接确定

了 PCA算法的时间复杂度为  .

ρ C

ρ

U = e−iρt

SWAP

2014年, Lloyd等 [44] 提出了量子主成分分析

(quantum principal component analysis,  qPCA).

qPCA用密度矩阵  表示协方差矩阵  , 通过相位

估计法将密度矩阵   编码在辅助比特从而解出

特征值, 而相位估计法所需的控制门   可

以用目标比特和编码比特之间用时间非常短的

 操作构建: 

lim
∆t→0

e−iρ∆tσeiρ∆t = lim
∆t→0

TrP
(
e−iS∆tσ ⊗ ρeiS∆t

)
,

(24)

O (log (N))因此 qPCA能够将时间复杂度降低到  .

然而上述方法需要的辅助比特数量随密度矩

阵的大小指数增加, 大量的资源消耗以至于在实验

平台上很难该算法进行验证, 所以文献 [45]中实验

U ρ

团队通过参数量子电路实现 qPCA, 如图 4所示,

该方法构建出一个厄密算符  , 能够将密度矩阵 

被对角化同时特征值按大小降序排列:
 

ρf = UρU† =

N−1∑
j=0

λj |j⟩ ⟨j| . (25)

U (θ)

P

这需要构建一个参数量子电路   以及一个算

符  :
 

P =
1

N (N − 1)

n∑
j=1

2j−1
(
σj
z + 1

)
, (26)

L (θ)构建出损失函数  :
 

L (θ) = Tr
(
U (θ) ρU† (θ) · P

)
. (27)

θ L (θ)

U
通过梯度下降优化参数   最小化损失函数   ,

就能训练出目标厄密算符   , 从而实现 qPCA算

法. qPCA求解出人脸图片训练集协方差矩阵的特

征值和对应的特征向量, 通过特征向量构造投影矩

阵将高维的图片数据投影到低维空间, 再通过欧拉

距离公式将测试集图片分类实现人脸识别. 实验使

用四比特核磁共振量子系统, 将量子比特编码在核

自旋, 通过选择跃迁法初始化量子系统, 并用梯度

 

Training dataset Test dataset

Quantum computer

Eigenface matrix
D=ATA

Eigenvectors of
AAT: =A|>

Classical computer

Yes

?

No

Eigenvectors of
D: |>=g

†()|>

 

Update 

13C  |0>

19F1  |0>

19F2  |0>

19F3  |0>

|>

1

2

()

Parameterized
quantum circuit M

e
a
su

re
m

e
n
t

U (θ)

L (θ) g (θ) θ Ug

图 4    通过 qPCA实现人脸识别的流程图. 通过混合经典量子控制方法对 PQC   进行迭代优化, 其中在量子处理器上测量

目标函数   和梯度   . 参数   的存储和更新在经典计算机上实现. 用优化后的   来计算特征脸矩阵D和协方差矩阵 C的

特征向量 [45]

U (θ)

L (θ) g (θ)

θ Ug

D C = AAT

Fig. 4. Workflow for human face recognition via qPCA. The PQC      is iteratively optimized via the hybrid classicalquantum

control approach, where the objective function     and the gradient     are measured on the quantum processor. The storage

and update of the parameters    are implemented on a classical computer. The optimized PQC with the operator    is applied to

compute the eigenvectors of the eigenface matrix    and the covariance matrix   [45]. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 14 (2021)    140305

140305-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


下降优化控制脉冲方法来载入经典数据, 最后利用

量子计算机和经典计算机混合系统优化参数量子

电路. 实验最终求出的特征值保真度达到 99%, 测

试集人脸识别正确率为 100%. 

3   NV色心体系

金刚石中的 NV色心由一个替代 C原子的 N

原子以及相邻位置 C原子的缺失产生的空位组

成 [46], 如图 5(a)所示. NV色心是一种很重要的量

子体系, 得益于其固态及室温下可操控等特点, 在

量子计算、量子信息、量子精密测量等多个领域都

有很好的应用前景 [47−49]. 目前, 国内外都有科研团

队在基于 NV色心体系的量子技术上展开研究. 自

然状态下, NV色心具有两种电荷态-电中性和带负

电荷. 带负电的 NV–由于其便于初始化、操控、读

出, 对其本身及其应用的研究也最为广泛和深入,

本章节中我们将要回顾的相关研究也均是基于

NV–.

|ms = 0⟩ |ms = ±1⟩ |ms = ±1⟩

对于 NV–, 色心在俘获一个电子后带负电 .

N原子与相邻的 C原子形成共价键, 与空位之间

不成键 , 所以贡献两个电子 , 同样 , 空位周围的

3个 C原子也分别贡献 1个电子, 本身的 5个电

子, 加上俘获的电子, 共有 6个电子. 在实验中可

以认为其等价于 1个自旋为 1的电子自旋. NV–的

基态和激发态的电子态分别为 3A2 和 3E, 均为自

旋三重态 , 基态因自旋之间的相互作用分裂成

 和  , 而  是简并的 [50], 如

14N 15N

13C

图 5(b)所示. 选取其中的两个能级, 就可以构建一

个量子比特. 除电子自旋外, 形成色心的  (  )

原子也可以作为一个自旋为 1(1/2)的核自旋量子

比特, 若在色心周围存在   原子, 同样可以作为

自旋为 1/2的量子比特, 这是目前基于 NV色心实

验体系来扩展量子比特的主要手段.

|ms = 0⟩ |ms = ±1⟩

|ms = ±1⟩

在不外加静磁场的情况下, 由于自旋之间的

相互作用, 劈裂成   和   , 其零场劈

裂为 2.87 GHz. 施加静磁场后 , 简并的能级

 将会分开, 并且劈裂会随着轴向磁场的

增强而增大.

14N
在外场下 NV色心的系统哈密顿量 (以电子自

旋与  核自旋的两比特系统为例): 

HNV=DgsS
2
z+PN(I

N
z )

2−B0(γeS+γNI
N)+S ·AN ·IN,

(28)

S2
z INz

14N

Dgs

PN
14N

γe γN
14N
14N

AN

其中,    与   分别为 NV电子自旋与   核自旋

算符,    = 2.87 GHz, 为 NV的电子自旋零场劈

裂,    = –4.95 MHz [51] 为 NV中心  核自旋的

四偶极矩劈裂. (28)式中的第三项为 NV在外磁场

下的塞曼劈裂, 其中    = 2.082 MHz/G与    =

–0.308 kHz/G分别为 NV电子自旋与   核自旋

的旋磁比. 最后一项是 NV电子自旋与  核自旋

的超精细相互作用 (hyperfine interaction),    为

超精细结构张量.

要进行量子计算, 量子体系不仅要具备可操控

的量子比特, 还要能够初始化以及读出其状态. 对

于 NV色心, 其电子自旋是通过激光实现初始化和

 

V

N

(a)

3E

1A1

1E

辐射荧光

3A2

0

0

+1

+1

强

强

弱

弱

(b)

3A2 3E 1A1 1E图 5    (a)金刚石 NV色心结构图; (b) NV色心电子能级跃迁过程示意图,   和   分别代表基态和激发态,   和   为中间亚

稳态, 从激发态直接跃迁回基态会发出荧光, 而经中间态回基态不会发出荧光
3A2

3E 1A1 1E

Fig. 5. (a) NV color center structure; (b) schematic diagram of the transition process of NV color center electron energy level,  

and    represent the ground state and excited state, respectively,    and    are the intermediate metastable states, which from

the excited state directly transitions back to the ground state and emit fluorescence. But the path througt metastable state returns

to the ground state without emitting fluorescence. 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 14 (2021)    140305

140305-8

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


|ms = ±1⟩

|ms = 0⟩
|ms = 0⟩

|ms = 0⟩
|ms = ±1⟩

|ms = 0⟩

读出的. NV–的零声子线位于 637 nm, 在室温下,

由于声子的参与, 一般使用 532 nm的激光激发其

至激发态. 当处于激发态时, 有两种路径可以回到

基态. 第一种是辐射 637—750 nm的荧光由激发

态直接跃迁回基态, 第二种则是经过中间态回到基

态. 对于第二种情况, 自旋是不守恒的, 且不会辐

射 637—750 nm的荧光 [52]. 值得注意的是, 如果

NV色心的电子在激发前处于  自旋态, 被

激发到第一激发态之后, 其将更倾向于通过中间态

回到基态 , 这就意味着将会有更大的概率得到

 的自旋态. 同时, 如果 NV色心的电子在基

态时处于  的自旋态, 它会有更大的概率沿

着辐射跃迁的路径, 释放荧光后直接回到基态 [53].

所以我们还是有更大的概率得到   的自旋

态. 经过这个过程, 电子在  上的布居度将

不断减少,    上的布居度将不断的增大 [46].

由此, 可以实现对色心电子自旋的初始化. 同样读

出时也会用到上面的性质. 经过中间态回到基态的

跃迁过程并不会辐射 637—750 nm的荧光, 所以通

过荧光强度可以判断出电子自旋跃迁回基态时经

历的路径. 同时结合所知的, 处于不同自旋态的电

子自旋跃迁时选择路径的倾向也不同, 可以得出结

论: NV色心在不同自旋态时, 对应的辐射荧光强

度的不同, 以此区分色心的自旋态.

NV色心体系由于其比较成熟的操控技术、较

长的退相干时间 (NV基态自旋具有固体中任何电

子自旋中最长的室温单自旋退相干时间 (T2), 在某

些样品中大于 1.8 ms), 成为了很多科研组在实验

体系下实现量子算法的选择. 将 NV色心体系作为

量子模拟器进行模拟以帮助解决物理问题也是近

年来的一个重要研究方向.
 

3.1    卷积神经网络

拓扑相的发现改变了人们对量子相的理解. 不

像传统的相位, 拓扑相位不满足对称破裂的范式.

相反, 每个对称类中都存在不同的拓扑相. 在实验

中, 拓扑相的识别通常依赖于测量具有拓扑起源的

某些属性, 而在实验上实现一个明确可以辨别拓扑

相的方法, 是十分具有挑战性的. 机器学习很有希

望帮助解决这一问题. 在邓东灵与段路明课题组合

作的工作 [54] 中, 利用机器学习对三维手性拓扑绝

缘体的外来拓扑相进行了识别.

卷积神经网络 (convolutional neural networks,

CNN)作为如今发展最迅速的一种神经网络模型,

在计算机视觉、医学影像处理、自然语言处理等领

域广泛使用 [55,56], 该模型的共享权值的特点, 大大

减少了模型训练的复杂度, 同时能够进行表征学

习, 并且提取出数据的全局特征和局部特征.

H =
∑

k∈BZ
Ψ †

kHkΨk

考虑一种三维手性拓扑绝缘体的最小的 3带

哈密顿量  , 单粒子的动量分

辨哈密顿为: 

 

Hk =

 0 q1 (k)− iq2 (k) 0

q1 (k) + iq2 (k) 0 q3 (k) + iq0 (k)

0 q3 (k)− iq0 (k) 0

 , (29)

q1(k) = tsinkx q2(k) = tsinky q3(k) = tsinkz
q0 (k) = t (cos kx + cos ky + cos kz + h )

|1⟩, |0⟩, |–1⟩
Hk |1⟩ |–1⟩

其中  ,   ,   ,

 . t 被设定为

1, 而 h 是一个与维度无关的可调参量. 通过调控

NV色心电子自旋基态的三个能级, 在实验上成功

模拟出了所需的哈密顿量, 如图 6(a)所示. 通过

将 NV色心基态的三个能级编码为   态,

观察   可以发现其并没有对角项, 并且   与  

之间并没有直接的耦合. 因此实验中可以施加能级

之间的共振微波, 通过绝热过程, 可以实现对应不

同 k 值点的哈密顿量.

利用 NV色心中的电子自旋模拟的三维手

性拓扑绝缘体哈密顿量生成的原始数据, 训练卷

积神经网络以识别拓扑相, 这样的监督学习类似

于处理经典的图像识别. 如图 6(b)所示，将在 10 ×

10 × 10规则网格的密度矩阵的实验数据作为输

入, 通过一个用来预测拓扑不变量的预训练卷积

神经网络迁移到分类不同拓扑相的问题中, 输出

各个可能的拓扑相得经典概率 . 实验发现即使

只用输入 10%实验数据 , 模型也能够达到 90%

的识别率, 表明了即使使用最少数量的数据样本,

也可以训练 CNN来成功识别拓扑阶段 , 如图 7

所示.
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训练卷积神经网络的方式将比传统的方法更

加有效. 首先, 对于未知序参量和拓扑不变量的拓

扑相, 由于不需要知道各个拓扑不变量的精确解

而只需要必要的训练数据, 所以可以被更广泛地应

用在未知拓扑相之中. 再者, 没有在常规网格上提

供数据的情况下, 离散积分的常规方法无法使用.

CNN在这方面具有更好的应用范围. 因此在实验

中所需要的样本也就更少. 并且, 机器学习是直接

从混态之中提取数据, 而不需要依赖于纯态定义

的拓扑不变量. 这在量子实验体系中是具有极大优

势的. 

3.2    量子主成分分析

由于主成分分析 (PCA)在对数据降维的同时

能够尽可能保留有效信息的特性, 其在机器学习

领域有着十分广泛的应用前景. 量子主成分分析

(qPCA)由于量子算法的量子加速特性, 可以比经

典算法更加高效地解决问题. 对未知的低秩密度矩

阵的量子主成分分析以量子形式快速揭示了与大

特征值相对应的特征值, 并为机器学习和数据分析

提供了潜在的量子加速器. 对于 qPCA, 如何萃取

出其主成分一直是一个问题. 前文提到, qPCA算

法解决了时间复杂度的问题, 但实验上仍然需要大

量的运算资源, 对量子比特数和操控的精确度都有

着很高的要求, 所以完成实验一直都是一件很困难

的事情.

杜江峰课题组 [57] 基于金刚石 NV色心体系利

用量子机器学习完成了主成分分析算法 (PCA),

如图 8所示. 在实验中使用了基于共振的量子主成

分分析 (RqPCA), 通过引入一个辅助比特, 实现了

算法的量子指数加速.

H = |1⟩ ⟨1| ⊗ ρ +
ω

2
σz ⊗ In

In

ρ

ω ≈ λi |0⟩ |λi⟩

|1⟩ |λi⟩ ρini = |0⟩ ⟨0| ⊗ ρ

实验体系的哈密顿量为    

 , 其中第一项为辅助比特与量子寄存器

的耦合项, 第二项为所添加的可调能量偏执.   为

与  维度相同的单位阵. 当施加一个以强度 c 驱动

辅助比特的外场, 若   , 则会发生从   到

 的跃迁 . 当初态制备到   时 ,

系统将在下面的哈密顿量下演化:
 

HRq (ω) =
ω

2
σz ⊗ In + cσx ⊗ In + |1⟩ ⟨1| ⊗ ρ

=
∑
i

ω − λi
2

σz ⊗ |λi⟩ ⟨λi|+ cσx ⊗ In

+ I2 ⊗
∑
i

λi
2
|λi⟩ ⟨λi| . (30)

ω λi通过对  进行扫频, 当满足某个特定  , 探测比特

会以
 

 







MW1

MW2

(a) (b)

图 6    (a)利用共振微波操控 NV色心基态能级; (b)可对拓扑相进行分类的 3D卷积神经网络的体系结构, 输入是在 10 × 10 × 10

规则网格上的密度矩阵的实验数据. 每个密度矩阵由八个实数表示. 输出是每个可能相的分类概率 [54]

Fig. 6. (a) Using resonance microwave to control the ground state energy level of NV color center; (b) architecture of the 3D CNN

to classify the topological phases. The input is experimental data of density matrices on a 10 × 10 × 10 regular grid. Each density

matrix is represented by eight real numbers[54]. 
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图 7    迭代次数增加时的训练和验证准确性. 训练和验证

准确性在训练过程开始时迅速增加, 然后达到了很高的饱

和值 (≈ 98%)[54]

Fig. 7. The  training  and  verification  accuracy  when  the

number of iterations increases. The training and validation

accuracy increased rapidly at the beginning of the training

process,  and  then  reached  a  high  saturation  value  (≈

98%)[54]. 
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Pi (ω) = λiD
2
i sin

2

(
cτ

Di

)
, i = 1, 2, · · · , n (31)

Di =

√
(2c)

2

(2c)
2
+ (ω − λi)

2

|1⟩

的概率跃迁, 其中   . 在实

验中, 通过测量探测比特在  上的布居度, 可以得

到相应的谱线, 而每一个峰就对应一个相应的特征

值. 对一个 4 × 4的矩阵进行主成分分析, 其效率

可达 86%, 保真度可达 0.90. 

3.3    量子自编码器

自动编码器的想法在神经网络领域已经流行

了数十年, 通常是为了降低数据的维度. 它以一种

无监督的方式学习有效的数据编码, 包括一个编码

器, 用于学习一组数据的表示形式; 以及一个解码

器, 用于从简化的编码中生成尽可能接近其原始输

入的表示形式. 自编码器通过简单地学习将输入复

制到输出来工作. 这一任务 (就是输入训练数据,

再输出训练数据的任务)听起来似乎微不足道, 然

而这过程有一个很大的难点, 那就是总要根据自己

的需求去找到合适的方式来约束训练的过程. 我们

最常用的降维其实就是一个很好的例子, 限制数据

的维度并不是一个简单的过程. 我们所加的这些限

制条件, 一方面要能够满足我们的要求 (比如对噪

声的处理或者还原), 另一方面还需要能够有效地

防止程序机械的将数据复制输出, 使其具有高效表

达的能力.

受到经典自编码器的启发, 其在量子领域也可

以用来解决一些传统方法难以轻松解决的问题. 接

下来我们介绍其中一种很有效的应用. 文献 [58]

基于 NV体系构建了量子自编码器, 如图 9所示,

并通过提高量子纠缠的寿命进行了验证. 量子纠缠

作为极为重要的量子资源, 却又非常脆弱, 容易受

到环境的干扰而发生退相干, 因此保护纠缠, 抑制

退相干是量子领域里的核心话题. 有一种方法是将

纠缠的有效信息通过机器学习的方式编码到相干

时间长的子空间, 而在需要取出信息时再进行反向

解码操作, 还原为原有信息, 这样就变相的提高了

量子纠缠的寿命.

文中基于参数化量子线路的思想构建编码器,

编码器设定为共包含四个参数的操控算符, 四个参

数分别对应两束选择性微波脉冲 MW1和 MW2

的振幅和相位. 之后采用混合量子经典方法 (HQCA)

进行训练, 由量子系统和经典系统共同组成训练体

系, 基于梯度算法对参数进行迭代, 成本函数和梯

度的计算在量子系统中执行, 其余部分则由经典系

统完成. 每次迭代都根据由量子系统测量得到的成

本函数的值以及设定的步长来进行梯度运算, 以合
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图 8    共振量子主成分分析算法原理图　(a)探针-寄存器耦合系统的能级结构,   是   的第   个本征态, 而   是对应的

本征值, 如果扫描频率   , 就会引起探针量子位的拉比振荡; (b)使用 Suzuki-Trotter分解的 RqPCA的量子电路, 对探针量

子位进行投影测量得到   表明该算法成功 [57]

|λi⟩
ρ λi ∈ [0, 1] ω ≈ λi

|1⟩

Fig. 8. Algorithm schematic of RqPCA: (a) The energy structure of the coupled probe-register system.    is the i-th eigenstate of

  and    is the corresponding eigenvalue. Once the scanning frequency   , the Rabi oscillations of the probe qubit is

induced; (b) the quantum circuit of RqPCA. The projective measurement of the probe qubit in the state    indicates success of the

algorithm, with principal component being distilled in the register[57]. 
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适的学习率对参数进行调整更新, 直至其满足实验

需求而完成迭代. 这种方式能够缓解量子资源不足

的问题, 同时经过机器学习过程也能抑制量子系统

本身造成的实验误差. 本文基于金刚石 NV色心体

系对这种方法进行了验证, 把电子自旋和核自旋的

贝尔态中的纠缠信息编码到相干时间较长的核自

旋上进行保护 , 使得纠缠的寿命由 2 µs提升到

3 ms, 提升超过了 1000倍.
 

4   展　望

值得注意的是, 本文主要介绍了量子机器学习

基于 NMR和 NV色心这两种自旋量子体系在近

年来的实验进展, 并不是关于量子机器学习的全面

综述, 只介绍了这两种实验体系涉及到的部分量子

机器学习算法. 除了这两种体系, 量子机器学习在

诸如超导 [32,59]、光学 [30,60] 等体系中都有着良好的

发展.

量子机器学习是近几年新兴的交叉研究领域,

有着巨大的发展潜力. 虽然已经取得了一定的成

果, 但是在未来的发展中依然存在着很多问题 [14].

首先, 在解决实际问题时, 需要将经典的信息导入

到量子体系当中, 这个经典到量子的信息转换过程

本身就很复杂, 会耗费大量的资源, 目前仍没有行

之有效的方法. 其次, 常见的各类量子体系还都不

够成熟, 量子机器学习的发展在今后相当长的一段

时期内仍将受限于量子比特的数目、相干性、可纠

错性等问题, 构建通用量子计算机或专用量子处理

器仍十分困难. 最后, 对于已有的量子算法, 难以

断言其处理问题的过程中, 是否存在着超越经典算

法的优势, 同时也缺少评估量子算法有效性的系统

性方法.

虽然还存在种种问题, 现阶段量子机器学习在

解决各学科领域的问题已经显示出巨大优势潜力,

尤其是为一些常见的量子物理问题的分析和处理

提供了一种有效的手段, 例如量子拓扑相的鉴定

等 [54,61−66], 未来必将能够继续助力各领域的突破

和发展.
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图 9    (a)量子自编码器线路图 , 通过编码操作   将  

中的信息压缩到   中 , 在需要时通过解码操作   将

 还原为   ;  (b)优化编码器的基于梯度算法的

HQCA的训练过程 ,   是编码器的输入状态 ,   是辅助

量子位的输出状态,   是成本函数, q 是迭代次数 [58]
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Fig. 9. (a) Quantum autoencoder circuit. The target inform-

ation of     can be encoded to the code state     via

the encoder   .    can be reconstructed to    when

needed  by  the  decoder    .  (b)  Training  process  of  the

gradient-based HQCA to optimize encoder. Here,     is the

input state of the encoder, and     is the output state on

the ancilla qubits.    is the cost function, where q is

the current iterative number[58]. 
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SPECIAL TOPIC—Machine learning and physics

Experimental progress of quantum machine learning
based on spin systems*
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Abstract

Machine learning is widely applied in various areas due to its advantages in pattern recognition, but it is

severely restricted by the computing power of classic computers. In recent years, with the rapid development of

quantum  technology,  quantum  machine  learning  has  been  verified  experimentally  verified  in  many  quantum

systems, and exhibited great advantages over classical algorithms for certain specific problems. In the present

review, we mainly introduce two typical spin systems, nuclear magnetic resonance and nitrogen-vacancy centers

in diamond, and review some representative experiments in the field of quantum machine learning, which were

carried out in recent years.

Keywords: quantum machine learning, spin systems, nuclear magnetic resonance, nitrogen-vacancy centers in
diamond
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专题: 机器学习与物理

机器学习辅助绝热量子算法设计*

林键    叶梦    朱家纬    李晓鹏†

(复旦大学物理学系, 上海　200433)

(2021 年 5 月 1日收到; 2021 年 6 月 13日收到修改稿)

量子计算在近十年取得了长足的进展. 随着量子调控技术达到前所未有的高度, 包括超导量子比特、光

量子器件、原子系综等在内的量子实验平台都进入到了崭新的时代. 目前在特定计算任务上超越经典的量子

计算优势也已经被报道. 其中一种可以有效运用可控量子器件的计算方案是采用绝热量子计算. 绝热量子计

算中算法的选择与研究至关重要, 其将直接决定量子计算优势是否能够最大限度地被挖掘. 本综述主要介绍

近期机器学习在绝热量子算法设计方面的应用, 并讲述该计算架构在 3-SAT和 Grover搜索等问题上的应用.

通过与未经机器学习优化设计的绝热量子算法对比, 研究表明机器学习方法的应用可以极大提高绝热量子

算法的计算效率.

关键词：绝热量子计算, 量子算法, 量子模拟, 机器学习
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1   引　言

量子计算概念最早可以追溯到 20世纪 80年

代, 当时 Benioff[1] 提出了量子图灵机概念, Feyn-

man[2] 有了量子模拟的想法. 而后 Deutsch[3] 提出

量子线路模型来实现普适量子计算, Yao[4] 证明了

量子线路模型与量子图灵机的等价性—两者可

以在多项式时间内互相模拟 . 在量子算法方面 ,

1994年 Shor[5] 基于量子线路模型提出了可在多项

式时间内求解质因数分解问题的量子算法. 由于质

因数分解问题的困难性是 Rivest-Shamir-Adle-

man (RSA) 公钥加密体系安全性的保障, 这一由

Shor提出的多项式量子算法引起了密码学和相关

实验领域的高度关注 [6–12]. 量子计算有了从理论研

究走向实际应用的趋势, 量子计算机的研发开始引

起多方投入 [13]. 同时, 人们也从量子信息理论和量

子计算复杂度的角度展开研究, 期待设计出更多具

有显著量子计算优势的量子算法 [14–17].

O(
√
N)

目前已知的具有超越经典计算优势的量子算

法主要可以归为三大类 [16]. 第一类是利用量子傅

里叶变换寻找周期的量子算法, 包括 Shor算法 [5]、

Simon算法 [18]、以及 Hallgren算法 [19] 等. 第二类

是以有量子加速的 Grover搜索算法 [20] 为基础的

搜索及优化算法—可以在  时间内完成对

N个项目的搜索. 第三类是在量子计算机上对复

杂的量子多体体系进行高效模拟. 这是基于 Feyn-

man“利用量子计算机来进行量子模拟”的想法 [2].

量子系统的希尔伯特空间会随量子自由度 (比如原

子数等)的数目指数增长, 所以如果用经典计算

机来模拟量子多体系统需要大量的内存资源和

计算资源. 而量子计算机可以直接用量子比特进行

计算, 具有对复杂量子多体系统模拟的天然优势.

这一方面对量子化学计算、材料科学的复杂微观

物理机制 (如高温超导)的揭示等具有重要科学

价值.
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量子算法与经典算法的很大一点不同是量子

力学允许的量子操作、量子叠加和量子纠缠很难直

接与直观经验建立联系, 甚至是反直觉的. 这极大

地增加了量子算法设计的难度, 同时使得人们在经

典计算算法设计上积累的经验很难被直接借用 [16].

在开发设计量子算法时, 我们期待设计出能够

相比于经典计算更高效的量子算法. 对于可以在量

子计算机上以多项式时间解决的问题, 人们把它们

归为 BQP  (bounded-error  quantum  polynomial

time)复杂类. 目前人们还没有一个普适的理论来

确定这类问题的边界, 在后文中我们将对此做更具

体的介绍. 虽然通常人们不认为量子计算能够指数

加速 NP-complete问题, 但在具体算法设计中, 任

何能够提升量子计算能力的设计方法和技巧都值

得尝试 [21]. 在量子计算的发展进程中, 我们也可以

适当借鉴经典计算领域的发展. 设计出具有量子优

势的量子算法还有待于量子研究领域与经典计算

研究领域的深度交融.

Farhi等 [22,23] 在 2001年提出了与量子线路

模 型 相 应 的 绝 热 量 子 计 算 模 型— AQC

(adiabatic quantum computation). 在绝热量子计

算中, 我们首先会构造一个非平庸的问题哈密顿

量, 其基态编码了我们关心问题的答案. 然后我们

让系统从一个与问题哈密顿量非对易的平庸哈密

顿量基态开始做演化, 一直演化到这个编码的问题

哈密顿量. 如果整个演化过程是完全绝热的并且基

态与激发态之间始终存在能级差 [24], 我们最后也

就能获得问题哈密顿量的基态, 即这个计算问题的

正确解. 这也就将一个计算问题变成了一个哈密顿

量求基态的问题. 绝热量子计算模型可以看作连续

时间的量子计算, 其与离散时间的量子线路模型的

等价性也在理论上得到了证明 [25,26]. “演化体系哈

密顿量”这一想法与量子模拟非常接近. 而人们在

量子模拟及量子控制方面也具备了很多理论知识

和实验经验 [27–30]. 所以绝热量子计算概念的提出

不但给我们提供了一种全新的普适量子计算框架,

而且有利于将我们对量子模拟的物理直觉与量子

算法设计结合起来以打开新思路. 后文将详细介绍

绝热量子计算的算法设计.

经典计算领域的算法设计复杂程度也在愈趋

加大, 如何实现经典算法的自动化设计也变得越

来越重要. 对于一个问题, 如果存在多种可以解

决的算法, 那么如何高效地挑选一个最优的算法

就非常关键. 这就涉及算法选择问题 (algorithm

selection)[31]; 而对于一个算法, 在不同的问题例子

中如何去优化算法构型 (algorithm configuration)[32]

也相当重要. 我们将在后文中详细介绍机器学习在

经典算法设计领域的应用. 另一方面, 近些年机器

学习也在处理量子多体问题上, 特别是在物态的相

分类 [33–37]、多体波函数的表示及基态制备 [38–41]、优

化量子操控 [42–45] 等方向上有了一系列的应用.

虽然经典与量子算法的设计领域差别很大, 但

两者的复杂性使得它们都面临着巨大挑战. 通过借

鉴机器学习在经典算法设计与量子多体物理中的

成功应用, 我们也希望机器学习方法能辅助量子算

法设计. 这不仅会帮助我们设计出具有量子优越性

的算法, 同时设计获得的量子算法也有望实现机器

学习的量子加速 [46]. 我们期待这两个领域的交融

会碰撞出灵感的火花. 

2   绝热量子计算与哈密顿量编码

本节将对绝热量子计算的概念以及绝热量子

计算中问题哈密顿量的编码方案与自旋玻璃物理

的联系进行介绍. 而后, 给出三个具体计算问题的

哈密顿量构造方案. 最后讨论运用绝热量子计算模

型探索 BQP复杂类的研究途径. 

2.1    绝热量子计算

Hb Hp Hb

Hp

Hb

Hp

绝热量子计算作为一种普适的量子计算框

架 [22,23,25,26,47], 其原理是将一个计算问题变成量子

体系求基态的问题. 设想有两个非对易的哈密顿量

 和  , 其中初始哈密顿量  的基态非常容易制

备, 而问题哈密顿量   的基态则编码了我们所关

心问题的解. 让量子系统从初始哈密顿量   的基

态开始演化, 直到系统到达问题哈密顿量  . 一般

可以用以下含时哈密顿量来刻画该过程: 

H(s(t/T )) = [1− s(t/T )]Hb + s(t/T )Hp, (1)

s(t/T ) 0 1

T ≫ O(∆−2
min) ∆min

其中  为哈密顿量的演化路径 (从  变化到  ),

T为总的演化时间. 如果演化时间 T足够长并且

系统的基态与激发态之间始终存在能级差 [24], 那

么由绝热定理可以保证, 这个量子系统将时刻处于

瞬时哈密顿量的基态. 量化绝热条件是绝热定理成

立的必要条件 [48]. 由此, 可以估计出绝热演化时间

 
[22,49,47], 其中   为基态与第一激发
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态之间的最小能隙. 通过测量演化 T时间后的系

统状态, 将得到问题哈密顿量的基态, 即问题的解.

绝热量子计算在被提出之时就将目标指向解

决 NP-complete和 NP-hard问题 [22,23]. 而后, 对其

是否能够超越经典计算的质疑也接踵而来—因

为对于这类 NP-complete和 NP-hard问题, 其最

小能隙呈指数减小, 所以绝热量子计算需要的时间

是指数增长的. 其并不能做到相比于经典算法的指

数加速, 但可能在系数因子上会比经典的算法更

优 [50–55]. 

2.2    哈密顿量编码

本节将介绍绝热量子计算哈密顿量编码与自

旋玻璃问题的关联. 也将介绍三个典型计算问题的

哈密顿量构造方法. 

2.2.1    哈密顿量编码与自旋玻璃问题

在理论和实验中, 总可以将绝热量子计算的哈

密顿量编码为伊辛自旋模型的量子形式 [56,57]. 一个

经典的伊辛自旋模型可以写作: 

H(s1, s2, · · · , sn) =
∑
i<j

Jijsisj +

n∑
i=1

hisi. (2)

si

Hp

在绝热量子计算中, 通过将自旋  写成泡利算符形

式来得到问题哈密顿量  : 

Hp = H(σz
1 , · · · , σz

n), (3)

σz
i Jij

hi Hb

其中   为作用在第 i个自旋上的泡利 Z算符,   

和  为实数. 可以将初始哈密顿量  设置为: 

Hb =
1

2

∑
i

[1− σx
i ], (4)

σx
i其中  为作用在第 i个自旋上的泡利 X算符.

这样的问题哈密顿量构造与物理中的自旋玻

璃模型可以一一对应. 自旋玻璃问题是一个在凝

聚态物理和统计及计算物理领域中悠久且丰富的

物理问题 [58–60]. 自旋玻璃问题和 NP(nondeter-

ministic polynomial) 问题的联系也备受关注. 这

种关联给了我们从物理角度来理解计算中的困难

的机会 [61–63]. Karp[64] 在 1972年研究发现 21个组

合及图论计算问题都可以在多项式时间归约到一

个 NP-complete问题上 , 也就证明了它们都是

NP-complete问题. Lucas[65] 研究了这些典型NP-

complete问题如何编码为自旋玻璃形式的问题哈

密顿量. 一般人们也会把这类编码后的问题叫作

QUBO (quadratic unconstrained binary optimiza-

tion) 问题. 

2.2.2    基于绝热量子计算的Grover搜索算法

N = 2n

f : {0, 1}n 7→ {0, 1} f(m) =

1 x ̸= m, f(x) = 0

Hb = 1− |ψ0⟩⟨ψ0|

Hp = 1− |m⟩⟨m| |ψ0⟩ = 1/
√
2n
∑2n−1

i=0
|i⟩ |m⟩

s = t/T

s = 1/2

基于线路模型的 Grover搜索算法被证明具有

超越经典搜索算法的平方加速 [20]. 这个搜索问题

是指在   个项目中寻找到标记的项. 对于一

个函数  , 只有被标记的项 

 , 对于任意的   . 我们的目标是用

最少的询问神谕 (oracle)次数来找到这个标记的

项目 m. 对应到绝热量子计算, 可以将初始哈密顿

量写成   , 以及问题哈密顿量

 , 其中  ,  

为某一个被标记的态. 在这样的哈密顿量构造下,

如果将演化路径简单地选择为  , 其中的最

小能隙出现在  : 

∆min = ∆(s = 1/2) =
1√
N

=
1√
2n
. (5)

T ≫ 1/∆2
min ∼ O(2n))由绝热定理条件可知,   

[47], 这

与经典搜索算法的复杂度一致. 所以在绝热量子计

算中简单地选择线性哈密顿量演化路径不会使得

Grover搜索问题具有量子加速. 而在如此编码下,

研究表明: 可以解析地优化哈密顿量演化路径以使

得上述 Grover搜索问题在绝热量子计算中依旧具

有平方的量子加速 [66]. 

2.2.3    基于绝热量子计算的 3-SAT算法

zi

Cα Cα

∨ Cα =

(b1 ∨ b2 ∨ · · · ∨ bk) bi ∈ {z1, z2, · · · , zn,¬z1,
¬z2, · · · ¬zn} zi

∧

布尔可满足性问题 (Boolean  satisfiability

problem)中含有 n个布尔变量   , 由其组成了一

系列子句 (clause)    , 其中每一个子句   内都

含有 k个变量并以 “或 ” (  )连接 , 如 :   

 ,  其 中  

 . 最终我们希望找到一串布尔变量  ,

使得所有用“与”(  )连接的子句都得到满足, 即: 

Φ ≡ C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Cr = 1. (6)

k = 2

k ⩾ 3

ziC , zjC , zkC

如果每个子句中有相同变量个数  , 这类问题

称作 2-SAT. 这类问题可以在经典计算中有效地

被解决, 归属于复杂类 P. 而对于  的情况, 这

类问题都是 NP-complete问题, 它们可以在多项

式时间内互相转化. Farhi等 [22] 提出绝热量子计算

时就尝试对 3-SAT问题进行测试 . 为了构造 3-

SAT问题哈密顿量, 我们举例一个涉及三个布尔

变量  的子句 C, 并且对此定义一个经典
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的能量函数: 

hC(ziC , zjC , zkC
)

=

{
0, 如果ziC , zjC , zkC

使得子句C满足;

1, 如果ziC , zjC , zkC
使得子句C不满足.

(7)

h(z1, z2, · · · , zn) =
∑

C hC

Hp

定义   并且将其在以

泡利 Z算符本征矢为计算基下对角化成量子算符

形式的问题哈密顿量  , 也就是对应于: 

Hp|z1⟩|z2⟩ . . . |zn⟩ = h(z1, z2, · · · , zn)|z1⟩|z2⟩ · · · |zn⟩.
(8)

Hp于是 , 这就将 3-SAT问题的解编码到了   的基

态上. 

2.2.4    基于绝热量子计算的质因数分解

算法

N → p× q

fcost =

(N − p× q)2

质因数分解问题是希望将一个大数 N分解为

两个质因数 p和 q, 也就是实现  的分解.

RSA公钥加密体系的安全性正是基于当前经典算

法无法在多项式时间内求解质因数分解问题. 在经

典计算领域, 大家尝试了求解该问题的不同方法,

如基于启发式算法的设计 [67], 机器学习方法 [68,69],

以及仿生算法 [70,71] 和随机架构算法 [72] 等. 而在量

子计算领域, Shor算法可在多项式时间内解决质

因数分解问题 [5]. 但 Shor算法对量子比特数量和

门的保真度要求很高, 在目前的实验条件下 [73], 还

只能在比较小的数字上做分解 [9,74]. 另一方面, 近

些年大家对在绝热量子计算中实现质因数分解也

做了大量工作 [75,76,47,77,78,55]. 在绝热量子计算质因

数分解问题中, 构造问题哈密顿量一般有两种主要

方式 . 一种是直接将问题写成损失函数  

 
[79], 为了避免其中耦合强度出现指数

增长, 人们提出了另一种基于乘法表的损失函数构

造方法 [77]. 其中, 通过将二进制数映射为泡利算符,

继而引入额外的量子比特将高阶耦合项降到二阶,

人们可以将这一问题约化到前文提到的 QUBO问

题, 并得到相应的问题哈密顿量. 

2.3    绝热量子计算与 BQP 复杂类

自从 Shor[5] 提出质因数分解的多项式算法以

来, 量子计算领域获得了更广泛的关注, 也涌现出

许多不同新的研究方向. 然而不同于量子计算复杂

度理论、量子密码学以及量子纠错等领域的快速发

展, 量子算法设计作为量子计算研究的核心问题之

一, 特别是设计出相比经典算法具有指数加速的量

子算法, 并没有如人们想象中那样顺利推进. 对于

这一现象, Shor[16] 指出, 一个可能的原因, 是由于

人们没有像设计经典算法一样好的直觉设计量子

算法. 而找到能充分展现量子计算机超越经典计算

机能力的 BQP问题具有十分重要的现实意义.

在计算复杂度理论中, BQP问题是指在量子

计算机上存在多项式规模的量子线路并且出错

概率小于 1/2求解的一类判定问题 (decision pro-

blem)[80], 简言之, 就是能在量子计算机上在多项

式时间内求解的问题. 与其类似的经典计算问题

是 BPP(bounded-error  probabilistic  polynomial

time)问题, 它被定义为能在多项式时间内被概率

图灵机以有界的错误率求解的判定问题. 虽然在具

体问题中, 如质因数分解 [5]、二次符号权重计数问

题 (quadratically  signed  weight  enumerator

problem)[81]、琼斯多项式估计 (approximation of

Jones  polynomials)[82,83],  local  Hamiltonian本征

值采样问题 (LHES)、相位估计采样问题 (PES)、

酉矩阵平均本征值估计 (LUAE)[84] 等问题上量子

计算可以做到指数加速, 但 BQP计算复杂类的边

界仍然是未解决的理论问题. 在量子计算机上可以

高效解决的问题仍有待进一步探索.

1√
L+ 1

∑L

l=0
|α(l)⟩ ⊗ |1l0L−l⟩

|α(l)⟩
|1l0L−l⟩

前文提到, 由于人们缺少量子世界观以及量子

线路模型难以提供好的算法设计直觉, 那么绝热量

子算法会是寻找 BQP问题的一条途径. 量子线路

模型被证明能以多项式量级的步骤转换为一个绝

热量子算法 [25]. 因此利用量子线路模型定义的

BQP问题, 也可以等价地在绝热计算机上定义. 若

对于要求解的问题有已知的量子线路算法, 那么可

以根据已知的线路模型中的一系列门操作构造出

初始哈密顿量和问题哈密顿量, 使得问题哈密顿量

的基态为历史态  , 其

中  表示原来的线路模型中每个时刻对应的逻

辑态,   是标记演化时刻的时间态. 于是原本

线路模型中的求解过程转换成为寻找问题哈密顿

量的基态. 这个转换过程花费的步骤呈多项式增

长. 在线路模型中, 质因数分解问题 [5] 就是一个典

型的 BQP问题. 通过绝热量子算法判定的 BQP

问题也有典型的例子, 如胶合树问题 [85]. 如果机器

学习方法可以辅助设计绝热算法, 就有望通过这种

方式找到更多的 BQP问题, 进而探索 BQP复杂

类的边界. 
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3   机器学习与量子经典组合算法

本节将首先对机器学习的几个方向及其在经

典算法设计中的应用做简要介绍. 而后介绍量子与

经典组合算法以及机器学习在量子控制中的应用. 

3.1    机器学习分类

st

st+1

1956年的达特茅斯会议中, “用机器来模仿

人类学习以及其他方面的智能”的观点被首次提

出 [86]. 机器学习往往面对的是大量的数据, 通过学

习来拟合出其中的复杂关系. 我们期待机器能自行

学会数据中的关联, 并能给出符合人类逻辑认知甚

至超越人类能力的预判. 近些年来, 机器学习在图

像识别 [87]、自然语言处理 [88] 以及策略游戏 [89] 等方

面表现出令人称叹的能力, 其中非常值得一提的就

是误差逆传播算法 (error back propagation)[90] 在

多层神经网络中的应用. 一个多层神经网络可被分

为输入层、隐藏层和输出层, 其中每一个隐藏层和

输出层的神经元中都含有激活函数 (可被激活或抑

制来模仿生物的神经元机能). 在训练时我们将信

号逐层向前传递直到输出层, 而后将误差逆传递来

更新权重. 我们期待训练好的网络会有很强的表示

能力与泛化能力. 也即是, 对于一个完全陌生的输

入数据, 网络也能给出符合预期甚至超越人类认知

的判断. 机器学习的方法主要有三大类 [91]: 监督学

习、无监督学习和强化学习. 监督学习中具有代表

性的是处理“分类”和“回归”问题. 需要给机器大量

的带标签数据. 机器通过学习数据特征和标签的关

联, 获得对新数据进行预测的能力. 如果预测的结

果是离散的, 就属于“分类”; 如果预测的结果是连

续的, 就属于“回归”. 对于无监督学习, 给机器的

是不带标签的数据, 也就是希望机器能够自己发现

数据之间的共同特征, 将相关的部分归为一类进行

“聚类”. 强化学习 [89] 则是让智能体与环境进行有

探索地交互来训练获得最大奖励. 智能体在某一个

状态  下根据策略做出动作 a, 并且获得环境的奖

励 r, 到达下一个状态  . 其中的会用到 Q值来

表示在某个状态下做不同动作的未来奖励的估计.

对于像围棋这样的游戏, 状态空间会随着格点个数

指数增长. 考虑到要存下这么多状态空间需要大量

内存, 在近期的强化学习中都采用了神经网络的强

大表示能力来表示 Q值. 在人类专家知识输入不

断减少的情况下, 强化学习智能体在策略游戏中依

旧表现得非常出色 [92–95]. 

3.2    机器学习在经典算法设计中的应用

随着经典算法设计变得越来越复杂, 机器学习

也被用在设计经典算法上. 1976年 Rice[31] 就提出

了“算法选择问题”, 他将“算法选择问题”与“没有

免费午餐定理” [96] 相提并论—对于任何算法 ,

想要其表现好于其他算法就必须付出代价 . 换

句话说 , 即没有一个普适的最好算法来解决一

大类问题. 在面对拥有多种求解算法的一类问题

(特别是 NP-hard问题)中, 不同问题实例的求解

效果不尽相同 . 如何挑选出其中最好的算法就

显得非常关键 [97]. 下面通过回顾在经典领域的

自动化算法设计, 期待能对量子算法的设计有一些

启发.

在早期工作中, 人们通过将算法选择问题映射

为马尔科夫决策过程, 利用强化学习选择算法来使

得算法运行时间最短 [98] 以及并行不同算法加速求

解组合搜索问题 [99]. 为了预测不同算法在具体问

题求解中的所需时间, 需要根据人类专家知识预先

选择出可能影响问题计算时间的特征, 将一系列问

题的特征和和真实算法所需运行时间作为数据集,

通过学习利用回归方式预测每个算法在具有某些

特征的问题上求解所需时间 [100,101]. 值得一提的是,

连续多年蝉联 SAT比赛冠军的 SATzilla[102]在处

理 3-SAT问题时会利用预设的求解算法在短时间

内求解那些简单的问题实例. 而对于那些没有在短

时间内被求解的问题实例, 其将根据问题特征来挑

选出预测的最好算法进行求解. 曾经用于分类的元

学习 (meta-learning)也被运用到算法选择中 [103],

不同的机器学习方法在算法选择问题上的表现也

得到了评估和对比 [104]. 机器学习在推荐系统 (特别

是在购物网站)中的成功应用也推动了自动化算法

推荐系统的出现 [105].

与算法选择问题相应的, 算法本身就具有许多

可被调整的参数. 手动对大量的参数进行“调参”不

仅费时也非常依赖于专业知识. 算法构型的设计 [32]

就是在高维参数空间中选择出最佳的算法构型参

数. 目前已开发的一系列算法构型设计工具包 [106–109]

都可以给出优化的固定参数算法构型. 但人工智

能算法在计算过程中需要不断迭代, 最佳的算法
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参数一般会随着整个程序运行的时间而发生变化.

为此, 利用强化学习 [110] 以及基于启发式算法 [111]

的动态算法构型设计框架也被提出.

算法选择问题是希望获得一个选择机制以在

面对新的问题实例时挑选出最佳的算法, 而算法构

型设计是对算法本身的参数做优化. 在经典计算算

法设计上人们也有将两者进行融合 [112] 以获得对困

难问题的高效计算. 

3.3    量子与经典组合算法

量子算法的设计与研究并不是一蹴而就的. 在

研究与设计量子算法的过程中, 人们也会将经典算

法中的一些思想与手段加以利用, 进而设计出量子

与经典的组合算法. 一般地, 这些组合算法按照形

式可以分为以下两类.

其一是利用量子系统具有的优越性来实现一

些经典算法, 其中具有代表性的是量子机器学习

(quantum machine learning, QML). 量子机器学

习领域主要研究如何借助量子系统中的叠加与纠

缠等性质来实现经典机器学习算法的加速 [113]. 在

机器学习算法中, 有很多算法本质上都可以分解为

基于矩阵的一些线性代数运算. 在这些线性代数

运算中, 对于傅里叶变换 [5]、寻找矩阵特征值与特

征向量 [15] 以及求解线性方程组 [114,115] 等运算, 都

有着相比经典算法有指数或者多项式级别加速

的量子算法. 这一系列具有量子加速的线性代数

运算 (quantum basic  linear  algebra  subroutines,

qBLAS)[113] 可以加速许多机器学习领域中的算法,

例如最小二乘法 [116]、梯度下降法与牛顿法 [117]、半

正定规划 [118]、主成分分析 [119]、拓扑分析 [120]、支持

向量机 [121] 等. 在这些机器学习算法的实现中, 为

了避免经典数据的输入与读取成为限制算法效

率的瓶颈, 量子随机读取内存 (quantum random

access memory, qRAM)[122] 技术被提出, 并旨在极

大地提升数据读取的效率. 量子机器学习的另一大

研究领域是利用量子模拟器或可编程量子线路以

建立量子深度学习网络 (deep quantum learning

network)[123,124]. 基于玻尔兹曼分布的量子玻尔兹

曼机 (quantum Boltzmann machine)将神经网络

表示成为伊辛模型下量子自旋及其间的相互作用,

通过训练和优化过程使得量子系统可以学习到数

据的概率分布 [125]. 相较于经典版本, 量子玻尔兹曼

机可以更有效地加速训练过程 [126], 同时在自旋相

互作用模型的选取上也更具灵活性 [125]. 除此之外,

量子机器学习不仅可以和经典机器学习一样接收

经典信息并进行处理, 还可以直接处理量子系统与

量子过程产生的量子信息 [113].

2p

其二则是将量子态的制备、演化与测量过程与

经典的优化算法相结合, 利用经典计算机调节并优

化量子计算过程中的相应参数. 其中具有代表性的

算法有量子近似优化算法 (quantum approximate

optimization algorithm, QAOA)与变分量子本征

求解 (variational  quantum eigensolver,  VQE)算

法. 量子近似优化算法, 最初由Farhi与Goldstone[127]

在 2014年提出 , 主要被用于解决一些 NP-hard

的组合优化问题. 一般地, 量子计算机的演化过程

可以用   个幺正算符来描述, 其中 p为预先设定

的正整数决定量子线路的深度 [127]. 量子近似优化

算法利用经典的优化算法调节这些算符, 进而影响

对应的量子计算过程, 并通过迭代最终使演化结果

能够很好地近似对应组合优化问题的最优解. 量子

近似优化算法不仅被证明具有通用计算的能力 [128],

同时还在例如连续优化 [129]、线性代数 [130] 等领域

中的一些问题中有着良好的表现. 除此之外, 它也

被认为具有实现量子优越性的潜力 [131], 并且在谷

歌“悬铃木”[132]、D-Wave 2000 Q[133] 等量子计算硬

件上表现出了良好的适配性, 但是该算法的量子计

算优势还需要更准确地刻画 [134].

H2 HeH+ LiH BeH2

H2

Peruzzo等 [135] 在 2014年提出的变分量子本

征求解算法, 则是为了解决量子化学领域的相关问

题. 变分量子本征求解算法借助变分原理, 通过预

先拟设 (ansatz)来选择量子初态与量子线路, 并在

量子演化后利用哈密顿量平均 (Hamiltonian

averaging)的手段估计能量期望值, 最终利用经典

的非线性优化过程优化参数直至寻找到符合要求

的近似解 [136]. 尽管理论上传统求解特征值的量子

相位估计算法有着很好的性能, 但它对于量子系统

的相干性有着很高的要求. 相对地, 变分量子本征

求解算法对于相干性的要求大大降低 [135]. 目前, 在

不同的量子计算硬件上, 变分量子本征求解算法可以

很好地求解  
[137]、  

[135,138]、  
[139,140]、  

[139]

等分子系统的基态能量问题以及   
[141] 等分子系

统的激发态能量问题. 

3.4    机器学习在量子控制中的应用

经典最优控制理论通常需要对物理系统建立

一个数学模型, 其基本目的是控制系统来根据参考
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轨迹运动或者根据目标函数优化系统的动力学 [142].

但如果这个数学模型过于复杂以至于无法解析得

到参考路径之时, 那么机器学习就是一个可供选择

的方式 [143,144]. 与经典控制类似的量子控制在量子

计算与量子信息的应用中起到至关重要的作用, 其

核心是控制量子动力学过程向既定的方向 (比如特

殊的量子态)去演化, 简单来说就是对量子系统的

控制 [27].

对于传统的贝叶斯优化, 需要知道系统动力学

的知识 [145]. 而在机器学习方法下, 可以将量子系统

视为一个黑箱—此时量子控制的策略会根据系

统结果的输出 , 来近似知道对应的动力学过程
[146,147]. 人们可以利用机器学习在量子计算及量子

测量中进行量子调控 [148–153], 实现在高维量子多体

系统中的非凸优化 [154,42], 以及利用神经网络对控

制脉冲进行设计 [155] 等.

近些年, 强化学习在量子系统优化控制中的应

用也备受关注. 如在量子线路模型中, 通过在强化

学习的环境中加入不同的控制误差来训练优化智

能体以实现普适的量子控制 [43]. 另外, 强化学习在

实现高保真度目标态的快速制备 [45,156,157]、量子线

路优化 [158]、控制非平衡量子热力学过程 [159] 以及

在量子开放系统中进行最优化控制并与传统优化

方法进行对比 [160–162], 结合强化学习与量子绝热捷

径技术实现对单个量子比特进行更快更鲁棒地控

制 [163,164] 等领域得到广泛应用.

机器学习 (特别是强化学习)在有噪声的中等

规模量子 (NISQ)[73] 控制中与传统量子优化方法,

如 GRAPE[165]、CRAB[166] 一并成为了新的一种量

子最优化控制方法, 并且能够帮助人们对自旋玻璃

物理以及对量子相变物理进行控制, 辅助建立更直

观的物理图像 [42,45,167]. 

4   强化学习在绝热量子算法设计中
的应用

本文第 2节谈到绝热量子计算的定义, 了解到

为了避免出现从基态向激发态的跃迁 (Landau–

Zener transition)[168,169], 原则上需要给系统很长的

演化时间. 在绝热量子计算中, 人们通过解析局部

优化哈密顿量演化路径, 使系统在最小能隙处降低

演化速率来保证不发生跃迁 , 并实现了 Grover

搜索问题的平方加速 [66].

必须要指出的是, 想要在复杂的量子多体系统

中做到对整个能谱的全局认知本身就非常困难. 所

以对于复杂量子多体体系, 很难解析地知道这些

最小能隙的位置来局域地优化哈密顿量演化路

径 [170–172]. 而在经典及量子最优化控制部分的介绍

中, 我们已经谈到可以尝试将复杂的物理系统看作

黑箱, 利用机器学习来获取最优化的控制.

本节将具体介绍我们利用强化学习辅助设计

绝热量子算法的一个工作 [173]. 从前文的介绍中了

解到绝热量子计算的表现与演化路径密切相关. 在

接下来的内容中, 所说的绝热量子算法的设计就对

应于绝热演化的路径设计. 我们在第 2节中介绍了

几个计算问题的哈密顿量编码方式. 而对于给定一

个计算问题, 总有不同的问题实例. 如在 Grover

搜索问题中对不同的目标态的搜索以及在 3-

SAT问题中不同子句的选择, 这都会使不同问题

实例具有不同的答案. 绝热算法设计或者说哈密顿

量演化路径设计不能依赖于具体的某一个问题实

例. 这也就有别于对具体目标量子态制备 [45] 以及

实现快速的量子门操作 [174,155,43], 如何学习并自动

化设计绝热量子计算中哈密顿量演化路径以使得

计算过程体现出量子优势就是一个量子算法设计

问题 [173,175,176]. 对此, 我们构造了自动化绝热量子

算法设计框架, 如图 1. 这一框架特别适合对那些

很难被求解但容易被验证的问题进行绝热算法设

计, 如 Grover搜索问题、质因数分解问题、3-SAT

问题等等. 在该框架中, 我们参数化哈密顿量演化

路径为: 

s

(
t

T

)
=

t

T
+

C∑
m=1

bm sin
(
mπt
T

)
, (9)

bm

bm

其中 C为截断阶数. 当 C趋于无穷时, 这样的参数

化形式就是完备的. 强化学习中智能体 (agent)的

状态 s为需要设计的哈密顿量演化路径中的全部

参数   , 称作“路径态”(path state). 智能体的动

作 a是对路径态中参数   的操作, 其根据绝热量

子计算机的输出结果对错来获得不同奖励 r, 即答

案正确奖励为 1, 答案错误奖励为 0. 强化学习的

目标是最大化奖励, 所以通过让智能体从线性路径

开始对路径参数进行调整, 也就能优化设计出好的

绝热量子算法. 这样的框架就非常适合在 D-wave

机器 [177] 中应用. 值得一提的是, 在训练智能体的

时候, 将同一系统规模的大量问题实例一起输入并
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对最后的表现进行平均, 这样的处理能够让算法设

计更为鲁棒.

T =
√
2n

智能体中深度神经网络近似地表示 Q值表格,

并用其来估计当前状态下选择不同动作的未来累

积奖励. 在例如围棋游戏中, 智能体的动作是离散

的. 而这里通过类似模拟退火的方式连续化了强化

学习智能体的动作, 实现了自动化设计具有量子加

速的绝热量子 Grover搜索算法. 其中固定系统总

的演化时间 T与系统规模 n的关系为   .

人们解析地得到了基于第 2节中介绍的 Grover搜

索算法哈密顿量编码方式下的具有量子加速的绝

热算法 [66]. 在这一演化时间内, 线性的演化路径会

大概率以失败告终. 而利用强化学习自动化绝热量

子算法设计框架获得的算法, 其可以在这一演化时

间内到达与解析获得的算法 [66] 相当的结果 (成功

概率 99.9% 以上), 在过程中甚至有超越解析算

法 [66] 的表现, 如图 2. 通过对系统的能谱以及强化

学习得到的路径进行观察, 发现演化路径在能隙最

小处变化得最缓慢, 出现了平台 [173]. 这个重要特征

与解析结果 [66] 是一致的.

 

Adiabatic path update

Success

AQC Learning agent

Reward

AQC[(]

图 1    强化学习辅助绝热量子算法设计的示意图 [173]. 其中

强化学习中的智能体 (agent)根据绝热量子计算 (AQC)输

出的结果来获取奖励 , 并根据深度神经网络近似表示的

Q值表格来选择动作更新绝热量子算法

Fig. 1. Schematic diagram of the reinforcement learning ap-

proach  for  quantum  adiabatic  algorithm  design[173].  The

learning  agent  collects  the  reward  according  to  the  result

obtained  from  adiabatic  quantum  computing  (AQC)  and

produces an  action  to  update  the  quantum  adiabatic   al-

gorithm based on its Q table represented by a deep neural

network. 
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√
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图 2    强化学习辅助设计的绝热量子算法在 Grover搜索问题上的表现 [173]. 其中成功概率 (success probability)是演化终态与目

标态交叠的平方, 总的演化时间 T与系统规模 n的关系为   . 图中蓝色虚线表示的线性演化路径成功概率会随着系统尺

寸增大不断降低. 红色实线和黑色虚线分别表示强化学习设计得到的演化路径和解析获得的非线性路径 [66] 的表现. 在选择的演

化时间下, 两者的成功概率都能接近于 1, 说明两者都具有平方的量子加速

T =
√
2n

Fig. 2. Performance of reinforcement learning designed quantum adiabatic algorithm in success probability for Grover search prob-

lem[173]. The success probability is obtained by taking the square of wave-function overlap of the final evolved quantum state with

the target state. The total adiabatic evolution time is chosen as    where n is the system size. The blue dashed line denotes

the success probability of linear path which decreases as increasing the system size. The red solid line and black dashed line denote

the performance of the reinforcement learning designed path and the nonlinear path[66], respectively. Given the choice of total evolu-

tion time, the success probability close to 1 by both implies that they both exhibit quadratic quantum speed up. 
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i+ 1

Hb =
1

2

∑
i
[1− σx

i ]

我们测试了强化学习在量子比特数量拓展过

程中的表现, 如图 3. 其中线性演化路径的结果非

保真度 (infidelity)增长得很快, 说明其计算表现

能力不佳 (前文中提到其被证明没有量子加速). 我

们测试了将在 10 qubits系统强化学习得到的路径

直接用到 11—16 qubits上, 发现虽然保真度会有

下降但这也会比直接用线性路径更好. 而如果将

在 i qubits系统中强化学习得到的路径用到  

qubits系统并计算其非保真度. 这样拓展具有远超

线性路径的表现能力, 其结果的非保真度都接近

于 1%. 对于另一种实验友好的编码方式, 即如果

将初始哈密顿量写成   , 解析的

方法 [66] 无法得到最优的演化路径, 而基于强化学

习的方式依旧可以获得这一具有平方加速的量子

算法 [173].
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图 3    强化学习在 Grover搜索问题的绝热量子算法设计

中的拓展性 [173]. 其中绿线是线性路径的表现 , 蓝线是将

10 qubits系统中强化学习学到的路径推广到更大系统 , 橘

线是将在 n qubits系统强化学习获得的路径推广到  

qubits系统

n+ 1

Fig. 3. Transferability  of  reinforcement  learning  based

quantum adiabatic algorithm design for Grover search prob-

lem[173]. The green line denotes the infidelity of linear path.

The blue line denotes the infidelity of the path obtained by

training the 10 qubits  system. The orange line denotes the

performance of applying the path learned from the n qubits

system to the    qubits system.
 

在对 3-SAT这个 NP-complete问题研究中 ,

我们对 10 qubits系统且仅对包含 3个子句的问题

进行强化学习来获得绝热量子算法. 将这样设计得

到的算法直接推广到其他不同子句数量的问题上,

其表现能力与一般的线性演化路径相比具有明

显的提升 . 这样获得的绝热算法具备一定的可

迁移性 [173].

在这个工作中 [173], 我们利用强化学习优化设

s(t)计了参数   . 也可以将其推广 , 将初始哈密顿

量和问题哈密顿量前的参数在保证边界条件下

分别优化. 有研究表明, 这样的分别优化会有更

好的表现 [178,179]. 人们也考虑在演化过程中设计加

入额外的哈密顿量, 并且让这些额外的哈密顿量

在初始和结束演化时关闭来提升绝热量子计算

的能力 [180,172,47]. 此外, 强化学习在自动化设计优化

量子线路 [181–183]、完成在量子模拟中的哈密顿量

构造 [184]、优化量子纠错码 [185]、优化数字量子模

拟 [186] 以及容错量子计算 [187] 等量子计算方面也有

广泛应用. 

5   结束语

量子计算因其具有超越经典计算的优势而受

到高度关注. 其中量子计算算法的设计开发与量子

计算的硬件实现都至关重要. 本文对绝热量子计

算、机器学习及其在经典算法设计中的应用做了回

顾, 介绍了机器学习, 特别是强化学习在量子最优

化控制中以及绝热量子计算算法设计中的具体应

用. 我们看到了机器学习在设计经典算法和求解量

子多体物理上的成功应用, 也期待机器学习能够对

复杂且违反经典直觉的量子算法设计提供更多帮

助. 这不仅能够更好地将量子计算优势挖掘出来,

量子计算的计算优势也能更有力地加速机器学习

对大量数据的处理. 我们预期量子计算与机器学习

的交融会给这两个领域带来新的契机和突破.
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Abstract

Quantum  computing  has  made  dramatic  progress  in  the  last  decade.  The  quantum  platforms  including

superconducting  qubits,  photonic  devices,  and  atomic  ensembles,  have  all  reached  a  new  era,  with

unprecedented  quantum  control  capability  developed.  Quantum  computation  advantage  over  classical

computers  has  been  reported  on  certain  computation  tasks.  A  promising  computing  protocol  of  using  the

computation  power  in  these  controllable  quantum  devices  is  implemented  through  quantum  adiabatic

computing, where quantum algorithm design plays an essential role in fully using the quantum advantage. Here

in  this  paper,  we  review  recent  developments  in  using  machine  learning  approach  to  design  the  quantum

adiabatic algorithm. Its applications to 3-SAT problems, and also the Grover search problems are discussed.
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专题: 机器学习与物理

量子态制备及其在量子机器学习中的前景*
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1) (中国科学技术大学, 中国科学院量子信息重点实验室, 合肥　230026)
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经典计算机的运算能力依赖于芯片单位面积上晶体管的数量, 其发展符合摩尔定律. 未来随着晶体管的

间距接近工艺制造的物理极限, 经典计算机的运算能力将面临发展瓶颈. 另一方面, 机器学习的发展对计算

机的运算能力的需求却快速增长, 计算机的运算能力和需求之间的矛盾日益突出. 量子计算作为一种新的计

算模式, 比起经典计算, 在一些特定算法上有着指数加速的能力, 有望给机器学习提供足够的计算能力. 用量

子计算来处理机器学习任务时, 首要的一个基本问题就是如何将经典数据有效地在量子体系中表示出来. 这

个问题称为态制备问题. 本文回顾态制备的相关工作, 介绍目前提出的多种态制备方案, 描述这些方案的实

现过程, 总结并分析了这些方案的复杂度. 最后对态制备这个方向的研究工作做了一些展望.

关键词：态制备, 量子机器学习, 编码

PACS：03.67.Ac, 03.67.Lx, 03.67.–a 　DOI: 10.7498/aps.70.20210958

 

1   引　言

机器学习是一门人工智能领域的科学, 其通过

计算机学习训练已知的数据, 并利用训练好的数据

模式预测未知数据的信息. 随着计算机性能的不断

增强, 机器学习对数据的处理能力也不断提升, 被

广泛应用到各个领域 [1]. 这包括图像识别 [2,3]、人脸

识别 [4−6] 等分类问题 , 也包括最优决策问题 , 如

Alpha Go[7], Alpha Zero[8] 的围棋对弈等. 经典数

据有许多处理和训练方式, 如神经网络、聚类等方

法. 为了准确提取未知数据的特征, 训练方式的选

择需要参考相应的数据类型. 当处理大规模的数据

时, 为了获取数据特征, 往往采取深度学习的学习

方式, 如包含数十亿权重的神经网络 [9], 这充分展

示了深度学习在处理大数据时的效果.

当今的机器学习发展, 特别是在大数据的处理

方面 , 对经典计算机的运算能力有很高的需求 .

1965年戈登·摩尔提出摩尔定律, 指集成电路上可

容纳的元器件数目约每两年增加一倍. 一方面, 在

不久的将来随着晶体管在芯片上的间距接近 1 nm,

接近传统工艺制造的物理极限; 另一方面数据的爆

炸式增长, 对算力需求越来越高. 于是为了应对大

数据的处理, 需要一个创新的计算体系结构. 量子

计算作为一种新的计算模型, 比起经典计算, 在一

些特定算法上有着指数加速的能力, 有望为大数据

的处理提供足够的计算需求. 如果一个量子信息计

算处理器能够产生经典计算机难以模拟的统计模

式, 那么量子计算与机器学习结合便可能识别经典

机器学习难以识别的特征. 为此, 人们将量子运算

和经典的机器学习相结合, 提出了机器学习的量子

版本, 称为量子机器学习, 并将这种寄希望于量子
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机器学习的优势称为量子计算在经典机器学习中

潜在的加速能力 [10]. 量子机器学习包括用经典机

器学习的方法处理量子物理中的问题和用量子计

算的方式解决经典机器学习的问题. 前者需要将量

子物理中的量子态转换为经典数据, 再用经典机器

学习的方法来提取数据信息, 如构造经典神经网络

训练这些经典数据后, 得到某些量子态的特征. 后

者在处理经典数据时, 某些步骤中的计算过程可以

通过量子态的酉变换来辅助实现, 这其中不可避免

地需要将经典数据对应成量子态.

量子机器学习中, 需要运用量子计算机处理经

典数据, 这涉及经典数据的在量子体系中的表示问

题. 这种将经典数据映射到量子计算机中的过程,

称为态制备问题 [11,12]. 态制备的种类有很多, 大部

分是将经典数据转换为了量子态, 也存在一些将经

典数据映射到哈密顿量的方式. 态制备种类的选择

直接影响了执行机器学习算法的选择, 这意味着不

同的态制备方法决定了提取经典数据信息的差异,

影响了后续在量子系统里的操作, 影响整个机器学

习算法的计算复杂度. 同时, 态制备作为量子机器

学习的其中一部分, 其制备精度和成功率会影响整

个机器学习算法的有效性.

O(N)

O(Poly(logN))

态制备问题不受限于机器学习的应用, 它同样

是一些算法的基础, 如解线性方程组的 HHL量子

算法 [13]. 基于解线性方程组的量子算法, 有量子主

成分分析算法 [14], 可用于聚类和特征识别; 也有支

持向量机算法 [15], 用于对大规模的数据分类问题.

这类量子算法的共同点都是为了解决实际的经典

问题, 需要以经典数据为输入和输出. 这可以分为

三个步骤: 首先运用态制备将经典数据转为量子

态, 再用量子计算机对量子态进行酉变换, 最后多

次地量子测量概率性得到一个经典结果. 整个算法

的复杂度受各个步骤的影响, 本文仅列出不同态制

备方式的复杂度. 如果考虑量子算法的复杂度, 可

通过量子线路的语言, 对所需的基本量子操作, 即

基本量子门计数得到所有门的个数. 类比于经典算

法的分类方式, 量子算法分为不含黑箱 (oracle)的

显式算法和含黑箱的算法. 前者的复杂度指的是所

有基本量子门个数, 后者往往勿略黑箱的执行时间

而考虑黑箱的执行次数, 称为质询复杂度. 一般地,

若数据规模是  的, 量子基本门的时间层数是

 的, 称量子算法的执行时间是有效

O(Poly(logN))

的. 在每个时间层, 允许多个量子比特同时执行一

次量子基本门. 同样的数据规模, 若用到的量子比

特是   的, 称量子算法的比特数是有

效的. 量子基本门的个数受量子比特数和时间层数

的影响, 在一个时间层至多有量子比特数的量子门

同时执行, 故显式算法的复杂度上界为量子基本门

的时间层数与比特数的乘积.

从经典计算机到量子系统态制备的方式叫作

编码. 编码的种类大体上可以分为三种, 分别是基

底编码、振幅编码和量子抽样编码 [12]. 基底编码用

于处理二值数据向量, 将数据编码到量子态的基底

上; 振幅编码是最为常见的态制备方式, 将数据编

码到量子态的振幅上, 数据向量可以是连续变量,

数据特征信息体现到量子态的振幅大小; 量子抽样

编码可以看成前两种编码的结合, 是对在整个计算

基基底的经典概率分布进行振幅编码, 对于某个给

定的经典概率分布, 量子抽样编码退化为了振幅编

码. 上述由经典数据编码到量子态的过程, 在量子

系统中也可以视为从初态到目标量子态的一种酉

变换. 广义上讲, 可以称从经典数据到酉变换的过

程为编码, 如由经典数据决定量子系统演化哈密顿

量的方式也可以看成一种编码, 这种编码称为哈密

顿量编码.

态制备中振幅编码的相关工作最为丰富, 除了

平凡的编码方式, 振幅编码可以从 2002年 Grover

和 Rudolph[16] 的工作谈起, 其将满足条件可积的

一种数据分布制备成了量子态, 制备过程依赖于经

典函数的有效计算, 且没有给出量子线路语言, 编

码的有效性需进一步探讨. Kaye等 [17] 以类似的方

式得到了任意量子态的制备, 给出了可称之为含黑

箱的量子线路 .  Soklakov和 Schack[11] 于 2005年

用其他形式的黑箱给出了在一定限制条件下的有

效的概率性算法. 振幅编码中不得不提到量子随机

存取存储器 (quantum  random  access  memory,

QRAM)的方法, 这是一种从已知量子态出发, 由

经典数据直接得到新的量子态的过程.

本综述简要叙述各种态制备的编码方式, 并给

出一些简单的例子. 根据各个编码方式的适用情

景, 对不同编码进行比较, 列出态制备的复杂度,

表明应谨慎乐观对待量子态制备问题.

H
|ψ⟩∈H |0⟩=(1, 0)T

符号说明　文中希尔伯特空间用  表示, 任意

的单位化向量  表示量子态, 其中  ,

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 14 (2021)    140307

140307-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


|1⟩ = (0, 1)T σx,σy σz

σx =

[
0 1
1 0

]
σy =

[
0 −i
i 0

]
σz =

[
1 0
0 −1

]
RA(θ) =

e−iθσA/2 = cos (θ/2)I − i sin (θ/2)σA A = x,

y, z

 .  泡 利 算 符 用   和   表 示 ,

 ,    ,    .  在

Bloch 球上 , 单比特的绕 A 轴旋转门    

 ,  其 中  

 . 

2   编码方式

D ⊂ Rn |D| = l

x = (x1, · · · , xn) ∈ D

2D

Hm D′ ⊂ D f(D′) ∈ Hm

Hm

D = {x1 = (1, 0), x2 = (0, 1)}
f({x1}) = |10⟩

f({x2}) = |01⟩ f(D) = 1/
√
2(|10⟩+ |01⟩)

这里给出态制备的问题模型. 对给定的经典数

据, 不妨假定数据集  是有限集,   , 每

个数据  , 用一个单射 f 将 D 的

所有子集构成的集合, 记为  , 映射到某个希尔伯

特空间   , 使得对   ,    . 称 f 为

态制备, 其中   中的元素都视为单位向量, 对应

量子态. 例如,    , 可以

找到一种态制备的映射 , 使得   ,

 ,   .
 

2.1    基底编码

D ⊂ {0, 1}n

D′ ⊂ D D′ = {xj}l′j=1 xj =

(xj1, · · · , xjn)

这类编码中, 限定所有数据是二元向量, 或二

值化处理后的经典数据是二元向量, 即  .

对任意数据集的子集   ,    ,   

 ,
 

f(D′) =
1√
l′

l′∑
j=1

|xj⟩ = 1√
l′

l′∑
j=1

|xj1, · · · , xjn⟩.

O(n)

这种编码方式将数据集中的所有数据, 编码到量子

态的计算基上, 等权叠加. 制备过程中用到的量子

比特数为  . 制备的思路是运用迭代法.

|ψ1⟩ =
1√
l′
|x1⟩|0⟩⊗n

1 |0⟩2+
√
l′ − 1

l′
|0⟩⊗n

|0⟩⊗n
1 |1⟩2

|x2⟩

1)制备  

 . 注意到这里增加了两个寄存器, 其中第

一个寄存器为了存放  , 第二个寄存器放置辅助

比特标记位置.

|ψ′
1⟩=

1√
l′
|x1⟩|0⟩⊗n

1 |0⟩2+
√
l′−1

l′
|x2⟩⊗n

|x2⟩⊗n
1 |1⟩2

2)制备  

 . 这里的操作是一系列并行的 X 门和单

比特受控门.

|ψ12⟩ =
1√
l′
(|x1⟩+ |x2⟩)|0⟩⊗n

1 |0⟩2+√
l′ − 2

l′
|0⟩⊗n|0⟩⊗n

1 |1⟩2

|x2⟩ |x2⟩
1/
√
l′

3)  得 到    

 . 这里的操作涉及对上一步

含  的态进行受控 Y 操作, 含  态的振幅也成

为  , 再进行退计算的操作还原即可得到.

|ψ1...l′⟩
f(D′)

以同样的迭代方法, 可以得到  , 即得到

 . 

2.2    振幅编码

D′ = {xj}l′j=1 xj = (xj1, · · · , xjn)
这类编码要求的数据不再是二元向量, 可以是

任意实数. 对于任何  ,   ,
 

f(D′) =
1

C

l′∑
j=1

n∑
i=1

xji |i, j⟩,

C =

√∑l′

j=1

∑n

i=1
(xji )

2

ln 2 log(ln)

ln ln = 4

|00⟩, |01⟩, |10⟩ |11⟩

X = {x = (x0, · · · ,
xN−1)} ⊂ RN 2

这里 C 为归一化常数,    .

可以看出, 如果对数据集中所有数据振幅编码, 当

 是  的幂次时, 只需要  个量子比特便可以

编码  个振幅. 例如,   时, 只需制备一个 2 bit

的量子态, 使得在四个计算基   和  

上的振幅为数据大小即可. 振幅编码问题可以简化

为 ,  给 定 一 个 单 点 集 合  

 , N 为   的幂次, 使得在忽略归一化

常数的条件下 

f(X) =
∑

xi|i⟩.
 

2.2.1    显式的编码

logN1)用  个量子比特编码.

O(N)

plogNi = x2i /∥x∥2

pki =
∑

i′=2i,2i+1

pk+1
i′ k = 1, · · · ,

logN − 1

基本的想法是利用迭代法, 用部分量子态对新

粒子多重控制操作, 直到全部粒子完成态制备. 这

个算法的执行时间是   . 假定制备出的量子

态的每个振幅的大小已知, 即每个计算基上测量得

到相应的结果的概率  已知, 并且我

们定义边际概率   ,   

 , 如图 1所示.

 
 

1

1
10

1

23222120





 30 31 32 33 34 35 36 37

N = 8图 1    当   时所有的边际概率

N = 8Fig. 1. The marginal probabilities for   .
 

θki = 2 arccos
√
pk+1
i/2 /pki k = 0, · · · , n− 1

i = 0, · · · , 2k − 1

假定   (  ;

 ), 则态制备的整个迭代流程图可

以参看图 2. 

f(X) =

N−1∑
i=0

xi|i⟩.
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logN

O(N)

在用  个量子比特编码时, 每个基底前的

振幅都不能并行运算, 导致了这个方法的运行时间

为   . 如果这些多重受控操作可以并行操作,

运行时间将大大降低.

2)用 N 个量子比特编码. 基于减少运行时间

的考量, 可以增加量子比特, 使得编码振幅的基底

选择性更多, 从而增加并行运算的可行性. 这里选

取 W 态的基底, 得到态制备的映射为 

f(X) = x0|0 · · · 01⟩+ · · ·+ xN−1|10 · · · 0⟩

=
∑N

i=1
xi|2i⟩.

令

Y (θ)|01⟩ = cos(θ/2)|01⟩+ sin(θ/2)|10⟩
Y (θ)|10⟩ = − sin(θ/2)|01⟩+ cos(θ/2)|10⟩

RY (θ) |0⟩ |1⟩
Y (θ) × RY (θ)

N = 8

可以注意到   ,

 , 这类似于

对单比特量子门   在   和   上的操作, 故将

 定义为由符号“  ” 控制的  量子门. 这里

直接给出  时的整个迭代过程, 详见图 3.

 
 

 (00)  (0
1)

 (1
1)

 (0
2)

 (1
2)

 (2
2)

 (3
2)

|0>

|0>

|0>

|0>
|>

|0>

|0>

|0>

|1>

N = 8 O(logN)图 3      时用   的时间获取振幅

O(logN)

N = 8

Fig. 3. Acquiring  the  amplitudes  in      time  for

 . 

2.2.2    含黑箱的编码

这类编码不考虑黑箱构造的问题, 有两大类制

备方案.

I) Grover等 [16] 和 Kaye等 [17] 的工作

{pi}N−1
i=0 |ψ⟩ = √

pi|i⟩

{x = (x0, · · · , xN−1), xi ⩾ 0}∑
i
x2i = 1

pki =
∑

i′=2i,2i+1
pk+1
i′ k = 1, · · · , logN − 1

Grover在 2002年提出将满足条件可积的经

典数据制备成量子态的方法. 给定一个离散概率分

布   , 目标制备   . 等价于给定单

点集   , 满足归一化条

件   . 制备的思路与显式编码相同, 都是

运用迭代法, 为了描述方便, 仍然采用边际概率的

记号  ,   .

|ψ1⟩ =
√
p10|0⟩+

√
p11|1⟩1)制备   . 这一步操作

只需要一个单比特门即可.

|ψ2⟩ =
√
p20|00⟩+

√
p21|01⟩+

√
p22|10⟩+√

p23|11⟩

f(0) =
p20

p20 + p21
f(1) =

p22
p22 + p23

2)制备  

 . 该步骤的思路是运用迭代法, 具体来讲,

首先, 令   ,    表示条件

概率, 在 1)的基础上加上一个寄存器, 用来存储条

件概率, 即  √
p1i |i⟩|0⟩ →

√
p1i |i⟩|θi⟩, (1)

θi = arccos
√
f(i)

θi |ψ2⟩

这里   . 这一步操作并未指明寄存

器量子比特的数量与执行时间. 可以视为以 f 为黑

箱的一步操作. 原文中该步骤的有效实现需要 f 为

条件可积函数, 并要求在经典计算中对 f 这步黑箱

操作是有效计算的. 那么从经典计算机到量子计算

机, 通过辅助量子比特将经典计算转变为可逆计算

并退计算等一系列操作, 一定存在时间复杂度与经

典运算的时间复杂度相同的量子线路, 使得该步骤

可以有效实现 [18]. 接着, 再增加一个寄存器, 受控

于  的操作, 得到  的振幅信息, 即  √
p1i |i⟩|θi⟩|0⟩ →

√
p1i |i⟩|θi⟩(cos θi|0⟩+ sin θi|1⟩).

θi

θi

|ψ2⟩

之后进行退计算操作, 将  擦除, 这步操作的量子

比特数量与执行时间及存储  相同, 同样是含 f 的

黑箱操作, 得到  .

|ψk⟩ |ψk+1⟩
|ψlog2 N ⟩ |ψ⟩

运用迭代法 , 由   得到   , 最终得到

 , 即目标量子态  .

θi

|ψ⟩

Kaye等 [17] 的态制备方法与 Grover类似, 给

出了量子线路的语言. 其中对存储  的步骤进行细

化, 在已知  的前提下, 将 (1)式改写为 

|ψ⟩
√
p1i |i⟩|0⟩ → |ψ⟩

√
p1i |i⟩|θi⟩, (2)

θi |ψ⟩这步黑箱操作表明  的获得需要整个态  的各个

分量的值, 并未给出黑箱操作的具体构造, 在这一

点上与 Grover的算法没有本质区别.

 

 (00)

 (0
1)  (1

1)

 (0
2)  (1

2)  (2
2)  (3

2)

|0>

|0>

|0>

N = 8 O(N) f(X)图 2      时用   的时间制备  

f(X) O(N) N = 8Fig. 2. Preparation for    in    time for   .
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O(n)

评价含黑箱的算法复杂度, 通常不考虑黑箱以

外的线路, 这是由于黑箱的结构相比于显式的量子

线路更为复杂. 如果同时考虑黑箱内部的执行时间

和黑箱外的量子门执行时间, 对于任意 N 规模的

量子态, 是不可能用   的量子比特在有效时间

完成的. 因此, 我们往往考虑黑箱的执行次数, 称

为质询复杂度, 以此来衡量含黑箱算法的计算复杂

度. Kaye 的算法对于任意的量子态都可以制备,

并且从含黑箱的角度看出是以 (2)式为黑箱的振

幅编码, 该编码方式具有有效的质询复杂度. 不过,

值得说明的是 Grover和 Kaye的算法原文中并没

有指明是含黑箱的算法. 给定数据集 X, 制备过程

可以视为含黑箱的量子算法. 若是未指明某个数据

集上的经典数据, 对数据集中的元素随机化处理,

如数据集中的元素满足某种概率分布函数 g, 对这

种分布的态制备问题可能是有效的, 因为 g 的参数

可能不依赖于 n. 这种含黑箱的编码比较广泛, 将

在 2.3节的量子抽样编码中再次提及.

II) Soklakov和 Schack[11] 的工作

X = {x = (x0, · · · ,

xN−1)} ⊂ CN 2 xi = |xi|eiαi αi ∈

[0, 2π) |xi|

真正意义上经典的含黑箱的振幅编码可参看

Soklakov等的工作. 这类算法属于概率性的量子

算法, 态制备给出了理想态的近似量子态. 数据向

量 不 局 限 于 实 空 间 ,  即  

 , N 为  的幂次, 这里  ,  

 , 但  不可以全相等. 理想的量子态为 

f(X) =
1

∥x∥

N−1∑
i=0

xieiαi |i⟩ ≜ |ψ⟩. (3)

|xi|

γ, λ, η ∈ (0, 1)

x2i < 1/ηN 1− γ

|ψ̃⟩ |⟨ψ̃|ψ⟩| = 1− λ

O(P (log2N · γ−1λ−1η−1))

该编码的执行时间受限于两个因素. 一方面是数据

集本身 x 各个分量实部的差异, 如果各个分量  

大小都比较接近, 那么编码执行时间会很快. 另一

方面是对制备量子态结果保真度和成功率的要求,

如果对态制备的结果要求严苛, 会导致执行时间变

慢 . 令   , 如果对任意的数据分量

 , 以不小于   的成功率制备的近似

态为   , 满足   , 所需要的计算复杂

度为  .

算法的核心内容是选择合适的黑箱, 对获取目

标量子态所有分量振幅的大小做分割, 并从振幅大

分量向振幅小的分量标记, 最终用 Grover搜索算

法, 将目标态的近似态以一定的成功率找到. 

2.2.3    QRAM

量子随机存取存储器 (QRAM)是类比于经典

内存存取数据的一种装置, 可以将经典数据存储到

相干的量子态各个分量地址中. 在读取量子态的任

意一个分量时, 每个分量地址上都需要附带经典数

据的信息:  ∑
i

ψi|i⟩ →
∑
i

ψi|i⟩|Di⟩. (4)

∑
i
ψi|i⟩

O(n)

O(N)

QRAM存取数据的过程中, 第一个寄存器存储经

典数据作为指标, 要求对任意量子态  , 分

量都需要存储经典数据地址信息. 第二个寄存器是

数据寄存器, 用于存储经典数据 X. 这种装置类似

于 (1)式, (2)式的操作方式, 故一定程度上, QRAM

的模型包含了 Grover和 Kaye等的态制备工作.

例如在量子推荐系统算法中 [19], 概率分布被提前

储存到 QRAM中, Grover的算法也可以实现. 理

论上 ,  QRAM的模型可以通过增加大量的比特

数来减小执行时间. QRAM通过二分的树状图和

桶队结构 (bucket-brigade)来实现 , 这种实现方

式可以做到   的时间复杂度, 但量子比特数是

 的. QRAM的量子线路语言实现方式种类较

多 [20,21]. 人们在后续的工作中更关心哪一种QRAM

的实现方式更具有噪声的抗性和可拓展性, Hann[22]

给出了一种关于噪声抗性的论证.

(1)式, (2)式以及 QRAM的直接形式 (4)式

都是将经典数据存储到辅助比特上, 每个分量对应

的辅助比特上都有经典数据的信息. 特别地, 如果

辅助比特可以写成二进制数, 这种变换称为数字

编码. 与之对应的, Mitarai称振幅编码为模拟编

码 [23], 并介绍了数字编码和模拟编码的转换关系.

利用这种数模转换的关系, 可以得到振幅编码的具

体形式.

x = (x0, · · · , xN−1)

具体来讲, 如果 QRAM的操作完成后, 振幅

编码可以通过条件受控和后选择的方式得到振幅

编码的概率性量子算法. 给定数据集 X, QRAM可

以将   存储到等权叠加的量子态

上, 忽略归一化, 得到 

N−1∑
i=0

|i⟩|0⟩ →
N−1∑
i=0

|i⟩|xi⟩. (5)

进行条件受控操作, 通过增加辅助比特和受控操作

实现, 

N−1∑
i=0

|i⟩|xi⟩ →
N−1∑
i=0

|i⟩|xi⟩(xi|0⟩+
√

1− |xi|2|1⟩), (6)
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xi

RY (π/2t)

|1⟩
|0⟩

|0⟩

(6)式中的受控旋转操作可以将  表示为 t 比特的

二进制数, 分别对辅助比特做控制  类似的

操作来实现. 最后一步进行后选择的操作, 对辅助

比特进行测量, 当测量到  态时, 制备失败. 需要

重复这个算法的流程, 直到测量值  . 当测量值为

 态时, 成功制备, 成功率可以计算, 得到 

N−1∑
i=0

xi|i⟩|xi⟩. (7)

(7)式得到的量子态与目标态还多了数据寄存器的

数据, 需要擦除. 这步擦除数据是退计算的过程,

也是 QRAM里 (5)式的逆操作, 即 

N−1∑
i=0

xi|i⟩|xi⟩ →
N−1∑
i=0

xi|i⟩. (8)
 

2.3    量子抽样编码

X = {x = (x0, · · · , xN−1)} logN

O(N)

g(x′), x′ ∈

[0, N ] pi =∫ i+1

i

g(x′)dx′ pi ⩾ 0,
∑
pi = 1

X = {x = (x0, · · · , xN−1)}, xi =
√
pi

本节介绍基底编码和振幅编码的一种混合编

码方式——量子抽样编码 . 振幅编码的数据集

X 是单点集,   , 如果用 

个量子比特, 时间复杂度为   . 在量子抽样编

码中, 给定一种概率分布, 不妨假定为  

 , 表示量子态的在每个基底的概率为  

 ,    . 数据集仍为单点

集   . 目标量子

态是 X 对应的振幅编码 

f(x) =

N−1∑
i=0

xi|i⟩. (9)

g(x′)

g(x)

g(x′)

这类编码的编码技术是从已有的量子态出发, 根据

经典数据的分布   得到新的量子态, 与一般的

振幅编码相比, 这类编码的   参数可能与 N 无

关. 可以通过对分布函数  做一些限制, 得到关

于某些函数性质有关的态制备方法.

g(x′)

O(n)

O(n)

在 Grover等 [16] 的工作中, 作者进一步提出对

于很大一类被称为“对数凸”的函数, 都可以通过这

种编码方式进行制备, 这其中包括常见的正态分

布和指数分布 . 除了 Grover的工作 ,  Kitaev和

Webb[24] 也分析了高斯分布的量子态制备. 文献 [25]

给出了一种基于矩阵积态 (matrix product state)

方法, 得到了当   为光滑可微且导函数有界时

的编码方式. 该算法需要  个量子比特, 执行时

间为   . 实验方面 Vazquez和 Woerner[26]给出

了基于量子振幅放大算法简化态制备的方法, 并

在 IBM的物理比特上展示了实现了该算法.

O(P (n))

以机器学习的方式研究这类情形的态制备问

题有大量的工作, 如生成对抗网络 [27], 给定经典数

据的分布, 利用含参数的量子线路生成一种量子

分布, 再由对抗识别器对量子分布采样, 反复调

整, 直到识别不出经典数据分布与生成的分布, 训

练完毕. 数值模拟过程中所需要的量子门数量控制

在   . 也有其他机器学习相关的工作 , 如

Arrazola等 [28] 用含参线路在光量子计算机模拟器

演示了许多量子态的生成, 如 ON态和 GKP态.

值得一提的是, 此类统计分布的态制备问题, 在量

子蒙特卡罗模拟算法中处于非常核心的地位 [29],

而后者已经被证明在很多金融和其他模拟问题中

显示出量子优越性 [30−32]. 

2.4    哈密顿量编码

X = {x = (x0, · · · ,

xN−1)} Hx

|ψ⟩

经典数据转为量子态的另一种方案是将经典

数据的信息编码到某个量子系统的哈密顿量中,

运用哈密顿模拟的方式代替将经典数据转为量子

态的方法 [33]. 记经典数据集为  

 , 记对应的哈密顿量为   , 表明哈密顿量

依赖于经典数据的选择. 则对于量子系统的初态

 , 演化时间为 t, 得到演化后的量子态为 

|ψ′⟩ = e−iHxt|ψ⟩.

H =
∑L−1

i=0
Hi

Hi L = O(P (n))

哈密顿量的演化过程可以由量子线路语言实

现 [18]. 考虑一个 n 量子比特的量子系统, 哈密顿量

可以分解为一些哈密顿量的和, 即  ,

其中   为较易模拟的哈密顿量,    . 由

Trotter公式 [33], 

e−iHt = (e−iHt/n)n =

(
L−1∏
i=0

e−iHit/n +O((t/n)2)

)n

.

e−iHit/n

Hi

当 n 充分大时, 可以用多次的演化  来实现

量子模拟.   常见的选择是泡利算符.

Hi

哈密顿量编码的步骤分为两大类. 一类是从哈

密顿量 H 出发. 1) 由经典数据确定哈密顿量 H, 如

经典数据为动能、势能函数决定的参量; 2) 在某个

量子系统中选定基底 , 确定哈密顿量的矩阵元 ;

3) 哈密顿量模拟. 模拟过程包含哈密顿量的分解,

需要确定  . Matto等 [34] 用格雷码序的方式对经

典数据进行哈密顿量编码, 是一种比特数有效的编
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Hi

Hi Hi

Hi

x =

(x0, · · · , x4n−1)

4n

码方案. 另一类是从分解后的哈密顿量   出发.

1) 选定  , 由经典数据得到每个  的系数; 2) 在

某个量子系统中选定基底, 确定哈密顿量   的矩

阵元; 3) 得到总的哈密顿量, 即为经典数据的哈密

顿量编码. 例如用第二类的方法, 假定经典数据 

 , 我们将经典数据 x 编码到 n 粒子

哈密顿量中, 以泡利算符和单位算符在计算基上的

表示为基底, 基底个数为  , 总的哈密顿量为 

H = x0(I1 ⊗ · · · ⊗ In) + x1(σ1x ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ In)

+ x4n−1(σ1z ⊗ σ2z ⊗ · · · ⊗ σnz).
 

3   复杂度

O(N)

O(N) O(N)

O(N2)

O(N) logN

O(log(N))

O(N)

O(n)

当数据规模为  时, 基底编码的执行时间

为  次, 需要的量子比特数为  , 复杂度为

 . 振幅编码适用范围广, 其中显式振幅编码

的复杂度为   , 对于含黑箱的振幅编码,

仅考虑质询复杂度, 可以做到有效制备, 即在一定

条件下质询复杂度可以达到  , 但黑箱的

执行时间在实际操作中需要考量. QRAM的编码

方式从已知量子态获取经典数据得到新的量子态,

这个过程中需要  个量子比特, 但执行时间可

以做到   . 而量子抽样编码也是直接从量子态

出发, 比较目标量子态与量子初态的差异得到新的

量子态, 比特数和时间有效性都可以实现, 这是由

于给出的分布函数可以不依赖于数据量规模. 在哈

密顿量编码中, 哈密顿量的合理选择可使得编码方

式中的比特数有效, 执行时间取决于哈密顿量的矩

阵形式和哈密顿量模拟的精度. 进一步的, 考虑到

量子比特数和时间执行次数的平衡和取舍, 噪声抗

性等因素, 态制备问题应该被仔细斟酌. 以上的复

杂度分析可参看表 1. 

4   研究前景和展望

在未来, 经典计算机芯片的工艺制程接近摩尔

定律极限, 经典计算机的算力发展达到瓶颈期. 而

大数据的处理使得算力需求呈快速增长趋势. 这之

间算力的供需矛盾关系使得人们迫切地寻找新的

计算模式. 研究量子机器学习的出发点是解决这种

矛盾关系. 具体来说是希望在处理某一类问题时,

量子机器学习的方法能够大大缩短传统经典机器

学习需要的时间, 继而在更广泛的问题中表现出加

速能力. 量子计算机的实用化受限于量子比特、量

子门的质量和量子操作系统等诸多实验因素, 故量

子机器学习的研究大多停留在数值模拟或是构建

理论模型的阶段. 在这个大背景下, 人们不过多关

注量子机器学习中的物理实现.

目前态制备问题里更受关注的是量子抽样编

码, 其中涌现出了许多利用量子机器学习研究态制

备的工作. 这种编码方式通过经典神经网络与含参

量子线路的结合, 以监督学习的方式训练参数, 不

断优化量子线路得到近似的目标量子态. 复杂度的

分析通常考虑参数的数量, 但含参量子线路的表示

能力与学习方式的选择都会影响其编码的有效性.

这类工作比较丰富, 例如生成对抗网络 [27], 利用含

参数的量子线路生成一种分布并由对抗识别器采

样, 机器学习的方式训练参数, 直到对抗识别器识

别不出目标分布与生成的分布; Arrazola等 [28] 采

用的是光量子计算机模拟器, 利用自动微分法优化

得到目标量子态; 最近 Zhou等 [35] 提出了一种自

表 1    态制备的不同编码方式的复杂度分析
Table 1.    Complexity analysis of kinds of encoding methods for state preparations.

编码方式 数据类型 比特数 执行时间

基底编码 二值数据 O(N) O(N) 

显式振幅编码
|i⟩计算基  上编码 连续变量 O(logN) O(N) 

|2i⟩  上编码 连续变量 O(N) O(logN) 

含黑箱振幅编码

Grover和Kaye 连续变量 O(logN) —

Soklakov和Schack 连续变量 O(logN) O(Poly(logN))∗ 

QRAM 连续变量 O(N) O(logN) 

量子抽样编码 分布函数 O(logN) O(logN) 

哈密顿量编码 连续变量 O(N)/O(logN) O(Poly(logN))∗ 

注: *同时受保真度和成功率的影响.
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动微分的量子含参线路, 可以优化得到任意的量

子态.

另一方面, 态制备问题作为经典数据和量子态

的桥梁, 在量子机器学习中的使用不可避免. 相较

于经典计算机编码数据的方式, 量子计算机在态制

备时编码数据的指数级加速能力是没有问题的, 但

这是以大量量子比特数为前提的实现方式. 研究量

子机器学习的初衷是实用化解决经典问题, 更应该

考虑其中的态制备方案的时间计算资源和空间计

算资源. 对于复杂度的分析, 态制备的算法复杂度

至少是数据自由度的量级, 既要分析时间复杂度,

也要考虑量子比特数的规模. 单看时间复杂度, 得

出具有加速能力的结论还不足以体现量子机器学

习的能力, 分析时应该谨慎. 但同时也要乐观对待

量子机器学习的能力, 至少以发展的眼光去看待.

例如, 大数分解的量子算法复杂度比已知最优的经

典算法有指数级的提高, 而人们在大数分解算法提

出前也不清楚量子计算的加速能力. 总的来说, 随

着量子计算机的发展特别是硬件水平的提升, 相信

会有更多的人关注态制备问题.
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Abstract

The  development  of  traditional  classic  computers  relies  on  the  transistor  structure  of  microchips,  which

develops in accordance with Moore's Law. In the future, as the distance between transistors approaches to the

physical limit of manufacturing process, the development of computation capability of classical computers will

encounter  a  bottleneck.  On  the  other  hand,  with  the  development  of  machine  learning,  the  demand  for

computation capability of computer is growing rapidly, and the contradiction between computation capability

and  demand  for  computers  is  becoming  increasingly  prominent.  As  a  new  computing  model,  quantum

computing is significantly faster than classical computing for some specific problems, so，sufficient computation

capability  for  machine  learning  is  expected.  When  using  quantum  computing  to  deal  with  machine  learning

tasks,  the  first  basic  problem  is  how  to  represent  the  classical  data  effectively  in  the  quantum system.  This

problem is called the state preparation problem. In this paper, the relevant researches of state preparation are

reviewed, various state preparation schemes proposed at present are introduced, the processes of realizing these

schemes  are  described,  and  the  complexities  of  these  schemes  are  summarized  and  analyzed.  Finally,  some

prospects of the research work in the direction of state preparation are also presented.

Keywords: state preparation, quantum machine learning, encoding
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专题: 机器学习与物理

基于波动与扩散物理系统的机器学习*

陈江芷 1)    杨晨温 1)    任捷 1)2)†

1) (同济大学物理科学与工程学院, 声子学与热能科学中心, 上海市特殊人工微结构材料与技术重点实验室, 上海　200092)

2) (同济大学, 上海自主智能无人系统科学中心, 上海　200092)

(2021 年 5 月 10日收到; 2021 年 7 月 1日收到修改稿)

物理学在机器学习中的应用以及两者的交叉融合正引起广泛关注, 尤其是在波动系统和扩散系统中. 本

文重点关注波动与扩散物理系统和机器学习之间的内在联系以及对机器学习算法和物理实现的推进作用 ,

综述了波动系统和扩散系统中的机器学习研究, 介绍了部分最新研究成果. 文中首先讨论了监督学习的波动

系统实现, 包括神经网络的波动光学实现、量子搜索的波动实现、基于波动系统的递归神经网络以及神经形

态的非线性波动计算. 接着, 文中继续讨论了受扩散系统启发的机器学习算法, 如基于扩散动力学的分类算

法, 基于热扩散的数据挖掘和信息过滤, 以及基于群体扩散的搜索优化等. 波动系统以其天然的并行性、高

效、低能耗等优势, 通过丰富的波动力学和波动物理现象进行计算或算法模拟, 正成为机器学习的新型物理

载体. 扩散系统中的物理机制可以启发构建高效的机器学习算法, 用于复杂系统和物理学研究中的分类、优

化等问题. 期望通过对波动、扩散物理系统与机器学习内在联系的讨论, 能够为开发物理启发的新算法和硬

件实现甚至软硬一体化带来抛砖引玉的启示.

关键词：波动系统, 扩散系统, 机器学习, 人工神经网络

PACS：42.79.Ta, 05.40.Fb, 05.90.+m 　DOI: 10.7498/aps.70.20210879

 

1   引　言

机器学习与人工智能被认为是这个时代的突

破性技术之一, 应用领域广泛 [1−4]. 机器学习主要

用大量数据训练结构, 以此模拟人类的学习行为,

进而对复杂事件作出推理和决策. 这与物理系统的

思维方式十分接近. 因为任一物理系统都可视作将

输入信息映射到输出结果的一种信息处理方式, 于

是机器学习能够作为物理学研究的工具 [5]. 但是机

器学习与物理学的交叉互融不仅限于此, 物理学也

可以促进机器学习. 物理学中的波动系统和扩散系

统可以构建更高效的机器学习硬件平台和算法, 从

而满足人们日益增长的对计算机算力的需求.

自从 20世纪 80年代机器学习成为一个独立

的研究方向以来, 各种机器学习算法被大量提出,

但是如何直接利用硬件设备实现更高效的机器学

习仍是一个值得探索的命题. 尽管电子器件的发展

使机器学习在集成电路上能达到令人满意的效果,

这种方式需要比较高的能耗和带宽. 同时, 通过传

统的电子设备实现机器学习通常需要大量时间和

较大尺寸的硬件设备. 这使得我们在处理复杂问题

和边缘计算时将会十分困难 [6]. 波动系统实现监督

学习 (如实现人工神经网络), 具有天然的优势. 它

保证了大规模的并行性 [7,8] 和片上集成后较小的设

备尺寸. 信息将以非常快的速度传输, 例如光速,

并且这种传输方式极大地减少了能耗, 甚至能够达

到零能耗 [9]. 另一方面, 物理学和机器学习都试图
 

*  国家自然科学基金 (批准号: 11935010, 11775159)、上海市自然科学基金 (批准号: 18JC1410900)、上海市特殊人工微结构材料
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分析数据的规律来建立模型, 从而预测系统的行

为, 两者之间存在着一些本质联系. 可以用物理学

的机制来理解和构建机器学习方法, 例如基于扩散

系统实现分类、信息过滤、优化等无监督算法.

物理学和机器学习的交叉互融具有悠远的

历史和广泛的应用, 涉及范围十分宽广. 更多有

关机器学习与物理学的讨论可以参考《Review of

Modern Physics》以及《Physics Reports》的两

篇综述文章 [5,10], 它们更一般地回顾了机器学习技

术在物理学的各大领域的典型应用. 由于能力和篇

幅限制, 本文主要基于课题组自身的研究积累, 尝

试从波动与扩散动力学的物理视角, 来统一地阐述

和理解机器学习相关研究. 特别地, 本文重点关注

波动、扩散物理系统对物理实现的推进作用, 以及

机器学习算法启发, 主要讨论波动物理作为人工神

经网络的硬件平台以及两者之间的内在联系, 以及

受扩散物理启发的分类、优化等机器学习算法. 扩

散与波动过程是物理学中的基本动力学过程, 我们

希望通过这一独特的切入点, 为后续物理启发的机

器学习研究带来新的思路. 

2   波动与扩散系统中的机器学习算法

根据训练数据是否已经被人为标记, 可以将机

器学习算法大致地分为两类—监督学习和无监

督学习 (图 1(a)). 监督和无监督学习算法不仅能成

为解决物理系统中特定问题的机器学习工具, 波动

物理系统和扩散物理系统还可以反过来为机器学

习提供硬件实现平台和启发新的算法.

Xi(i = 1, 2, · · · , n)
Yi(i = 1,

2, · · · , n)
f (Xi) Yi

W1 W2 b1 b2

H = W1X+

b1

σ (·)
Y = σ(W2 · σ (H) + b2)

物理学中的波动系统既能实现监督学习, 也能

实现无监督学习 [11,12]. 然而随着近年来计算机视觉

等领域的发展, 波动系统执行推理任务的能力尤为

重要, 于是波动系统被频繁地与一些监督学习算法

联系在一起. 在监督学习中, 假设有 n 个数据样本,

用   来表示这些数据的特征向量.

同时 , 各数据样本的标记是已知的 , 用  

 表示. 监督学习的目标是建立一个函数 f,

使   尽可能地接近   . 过去二十年间 , 人工

神经网络 [13] 成为最热门的监督学习方法之一 .

1982年, 美国科学家 Hopfield[14] 提出了适应于集

成电路的人工神经网络, 引起了巨大的反响. 图 1(b)

展示了一个单隐藏层神经网络的基本结构. 其中

 ,    代表权重矩阵,    ,    代表偏差. 隐藏层

和输入层之间的连接满足如下关系:  

 . 神经网络之所以区别于传统的线性回归, 并具

有更强的计算能力的原因之一在于, 神经网络包含

了非线性激活元. 若以   来表示非线性激励函

数, 则输出结果为  . Farhat

等 [15] 于 1985年提出 Hopfield模型可以在光学系

统中实现, 奠定了波动系统实现人工神经网络的

基础.
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图 1    (a) 监督学习与无监督学习; (b) 一个单隐藏层神经网络的基本结构, 各层神经元根据权重系数相互连接; (c)利用无监督

学习进行社交网络分析

Fig. 1. (a) Supervised learning and unsupervised learning; (b) the structure of a single hidden-layer neural network, where neurons

are connected by weight coefficients; (c) unsupervised learning can be applied in social network analysis. 
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物理学中的扩散现象描述了大量粒子集体运

动的统计结果. 对物理学中的扩散机制的研究和深

入了解启发了新的机器学习算法的诞生, 尤其是一

些改进的无监督学习算法. 与监督学习不同, 无监

督学习的训练样本是没有已知标记的. 因此, 无监

督学习不再依赖于“经验”, 而是更注重数据样本

的内在模式和统计规律, 这与物理学中的扩散机

制存在本质联系. 传统的无监督学习方法包括聚

类—k-means算法 [16] 和 EM算法 [17] 等, 以及数

据降维—主成分分析 (PCA)[18] 和流形学习 [19,20]

等方法. 基于对物理学中的热传导扩散和概率扩散

等系统的研究, 逐渐开发出各种改进的机器学习算

法. 例如, 基于扩散动力学实现数据降维, 并根据

数据的内在规律进行分类 [21]; 基于热传导扩散实

现数据挖掘, 建立推荐模型并应用于社交网络分

析 [22](图 1(c)); 以及基于全局扩散搜索算法建立优

化模型, 实现材料搜索和结构预测, 等等.

下面将分别介绍波动系统中的监督学习, 包括

神经网络的波动光学实现、波动系统的递归神经网

络、神经形态的非线性波动计算, 以及基于扩散系

统的无监督学习, 包括基于扩散动力学的分类模

型、基于热传导扩散的推荐模型、基于全局和局部

扩散搜索算法的优化模型.
 

3   波动系统中的监督学习

数学上, 波在自由空间中的传播可以用菲涅

耳-基尔霍夫衍射积分公式来描述, 它相当于对场

进行卷积. 在实际应用中, 这种卷积行为可以通过

傅里叶光学实现. 输入场通过特定的透镜进行傅里

叶变换, 与光学元件的振幅和相位的按元素相乘.

这就完成了输入场与元素的傅里叶逆变换的卷

积. 于是, 波在自由空间和不同介质中的传播可以

高速、低能耗地实现卷积、矢量-矩阵乘法等运算

(图 2)[6], 从而在波动系统中实现线性回归 [23] 等,

乃至更复杂的计算. 我们的宇宙简直就是一个天然

的计算器.

随着深度学习的兴起, 近年来人们更关注人工

神经网络的波动物理实现. 人工神经网络需要在矩

阵乘法运算的基础上引入非线性激活函数, 这在波

动系统中是个挑战. 如何用波的传输模拟神经元中

的信息传输, 如何控制权重也是亟待解决的问题.

接下来, 简要介绍近期与波动系统中的神经网络有

关的部分工作. 

3.1    神经网络的波动光学实现

对于最常见的全连接神经网络, 输出层中的

每个元素都可以视作输入层中所有元素的加权和.
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图 2    波在不同介质中的传播以及相应的线性矩阵运算　(a) 传统光学 4f 系统在傅里叶空间中实现乘法, 对应于在原空间中的

卷积. 两个透镜分别实现傅里叶变换和傅里叶逆变换, 散射层对应于核矩阵, 场与薄散射层的相互作用相当于与对角矩阵的乘积;

(b) 改进后的 4f 系统可以用光栅多次复制输入场, 并用不同的核矩阵进行卷积; (c) 通过类似 4f 的系统可以实现矢量-矩阵乘法,

实现一维行向量与稠密矩阵相乘, 得到一位列向量 [6]

Fig. 2. Wave propagation through different media and the corresponding linear matrix operations: (a) A traditional optical 4f sys-

tem realizes multiplication in Fourier space, which corresponds to the convolution in the original space; (b) modified 4f systems can

copy the input field with a grating and use different kernels for convolution; (c) a 4f-type system can implement the vector–matrix

multiplication[6]. 
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这种矢量-矩阵乘法的运算, 可以通过马赫-曾德干

涉仪在光学领域实现 [24]. 随着近年来光子集成电

路的迅速发展, 科学家用一个可编程纳米光子处理

器来实现基于相干光和全光学矩阵乘法的硅光子

神经形态电路 (图 3(a))[25]. 光子神经形态计算的另

一个重要方法是基于相变材料和器件的整合. 最近

一项研究中, 科学家利用微米级环型谐振器将输入

信息调制成不同波长, 并通过相变材料实现权重调

节 (图 3(b)). 这种方式通过相变材料和环型谐振

器的耦合来实现非线性激活, 最终在光子集成系统

中构建出了脉冲神经网络 [12,26], 有效地减小了光子

芯片的体积.

除了光子集成电路, 还可以利用波通过透镜的

传播来构建神经网络. Chang 等 [27] 提出了一种光

电混合的卷积神经网络, 即在电子计算之前加入

一层光学卷积层, 减小电子计算成本和处理时间,
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图 3    (a) 基于相干光和全光学矩阵乘法的硅光子神经形态电路可用于实现元音分类 [25]; (b) 基于波分复用 (WDM)的分层结构

构成的全光脉冲神经网络, 能够实现图像和语言识别 [12]; (c) 改进的光学 4f 系统实现卷积神经网络, 提高图像分类性能 [27]; (d) 全

光衍射深度神经网络实现数字分类 [29]; (e) 光学衍射元件与图像处理算法端对端协同设计 [32]

Fig. 3. (a) Nanophotonic circuits  based on coherent light and all-optical  matrix multiplication is  capable for  vowel  recognition[25];

(b) image and language recognition are achieved by an all-optical spiking neural networking with wavelength division multiplexing

(WDM)[12];  (c) a design for an optical convolutional layer using a modified optical 4f system[27];  (d) an all-optical diffractive deep

neural network that implements the digit classification[29]; (e) end-to-end learning paradigms of diffractive optics and processing al-

gorithms[32]. 
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同时提高处理图像分类任务的性能 (图 3(c)). 这种

方式是分离地在光计算层进行线性计算, 在电子计

算层实现非线性激活函数, 但是光电转换过程的效

率就成为主要瓶颈. 构建全光神经网络可以解决这

一问题, 即神经网络中的线性和非线性操作都在波

动系统中实现. 例如, 用空间光调制器和傅里叶透

镜实现线性操作, 电磁诱导透明的激光冷却原子实

现非线性光学激活函数 [28].

衍射层可以用来代替透镜调节与波的相互作

用, 在缩小系统外形的前提下构建更高效的全光神

经网络. 衍射层上的每个点透射或反射入射波, 并

通过波的衍射连接到下一衍射层. 根据惠更斯-菲

涅耳原理, 输入波经过衍射层上各个点的透射或反

射后成为次波源, 次波源的振幅和相位由输入波与

该点的复数透射或反射系数的乘积决定. 因此, 衍

射层上各点的透射或反射系数可被视作神经网络

的权重, 通过设计固定结构的多层衍射层形成全光

神经网络, 实现手写数字分类 (图 3(d))[29]. 类似的

衍射神经网络还可以用来执行光学逻辑运算, 实现

小型化的光学逻辑门 [30]. 为了进一步提高核心计

算模块的训练速度和能量效率, 科学家们提出了一

种原位光学学习结构. 通过这种结构, 可以在光学

系统中实现衍射神经网络的训练过程 [31]. 衍射光

学元件与计算成像结合, 有望实现轻薄的高性能成

像系统. 同济大学程鑫彬课题组 [32] 提出基于同心

圆环分解的成像模型计算降维理念, 成功地将衍射

光学元件和图像处理算法端到端设计框架的内存

需求降低了一个数量级, 有助于发展基于衍射光学

元件的轻薄计算成像系统 (图 3(e)).

除此之外, 衍射神经网络也可以在声学超构材

料 [33] 或者傅里叶空间中 [34] 实现. 已有研究在声波

N/2

rf

rf =
π
4

√
N − 1

2
rf

√
N N/2

系统中利用超材料控制声波的相位和透射率进

行模拟计算 [35], 可以实现空间上的微分、积分和卷

积 [36,37] 以及常微分方程的求解 [38,39] 等. Weng等 [33]

从理论上提出并实验证明了一个纯粹的被动神经

网络, 由于它的超材料单元产生深亚波长相移, 该

声学神经网络能够通过分析声散射实时识别复杂

物体 (图 4(a)). 特别地, 由于线性波动系统本身具

有并行运算能力, 即两个或多个波包的传播不互相

影响, 利用波动系统构建机器学习算法时还可以考

虑结合量子算法进一步提升计算速度 [40]. 例如, 以

波元的振幅代表量子态的概率幅, 波元的相位代表

量子态的相位, 可以实现有别于经典搜索的量子搜

索算法. 对于一个包含有 N 个数据的数据库而言,

找到一个指定数据, 经典算法成功搜索一个数据需

要根据搜索条件在数据库中逐一进行比对, 平均需

要   次迭代计算, 其量级正比于 N. 而 Grover

量子搜索算法成功搜索数据所需的迭代次数  为:

 . 显然, 当数据库足够大时, Grover

算法所需迭代次数  正比于  , 远小于  . 具

体到波动系统中 (图 4(b))[40], 可以利用超材料调

节波的传播波速和方向以实现相对应的量子逻辑

门操作. 如果将经典波动系统中实现量子算法的思

路与机器学习算法相结合, 可以进一步提升受到经

典计算机算力限制的机器学习算法的性能. 

3.2    波动系统的递归神经网络

波的动力学与递归神经网络 (recurrent neural

network, RNN)之间具有强烈的映射关系 (图 5)[41].

包括声学和光学在内的波动物理可以自然地为时

变信号构建模拟处理器. 如图 5(a)所示, 递归神经

网络中的更新过程可以描述为 
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图 4    (a) 基于声学超构神经网络的被动目标识别 [33]; (b) 利用声表面波系统实现量子搜索算法, 实现与量子逻辑门相似的操作 [40]

Fig. 4. (a) Passive object recognition with acoustic meta-neural-network[33]; (b) realize quantum search algorithm with acoustic sys-

tem, achieving operations similar to quantum logic gates[40]. 
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ht+1 = σ(h)
(
W (h) · ht +W (x) · xt+1

)
, (1)

 

yt+1 = σ(y)(W (y) · ht+1), (2)

xt ht yt

W (h) W (x) W (y)

(h) (x) (y)

σ(h)(·) σ(y)(·)

其中  ,   ,   分别代表 t 时刻的输入向量、隐藏

态向量和输出向量;    ,    ,    代表权重

矩阵, 上标   ,    ,    分别对应于隐藏层, 输入

层和输出层;   和  代表非线性激励函数.

u(x, y, z)波场分布   可以由二阶偏微分方程

表示: 

∂2u

∂t2
− c2 · ∇2u = f, (3)

∇2 c = c(x, y, z)

f = f(x, y, z)

其中  是拉普拉斯算子;   表示波速的

空间分布;   表示源. 对 (3)式进行有限

差分, 得到递归关系: 

ut+1 − 2ut + ut−1

∆t2
− c2 · ∇2ut = ft. (4)

将 (4)式写成矩阵形势:  [
ut+1

ut

]
=

[
2 + ∆t2 · c2 · ∇2 −1

1 0

]

×
[

ut
ut−1

]
+∆t2 ·

[
ft
0

]
. (5)

波系统的隐藏态定义为当前时刻和前一时刻的场

ht ≡ [ut, ut−1]
T

ht

分布相连   , 对应于 RNN中的隐藏

态向量  , 于是波动方程的更新过程可写作: 

ht+1 = A (ht) · ht + P (i) · xt+1, (6)
 

yt+1 =
∣∣P (o) · ht+1

∣∣2. (7)

ht yt+1

W (x) W (y)

P (i) P (o)

P (i) P (o)

P (i) · xt+1 xt+1

ft W (x) · xt+1

A (ht) ut

W (h)

ht

σ(h)(·)

A (ht) c = clin + u2t · cnl cnl

见 (图 5(b)). 显然 ,  (6)式和 (7)式有与 (1)式和

(2)式一样的形式, 其中   都是隐藏态向量,   

都是输出向量. 类比于标准 RNN中的权重矩阵

 ,    , 波动方程的隐藏态与输入输出之间

的关系也由线性算子   ,    给出. 但不同之处

在于 ,    ,    式只在波源的入射处和输出波

的测量处为 1, 其余位置为 0的矩阵 . 于是通过

 将输入向量   编码成空间内特定位

置入射的波源   , 对应于 (1)式中的   .

稀疏矩阵  描述了无源条件下波场  的更新,

对应于 (1)式中的隐藏态权重矩阵   . 在线性

波中, A实际上不依赖于  . 为了实现 (1)式中的

非线性激励函数  , 可以进一步引入非线性波,

 中的波速的形式为  ,   对应

非线性响应区域. 这种形式的非线性在各种各样的

波物理中都会遇到, 包括水波、非线性光学材料、
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图 5    标准 RNN和波物理的对比　(a)具有离散的输入、输出序列的 RNN的更新过程; (b) 具有连续输入、输出序列的波动系

统系统的更新过程 [41]

Fig. 5. Comparison of a standard RNN and a wave system: (a) The update process of an standard RNN with discrete input and

output sequence; (b) the update process of a wave-based physical system with continuous input and output sequence[41]. 
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|·|2

σ(y)(·)

气泡流体和软材料中的声学. 而通过测量波的强度

得到输出结果时, (7)式中的  自然地完成了 (2)式

中的非线性操作  .

通过这种递归神经网络与波动物理的映射表

明, 神经网络学习时间数据中的复杂特征, 可以通

过特定的波动物理系统来实现. 例如, 通过波在非

均匀介质中的散射和传播实现对音频信号的元音

分类, 实现了与递归神经网络的标准数字实现相当

的性能 [41]. 除此之外, 在小型硬件构成的神经网络

上加入非线性动力学特征, 如振荡和同步, 可以实

现特殊的分类任务, 例如训练一个由四个自旋转矩

纳米振荡器组成的硬件网络, 通过自动实时学习规

则调整语音元音的频率来识别语音元音 [42]. 另外,

波在非均匀纳米光子介质中的散射也可以实现连

续无分层的方式的人工神经网络计算. 非均匀介质

通过变换波前来实现复杂的计算任务, 如图像识

别. 这些计算介质可以小到几十个波长, 并提供超

高的计算密度, 这种方式利用亚波长散射体来实现

复杂的输入/输出映射, 超越了传统纳米光子器件

的能力 [43]. 除了经典的时间序列学习, 波动系统有

望应用于更复杂的系统学习, 如厦门大学赵鸿 [44]

提出的利用时序数据的自演化学习机, 可以解决

“黑箱”系统周期动力学, 甚至混沌动力学的推断问

题, 并有望推广到复杂耦合体系的系统重构 [45]. 

3.3    神经形态的非线性波动计算

神经网络计算同样可以通过非线性波实现.

Marcucci等 [46] 最近研究了非线性波具有进行神经

形态计算的潜力. 非线性波, 如孤子、冲击波和怪

波的发散行为能够提供足够的复杂度来进行机器

学习, 它们被有效地应用到储蓄池计算中. Marcucci

等 [46] 提出了一个由非线性偏微分方程驱动的计算

模型, 称为单波层前馈网络 (single wave-layer feed-

forward  network,  SWFN)(图 6(a)).  SWFN结构

由三层组成: 编码层, 将输入向量编码成波的初始

振幅或相位; 储蓄层, 波按照非线性波动方程演化;

读出层, 通过波动演化后, 从最终状态读出结果.

由于该网络是储蓄池计算网络, 只需对读出层的权
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图 6    神经形态的非线性波动网络　(a) 单波层前馈网络 (SWFN)包含编码层、储蓄层和读出层, 其中波按照非线性偏微分方程

演化; (b) 偏差   的演化、波的演化以及近似计算一维函数   的结果; (c) SWFN用于学习鲍鱼数据集; (d) 用孤

子训练通用的布尔逻辑门 [46]

y = sin (πx) / (πx)

Fig. 6. Neuromorphic computing by nonlinear waves: (a) Single wave-layer feed forward neural network (SWFN) with input layer,

reservoir  and readout layer,  where the wave evolves according to a nonlinear partial  differential  equation;  (b) the bias and wave

evolution and results of learning the function    ; (c) results of learning the abalone dataset; (d) training a univer-

sal logic gates by soliton gases[46]. 
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值进行训练. 除了该系统中用到的非线性薛定谔方

程, 其他任何非线性波动微分方程都可用于波的演

化. 事实上, 任何具有非线性波动动力学特征的系

统都可以用来建立神经形态的非线性波动网络. 研

究人员用不同的编码方法实现了三种具体应用: 近

似计算一维函数 (图 6(b)), 学习一个八维数据集

(图 6(c)), 实现布尔逻辑门 (图 6(d)). 三个例子中,

SWFN都能与传统神经网络一样. 这说明了 SWFN

的通用性, 它能够用于近似计算任意函数和学习高

维数据集. 这项基础工作阐明了非线性波与机器学

习之间的联系, 为电子学、光子学、自旋电子学、流

体力学、玻色-爱因斯坦凝聚等领域的各种非线性

波现象用作神经形态计算打开了大门.

储蓄池计算 [47,48] 是一类特殊的人工神经网络,

其作为中间层的储蓄层是随机生成的, 且生成后就

保持不变, 只需要训练输出层. 科研工作者提出了

一个多功能的基于孤子的计算系统 [49], 使用离散

孤子链作为储蓄池, 通过利用其可调的控制动力

学, 证明了足够强的非线性动力学能够实现对非线

性可分离数据集执行精确的回归和分类任务. 由于

近年来科研工作者们才关注到非线性波中的机器

学习, 相关的工作还很少. 但是基于非线性波实现

储蓄池计算, 通过储蓄层中的波传输携带大量信

息, 能够学习更大尺度的数据集, 并且这种方式往

往不需要严格控制传播介质, 因此该方向值得深入

的研究探索. 

4   基于扩散系统的无监督学习

扩散过程是物理学的经典过程之一. 微观上是

粒子无规则运动而导致了宏观迁移. 根据傅里叶定

理, 单位时间内通过垂直于扩散方向的单位面积截

面的扩散热量, 与扩散物质的温度梯度成正比. 因

此, 物质总趋向于由高势能区域流向低势能区域,

一段时间后达到稳态. 扩散系统在给定初始条件和

边界条件的情况下, 根据自身的规律进行演化, 最

终呈现稳定的分布, 这启发了许多新的无监督机器

学习算法. 这些算法通过计算、分析扩散过程稳态

时的概率分布实现对数据的分类、评级等功能. 下

面介绍若干扩散系统用于开发无监督学习算法的

示例, 包括概率扩散用于数据降维和分类, 热扩散

用于数据挖掘与社会网络推荐机制, 以及基于多体

扩散的扩散搜索算法用于结构搜索和材料预测. 

4.1    基于扩散动力学的分类模型

分类是机器学习的重要任务之一. 流形学习能

够将真实世界中的高维数据映射到一个低维特征

空间, 从而根据数据的内在规律进行分类. 但是对

于非线性流形, 传统的线性映射方法并不可行, 因

此科学家们提出了扩散映射 [50,51]. 扩散映射的基本

思想是在数据图上定义一个扩散行为, 通过一段时

间的扩散, 逐渐滤除数据集中不重要的信息, 并得

到数据之间的相似度关系.

{xn}Nn=1 xn ∈ Rp

xi xj

在具有 N 个数据点的数据集  ,  

上定义一个Markov随机行走, 则任意两个数据点

 和  之间的距离为 

Ai,j = Aε (xi, xj) . (8)

ε

exp
(
− ||xi−xj ||2

2ε

)
D =

diag([D1 · · ·DN ]) Dj=
N∑
i=1

Ai,j=
N∑
i=1

Aε(xi, xj)

A定 义 为 对 应 参 数   的 核 矩 阵 ,  常 选 用

  的 形 式 . 定 义 对 角 矩 阵  

 , 其中  .

本征方程为 

AD−1 |ψ⟩ = λ |ψ⟩ 或 P |ψ⟩ = λ |ψ⟩ , (9)

P = AD−1

λ

|ψ⟩ ε

xj xi

其中   是对核矩阵进行列归一化之后的

转移矩阵, 用来描述扩散图上的随机行走,   是本

征值,    是本征右矢. 经过一个时间步长   , 数据

点  到  的扩散概率为 

p
(
xt+ε = xi|xt = xj

)
= Pi,j =

Aε (xi, xj)

Dj

=
Aε (xi, xj)∑N

i=1
Aε (xi, xj)

. (10)

xj经过 n 个步长后, 从数据点   出发到终点 y 的扩

散概率为 

p (t = nε, y|xj)=p
(
xt = y|x0 = xj

)
=P nej , (11)

ej jth

Ps =

D−1/2PD1/2 Ps

Ps |φk⟩

其中   是一个仅在   处为 1, 其余位置为 0的列

向量 . 转移矩阵 P可转化为对称矩阵    

 , P和  具有 M 个相同的本征值, 定

义   的本征矢为   是列向量, 则转移矩阵 P 的

第 k 个本征左矢和本征右矢分别为 

⟨ϕk| = |φk⟩TD− 1
2 , |ψk⟩ = D

1
2 |φk⟩ . (12)

⟨ϕk| |φ′
k⟩  和  是双正交的, 即:

 

⟨ϕk|ψk′⟩ = δk,k′ . (13)

经过时间 t 后, 从点 x 扩散到 y 的概率为 
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p (t,y|x) = ⟨y|ψ0⟩+
∑
k⩾1

⟨y|ψk⟩λtk ⟨ϕk|x⟩ , (14)

⟨y| |y⟩
|ψ0⟩

λ0 = 1 ⟨xi|ψ0⟩ =
Di,i/

∑
j Dj,j . λ

n
k Pn

xi xj

其中   和   分别是表示 N 个数据点的行向量

和列向量 , 仅在 y处为 1, 其余处为 0.    是特

征值   对应的 P 矩阵的本征右矢,   

 是矩阵   的第 k 个本征值. 数据

点  和  之间的扩散距离定义为 

d2t (xi, xj) =

xN∑
y=x1

(p (t,y|xj)− p (t,y|xi))2

⟨y|ψ0⟩
. (15)

将 (14)式代入 (15)式 , 并结合 (12)式和 (13)式

中的关系, 扩散距离 (15)式等于扩散空间中的欧

氏距离: 

d2t (xi, xj) =

M−1∑
k=1

λ2nk (⟨ϕk|xj⟩ − ⟨ϕk|xi⟩)2. (16)

通过扩散, 原空间中的高维数据被映射到 k 个特征

向量上, 扩散距离的大小代表着数据之间的相似度

大小 (图 7(a)). 经过长时间的演化, 数据自然地进

行聚类, 并在数据分布图和势能绘景图上显示出分

类信息 (图 7(b)).

L× L

P̂

Aε (i, j) = exp
(
− ||P̂i − P̂j ||

2

2εL2

)
P̂

P̂ v
(
P̂
)

P̂ Aε (i, j)

最近, 同济大学声子学课题组通过扩散映射,

实现了基于实空间动力学性质相似性的拓扑声子

无监督流形聚类 (图 7)[21]. 用一个   阶的对角

矩阵  描述声子系统谐振子之间的相互作用, 对应

的核矩阵为   . 拓扑

不变量 v 是关于几何参数构型  的函数, 所以可以

根据构型   的差异对拓扑性质   进行分类. 这

种聚类方法只需要定义矩阵   和核矩阵   ,

不需要针对具体系统定义特定的拓扑不变量, 因此

可用于不同的拓扑声子系统, 包括随机耦合的一

维 Su-Schrieffer-Heeger声子链 (图 7(d))、不规则

声子拓扑绝缘体 (图 7(e))、随机耗散的非厄米声子

链 (图 7(f))和具有高阶声子拓扑态 (图 7(g)).

Ai,j = Aε (xi, xj)

基于扩散动力学的分类算法有很强的可适应

性, 通过定义式 (8)式中的核矩阵 

的具体形式, 能够快速转变成适合不同物理情境

的分类算法. Rodriguez-Nieva和 Scheurer[52] 提出

了基于扩散映射的无监督机器学习算法, 能够对

二维 XY 模型的样品进行卷绕数分类 , 并捕获

Berezinskii-Kosterlitz-Thouless跃迁 (图 8(a)). 这

种方法也可以应用于伊辛规范理论, 从而通过扩散

图进行拓扑分类, 实现了对物质奇异相的完全无监

督研究. 继我们的工作之后 [21], Scheurer 和 Slager[53]

将扩散映射算法用于搜索哈密顿量之间的绝热路

径 , 从而根据它们的拓扑性质对它们进行聚类 .

Lustig等 [54] 将类似的方法应用于从实验数据中识

别拓扑相变, 分析了经历拓扑相变的光学系统的实

验数据, 证明了即使数据来源于系统的一小部分

甚至不包括边缘态, 扩散映射也能识别拓扑相变

(图 8(b)). Lidiak和 Gong[55] 提出了适用于量子系

统中的扩散映射算法, 作为学习各种量子相位和相

变的通用工具 (图 8(c)). 这种方法可以在单一基础

上测量局部可观测值, 例如测量单个方向上的所

有自旋, 因此很容易应用于许多实验量子模拟器.

另外, Che等 [56] 提出了适用于动量空间的扩散映

射方法, 成功识别拓扑特征, 并且在动量空间中的

典型 Su-Schrieffer-Heeger模型、Qi-Wu-Zhang模

型和淬火 Su-Schrieffer-Heeger模型上证明了这种

方法. 

4.2    基于热传导扩散的推荐模型

除了基于概率扩散的机器学习算法, 热传导扩

散也启发了新的机器学习算法. 热传导系统中, 由

于介质与介质之间存在温度差而产生传热, 使能量

从物体的高温部分传至低温部分, 经过一段时间后

形成稳定的温度分布. 热传导机制能够有效地应用

于建立社会网络中的信息挖掘和推荐模型. 这种方

法通过用户已选择的偏好项目 (高温部分)推测出

用户可能选择的其他项目 (低温部分). 例如淘宝网

通过用户已购买的产品推荐其他类似的产品. 基于

物理学中的热传导 [57,58], 科研工作者们提出了可以

处理个性化边界条件的推荐模型, 用于处理社会网

络中庞大的数据信息.

物理学中的热传导过程可以用偏微分方程: 

−κ∇2T (r) = ∇ · J (r) , (17)

κ T (r) J (r)

Aij = Aij =

P = D−1A

描述, 其中  为导热系数;   为温度;   为热

流密度. 将包含 N 个项目的推荐网络视作一个含

有 N 个节点的热传导模型, 定义 R表示 N 个节点

的温度向量, 已知的高温节点处温度为 1, 低温节

点处温度为 0, 我们的目标是得到热平衡状态时其

余节点的温度. 节点之间的连接关系由对称邻接矩

阵 A给出 (图 9): 若两个项目直接相关, 即两个节

点之间直接相连, 则元素   1, 反之   0. 构

建转移矩阵  , 其中D是表示权重的对角
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L = Î − P

−κ∇2 Î

矩阵. 这个网络中的离散拉普拉斯算子 

类似于 (17)式中的   , 其中   是单位矩阵. 于

是只需要求解 

LR=f . (18)

∇ · J (r) T (r)

(18)式与 (17)式相类似, 其中 f是表示外部热源

的向量, f对应于  ; 温度向量R对应于  .

Ri ̸= 0

Ri = 0

Ri ̸= 0

格林函数可以用来处理图上的扩散型问题 [22].

在推荐模型中, 温度向量 R即用户对项目的评级

向量,    代表用户对第 i 个项目的评级, 对应

于热传导模型中已知的节点温度, 若该用户未对该

项目进行过评级, 则  , 对应于热传导模型中

待确定的节点温度. 所有已评级的项目 (  )

RB RU

是这个系统的边界条件. 将用户的已知评级 (边界

条件)和未知评级分别用  和  表示, 则 (18)式

可展开成:
  (

RB
RU

)
=

(
PBB PBU
PUB PUU

)(
RB
RU

)
+

(
f
0

)
.

(19)

只需要求解
 

RU = PUBRB + PUURU + 0. (20)

预测得到的评级向量为
 

RU =
(
Î − PUU

)−1
PUBRB. (21)

经过 n 个时间步长之后, (21)式的解为
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图 7    利用扩散映射实现典型声子系统中的流形聚类　(a) 流形空间降维; (b) 流形空间的样本数据分布与势能绘景; (c) 流形空

间的扩散与凝聚 , 稳态显示出天然的聚类 ; (d)随机耦合的无序 Su-Schrieffer-Heeger(SSH)声子链 ; (e) 无序非晶态声子的拓扑分

类; (f) 一维非厄米声子链; (g) 高阶拓扑声子 [21]

Fig. 7. Diffusion  mapping  in  typical  phononic  systems  to  realize  manifold  clustering:  (a)  Dimension  reduction  in  manifold  space;

(b) the probability distribution of samples and the effective landscape; (c) along with evolution, the samples diffuse and finally con-

centrate on positions with minimum local potentials, which indicates the clustering; (d)–(g) applications in disordered photonic SSH

chain, amorphous topological phononics, 1D non-Hermitian phononic chain, high-order topological phononics[21]. 
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RU =
(
Î + PUU + P 2

UU + · · ·+ P n−1
UU

)
PUBRB.

(22)

PUU P n
UU

PUB

PUU

因为   的特征值小于 1, 所以   很快收敛, 于

是经过几个步长之后就能得到稳定解. 这种方式避

免了对评级矩阵 R的迭代求解, 而是将已知信息

作为边界条件直接得到最终稳态解, 从而减少计算

时间. 其中  代表着已知评级节点到未知评级节

点的转移矩阵,   代表着未知评级节点之间的转

RB

RU

移矩阵. 已知评级  即热传导过程中的热源, 未知

评级  即其余节点平衡态时的温度.

P = D−1A L = Î −D−1A

热传导扩散和概率扩散都能应用于机器学习.

值得注意的是, 热传导模型中, 定义行归一化的转

移矩阵   . 拉普拉斯矩阵  

表示该点的温度变化仅与汇入的净总热流有关.

例如图 9中, 节点 4的温度变化量仅与相连的节

点 3, 5, 6流入节点 4的净热流的算术平均值有关,
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图 8    基于扩散映射的无监督学习方法适用于解决不同物理系统中的拓扑分类问题　(a) 一维 XY模型拓扑序的检测 [52]; (b) 扩

散映射能够不借助边缘态, 识别 Haldane模型描述的拓扑相变点 [54]; (c) 量子系统中的扩散映射算法, 能够无监督地识别   横场

伊辛模型的量子相 [55]

Z3

Fig. 8. The  unsupervised  learning  with  diffusion  map  is  applied  to  solve  topology  identification  in  different  physical  systems:

(a)  Identifying  the  topological  order  in  1-dimensional  XY model[52];  (b)  detection  of  the  phase  transition  for  the  Haldane  model

without the edge states[54]; (c) diffusion maps in learning quantum phases with a    transverse field Ising model[55]. 
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Fig. 9. Labelled graphs show the connection of 6 points (items), and the corresponding degree matrix and adjacency matrix are on
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∂T4
∂t

=

[
1

3

1

3

1

3

] [
J1 J2 J3

]T
P = AD−1 L = Î −AD−1

∆t

 , J 为流入的

净热流. 而在概率扩散过程中, 定义列归一化的转

移矩阵   , 拉普拉斯矩阵 

表示扩散概率守恒. 例如图 9中, 当时间步长  很

短时, 假设仅从节点 4扩散到节点 3, 5和 6, 那么

这四个节点概率之和为 1.
 

4.3    基于全局和局部扩散搜索算法的优化
模型

扩散搜索算法能够在庞大的数据集中, 通过随

机且分布均匀的搜索方式实现信息的最优化处理,

被广泛的应用于结构搜索 [59−61]. Pickard和Needs[62]

将随机扩散与第一性原理相结合, 提出了从头算随

机结构搜索算法 (ab initio random structure sear-

ching, AIRSS). 该算法以最随机的方式生成初始

结构, 为了提高效率可以考虑引入基于化学、实验

或对称性的偏置条件, 然后在保持实验和对称约

束的同时演化起始结构. AIRSS的计算量集中在

演化大量不同的初始结构, 直到多次获得相同的

最低能量结构, 以确保该结构的势能面位于全局最

小值.

粒子群优化算法 (particle swarm optimization,

PSO)[63] 模拟自然界中鸟群的捕食行为, 它不同于

普通的单一粒子扩散行为, 群体中每个粒子的扩散

搜索不仅受到自身个体极值影响, 还受到整个粒子

群的当前全局最优解影响, 最终实现全局或局部

扩散搜索最优解 (图 10(a)). 利用 PSO进行晶体结

构搜索 , 吉林大学马琰铭教授团队 [64,65] 开发了

CALYPSO, 全称为基于粒子群优化算法的晶体结

构分析(crystal structure analysis by particle swarm

optimization). 该方法只需要给定材料的化学成分

和外部条件, 如压力, 就能预测材料稳定或亚稳结

构, 大大减少了第一性原理密度泛函计算的计算量

(图 10(b)). CALYPSO算法的开发启发了很多原

创性工作, 在设计各种材料方面具有广泛应用, 为功能

驱动的材料设计打开了大门, 具体内容可以参考

《Journal of Physics: Condensed Matter》, 《Com-

putational Materials Science》以及《Chinese Phy-

sics B》上的相关综述文章 [66−68].

Gao等 [69] 通过晶体结构搜索, 找到了三种新

型的具有平面内负泊松比的氧化硅结构, 并且确认

了二维氧化硅结构的全局最小自由能, 这在纳米力

学和纳米电子学中有巨大的潜在应用. 基于 PSO
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图 10    (a) 全局及局部粒子群优化算法示意图; (b) 粒子群优化算法中速度及位置更新示意图 [68]; (c) 多目标优化的二维 SnSe材

料定向设计工作流程图; (d) 室温下 (300 K), 二维 SnSe材料单层结构的自由能; (e) 图 (d) 中第一 Pareto前沿 (红线)上的四种新

型单层结构的三视图, 深灰色和绿色的球分别表示 Sn原子和 Se原子 [70]

Fig. 10. (a) The diagram of PSO; (b) The schematic diagram of the velocity and position updates in PSO[68];  (c) workflow of the

multi-objective optimization for 2D SnSe materials design; (d) thermopower landscape at room temperature (300 K) versus the free

energy of 2D SnSe materials; (e) four 2D SnSe structures on the first Pareto front, where the dark gray and green balls denote Sn

and Se atoms, respectively[70]. 
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的扩散搜索也可以是多目标的, 多目标约束下功能

材料的定向设计是一个很大的挑战, 其中性能和稳

定性是由不同物理因素的复杂关联决定的. 闫申申

等 [70] 基于帕累托最优和粒子群优化方法的多目标

优化方法, 对新型功能材料进行定向设计. 该工作

利用第一性原理结合多目标优化算法同时预测了

具有低自由能和高热电势的多种新型二维硒化锡

(图 10(c)—(e)), 并且揭示了这些新型二维材料高

热电势来源于其费米面附近能带的多简并度. 基于

粒子群扩散的多目标优化方法能为未来多目标、多

功能材料的一体化设计提供一个新的思路.

除此之外, 物理学中的扩散机制可以延伸到更

为宽泛的领域, 比如利用极小值跳跃 [71] 和微分演

化 [72] 进行材料结构预测也可视作广义上的扩散过

程. 扩散搜索算法有望应用于更多凝聚态物理学领

域, 比如解决文章 [73] 中提到到的光子拓扑态逆设

计问题, 以及文章 [74] 中提到的分子热流分束问题. 

5   总结与展望

针对波动和扩散系统中的机器学习研究方兴

未艾. 近年来人们关注该领域两个重点内容: 其一

是在利用丰富的波物理现象作为实现机器学习的

硬件平台, 以实现波动系统中的人工神经网络为主;

另一个是扩散系统启发新的机器学习算法, 通过物

理中的扩散机制分析数据的内在规律, 从而实现分

类、优化等. 本文围绕着这两个方面简要介绍了相

关的进展以及一些前沿工作.

首先, 本文介绍了波动系统中的神经网络实

现, 包括线性的光学、声学系统以及非线性波系统.

一系列相关工作说明了依赖于波的并行性和快速

传输性, 波动系统中的神经网络具有高效、低能

耗、高带宽的特点. 本文重点介绍了几个示例, 凸

显出波动系统在推断视觉任务、时序任务或大数据

集任务时的优越性. 波动系统作为人工神经网络硬

件载体具有巨大潜力, 为下一代芯片的开发提供了

启发性的思路. 再者, 本文介绍了由扩散系统启发

的无监督机器学习算法. 扩散系统中物质根据一定

规律扩散, 最终达到稳态分布, 这一机制开发了许

多机器学习算法, 解决了许多具有类似特点的实际

问题. 例如, 基于概率扩散的分类算法, 基于热传

导的社会网络推荐模型, 以及基于群体扩散的结构

搜索算法.

尽管这个方向的研究已经取得巨大的进展, 但

是仍处于初步阶段, 一些重要的基本问题尚未解

决. 首先, 如何在波动系统中实现非线性激励函数

仍是个重要的问题. 考虑到波动系统实现非线性激

励函数的复杂度和局限性, 在波动系统中实现神经

网络是否优于传统方法 (如线性回归)值得商榷 [23].

另外, 在光学系统中可以通过有效的电光转换机制

进行信号恢复 [75] 避免散粒噪声, 但是在其他的波

动系统中如何避免噪声还不明确. 除此之外, 现有

的研究主要通过波动系统实现人工神经网络, 突破

经典硬件平台的限制, 或是根据扩散机制分析数据

的内在规律, 从而实现无监督学习. 二者之间的交

叉结合却鲜有讨论, 扩散物理是否能与人工神经网

络相结合, 从而进一步实现扩散系统中的深度学

习, 以及如何实现硬件和软件的结合优化, 这些都

是值得继续深入研究的问题. 最后, 在经典波动系

统或者经典扩散系统中实现类量子或量子启发算

法模拟也是一个重要的研究方向.
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Abstract

Recently, the application of physics to machine learning and the interdisciplinary convergence of the two

have  attracted  wide  attention.  This  paper  focuses  on  exploring  the  internal  relationship  between  physical

systems and machine learning, and also on promoting machine learning algorithm and physical implementation.

We summarize the researches of machine learning in wave systems and diffusion systems, and introduce some of

the latest research results. We first discuss the realization of supervised learning for wave systems, including the

wave  optics  realization  of  neural  networks,  the  wave  realization  of  quantum  search,  the  recurrent  neural

networks based on wave systems, and the nonlinear wave computation of neural morphology. Then, we discuss

the  machine  learning  algorithms  inspired  by  diffusion  systems,  such  as  the  classification  algorithm  based  on

diffusion dynamics, data mining and information filtering based on thermal diffusion, searching for optimization

based on population diffusion, etc. The physical mechanism of diffusion system can inspire the construction of

efficient  machine  learning  algorithms  for  the  classification  and  optimization  of  complex  systems  and  physics

research,  which  may  create  a  new  vision  for  the  development  of  physics  inspired  algorithms  and  hardware

implementation, and even the integration of software and hardware.

Keywords: wave systems, diffusion systems, machine learning, artificial neural network
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专题: 机器学习与物理

自动微分及其在物理模拟中的应用*

刘金国 1)†    许开来 2)

1) (哈佛大学物理系, 坎布里奇　02138)

2) (斯坦福大学, 斯坦福　94305)

(2021 年 4 月 27 日收到; 2021 年 6 月 17 日收到修改稿)

自动微分是利用计算机自动化求导的技术, 最近几十年因为它在机器学习研究中的应用而被很多人了

解. 如今越来越多的科学工作者意识到, 高效、自动化的求导可以为很多科学问题的求解提供新的思路, 其中

自动微分在物理模拟中的应用尤为重要, 而且具有挑战性. 物理系统的可微分模拟可以帮助解决混沌理论、

电磁学、地震学、海洋学等领域中的很多重要问题, 但又因为其对计算时间和空间的苛刻要求而对自动微分

技术本身提出了挑战. 本文回顾了将自动微分技术运用到物理模拟中的几种方法, 并横向对比它们在计算时

间、空间和精度方面的优势和劣势. 这些自动微分技术包括伴随状态法, 前向自动微分, 后向自动微分, 以及

可逆计算自动微分.

关键词：自动微分, 科学计算, 可逆计算, 最优检查点, 物理模拟

PACS：02.60.Pn, 02.30.Jr, 91.30.–f 　DOI: 10.7498/aps.70.20210813

 

1   引　言

自动微分 [1] 是指自动获取一段计算机程序导

数的技术, 很多人对它的了解源自它在机器学习中

的成功应用, 人们可以用它优化包含数千亿参数的

神经元网络 [2]. 与很多人印象不同的是, 自动微分

其实是个很古老的技术. Nolan[3] 早在他 1953 年的

博士论文中就提出过计算机自动化求导的构想, 后

来针对这一构想又出现了两种不同的实践, 分别

是 1964 年由 Wengert [4] 实现的前向自动微分和

1970 年 Linnainmaa [5] 实现的后向自动微分. 而最

近十几年, 由于后向自动微分在机器学习中的广泛

应用, 相关技术越来越成熟并在科学计算中也得到

了越来越多的应用. 科学家们利用方便的、自动化

的计算机辅助求导解决了很多重要的物理问题, 其

中包括帮助变分蒙特卡罗设计更加通用的多体物

理波函数 [6−9], 加速变分量子算法的模拟 [10], 拓展

变分张量网络算法 [11], 以及求解自旋玻璃基态构

型 [12] 等.

对物理模拟过程的自动微分是自动微分重要

的应用之一, 其中最大的技术挑战是对电磁学、海

洋学 [13] 和地震学 [14,15] 等问题中最核心的微分方程

求解过程的自动微分. 这些微分方程常见的求解方

法是先将问题的时空坐标离散化, 并以数值积分的

形式完成求解. 要得到精确的结果, 离散化后的网

格需要设计得很稠密, 从而对存储空间和计算时间

的需求巨大. 与此同时, 在自动微分计算过程中,

机器学习中主流的后向自动微分库, 如 Jax[16] 和

PyTorch[17], 需要很多额外的空间来缓存中间结

果, 导致人们经常无法直接用它们对具有一定规模

的实际物理模拟问题求导. 一种传统的解决常微分

方程求导的方案叫作伴随状态法 [18,19], 它假设了在

较短时间内积分器可逆, 并通过逆向积分来帮助自

动微分回溯状态. 事实上, 除了 Leapfrog 等少数辛

积分器外, 大多数的积分器并不能保证严格的时间
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反演对称, 所以伴随状态法往往存在与积分步长有

关的系统性误差. 后来, 有人把机器学习中的最优

检查点算法带到了物理模拟的反向自动微分中 [14],

到了严格求导. 也有一些人直接利用包含最优检

查点算法 [20,21] 的自动微分编译器, 如 Tapenade[22],

OpenAD[23] 等, 编译模拟代码实现类似的时间和

空间的权衡. 在最近几年, 可逆计算开始被用作一

种新的通用的微分的方案 [24], 也可以做到对数的

额外空间开销. 可逆计算提供了传统自动微分框架

所不具有的内存控制的灵活性, 因此可以被用来微

分 GPU 核函数、复杂的控制流等.

本文将会回顾共轭态方法, 前向自动微分以及

基于最优检查点算法和可逆计算的后向自动微分

等自动微分方法在物理模拟问题中的应用, 并对比

不同方法的优劣以及适用的场景. 第 2 节介绍了几

种自动微分方法的基本理论. 第 3 节介绍了不同自

动微分技术在波的传播模拟中的应用. 关于如何在

后向自动微分中权衡程序的运行时间和空间的理

论, 虽然重要, 但受篇幅限制我们将其放在附录. 

2   自动微分方法

物理模拟过程的常见求解方案是先将偏微分

方程的空间部分离散化并做差分处理 [26], 从而将

其转换为对时间的常微分方程 

ds
dt

= f(s, t, θ),

s t θ

n

ti ti+1 = ti +∆t

其中   为状态,   为时间,   为控制参数. 一个常微

分方程的数值求解器会把时间维度离散化, 做  步

叠代求解, 每步仅做从时刻  到时刻 

的演化, 

sn = ODESolve(f, s0, θ, t0, tn)

= (si+1 = ODEStep(f, si, θ, ti,∆t)

for i = 0, 1, · · · , n− 1), (1)

si i

ODEStep(si)
L = loss(sn)

∂L
∂s0

∂L
∂θ

其中   为完成第   步积分后的状态. 为了简便, 下

文将单步运算简记为   . 最后我们还会

定义一个损失函数   . 自动微分的目标

则是求解损失量对输入状态   和控制参数的导

数和  .
 

2.1    共轭态方法

共轭态方法 [18,19] 是专门针对常微分方程的反

∂q

∂s

∂q

∂θ

∂L
∂sn

向传播方法. 在研究中, 人们发现积分过程的导数

的反向传播同样是一个积分过程, 只不过方向相

反. 于是人们通过构造一个可以同时回溯函数值和

回传导数的拓展函数, 以对拓展函数的逆向积分的

形式完成导数的计算, 如表 1 中算法 1 所示. 该算

法的描述来自文献 [19], 其中可以找到详细的推导

过程, 这里对原算法中的符号做了替换以方便读者

理解. 算法中的  ,   以及  为局域导数, 它们

可以通过手动推导或借助其他自动微分库来实现.

该方案在积分器严格可逆的时候梯度也严格, 而当

积分器反向积分误差不可忽略时, 则需要额外的处

理保证误差在可控范围, 这一点我们会在随后的例

子中涉及.
 
 

表 1    伴随状态法 (算法 1)
Table 1.    Continuous adjoint state method (Algorithm 1).

θ t0 tn sn
∂L
∂sn

输入: 动力学参数  , 开始时间  , 结束时间  , 末态  ,

        以及需要回传的导数 

∂L
∂s0

∂L
∂θ

输出:   ,  

θ1 function aug_dynamics((s, a, –), t,   )

q = f(s, t, θ)2 　  　　 #定义拓展动力学函数(
q, −aT

∂q

∂s
−aT

∂q

∂θ

)
3 　return   ,  

4 end

S0 =

(
sn,

∂L
∂sn

, 0

)
5    #计算拓展动力学函数的初始状态

(
s0,

∂L
∂s0

∂L
∂θ

)
θ

tn

6   ,    = ODESolve(aug_dynamics, S0,   ,

      , t0)　　　　　　 #对拓展动力学反向积分
 
  

2.2    前向自动微分

p

dp

f

顾名思义, 前向自动微分是指向前 (指与程序

运行方向相同) 传播导数. 这里导数传播的规则和

数学分析中的无穷小量的运算规则有关. 数学中,

在对一个输入变量   求导时, 会让它携带一个无

穷小量   , 并通过对这个无穷小量的运算完成对

程序的求导. 例如当作用函数  时, 会有如下链式

法则: 

f

(
x⃗+

dx⃗
dp

dp
)

= f(x⃗) +

(
df(x⃗)
dx⃗

dx⃗
dp

)
dp, (2)

x⃗ f p

df(x⃗)
dx⃗

其中   为函数   的输入参数的集合, 可以包括   本

身.   为局域雅可比矩阵, 前向传播中我们将

它与梯度矢量相乘得到新的梯度矢量. 实际程序实
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(v, v̇) v̇ =
dv
dp

现中, 这个局域雅可比矩阵并不需要构造出来. 考

虑到任何程序都具有可拆分为基础指令的特点, 人

们把程序拆解为基础标量指令, 并在这些基础指令

上通过代码变换或算符重载的方式实现梯度矢量

的计算. 以标量的乘法为例, 变量会同时记录它的

数值和一阶小量的系数  , 其中  , 人们重

新定义它的基本运算规则如下: 

∗̇ : ((a, ȧ), (b, ḃ)) 7→ (a ∗ b, aḃ+ bȧ).

使得其在计算同时更新一阶小量的系数, 而自动微

分所要做的就是将所有的运算指令都引入小量的

系数并做上述运算规则的替换. 简单的运算规则的

替换对于人类来说尚可手动, 但真实的程序可能会

包含数以亿计的这样的基础操作, 虽然结果依然是

解析的, 但是人们很难再通过人力得到具体的导数

表达式, 而计算机恰恰很擅长这样繁琐但是规则简

单的任务. 如图 1(a) 所示, 在求解常微分方程中,

单步前向自动微分可以形式化的表达为 

ODEStepF :

(
si,

dsi
ds0

,
dsi
dθ

)
7→

(
ODEStep (si) ,

∂si+1

∂si

dsi
ds0

,
∂si+1

∂si

dsi
dθ

+
∂si+1

∂θ

)
,

si, si+1 θ

这里为了简洁略去了时间等常数参量. 由于状态

 和控制参数  均可包含多个变量, 上述偏微

分均解释为雅可比行列式. 一般前向自动微分在一

次前向运行中只对一个或若干个变量求导, 因此计

算空间会随着一次求导的变量数目线性增加. 无论

是一次求导多少个变量, 前向自动微分求导的时间

都会随着需求导的变量的数目线性增长, 这是限制

前向自动微分应用场景的最主要因素. 

2.3    后向自动微分

L
dL
dv⃗

后向自动微分与前向自动微分梯度传播方向

相反, 它解决了前向自动微分中计算开销随着需要

求导的变量数目线性增长的问题. 后向自动微分包

括正向计算和梯度反向传播两个过程. 正向计算过

程中, 程序进行普通的计算并获取所需的运行时信

息, 最后得到一个标量损失  . 梯度回传的过程是

计算导数的过程, 可表示为更新变量的梯度  的

dL
dL

= 1过程. 从  出发, 梯度反向传播对应如下链式

法则:
 

dL
dx⃗

=
∑
i

∂L
∂y⃗i

dy⃗i
dx⃗

.

{fp} y⃗ = fp(x⃗)

v =
dL
dv⃗

为了实现该链式法则, 软件包设计者们一般会在软

件中规定一类可微分的函数集合, 叫作原子函数

 , 并定义了梯度在原子函数  上的回传

规则为伴随变量  的更新规则,
 

fp : (x, y) 7→
(
x+ y

∂y⃗

∂x⃗
, y

)
.

∂y⃗

∂x⃗
其中,   为局域雅可比矩阵, 它不需要具体计算出

来, 而是通过后向传播函数实现. 根据实现不同,

这些原子函数可以是 Tapenade 和 NiLang[24] 那样

仅包含有限个基础标和 Pytorch 中那样的可拓展

的常用函数集合. 用户将程序表示为原子函数的组

合, 在前向计算中, 计算机将遇到的原子函数的后

向传播函数连同所需的中间变量一起存放在堆栈

中, 并在反向传播中按照后进先出的顺序调用, 这

样程序便可以利用上述梯度回传规则更新伴随变

量. 具体到求解常微分方程的自动微分过程中, 其

反向传播过程如图 1(b)所示, 可以形式化的表达为
 

 

ODEStepB : (si+1, θ, si) 7→
(
si+1

∂si+1

∂si
, θ + si+1

∂si+1

∂θ

)
,

 

 

(b)

1d
d0

d
d1

d
d2

d
d3

0 1 2 3 

(a)
0 1

d1
d0

d2
d0

d3
d0

d
d0

2 3 

图 1    物理模拟程序中对状态变量梯度的 (a) 前向传播和

(b) 后向传播过程. 其中线条上的箭头代表运算的方向, 圆

圈为后向自动微分中缓存的变量

Fig. 1. The  (a)  forward  mode  and  (b)  backward  mode

gradient propagation for state variables in a physics simula-

tion. The arrows are computation directions, and circles are

cached states  in  the  backward  mode  automatic  differenti-

ation. 
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#正向计算 (单步) #反向传播 (单步)

push(Σ, si), si = pop(Σ),

si+1 = ODEStep(si), (si, θ) = ODEStepB(si+1, θ, si).

Σ

这里也同样略去了时间等参量, push 和 pop分别

是对全局堆栈  的入栈和出栈操作. 虽然导数回传

的计算复杂度与需要求导的变量数目无关, 但后向

自动微分向堆栈中存储数据带来了正比于计算步

骤数的额外空间开销. 如何设计一个可以对计算状

态逆序的访问的算法, 使得缓存带来的时间和空间

开销更小, 是反向自动微分设计复杂性的来源, 也

被称作“时间与空间的权衡”问题. 实际应用中, 人

们可以用检查点 [20] 或者反向计算 [24] 技巧来避免

缓存全部中间结果. 如图 2(a) 所示的检查点方案

中, 正向计算中程序可以选择性的缓存 (黑色圆

点) 或者不缓存部分状态 (空心圆点), 这些被缓存

的状态被称作检查点. 在图中下方的反向传播过程

中, 当需要的数据没有被缓存时, 程序会从最近的

检查点出发重新计算该数据 (下方步骤 2). 图 2(b)

所示的反计算方案是可逆计算中常用的避免缓存

的方案. 当运算在数学层面不可逆, 可逆计算要求

保留输入状态以使其在程序层面可逆, 因此默认也

需要缓存每步的结果. 而反计算通过反向运行 (上

方步骤 5) 清零已分配的内存的方式并将空间资源

归还给系统控. 在反向传播过程中, 执行顺序和前

向镜像对称, 每个指令变成原指令的逆, 因此可以

自然地获得运行时的状态信息. 不论是检查点方案

还是可逆计算方案, 节省内存都需要消耗更多的

时间, 那么如何权衡两者的额外开销才是最好呢?

我们在附录中引入一个简单的理论模型——鹅

卵石游戏并详细讨论了如何在检查点方案中用

Treeverse 算法 [20](也叫作最优检查点算法) 实现仅

需对数的额外时间和空间逆向遍历状态, 以及如何

在可逆计算中用 Bennett 算法 [25] 实现对数的额外

空间和多项式的额外时间实现逆向遍历状态, 这里

仅把基本结论列于表 2 中. 

3   自动微分在物理模拟中的应用

本节有两个案例, 其一是用前向自动微分和伴

随状态法求解参数较少的洛伦茨系统模拟的导数,

其二是用最基于最优检查点算法和可逆计算的后

向微分对步骤较多且内存消耗巨大的地震学模拟

的求导. 这些例子的源代码可在 Github 仓库中找

到 : https://github.com/GiggleLiu/WuLiXueBao. 

 

1 2 3 4 5

6 5 4 3 1

2

(a)

1 2 3 4 6

5

6 5 4 3 1

2

(b)

图 2    使用 (a) 检查点方案和 (b) 反计算方案避免缓存全

部中间状态 . 图中黑箭头为正常计算过程 , 红箭头为梯度

回传过程 , 蓝箭头为梯度回传和反向计算的复合过程 , 箭

头上的数字代表了执行顺序. 黑色和白色的圆点为被缓存

和未被缓存 (或通过反计算消除) 的状态

Fig. 2. Using (a) checkpointing scheme and (b) reverse com-

puting scheme to avoid caching all intermediate states. The

black arrows are regular forward computing, red arrows are

gradient  back  propagation,  and  blue  arrows  are  reverse

computing. The  numbers  above  the  arrows  are  the  execu-

tion order.  Black and white  circles  represent  cached states

and not  cached  states  (or  those  states  deallocated  in  re-

verse computing) respecitively. 

 

O(TS)

ϵ > 0

表 2    不同自动微分方案中, 时间与空间复杂度的

关系. 这里伴随状态法没有考虑了缓存部分中间结

果以保证反向积分的正确性, 考虑之后应为  .

前向自动微分时间复杂度中的 N 代表了需要求导

的参数个数. 可逆计算中的多项式时间复杂度中的

ϵ

Table 2.    The time and space complexities in differ-

ent automatic differentiation schemes.  Here,  the ad-

joint  state  method  does  not  consider  the  effect  of

round off error into consideration. The parameter N

in  the  forward  mode  autodiff  represent  the  number

of  differentiable  input parameters.  The    in the re-

verse computing is greater than 0.

方法 时间 空间 是否严格

伴随状态法 O(T ) O(S) 否

前向自动微分 O(NT ) O(S) 是

基于最优检查点的
后向自动微分

O(T logT ) O(S logT ) 是

基于可逆计算的
后向自动微分

O(T 1+ϵ) O(S logT ) 是
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3.1    洛伦茨方程求解

洛伦茨系统 [27] 是人们研究混沌问题的经典模

型, 它描述了一个定义在三维空间中的动力学 

dx
dt

= σ(y − x),

dy
dt

= x(ρ− z)− y,

dz
dt

= xy − βz.

σ ρ β

ρ > 1

ρ < σ
σ + β + 3

σ − β − 1

(x0, y0, z0) = (1, 0, 0) β = 8/3

[0, T = 30] 3× 10−3

(x0, y0, z0) (σ, ρ, β)

ρ, σ

其中,   ,   和   为三个控制参数. 该系统的含时

演化的曲线如图 3(b) 所示 .   时 , 系统有两

个吸引子 [28], 但仅当   时才会出现

图 3(b) 中橘色曲线所示的粒子稳定地围绕其中一

个吸引子运动的情况, 这时系统较为稳定并表现出

对初值较为不敏感的特点. 末了位置坐标对控制参

数和初始坐标的导数反映了末态对控制参数和初

始位置的敏感度, 在一定程度上反映了系统出现了

混沌现象. 在数值模拟中, 我们用 4 阶龙格库塔方

法对时间积分并得到末了位置, 模拟中固定初始位

置为  , 控制参数为  , 积

分时间区间为  以及积分步长为  .

由于该过程所含参数仅有 6 个, 包括初始位置的三

个坐标  和三个控制参数  , 因此用

前向自动微分工具 ForwardDiff[29] 求导比后向自

动微分有很大优势. 我们把导数的绝对值的平均与

初始  的关系画在图 3 中. 可以看出只有在理论

预言的黑线下方才会有较小的导数, 说明稳定吸

引子参数下系统动力学的确对初值依赖性较低.

表 3 对比了不同方法的时间和空间的消耗, 可以看

到前向自动微分所用的时间仅为原代码的不到

2 倍. 这里的高效来自 ForwardDiff 中允许一次对

多个变量求导, 代价是用了正比于参数数目倍数的

空间. 该技术虽然没有改变随着输入变量数目增

加, 计算复杂度线性增加的本质, 但是减少了线性

部分的系数, 对处理实际问题很有帮助. 基于可逆

计算的后向自动微分库 NiLang[24] 需要的计算时

间为原计算的约 3.5 倍, 其中包含了前向计算和反

向传播过程, 因此这个速度并不算差. 但是由于龙
 

104表 3    不同方法对  步洛伦茨系统积分过程的微

分所需时间和空间, 其中空间部分以状态数目为单

位, 时间的估计通过 BenchmarkTools.jl 软件包多

次统计得出. 这里, NeuralODE 中单步计算的微分

由 NiLang 完成, 检查点的步长为 200 步
104Table 3.    The  time  and  space  to  simulate  a  

step Lorenz  integration,  where  the  space  is  meas-

ured in unit of single state size, and the time is ob-

tained  by  repeated  sample  using  the  Julia  package

BenchmarkTools.jl.  Here,  the  single  step  back

propagation in NeuralODE is obtained with NiLang,

and the checkpoint step size is 200.

方法 Julia ForwardDiff NiLang
Neural
ODE +
NiLang

时间/ms 1.90 2.88 6.70 34.30

空间 (估计) 1 6 104 50

 

50(a)

40

30

20





10

0
0 10 20

10-5

100

105

1010

1015

(b)

Stable
Not stable
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0
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0

β = 8/3 ρ σ

(σ = 10, ρ = 27)

(σ = 10, ρ = 15)

图 3    (a) 洛伦茨系统中固定参数   , 梯度大小与参数   和   的关系. 图中颜色代表了平均梯度大小, 黑线是理论上会不会

存在稳定吸引子分界线 . (b)  中的蓝色和黄色的线分别对应  (a) 图标识的蓝点处参数    和黄点处参数

  对应的动力学模拟

ρ σ β 8/3

(σ = 10, ρ = 27) (σ = 10, ρ = 15)

Fig. 3. (a) The magnitude of gradients as a function of parameters    and    in a Lorenz system with    fixed to   . The black

line is a theoretical predicted stable attractor phase transition line. The blue and yellow curves in (b) are simulations at parameters

corresponding to the blue    and yellow    dots in (a).
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104

l2

格库塔积分器不可逆, 在不利用额外的计算时间交

换空间的情况下, 需要缓存每一步的计算以保证可

逆性, 因此要求有   倍于状态大小的缓存空间.

好在该问题的单个状态空间仅有三个维度, 不做任

何缓存求导仍然很容易. 表中最后一列的伴随状态

法的单步求导利用了 NiLang 的自动微分, 虽然伴

随状态法在理论上可以做到无额外内存消耗, 但是

会引入由于积分器不可逆带来的系统误差, 这对于

研究混沌问题非常致命. 我们以前向自动微分的导

数是严格的导数作为基准, 把伴随状态法求得的导

数的   相对误差与积分步长的关系绘制于图 4(a)

中, 可以看出相对误差随着积分步长指数增加. 因

此, 我们需要每隔一段积分, 就设置一个检查点重

新加载正确的坐标. 图 4(b) 显示检查点越密, 误差

越小, 消耗的额外空间也越多. 在表格中的模拟中,

我们选择了检查点步长为 200, 对应检查点数目为

10−550, 相对误差约为  . 

3.2    波的传播方程的微分

u(x1, x2, t)考虑由如下方程决定的波函数  在非

均匀二维介质中的传播过程: 

∂2u

∂t2
−∇ · (c2∇u) = f, t > 0,

u = u0, t = 0,

∂u

∂t
= v0, t = 0.

(3)

c其中   为波在介质中的传播速度 . 理想匹配层

(PML)[30−32] 是模拟波在介质中运动的一种准确可

靠的方案, 为了在有限尺寸模拟该动力学, PML 方

法引入了吸收层防止边界反射的影响. 在引入辅助

场并对空间和时间进行离散化后, 上述方程可变形

为如下数值计算过程: 

 

un+1
i,j ≈ ∆t2

1 + (ζ1i + ζ2j)∆t/2

(
(2− ζ1iζ2j)u

n
i,j −

1− (ζ1i + ζ2j)∆t/2

∆t2
un−1
i,j + c2i,j

uni+1,j − 2uni,j + uni−1,j

∆x2

+ c2i,j
uni,j+1 − 2uni,j + uni,j−1

∆y2
+

(ϕx)i+1,j − (ϕx)i−1,j

2∆x
+

(ϕy)i,j+1 − (ϕy)i,j−1

2∆y

)
,

(ϕx)
n+1
i,j = (1−∆tζ1i)(ϕx)

n
i,j +∆tc2i,j(ζ1i − ζ2j)

ui+1,j − ui−1,j

2∆x
,

(ϕy)
n+1
i,j = (1−∆tζ2j)(ϕy)

n
i,j +∆tc2i,j(ζ2j − ζ1i)

ui,j+1 − ui,j−1

2∆y
,

(4)

c ζ1 ζ2 x

这里的第一项为近似, 因为它忽略了原式中介质传

播速度  的空间梯度项的贡献.   和  分别是  和

y ϕx ϕy

x y ∆x ∆y ∆t

 方向的衰减系数,   和  分别为引入的辅助场的

 和  方向的分量,   ,   和  分别是空间和时
 

0 500

10-9

10-7

10-5

10-3

10-1

(a)

积分步数

相
对

误
差

1000

(b)

10-5

10-3

10-1

相
对

误
差

0 200

检查点步长

400

ρ = 27, σ = 10, β = 8/3 l2

100 104
图 4    (a) 利用共轭态方法对   的洛伦茨系统求导时, 相对   误差与积分步数的关系. 其中一个点代表了

在该步长下, 对   个随机初始点计算得到的中位数, 缺失的数据代表该处出现数值溢出. (b) 每隔固定步长设置检查点后,  

步积分的误差

l2

ρ = 27, σ = 10, β = 8/3 100

104

Fig. 4. (a)  Relative    error  as  a  function  of  the  integration  step  in  differentiating  the  Lorenz  equation  solver  at  parameters

  using  the  adjoint  state  method.  Each  data  point  in  the  graph  represents  a  median  of    random

samples. Some data are missing due to the numerical overflow. (b) The same error curve of computing    steps with checkpoint-

ing to decrease the round off error. 
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间的离散化参数 . 该方程的详细推导可参考文

献 [26]. PML 模拟的自动微分在地震学中有着重

要的应用 [15], 而且人们很早就认识到检查点方案

可以用于地震波模拟中 [14], 从而使回溯中间状态

的内存需求大大减少.

1000× 1000

sn = {un−1, un, ϕnx , ϕ
n
y}

c

106

104

在数值模拟中, 我们用双精度浮点数模拟了

 的二维格点上的 PML 方程求解, 每个

状态要存储 4 个矩阵  , 占用

存储空间为 32 MB. 虽然前向自动微分可以仅用

常数倍空间开销微分该程序, 但由于仅传播速度 

就包含  个参数, 前向自动微分带来的线性时间

复杂度的增加是不可接受的. 同时, 若不做任何内

存优化对该程序后向自动微分, 积分  步需要存

储空间至少为 320 G, 远超出了普通 GPU 的存储

能力. 此时, 我们需要用附录中描述的 Bennett 算

法和 Treeverse 算法来节省后向自动微分的缓存.

图 5 中展示了这两种时间空间交换方案下, 实际程

序在 GPU 上运行的时间与空间的关系, 计算设备

为 Nvidia Tesla V100. 纯可逆计算实现的 Ben-

nett 算法中, 计算梯度的部分随着前向计算的步

骤数的增加而增加, 额外开销和理论模型几乎一致.

Bennett 算法在可逆计算的意义下是最优的时空

交换策略, 但对普通硬件并不是最优的. Treeverse+

NiLang 的方案是指用可逆计算处理单步运算的微

分, 同时用 Treeverse 算法处理步骤间的微分. 这

里随着检查点数目的减少, 计算时间的减少并不明

显. 这是因为增加的计算时间是前向计算, 而这里

单步后向计算梯度的时间是前向时间的 20 多倍,

因此即使仅用 5 个检查点, 额外的增加的时间也不

到 1 倍. 这里单步计算梯度的之所比前向计算慢很

多, 是因为当使用 NiLang 微分并行运行的 GPU

核函数, 必须要避免变量的共享读取以避免程序在

后向计算中同时并行更新同一块内存的梯度, 这些

额外的设计带来了很多性能的损失. 与此对比, 在

单线程版本的 CPU 上, 前向和后向的单步运算时

间差距在 4 倍以内. 此外, 虽然 Treeverse算法在

可以做到高效的时间和空间的交换, 但由于内存的

管理需要用到系统内存中的全局堆栈, 无法直接用

于微分 GPU 的核函数. 而可逆计算则非常适合微

分这种非线性且具有一定可逆性的程序, 这也是为

什么这里选择用可逆计算对单步运算求导来避免

手动求导 GPU 核函数的麻烦.

感谢王磊老师的讨论以及计算设备的支持. 感谢彩云

天气 CTO 苑明理老师关于自动微分关于自动微分在天气

预报中应用的讨论. 感谢 QuEra 公司提供的研究赞助. 

附录 A1　名词表

伴随变量　adjoint

核函数　kernel function

原子函数　primitive function

可逆计算　reversible computing

可逆编程　reversible programming

鹅卵石游戏　pebble game

伴随状态法　adjoint state method

自动微分　automatic differentiation (AD)

前向自动微分　forward mode AD

后向自动微分　reverse mode AD

地震学　seismic

检查点　checkpoint

拓展动力学　augmented dynamics

损失　loss

 

1500

1250

1000

时
间

/
s

理论内存峰值/(32 MB)

750

500

250

0
101 102

Bennett

Treeverse+NiLang

11.31 6.02 3.80 2.91 2.71 1.98 1.97

1.98
2.983.68

5.69
6.86

17.86

104

104

图 5    Bennett 算法和 Treeverse 算法应用于 PML 求解过

程的微分的时间与空间开销. 其中图中标记的数字为函数

的实际前向运行步骤数与原始模拟步骤数 (  ) 的比值 .

纵轴的总时间是前向计算和后向传播时间的总和, 横轴的

空间的数值的实际含义为检查点的数目或可逆计算中的最

大状态数. 在 Bennett 算法中, 后向运行次数和前向运行次

数一样, 而 Treeverse 算法中, 反向传播的次数固定为  

104

Fig. 5. The time and space cost of using Bennett algorithm

and  Treeverse  algorithm  to  solve  the  PML  equation.  The

annotated numbers are relative forward overhead defined as

the  ratio  between  actual  forward  computing  steps  and the

original computing steps. The time in the y axis is the actu-

al  time  that  includes  both  forward  computing  and  back

propagation. The space in the x axis is defined as the max-

imum number  of  checkpoints  in  the  checkpointing  scheme

or the maximum intermediate states in the reverse comput-

ing scheme. In the Bennett's algorithm, the number of for-

ward and backward steps are the same, while in Treeverse

algorithm, the number of back propagation steps is fixed to

 . 
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控制流　control flow

辛积分器　symplectic integrator

洛伦茨　Lorenz

龙格库塔　Runge-Kutta 

附录 A2　时间与空间的交换, 鹅卵石
　　 　　游戏

n 0, 1, 2 · · ·n 0

鹅卵石游戏是一个定义在一维格子上的单人游戏. 人

们最初提出这个模型是为了描述可逆计算中的时间与空间

的交换关系. 游戏开始时, 玩家拥有一堆鹅卵石以及一个一

维排布的  个格子, 标记为  , 并且在  号格子上有

一个预先布置的鹅卵石. 游戏规则见表 A1.
  

表 A1    鹅卵石游戏-可逆计算版本
Table A1.    Pebble  game rules—the  reversible  computing

version.

i

i+ 1

放置规则: 如果第  个格子上有鹅卵石, 则可以从自己堆中
              取一个鹅卵石放置于第  个格子中,

i i+ 1回收规则: 仅当第  个格子上有鹅卵石, 才可以把第 

              个格子上的鹅卵石取下放入自己的堆中,

n结束条件: 第  个格子上有鹅卵石.

S游戏目标: 在固定可使用鹅卵石数目为   (不包括初始鹅
              卵石) 的前提下, 使用尽可能少的步骤数触发游
              戏结束.

 
 

S ⩾ n n

O(n)

这里一个鹅卵石代表了一个单位的内存, 而放置和取

回鹅卵石的过程分别代表了计算和反计算, 因此均需要一

个步骤数, 对应计算中的一个单位的运算时间. 这里对应回

收规则中要求前一个格点中存在鹅卵石, 对应可逆计算在

释放内存时, 要求其前置状态存在以保证反计算可行. 当鹅

卵石数目充足 (  ), 我们用  个鹅卵石依次铺至终点

格子, 此时时间复杂度和空间复杂度均为  . 最少的鹅

卵石数目的玩法则需要用到可逆计算框架下时间和空间最

优交换方案 Bennett 算法.

k ⩾ 2 k

k − 1

k − 1

k

l

如表 A2 中算法 (图 A1(b)) 所示, Bennett 算法将格

子均匀的分割为  等份, 先是像前执子  个区块使最

后一个区块的末尾存在鹅卵石, 然后从最后第  个区块

开始反向执子收回中间  个鹅卵石到自由堆中. 每个区

块又递归的均匀分割为  个子分块做同样的放置鹅卵石-保

留最后的鹅卵石-取回鹅卵石的操作, 直到格子无法再分割.

假设次过程的递归次数为  , 我们可以得到步骤数和鹅卵石

数为 

T = (2k − 1)l, S = l(k − 1) + 1.

k l n = kl

k

其中,   与  满足总格子数  . 可以看出可逆计算的时

间复杂度和原时间为多项式关系. 同时可以看出    越小,
 

表 A2    Bennett 算法
Table A2.    The Bennett's algorithm.

S = {0 : s0} k

i = 0 L = n

输入: 初始状态集合  , 子分块数目  , 分块
　 　起点点  , 分块长度 

S[n]输出: 末态 

k i L1 function bennett (S,   ,   ,   )

2 　if L = 1 then

S[i+ 1]← 03 　 

S[i+ 1]+ = fiS[i]4 　 

5 　else

l← ⌈L/k⌉6 　　　 

k′ ← ⌈L/l⌉7 　 　  

j = 1, 2, · · · , k′8 　      for    do

(S, k, i+ (j − 1)l) (l, L(j − 1)l))9 　     bennett   , min  

10 　    end

j = k′ − 1, k′ − 2, · · · 111 　      for    do

(S, k, i+ (j − 1)l, l)12 　      bennett  

13 　       end

14   　end

15 　end

 

...

(a)

-1,3 -1,2

-2,2 -2,1

-1,1

...(b)

-1 -1 -1

-1 -1

-1

-2-2 -2

-1 -1

-2-2
-1

η(τ, δ) ≡
(
τ + δ
δ

)
=

(τ + δ)!

τ !δ!
k = 3

P−1

图  A1    (a) Treeverse 算法 [20] 示意图 , 其中   ; (b) Bennett 算法对应   的示意图 [33,25], 其中 P 和

 分别代表了计算和反计算

η(τ, δ) ≡
(
τ + δ
δ

)
=

(τ + δ)!

τ !δ!
k = 3 P−1

Fig. A1. (a) An illustration of the Treeverse algorithm[20], where   . (b) An illustration of the Bennett's

algorithm for   [33,25], where P and    are forward computing and reverse computing respectively. 
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k = 2 n = 16 k = 2

l = 4 (T + 1)/2 = 41

使用的总鹅卵石数目越小, 因此最省空间的鹅卵石游戏解

法对应  . 作为例子, 图 A2(b) 展示了  ,  

(  ) 时候的游戏解法, 对应步骤数为  ,

这里的实际操作数少了大约一半 , 是因为最外层的

Bennett 过程不需要取回鹅卵石.

n

我们稍微修改游戏设定可以得到检查点版本的鹅卵石

游戏. 该版本中用户多了一支画笔可用于涂鸦格点, 且初始

状态的  号格子已经被涂鸦, 新的规则描述见表 A3.

i

i

k ⩽ n(n− 1)/2 2 < δ < n

0

δ − 1 = S − 2

δ

η(τ − 1, δ), · · · , η(τ − 1, 2),

η(τ − 1, 1) τ η(τ, δ) = n

n− 1 n− 1

τ − 1

η(τ − 2, 2) η(τ − 2, 1)

检查点版本的鹅卵石游戏中, 鹅卵石可以被随时取下,

代表不可逆的内存擦除. 涂鸦过程则代表了梯度反向传播

的过程, 它要求前置计算状态和后置梯度都存在. 在鹅卵石

充足的情况下, 最节省步骤数的解法和可逆计算版本一样,

即计算过程中不取下任何鹅卵石. 而用最少鹅卵石的解法

则仅需要两枚鹅卵石交替使用, 每当我们需要涂鸦一个格

子  , 我们总是从初始鹅卵石开始扫描 (依次放置一个鹅卵

石并取下前一个鹅卵石 )  步至指定格子 , 因此总步骤

 . 鹅卵石数目为   的最优解最

难, 需要用到如表 A4 中算法 (图 A1(a)) 所示的 Treeverse

算法. 该算法在完成第一遍从格子  开始的扫描会在格子上留

下   个鹅卵石 (不包括初始鹅卵石), 把格子

分割成  个区块. 我们把这些没有被取下的鹅卵石称为检

查点, 总可以从任意一个检查点出发扫描后方的格子. 区块

的 大 小 由 二 项 分 布 函 数  

 确定, 其中  的取值满足  . 为了涂

鸦  号格点, 我们从离  号格点最近的检查点 (最

后一个区块的开始处) 出发扫描至该点, 重复该过程直至涂

鸦至最后一个区块的开始处. 由于最后一个区块尺寸最小,

仅为  , 因此我们并不担心这样的扫描会使得步骤数增

加太多. 当完成了最后一个区块的涂鸦, 便可把格子上用于

标记最后一个区块起点的鹅卵石取下以便重复利用. 为了

涂鸦倒数第二个区块, 先扫描这个区块, 并用刚回收的鹅卵

石将其分割为大小分别为   和   的两

个子区间. 用同样的方式计算最后一个区间并递归分割前

一个子区间直至区块大小为 1 而无法继续分割. 整个算法

的步骤数和鹅卵石数目的关系是 

T ≈ τn, S = (δ + 1),

τ δ

log(n)
由二项分布的性质可得 ,   和   的大小可以都正比于

 . 图 A2(a) 展示了 Treeverse 算法仅用 4 个鹅卵石,

46 个步骤数涂鸦完所有 20 个格子. ①

 

格子T21

步
骤
T

4
6

(a)

格子T17

步
骤
T

4
1

(b)

τ = 3 δ = 3

k = 2 n = 4

图 A2    (a) Treeverse 算法 (  ,   ) 和 (b) Bennett

算法 (  ,   ) 对应的最优时间空间交换策略下的

鹅卵石游戏解法, 横向是一维棋盘的格子, 纵向是步骤. 其

中“○”为在这一步中收回的鹅卵石 , “●”为在这一步中放

上的鹅卵石 , 而颜色稍淡的“ ”则对应之前步骤中遗留在

棋盘上未收回的鹅卵石 . (a) 中的红色格子代表已被涂鸦 .

(b) 中带旗帜的格点代表终点

τ = 3 δ = 3

k = 2 n = 4

Fig. A2. (a)  The  Treeverse  algorithm(  ,   )  and

(b)  Bennett's  algorithm  (  ,   )  solutions  to  the

pebble  game,  the x direction  is  the  grid  layout  and  the y

direction is the number of steps. Here, a “○” represents a

pebble returned to the free pool in current step, a “●” rep-

resents the pebble added to the board in current step, and a

“ ” represents a pebbles left on the board. In (a), red grids

are  painted  grids.  In  (b),  the  grid  with  a  flag  sign  is  the

goal. 

表 A3    鹅卵石游戏-检查点版本
Table A3.    Pebble game rules—the checkpointing version.

i i+ 1放置规则: 如果第  个格子上有鹅卵石, 则可以从自己堆中取一个鹅卵石放置于第  个格子中.

回收规则: 可以随意把格子上的鹅卵石取下放入自己的堆中, 收回鹅卵石不计步骤数.

i i+ 1 i涂鸦规则: 当第  个格子有鹅卵石, 且第  个格子被涂鸦, 可以涂鸦第  个格子, 涂鸦不记入步骤数.

结束条件: 涂鸦完所有的格点.

S游戏目标: 在固定可使用鹅卵石数目为   (不包括初始鹅卵石) 的前提下, 使用尽可能少的步骤数触发游戏结束.
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① 这里的 46 步并不是严格的最优解, 因为图中扫描过程的最后一步并不需要立即释放内存从而可以减少步骤数.
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鹅卵石游戏是对程序的时间和空间的交换关系的非常

理想化的描述, 它恰巧非常合适用于描述常微分方程求解

这样的不可逆线性程序. 图 A3 展示了在固定额外时间开

销下, 程序应用 Bennett 算法和 Treeverse 算法得到的最

优的空间开销. 可以看出, 可逆计算整体上需要更多的空间

开销. 尤其是当步骤数更多, 或是允许的时间的额外开销更

大时, 该差别愈加明显. 当程序具有一定结构, 可逆计算也

有不错的优点, 例如可以利用可逆性节省内存. 另外由于可

逆计算不需要对程序自动设置检查点, 因此不需要借助全

局堆栈, 对于微分运行在 GPU 设备上的核函数, 避免全局

堆栈操作是必要的.
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表 A4    算法 A2: Treeverse 算法
Table A4.    Algorithm A2: The Treeverse algorithm.

S = {0 : s0} sn ≡
∂L
∂sn

δ τ β = 0

ϕ = n

σ = 0

输入: 状态缓存集合  , 需回传的梯度 

 , 允许缓存的状态数  , 扫描次数  , 分块起点  ,

分开终点  内容 以及把分块分割为两部分的分割点

s0 ≡
∂L
∂s0

输出: 回传的梯度 

sϕ δ τ β σ ϕ1 function treeverse(S,   ,   ,   ,   ,   ,   )

σ > β2 　if    then

δ = δ − 13 　　 

s = S[β] sβ4 　　  　　#加载初始状态  

j = β, β + 1, ..., σ − 15 　　for    do

sj+1 = fj(sj) sσ6 　　　  　　#计算 

7 　　end

S[σ] = sσ8 　　 

9 　end

κ10 　#以  为最优分割点(二项分布), 递归调用
      Treeverse算法

τ > 0 κ = mid(δ, τ, σ, ϕ) < ϕ11 　while    and    do

sκ sϕ δ τ σ κ ϕ12 　　   = treeverse(S,   ,   ,   ,   ,   ,   )

τ = τ − 113 　　 

ϕ = κ14 　　 

15 　end

sσ=fσ(sσ+1, sσ) sσ sϕ16 　  　　#利用已有的  和   回
      传导数

σ > β17 　if    then

S[σ] sσ18 　　remove(  )　# 从缓存的状态集合中移除 

19 　end

sσ20 　return  

21 end

δ τ σ ϕ22 function mid(  ,   ,   ,   ) #选取二项分布分割点

κ = ⌈(δσ + τϕ)/(τ + δ)⌉23 　 

κ ≥ ϕ δ > 024 　if    and    then

κ = max(σ + 1, ϕ− 1)25 　　 

26 　end

27 end
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图 A3    为了回溯中间状态, 时间和空间在两种最优时间-

空间交换策略下的关系　(a) 固定横轴为状态回溯的计算

时间与原函数计算时间的比值, 对比再允许固定时间开销

下, 内存的额外开销. 其中 Bennett 算法代表了可逆计算下

的最优策略 , 而 Treeverse 则是传统计算允许的最优策略 .

(b) 对比 Bennett 算法与 Treeverse 算法空间开销的比值

Fig. A3. The  time  and  space  to  trace  back  states  in  two

time-space  tradeoff  strategies.  (a)  Space  overheads  versus

time  overheads  at  different  numbers  of  simulation  steps.

The Bennett's  algorithm is  the optimal time-space tradeoff

scheme in  reversible  computing,  while  the  Treeverse  al-

gorithm is the optimal time-space tradeoff  scheme in regu-

lar irreversible computing. (b) The ratio between the space

overheads in the Bennett's algorithm and that in the Tree-

verse algorithm. 
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Abstract

Automatic differentiation is a technology to differentiate a computer program automatically. It is known to
many people for its use in machine learning in recent decades. Nowadays, researchers are becoming increasingly
aware  of  its  importance  in  scientific  computing,  especially  in  the  physics  simulation.  Differentiating  physics
simulation  can  help  us  solve  many  important  issues  in  chaos  theory,  electromagnetism,  seismic  and
oceanographic. Meanwhile, it is also challenging because these applications often require a lot of computing time
and  space.  This  paper  will  review  several  automatic  differentiation  strategies  for  physics  simulation,  and
compare  their  pros  and  cons.  These  methods  include  adjoint  state  methods,  forward  mode  automatic
differentiation, reverse mode automatic differentiation, and reversible programming automatic differentiation.

Keywords: automatic  differentiation,  scientific  computing,  reversible  programming,  optimal  checkpointing,

physics simulation

PACS: 02.60.Pn, 02.30.Jr, 91.30.–f                          DOI: 10.7498/aps.70.20210813

 

*  Project suppored by the Research Program of QuEra Computing Inc.

†  Corresponding author. E-mail:  jinguoliu@g.harvard.edu 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 14 (2021)    149402

149402-11

http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210813
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210813
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.22331/q-2020-10-11-341
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevX.9.031041
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1103/PhysRevLett.126.090506
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1016/j.future.2004.11.010
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1190/1.2742686
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1016/j.cageo.2021.104751
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
http://doi.org/10.1111/j.1365-246X.2006.02978.x
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
https://papers.nips.cc/paper/2018/hash/69386f6bb1dfed68692a24c8686939b9-Abstract.html
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.1080/10556789208805505
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.5194/gmd-8-3071-2015
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/2450153.2450158
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1145/1377596.1377598
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1137/0219046
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1175/1520-0469(1963)020&lt;0130:DNF&gt;2.0.CO;2
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1006/jcph.1994.1159
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1002/1098-2760(20001205)27:5%3C334::AID-MOP14%3E3.0.CO;2-A
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1190/1.2939484
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.1147/rd.176.0525
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210813
http://doi.org/10.7498/aps.70.20210813
mailto:jinguoliu@g.harvard.edu
mailto:jinguoliu@g.harvard.edu
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1

	01机器学习与物理专题编者按
	02量子人工智能中的对抗学习
	03量子生成模型
	04基于自旋体系的量子机器学习实验进展
	05机器学习辅助绝热量子算法设计
	06量子态制备及其在量子机器学习中的前景
	07基于波动与扩散物理系统的机器学习
	08自动微分及其在物理模拟中的应用

