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依据群论，得出了准晶体学点群的直积或半直积推导算式；依据结晶学理论，绘出了五角、八角、十角和十二角

晶系各点群的极赤投影图 *据此推导出了每一个准晶体学点群的全部最大子群，从而推导并绘制出了三维晶体学
和准晶体学点群之间的母子群关系（+&个点群的“家谱”）*该“家谱”以最大子群链的图解形式直观地给出了每个点
群的最小母群和最大子群 *
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!国家自然科学基金（批准号：%)-’&&)"和 %-"’"&-!）资助的课题 *

# ,./012：23456045789 :0;33* <3/* <4

! = 引 言

!-)%年底 >;?<;@/04 等［!］报道了在急冷 A2.B4
合金中发现了具有 (次对称轴的二十面体相 *这种
相不同于晶体，因为晶体只允许存在 !，"，$，%，+ 次
旋转对称轴，但也不属于非晶体，因为它具有准周期

长程平移序和长程取向序，这种新的固体结构形态

被称作准晶体，简称准晶 *此后不少学者把准晶体学
作为晶体学的一个重要的新分支进行研究 *除了具
有 (次对称轴的二十面体相的三维准晶外，又先后
在众多的合金中发现沿一个方向呈周期分布，而围

绕沿周期排列方向的旋转轴分别具有 ( 次［"］、)
次［$］、!&次［%］和 !" 次［(］旋转对称性的二维准晶 *还
发现沿一个方向是准周期排列，而与该方向垂直的

平面是二维周期结构的一维准晶［+］*
陆洪文和费奔［’］用纯数学理论证明了，在实二

次域上只可能存在 (，)，!&，!"次四种旋转对称性的
准格点阵 *陈敬中等将晶体和准晶体合在一起进行
了新的分类，把晶体学原有的 ’个晶系、$"个点群、
%’种单形，扩充为 !"个晶系（增加了属于准晶系列
的 (个晶系：五角、八角、十角、十二角和二十面体晶
系）、+&个点群、)-种单形［)］*
晶体在物理、化学条件发生改变后，对称性有可

能会改变，准晶体也有此特性［-］*在一个点群 ! 中
添加对称性，可构成 ! 的一个母群；而在点群 ! 中
撤去某种对称性，其对称性降为 ! 的一个子群［!&］*
所以研究晶体学和准晶体学各点群之间的母子群关

系，对于深入研究各种准晶体的结构及相变趋势有

指导性的作用 *
通常都是以最小母群和最大子群链的形式来表

示各点群之间的母子群关系 *在结晶学界最具权威
的工具书《国际晶体学表》!-)$ 年第一版［!!］到 "&&"
年第五版［!"］中，都给出了三维晶体学点群之间的母

子群关系（$"个点群的“家谱”），还给出了三维一般
点群（包括二十面体晶系的点群）的母子群关系 *叶
笑蓉等［!$］只用群元之间的关系和群论的基本数学

定义也推导出 $" 个三维晶体学点群间的母子群
关系 *
本文在前人研究的基础上，推导并绘制出三维

晶体学和准晶体学点群之间的母子群关系（+&个点
群的“家谱”）*

"* 十二角晶系各点群的最大子群的推导

$%& ’ 十二角晶系内各点群的构成及母子群关系

十二角晶系共有 ’个点群 *其中最小的是两个
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!"阶的循环群 !"和!"，循环群 !"可由生成元 !"#进

行连续操作而得到，循环群!"则可由生成元!"# 进

行连续操作而得到 $ "%阶点群 !"&! 可由 !"阶点群
!"或!"分别与 "阶点群! ’｛!，!｝作直积而得到 $由
于母子群的阶数比 "%&!" ’ "，所以点群 !"&! 是点
群 !"和!"的最小母群，点群 !"和!"是点群 !"&! 的
指数为 "的最大不变（正规）子群［!%］$其余的 (个 "%
阶点群可由 !"阶点群 !"和!"分别与 "阶点群 ") ’

｛!，")｝及 !) ’｛!，!)｝作半直积而得到 $最大的一个

%*阶点群!"!
"
!

"
!，可由这 %个 "%阶点群分别与 "阶

点群!，") 及 !) 作直积或半直积而得到 $为了更清
楚地反映十二角晶系内各点群间的母子群关系，在

表 !中列出了十二角晶系各点群的所有群元、阶数、
推导算式及在十二角晶系内的最大子群（均为指数

为 "的不变子群）$

表 ! 十二角晶系内各点群的构成及母子群关系

点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

!" !，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，"" !"

!" !，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，"" !"

!"
!

!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，""，

!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，!"

"% !"!!，!"!! !"，!"

!" ""
!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，""，

")，"!&,，"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，"!&!"，"!&%，"-!&!"，".!&!"，"(!&%，"!!!&!"
"% !""") !"

!"!!
!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，""，!)，!!&,，

!!&(，!!&"，!"!&(，!-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"
"% !""!) !"

!" "!
!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，""，")，"!&,，

"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"
"% !""") !"

!"
!

"
!

"
!

!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，""，

")，"!&,，"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，"!&!"，"!&%，"-!&!"，".!&!"，"(!&%，"!!!&!"，

!，!" #，!" +，, #，, +，% #，% +，( #，( +，!" # -，!" + -，!"，!)，!!&,，

!!&(，!!&"，!"!&(，!-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"

%*

!"&!"")，!"&!"!)，

!" ""!!，!" """!)，

!"!!!!，!"!!"")，

!""!!!，!""!"!)，

!"&!，

!" ""，

!"!!，

!" "!（双）

注：表 !中，“!”为点群的直积符号，“"”为点群的半直积符号，各 "阶点群的全元形式为：! ’｛!，!｝，") ’｛!，")｝，!) ’｛!，!)｝$群元中，各

#（# / "）次转轴和 "次转轴 "" 沿 "轴（垂直于纸面）$其余 "次轴均垂直于 "轴，与 $轴的夹角由下标给出 $反映面 !" 的法线沿 "轴 $其余反

映面的法线均垂直于 "轴，与 $轴的夹角由下标给出 $

为了更形象地反映点群的对称性，也为了便于

最大子群链的推导，根据表 !，仿照四方晶系的极赤
投影图［!"］，绘出了十二角晶系 .个点群的极赤投影
图，如图 !所示 $

图 ! 十二角晶系各点群的极赤投影图
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表 !中右下角的“!""!（双）”表示：当由点群!"!
"
!

"
!去掉不同的对称操作时，能够得到两组点群符

号都是!" "!，但对称操作元素空间取向不全同的最
大子群 #其中之一的极赤投影图已由图 !给出，另一
个的极赤投影图见图 " #

图 " 点群!" "!的另一取向的极赤投影图

!"! #十二角晶系各点群在六角和四方晶系中的最大
子群

由于 !"具有 "和 $这两个质因数，而 !" % " &
’，!" % $ & (，所以十二角晶系各点群均会存在属于
六角和四方晶系的最大子群 #具体的关联方式需要
通过大量的推导才能得到 #
例如：对于点群 !" ""而言，由表 !及图 !中点

群 !" ""的极赤投影图可以看出，当 !"次轴退化为
’次轴时，通过删去不同的 "次轴，可以得到对称元
素不全同，而点群符号均为 ’""的两个子群

"! &（’""）! &｛!，’)，$)，"#，$*，’*，"+，"!,’，

"!,$，"!,"，""!,$，"-!,’｝，

"" &（’""）" &｛!，’)，$)，"#，$*，’*，"!,!"，"!,(，

"-!,!"，".!,!"，"$!,(，"!!!!"｝，
图 $给出了它们的极赤投影图 #由于 "! 和 "" 是点

群 !" ""的指数为 "的子群，所以当然也是最大不变
（正规）子群 #

图 $ 对称元素不全同的两个 ’""点群的极赤投影图

当点群 !" ""的 !"次轴退化为 (次轴时，通过
删去不同的 "次轴，可以得到对称元素不全同，而点
群符号均为 (""的 $个子群

$! &（(""）! &｛!，()，"#，(*，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝，

$" &（(""）" &｛!，()，"#，(*，"!,’，"-!,!"，""!,$，"!!!,!"｝，

$$ &（(""）$ &｛!，()，"#，(*，"!,$，".!,!"，"-!,’，"!,!"｝，
图 (给出了它们的极赤投影图 #

图 ( 对称元素不全同的 $个 (""点群的极赤投影图

运用群的群乘运算规则，再利用图 !中点群 !"
""的极赤投影图进行连续操作，可得
!")$!!"* & !")｛!，()，"#，(*，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝!"

*

&｛!，()，"#，(*，"!,’，"-!,!"，""!,$，"!!!,!"｝& $"，

’)$!’* & ’)｛!，()，"#，(*，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝’
*

&｛!，()，"#，(*，"!,$，".!,!"，"-!,’，"!,!"｝& $$，

由于子群指数为 $，是质数，所以 $!，$" 与 $$ 是点

群 !" ""的一组相互共轭的最大子群 #
同理可以推导出十二角晶系中其他各点群所具

有的六角和四方晶系中的最大子群：

点群
!"
!

"
!

"
!有两个最大不变子群

’
!

"
!

"
!，有一

组相互共轭的最大子群
(
!

"
!

"
!；

点群 !",! 有一个指数为 " 的最大不变子群
’,!，和一个指数为 $的最大不变子群 (,!；
点群!""! 有最大不变子群 ’"" 和 ’!! 各一

个，有一组相互共轭的最大子群("!；
点群 !"!! 有两个最大不变子群 ’!!，有一组

相互共轭的最大子群 (!!；
点群 !"有最大不变子群 ’和 (各一个；
点群!"有最大不变子群 ’和(各一个 #

$ # 五角和十角晶系各点群的最大子群

$"% # 五角和十角晶系内各点群的构成及母子群关系

五角晶系共有 -个点群，十角晶系共有 .个点
群，由于 -是 !+的最大约数（除去 !+自身外），所以
五角和十角晶系各点群之间有着密切的联系 #仿照
三角和六角晶系的极赤投影图［!"］，在图 -中绘出了
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五角和十角晶系各点群的极赤投影图 !表 "中列出
了五角和十角晶系各点群的所有群元、阶数、推导算

式及在五角和十角晶系内的最大子群（均为指数为

"的不变子群）!

图 # 五角和十角晶系各点群的极赤投影图

表 " 五角和十角晶系内各点群的构成及母子群关系

晶系 点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

# $，# %，# &，# % "，# & " #

# $，# %，# &，# % "，# & "，$，# %，# &，# % "，# & " $’ #!$ #

五角
#" $，# %，# &，# % "，# & "，"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(# $’ #""’ #

#! $，# %，# &，# % "，# & "，!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(# $’ #"!’ #

# "
!

$，# %，# &，# % "，# & "，$，# %，# &，# % "，# & "，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#
"’ #""’，#"!$，#!!$ #，#"，#!

$’ $，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""， $’ #!"" #

$’ $，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!" $’ #!!" #

$’(!
$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"
"’ $’!$，$’!$，#"!" $’，$’，#

$’ ""
$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，"!($’，")!($’，"!("，"+!($’，",!($’
"’ $’""’，#"!"" $’，#"（双）

十角 $’!!
$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’
"’ $’"!’，#!!"" $’，#!（双）

$’ "!
$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’
"’ $’""’，#"!!"，#!!!" $’，#"，#!

$’
!

"
!

"
!

$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

$，$’ %，$’ &，# %，# &，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"
"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，"!($’，")!($’，"!("，"+!($’，",!($’，

!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’

*’

$’(!""’，$’(!"!’，

$’ ""!$，$’ """!’，

$’!!!$，$’!!""’，

$’"!!$，$’"!"!’，

# "
!!""

$’(!，

$’ ""，

$’!!，

$’ "!（双），

# "
!（双）

注：表 "中，与表 $不同的各 "阶点群的全元形式为："" -｛$，""｝，!" -｛$，!"｝
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!"# $ 五角和十角晶系各点群在低级晶族中的最大
子群

由于 !" 只有 # 和 $ 这两个约数（除了 ! 和 !"
外），而 #和 $都是质数，所以十角晶系各点群除了
会存在属于五角晶系的最大子群外，还会存在属于

低级晶族的最大子群 %另外，与三角晶系类似，五角
晶系各点群也会存在属于低级晶族的最大子群 %运
用群的群乘运算规则，及各点群的极赤投影图，与前

面十二角晶系的推导类似，可以推导出十角和五角

晶系各点群所存在的属于低级晶族的最大子群：

点群
!"
!

#
!

#
! 有一组相互共轭的最大子群

#
!

#
!

#
!；

点群 !" ##有一组相互共轭的最大子群 ###；
点群!"#! 有一组相互共轭的最大子群!!#；
点群 !"!! 有一组相互共轭的最大子群!!#；
点群 !"&! 有一个最大不变子群 #&!；

点群 !"有一个最大不变子群 #；
点群!"有一个最大不变子群 !；

点群$ #
!有一组相互共轭的最大子群 #&!；

点群 $#有一组相互共轭的最大子群 #；
点群 $! 有一组相互共轭的最大子群!；
点群$有一个最大不变子群!；
点群 $有一个最大不变子群 ! %

’ % 八角晶系各点群的最大子群

%"& $ 八角晶系内各点群的母子群关系

八角晶系共有 (个点群 %仿照四方晶系的极赤
投影图［!#］，在图 )中绘出了八角晶系各点群的极赤
投影图 %表 *中列出了八角晶系各点群的所有群元、
阶数、推导算式及在八角晶系内的最大子群（均为指

数为 #的不变子群）%

图 ) 八角晶系各点群的极赤投影图

表 * 八角晶系内各点群的构成及母子群关系

点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

+ !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#" +

+ !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#" +

+&! !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#"，!，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，!" !) +!!，+!! +，+

+## !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#"，#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+ !) +"#" +

+!! !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#"，!"，!!&’，!!&#，!*!&’，!!&+，!*!&+，!$!&+，!(!&+ !) +"!" +

+ #! !，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#"，#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+ !) +"#" +

+
!

#
!

#
!

!，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，#"，!，+ ,，+ -，’ ,，’ -，+ , *，+ - *，!"，

#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+，

!"，!!&’，!!&#，!*!&’，!!&+，!*!&+，!$!&+，!(!&+，

*#

+&!"#"，+&!"!"，

+##!!，+##"!"，

+!!!!，+!!"#"，

+#!!!，+#!"!"

+&!，

+##，

+!!，

+#!（双）

%"# $ 八角晶系各点群在四方晶系中的最大子群

由于 +只有一个质因数 #，而 + . # / ’，所以八

角晶系各点群均会存在四方晶系的最大子群 %运用
群的群乘运算规则，及各点群的极赤投影图，与前面

十二角晶系的推导类似，可以推导出八角晶系各点
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群所具有的四方晶系的最大子群：

点群
!
!

"
!

"
!有两个最大不变子群

#
!

"
!

"
!；

点群 !""有两个最大不变子群 #""；
点群 !$! 有一个最大不变子群 #$!；
点群 !"! 有最大不变子群 #"" 和 #!! 各

一个；

点群 !!! 有两个最大不变子群 #!!；
点群 !有一个最大不变子群 #；
点群 !有一个最大不变子群 # %

图 & 三维晶体学与准晶体学点群的母子群关系（’(个点群的“家谱”）

) % 二十面体晶系各点群的最大子群

二十面体晶系只有两个点群：’( 阶的点群 "*)

和 +"( 阶的点群 "
! * ) %而 "

! * ) , "*)!+，所以，

"
!* )是 "*) 的最小母群，"*) 是 "

! * )的最大不变

子群 %
另外二十面体晶系还与等轴晶系、五角晶系、三

角晶系有密切的关系："*) , "*·)，"*) , )"·*"，
"
!* ) , "

!*·)，"!* ) , ) "
!·*"，

"
!* ) , * "

!·)"，其

中“·”为点群的弱直积符号 %所以，点群 "
!* )还分别

有 *组共轭最大子群 "
! *，) "

!和*
"
!，点群 "*)分别

有 *组共轭最大子群 "*，)"和 *" %

事实上，二十面体晶系两点群
"
! *)和 "*)的最

大子群链，在《国际晶体学表》［+"］第 !(*页所列的一
般点群的母子群关系中已经给出来了 %
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! " 晶体学和准晶体学点群的母子群关
系图

按照前面推导出的结论，再参照《国际晶体学

表》［#$］第 %&!页所给出的 ’$个晶体学点群之间的母
子群关系（“家谱”），及第 ()’页所给出的一般点群
（包括二十面体点群）的母子群关系，我们以最小母

群和最大子群链的形式，绘制出三维晶体学和准晶

体学点群（总共 !) 个）之间的母子群关系图（!) 个
点群的“家谱”）（见图 %）"
图 %所示的三维晶体学与准晶体学点群的母子

群关系（!)个点群的“家谱”）中，每个点群用线往上

连着的点群是它的最小母群，往下连着的点群是它

的最大子群 "实线下端连着的最大子群是不变（正
规）子群，双实线或三实线表示下端有符号相同但对

称元素不全同的两个或三个最大不变子群 "虚线则
表示下端有一组相互共轭的最大子群 "

% " 结 语

本文所推导出的三维晶体学与准晶体学点群的

母子群关系（“!)个点群的家谱”）是对《国际晶体学
表》中三维晶体学点群的母子群关系（“’$个点群的
家谱”）的扩展与补充，对于研究准晶体的相变趋势

有指导性作用，也有助于对准晶体结构的研究 "
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