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依据群论，得出了准晶体学点群的直积或半直积推导算式；依据结晶学理论，绘出了五角、八角、十角和十二角

晶系各点群的极赤投影图 *据此推导出了每一个准晶体学点群的全部最大子群，从而推导并绘制出了三维晶体学

和准晶体学点群之间的母子群关系（+& 个点群的“家谱”）*该“家谱”以最大子群链的图解形式直观地给出了每个点

群的最小母群和最大子群 *
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!国家自然科学基金（批准号：%)-’&&)" 和 %-"’"&-!）资助的课题 *

# ,./012：23456045789 :0;33* <3/* <4

! = 引 言

!-)% 年底 >;?<;@/04 等［!］报道了在急冷 A2.B4
合金中发现了具有 ( 次对称轴的二十面体相 *这种

相不同于晶体，因为晶体只允许存在 !，"，$，%，+ 次

旋转对称轴，但也不属于非晶体，因为它具有准周期

长程平移序和长程取向序，这种新的固体结构形态

被称作准晶体，简称准晶 *此后不少学者把准晶体学

作为晶体学的一个重要的新分支进行研究 *除了具

有 ( 次对称轴的二十面体相的三维准晶外，又先后

在众多的合金中发现沿一个方向呈周期分布，而围

绕沿周 期 排 列 方 向 的 旋 转 轴 分 别 具 有 ( 次［"］、)
次［$］、!& 次［%］和 !" 次［(］旋转对称性的二维准晶 * 还

发现沿一个方向是准周期排列，而与该方向垂直的

平面是二维周期结构的一维准晶［+］*
陆洪文和费奔［’］用纯数学理论证明了，在实二

次域上只可能存在 (，)，!&，!" 次四种旋转对称性的

准格点阵 *陈敬中等将晶体和准晶体合在一起进行

了新的分类，把晶体学原有的 ’ 个晶系、$" 个点群、

%’ 种单形，扩充为 !" 个晶系（增加了属于准晶系列

的 ( 个晶系：五角、八角、十角、十二角和二十面体晶

系）、+& 个点群、)- 种单形［)］*
晶体在物理、化学条件发生改变后，对称性有可

能会改变，准晶体也有此特性［-］* 在一个点群 ! 中

添加对称性，可构成 ! 的一个母群；而在点群 ! 中

撤去某种对称性，其对称性降为 ! 的一个子群［!&］*
所以研究晶体学和准晶体学各点群之间的母子群关

系，对于深入研究各种准晶体的结构及相变趋势有

指导性的作用 *
通常都是以最小母群和最大子群链的形式来表

示各点群之间的母子群关系 *在结晶学界最具权威

的工具书《国际晶体学表》!-)$ 年第一版［!!］到 "&&"
年第五版［!"］中，都给出了三维晶体学点群之间的母

子群关系（$" 个点群的“家谱”），还给出了三维一般

点群（包括二十面体晶系的点群）的母子群关系 *叶
笑蓉等［!$］只用群元之间的关系和群论的基本数学

定义也推导出 $" 个三维晶体学点群间的母子群

关系 *
本文在前人研究的基础上，推导并绘制出三维

晶体学和准晶体学点群之间的母子群关系（+& 个点

群的“家谱”）*

"* 十二角晶系各点群的最大子群的推导

$%& ’ 十二角晶系内各点群的构成及母子群关系

十二角晶系共有 ’ 个点群 *其中最小的是两个
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!"阶的循环群 !" 和!"，循环群 !" 可由生成元 !"# 进

行连续操作而得到，循环群!"则可由生成元!"# 进

行连续操作而得到 $ "% 阶点群 !"&! 可由 !" 阶点群

!" 或!"分别与 " 阶点群! ’｛!，!｝作直积而得到 $由
于母子群的阶数比 "%&!" ’ "，所以点群 !"&! 是点

群 !" 和!"的最小母群，点群 !" 和!"是点群 !"&! 的

指数为 " 的最大不变（正规）子群［!%］$其余的 ( 个 "%
阶点群可由 !" 阶点群 !" 和!"分别与 " 阶点群 ") ’

｛!，")｝及 !) ’｛!，!)｝作半直积而得到 $最大的一个

%* 阶点群
!"
!

"
!

"
!，可由这 % 个 "% 阶点群分别与 " 阶

点群!，") 及 !) 作直积或半直积而得到 $ 为了更清

楚地反映十二角晶系内各点群间的母子群关系，在

表 ! 中列出了十二角晶系各点群的所有群元、阶数、

推导算式及在十二角晶系内的最大子群（均为指数

为 " 的不变子群）$

表 ! 十二角晶系内各点群的构成及母子群关系

点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

!" !，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，"" !"

!" !，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，"" !"

!"
!

!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，""，

!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，!"

"% !"!!，!"!! !"，!"

!" ""
!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，""，

")，"!&,，"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，"!&!"，"!&%，"-!&!"，".!&!"，"(!&%，"!!!&!"
"% !""") !"

!"!!
!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，""，!)，!!&,，

!!&(，!!&"，!"!&(，!-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"
"% !""!) !"

!" "!
!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，""，")，"!&,，

"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"
"% !""") !"

!"
!

"
!

"
!

!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，""，

")，"!&,，"!&(，"!&"，""!&(，"-!&,，"!&!"，"!&%，"-!&!"，".!&!"，"(!&%，"!!!&!"，

!，!" # ，!" + ，, # ，, + ，% # ，% + ，( # ，( + ，!" # -，!" + -，!"，!)，!!&,，

!!&(，!!&"，!"!&(，!-!&,，!!&!"，!!&%，!-!&!"，!.!&!"，!(!&%，!!!!&!"

%*

!"&!"")，!"&!"!)，

!" ""!!，!" """!)，

!"!!!!，!"!!"")，

!""!!!，!""!"!)，

!"&!，

!" ""，

!"!!，

!" "!（双）

注：表 ! 中，“!”为点群的直积符号，“"”为点群的半直积符号，各 " 阶点群的全元形式为：! ’｛!，!｝，") ’｛!，")｝，!) ’｛!，!)｝$ 群元中，各

#（# / "）次转轴和 " 次转轴 "" 沿 " 轴（垂直于纸面）$其余 " 次轴均垂直于 " 轴，与 $ 轴的夹角由下标给出 $反映面 !" 的法线沿 " 轴 $其余反

映面的法线均垂直于 " 轴，与 $ 轴的夹角由下标给出 $

为了更形象地反映点群的对称性，也为了便于

最大子群链的推导，根据表 !，仿照四方晶系的极赤

投影图［!"］，绘出了十二角晶系 . 个点群的极赤投影

图，如图 ! 所示 $

图 ! 十二角晶系各点群的极赤投影图
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表 ! 中右下角的“!""!（双）”表示：当由点群
!"
!

"
!

"
!去掉不同的对称操作时，能够得到两组点群符

号都是!" "!，但对称操作元素空间取向不全同的最

大子群 #其中之一的极赤投影图已由图 ! 给出，另一

个的极赤投影图见图 " #

图 " 点群!" "! 的另一取向的极赤投影图

!"! #十二角晶系各点群在六角和四方晶系中的最大

子群

由于 !" 具有 " 和 $ 这两个质因数，而 !" % " &
’，!" % $ & (，所以十二角晶系各点群均会存在属于

六角和四方晶系的最大子群 # 具体的关联方式需要

通过大量的推导才能得到 #
例如：对于点群 !" "" 而言，由表 ! 及图 ! 中点

群 !" "" 的极赤投影图可以看出，当 !" 次轴退化为

’ 次轴时，通过删去不同的 " 次轴，可以得到对称元

素不全同，而点群符号均为 ’"" 的两个子群

"! &（’""）! & ｛!，’) ，$) ，"#，$* ，’* ，"+，"!,’，

"!,$，"!,"，""!,$，"-!,’｝，

"" &（’""）" & ｛!，’) ，$) ，"#，$* ，’* ，"!,!"，"!,(，

"-!,!"，".!,!"，"$!,(，"!!!!"｝，

图 $ 给出了它们的极赤投影图 #由于 "! 和 "" 是点

群 !" "" 的指数为 " 的子群，所以当然也是最大不变

（正规）子群 #

图 $ 对称元素不全同的两个 ’"" 点群的极赤投影图

当点群 !" "" 的 !" 次轴退化为 ( 次轴时，通过

删去不同的 " 次轴，可以得到对称元素不全同，而点

群符号均为 ("" 的 $ 个子群

$! &（(""）! & ｛!，() ，"#，(* ，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝，

$" &（(""）" & ｛!，() ，"#，(* ，"!,’，"-!,!"，""!,$，"!!!,!"｝，

$$ &（(""）$ & ｛!，() ，"#，(* ，"!,$，".!,!"，"-!,’，"!,!"｝，

图 ( 给出了它们的极赤投影图 #

图 ( 对称元素不全同的 $ 个 ("" 点群的极赤投影图

运用群的群乘运算规则，再利用图 ! 中点群 !"
"" 的极赤投影图进行连续操作，可得

!")$!!"* & !")｛!，() ，"#，(* ，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝!"
*

&｛!，() ，"#，(* ，"!,’，"-!,!"，""!,$，"!!!,!"｝& $"，

’)$!’* & ’)｛!，() ，"#，(* ，"+，"!,(，"!,"，"$!,(｝’
*

&｛!，() ，"#，(* ，"!,$，".!,!"，"-!,’，"!,!"｝& $$，

由于子群指数为 $，是质数，所以 $!，$" 与 $$ 是点

群 !" "" 的一组相互共轭的最大子群 #
同理可以推导出十二角晶系中其他各点群所具

有的六角和四方晶系中的最大子群：

点群
!"
!

"
!

"
!有两个最大不变子群

’
!

"
!

"
!，有一

组相互共轭的最大子群
(
!

"
!

"
!；

点群 !",! 有一个指数为 " 的最大不变子群

’,!，和一个指数为 $ 的最大不变子群 (,!；

点群!""! 有最大不变子群 ’"" 和 ’!! 各一

个，有一组相互共轭的最大子群("!；

点群 !"!! 有两个最大不变子群 ’!!，有一组

相互共轭的最大子群 (!!；

点群 !" 有最大不变子群 ’ 和 ( 各一个；

点群!"有最大不变子群 ’ 和(各一个 #

$ # 五角和十角晶系各点群的最大子群

$"% # 五角和十角晶系内各点群的构成及母子群关系

五角晶系共有 - 个点群，十角晶系共有 . 个点

群，由于 - 是 !+ 的最大约数（除去 !+ 自身外），所以

五角和十角晶系各点群之间有着密切的联系 # 仿照

三角和六角晶系的极赤投影图［!"］，在图 - 中绘出了

+(/" 物 理 学 报 -- 卷



五角和十角晶系各点群的极赤投影图 ! 表 " 中列出

了五角和十角晶系各点群的所有群元、阶数、推导算

式及在五角和十角晶系内的最大子群（均为指数为

" 的不变子群）!

图 # 五角和十角晶系各点群的极赤投影图

表 " 五角和十角晶系内各点群的构成及母子群关系

晶系 点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

# $，# % ，# & ，# % "，# & " #

# $，# % ，# & ，# % "，# & "，$，# % ，# & ，# % "，# & " $’ #!$ #

五角
#" $，# % ，# & ，# % "，# & "，"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(# $’ #""’ #

#! $，# % ，# & ，# % "，# & "，!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(# $’ #"!’ #

# "
!

$，# % ，# & ，# % "，# & "，$，# % ，# & ，# % "，# & "，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#
"’ #""’，#"!$，#!!$ #，#"，#!

$’ $，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""， $’ #!"" #

$’ $，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!" $’ #!!" #

$’(!
$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"
"’ $’!$，$’!$，#"!" $’，$’，#

$’ ""
$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，"!($’，")!($’，"!("，"+!($’，",!($’
"’ $’""’，#"!"" $’，#"（双）

十角 $’!!
$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’
"’ $’"!’，#!!"" $’，#!（双）

$’ "!
$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"，

"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’
"’ $’""’，#"!!"，#!!!" $’，#"，#!

$’
!

"
!

"
!

$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，""，

$，$’ % ，$’ & ，# % ，# & ，$’ % )，$’ & )，# % "，# & "，!"
"’，"!(#，""!(#，")!(#，"*!(#，"!($’，")!($’，"!("，"+!($’，",!($’，

!’，!!(#，!"!(#，!)!(#，!*!(#，!!($’，!)!($’，!!("，!+!($’，!,!($’

*’

$’(!""’，$’(!"!’，

$’ ""!$，$’ """!’，

$’!!!$，$’!!""’，

$’"!!$，$’"!"!’，

# "
!!""

$’(!，

$’ ""，

$’!!，

$’ "!（双），

# "
!（双）

注：表 " 中，与表 $ 不同的各 " 阶点群的全元形式为："" -｛$，""｝，!" -｛$，!"｝
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!"# $ 五角和十角晶系各点群在低级晶族中的最大

子群

由于 !" 只有 # 和 $ 这两个约数（除了 ! 和 !"
外），而 # 和 $ 都是质数，所以十角晶系各点群除了

会存在属于五角晶系的最大子群外，还会存在属于

低级晶族的最大子群 % 另外，与三角晶系类似，五角

晶系各点群也会存在属于低级晶族的最大子群 % 运

用群的群乘运算规则，及各点群的极赤投影图，与前

面十二角晶系的推导类似，可以推导出十角和五角

晶系各点群所存在的属于低级晶族的最大子群：

点群
!"
!

#
!

#
! 有 一 组 相 互 共 轭 的 最 大 子 群

#
!

#
!

#
!；

点群 !" ## 有一组相互共轭的最大子群 ###；

点群!"#! 有一组相互共轭的最大子群!!#；

点群 !"!! 有一组相互共轭的最大子群!!#；

点群 !"&! 有一个最大不变子群 #&!；

点群 !" 有一个最大不变子群 #；

点群!"有一个最大不变子群 !；

点群$ #
!有一组相互共轭的最大子群 #&!；

点群 $# 有一组相互共轭的最大子群 #；

点群 $! 有一组相互共轭的最大子群!；

点群$有一个最大不变子群!；

点群 $ 有一个最大不变子群 ! %

’ % 八角晶系各点群的最大子群

%"& $ 八角晶系内各点群的母子群关系

八角晶系共有 ( 个点群 %仿照四方晶系的极赤

投影图［!#］，在图 ) 中绘出了八角晶系各点群的极赤

投影图 %表 * 中列出了八角晶系各点群的所有群元、

阶数、推导算式及在八角晶系内的最大子群（均为指

数为 # 的不变子群）%

图 ) 八角晶系各点群的极赤投影图

表 * 八角晶系内各点群的构成及母子群关系

点群 群元（对称操作） 阶数 推导算式
最大子群

均为不变子群

+ !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#" +

+ !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#" +

+&! !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#"，!，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，!" !) +!!，+!! +，+

+## !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#"，#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+ !) +"#" +

+!! !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#"，!"，!!&’，!!&#，!*!&’，!!&+，!*!&+，!$!&+，!(!&+ !) +"!" +

+ #! !，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#"，#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+ !) +"#" +

+
!

#
!

#
!

!，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，#"，!，+ , ，+ - ，’ , ，’ - ，+ , *，+ - *，!"，

#"，#!&’，#!&#，#*!&’，#!&+，#*!&+，#$!&+，#(!&+，

!"，!!&’，!!&#，!*!&’，!!&+，!*!&+，!$!&+，!(!&+，

*#

+&!"#"，+&!"!"，

+##!!，+##"!"，

+!!!!，+!!"#"，

+#!!!，+#!"!"

+&!，

+##，

+!!，

+#!（双）

%"# $ 八角晶系各点群在四方晶系中的最大子群

由于 + 只有一个质因数 #，而 + . # / ’，所以八

角晶系各点群均会存在四方晶系的最大子群 % 运用

群的群乘运算规则，及各点群的极赤投影图，与前面

十二角晶系的推导类似，可以推导出八角晶系各点
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群所具有的四方晶系的最大子群：

点群
!
!

"
!

"
!有两个最大不变子群

#
!

"
!

"
!；

点群 !"" 有两个最大不变子群 #""；

点群 !$! 有一个最大不变子群 #$!；

点群 !"! 有 最 大 不 变 子 群 #"" 和 #!! 各

一个；

点群 !!! 有两个最大不变子群 #!!；

点群 ! 有一个最大不变子群 #；

点群 ! 有一个最大不变子群 # %

图 & 三维晶体学与准晶体学点群的母子群关系（’( 个点群的“家谱”）

) % 二十面体晶系各点群的最大子群

二十面体晶系只有两个点群：’( 阶的点群 "*)

和 +"( 阶的点群
"
! * ) % 而

"
! * ) , "*)!+，所以，

"
!* )是 "*) 的最小母群，"*) 是

"
! * )的最大不变

子群 %
另外二十面体晶系还与等轴晶系、五角晶系、三

角晶 系 有 密 切 的 关 系："*) , "*·)，"*) , )"·*"，

"
!* ) , "

!*·)，
"
!* ) , ) "

!·*"，
"
!* ) , * "

!·)"，其

中“·”为点群的弱直积符号 %所以，点群
"
!* )还分别

有 * 组共轭最大子群
"
! *，) "

!和* "
!，点群 "*) 分别

有 * 组共轭最大子群 "*，)" 和 *" %

事实上，二十面体晶系两点群
"
! *)和 "*) 的最

大子群链，在《国际晶体学表》［+"］第 !(* 页所列的一

般点群的母子群关系中已经给出来了 %

*#!"’ 期 龙光芝等：晶体学与准晶体学点群的母子群关系



! " 晶体学和准晶体学点群的母子群关

系图

按照前面推导出的结论，再参照《国际晶体学

表》［#$］第 %&! 页所给出的 ’$ 个晶体学点群之间的母

子群关系（“家谱”），及第 ()’ 页所给出的一般点群

（包括二十面体点群）的母子群关系，我们以最小母

群和最大子群链的形式，绘制出三维晶体学和准晶

体学点群（总共 !) 个）之间的母子群关系图（!) 个

点群的“家谱”）（见图 %）"
图 % 所示的三维晶体学与准晶体学点群的母子

群关系（!) 个点群的“家谱”）中，每个点群用线往上

连着的点群是它的最小母群，往下连着的点群是它

的最大子群 " 实线下端连着的最大子群是不变（正

规）子群，双实线或三实线表示下端有符号相同但对

称元素不全同的两个或三个最大不变子群 "虚线则

表示下端有一组相互共轭的最大子群 "

% " 结 语

本文所推导出的三维晶体学与准晶体学点群的

母子群关系（“!) 个点群的家谱”）是对《国际晶体学

表》中三维晶体学点群的母子群关系（“’$ 个点群的

家谱”）的扩展与补充，对于研究准晶体的相变趋势

有指导性作用，也有助于对准晶体结构的研究 "
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(&)) " !" #&>#
［$］ 301-,4 ? @ #&&’ !"*+ " ,-. " (&)) " #$ =’
［’］ <01A B，:+,1 C，DEF D C #&(% !"#$ " %&’ " (&)) " !% #)#)
［=］ 301-,4 ? @，C,81,G ? @，*.,H+,19 ? <，6F4I/01 @ 5，CF71 ? J

#&(> !"#$ " %&’ " (&)) " !& $=$$
［>］ 59+8/090 K，B899,1 C L，MEN01F O #&(> !"#$ " %&’ " (&)) " !! >##
［!］ C, P Q，P8 Q R，R+01A R，DEF D C #&(( !"#$ " %&’ " (&)) " #’

###!
［%］ PE C <，M,8 3 $))= !/0./&$$ *1 2-)3/-+ 45*&15& ’& #’$$（ 81

:+81,9,）［陆洪文、费 奔 $))= 自然科学进展 ’& #’$$］

［(］ :+,1 ; R $))# ,06&/1 7/#$)-+ 5"&8*$)/#———9"&0/*&$ -16 9&5"1*:3&
（3,8S81A：C8A+,7 TIE-0.8F1 ?7,99）H#%$—$)$（ 81 :+81,9,）［陈敬

中 $))# 现代晶体化学———理论与方法（北京：高等教育出版

社）第 #%$—$)$ 页］

［&］ R+FE 6 2，6EF D Q #&&& ;*<</-5)*01 0< 7/#$)-+ -16 =3-$*5/#$)-+

（3,8S81A：?,N81A L18U,798.G ?7,99）H$>$（ 81 :+81,9,）［周公度、郭

可信 #&&& 晶体和准晶体的衍射（北京：北京大学出版社）第

$>$ 页］

［#)］ M01A V，OE < K $))$ 7/#$)-++0./->"# 9"&0/#（3,8S81A：B0.8F104

2,W,1-, 51IE9.7G ?7,99）H#$=（81 :+81,9,）［方 奇、于文涛 $))$
晶体学原理（北京：国防工业出版社）第 #$= 页］

［##］ C0+1 K #&(’ ?1)&/1-)*01-+ 9-@+&$ <0/ 7/#$)-++0./->"#，XF4 " @：

4>-5&YA/03> $#88&)/#（Z[WF7I：@4I,1 ?7,99）H!%&—!(!
［#$］ C0+1 K $))$ ?1)&/1-)*01-+ 9-@+&$ <0/ 7/#$)-++0./->"#，XF4 " @：

4>-5&YA/03> $#88&)/#，>.+ ,I（Z[WF7I：@4I,1 ?7,99）H%&!—()’
［#’］ O, Q \，:0F O @，OE01 C <，O01A V 3，<01A O J $))$ B5)-

!"#$ " 4*1 " !’ $>%>（81 :+81,9,）［叶笑蓉、曹佑安、袁鸿武、杨

奇斌、王元明 $))$ 物理学报 !’ $>%>］

［#=］ J0 R V #&&( A/03> 9"&0/# *1 !"#$*5$（3,8S81A：*-8,1-, ?7,99）

H=$—=’（81 :+81,9,）［马中骐 #&&( 物理学中的群论（北京：科

学出版社）第 =$—=’ 页］

==($ 物 理 学 报 >> 卷



!"#$%&"’( )*+ ("’,%$%&"’( &- .%/(0)11&$%)’23. )*+
4")(3!.%/(0)11&$%)’23. ’&3*0 $%&"’(!

!"#$ %&’#$()*+,）-）. /*0# 1+#$2） /*0# 3+#$()*"#$-）

,）（!"#$%&’ () *+’,-#, "./ 0"&+12"&-#,，3+-." 4.-516,-&’ () 71(,#-1.#1,，8$+". 425564，3+-."）

-）（!"#$%&’ () 0"&16-"% 9#-1.#1 "./ 3+12-,&6’ :.;-.116-.;，3+-." 4.-516,-&’ () 71(,#-1.#1,，8$+". 425564，3+-."）

2）（!"#$%&’ () :"6&+ 9#-1.#1,，3+-." 4.-516,-&’ () 71(,#-1.#1,，8$+". 425564，3+-."）

（7080+90: , ;&$&<= -55>；?09+<0: @’#&<8?+A= ?080+90: -B C080@D0? -55>）

;D<=?’8=
E*0 :+?08= A?":&8=< ’#: <0@+:+?08= A?":&8=< "F G&’<+(8?H<=’II"$?’A*+8 A"+#= $?"&A<，J0?0 :0?+90: F?"@ $?"&A =*0"?H K

;88"?:+#$ =" 8?H<=’II"$?’A*H =*0"?H，=*0 <=0?0"$?’A*+8 A?"L08=+"# "F A0#=’$"#’I <H<=0@，"8=’$"#’I <H<=0@，:08’$"#’I <H<=0@ ’#:
:":08’$"#’I <H<=0@，J0?0 :0?+90: ’#: :?’J#K M’<+#$ &A"# =*0@，’II @’N+@’I <&D$?"&A< "F 0’8* G&’<+(8?H<=’II"$?’A*+8 A"+#=
$?"&A J0?0 :0?+90: ’#: :?’J#K ;< ’ ?0<&I=，<&D$?"&A< ’#: <&A0?$?"&A< "F =*0 =*?00(:+@0#<+"#’I 8?H<=’II"$?’A*+8 ’#: G&’<+(
8?H<=’II"$?’A*+8 A"+#= $?"&A<（=*0‘ F’@+IH =?00’"F <+N=H A"+#= $?"&A<）J0?0 :0?+90: ’#: :0A+8=0: +# :?’J+#$ K O# =*0‘ F’@+IH
=?00’，=*0 @+#+@’I <&A0?$?"&A< ’#: @’N+@’I <&D$?"&A< "F <+N=H A"+#= $?"&A< J0?0 +II&<=?’=0: +# :0=’+I +# =*0 F"?@ "F @’N+@’I
<&D$?"&A 8*’+#< K

"#$%&’()：G&’<+8?H<=’I，8?H<=’I，A"+#= $?"&A，@’N+@’I <&D$?"&A，@+#+@’I <&A0?$?"&A，$?"&A 8*’+#，F’@+IH =?00
*+,,：P,>5Q

! R?"L08= <&AA"?=0: DH =*0 S’=+"#’I S’=&?’I T8+0#80 U"&#:’=+"# "F /*+#’（%?’#= S"<K 4BV655B- ’#: 4V-6-5V,）K

. Q(@’+I：I"#$J’#$?NW H’*""K 8"@K 8#

>4B-P 期 龙光芝等：晶体学与准晶体学点群的母子群关系


