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采用铝塑板技术和复写纸技术相结合，当球形颗粒堆积体在不同的六角密排情况下受集中力作用时，对堆积

体底面力的分布情况进行了定量的实验研究 )结果表明：在所有排列情形下都存在明显的拱效应，且在堆积体的每
一水平层面上力的分布都具有 (%$*对称性 )证实了颗粒排列形式对力的传递有很大影响 )发现在纯六角密排排列
时，底部颗粒的受力最为平均，单个颗粒受力的最大值在所有排列中为最小 )还发现了非主力链的“聚焦”现象 )对
实验结果做出了理论解释 )
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( 8 引 言

颗粒介质有着不同于一般常态介质（固体、液

体、气体）的性质，越来越受到各国学者的重视［(，%］)
近年来我国学者在这一研究领域也作了一些很有益

的工作［#—&］)对于静态的颗粒堆，在外力作用下其内
部的应力分布具有明显的空间不均匀性和加压膨胀

的特性，并且在某些堆积系统中有拱效应（.923/7:
;<<;2=）的存在 )对于三维颗粒堆中力的传递与分布，
目前的研究主要集中在从统计的观点出发来建立堆

积体中力的传递模型 )在此类的研究中，活塞产生的
力作为均布载荷完全施加在颗粒介质的上表面，没

有研究集中力（力只施加在颗粒堆表面的一个颗粒

上）作用的情况［"—($］)颗粒研究中常用的光弹实验只
能对二维的颗粒系统做系统研究，迄今为止，对于三

维颗粒系统还不能用光弹试验从整体上得到结果 )
对于三维有序颗粒排列力链传递的研究，目前所见

的文献很少 ) >6;::;7?69: 等［((］进行了这方面的工
作，他们主要是利用均一的球形颗粒建立了完整的

面心立方（<22）晶体点阵和六角密排（32@）晶体点
阵排列，研究了在上表面很小的区域（直径为 &个颗
粒）在竖直力作用下晶体底部的受力情形，得出 32@
晶体底部主要受力颗粒的分布为一个“圆环”，但没

有进一步对这个“圆环”的特点进行研究 ) A@.776=3
等［(%］研究了有排列缺陷的 <22晶体受力时晶体底面
力的分布情况，并根据实验推断出极限缺陷排列的

<22晶体底面力的分布与 32@ 晶体相同，即从纯 <22
晶体底部的三个点受力增加到更多的点受力，最后

得到 32@晶体的受力 )
本文采用大钢珠 32@堆积形式，在堆积体（我们

有时亦称此为晶体）上表面中心位置的钢珠上施加

竖直压力，排除了以前的研究中在多颗珠子上施加

作用力时力链传递的相互干扰 )通过实验详细研究
了堆积体底部力的分布区域的形状、特点及其形

成原因；给出了主要力链和非主要力链的定义，并

研究了主要力链的传递特征 )以前的研究大多采
用复写纸技术（有的研究者称之为“指纹技术”

（</7:;9@9/7=B））记录受力情况［(#，(’］，本文则采用铝塑
板与复写纸相结合的技术来记录晶体底部力的

分布 )

% 8 实验装置与方法

将直径为 #$ C $8(D --的钢珠（表面抛光），放
入直径为 #($ --的圆柱形钢制容器中，进行紧密的
晶体点阵排列 )为了保持对晶体约束的均匀性，对晶
体边和圆柱容器之间的空隙，用直径为 # --的光滑
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小钢珠填满 !晶体中间不含有小钢珠 !
在容器的底部放置一块厚为 " ##，直径为 "$%

##的圆形铝塑板 !铝塑板上依次放置同样大小
的复写纸和宣纸 !晶体底面的珠子与宣纸直接接
触，当珠子受力时，会在宣纸上留下直径不同的印

痕，通过测量印痕的直径可计算出珠子对底部的

压力 !
为了确定力的大小和印痕直径之间的关系，我

们进行了标定试验 !测定单个珠子在给定压力时印
痕的直径，通过实验得到一系列力和印痕直径的对

应关系，并用多项式拟合 !试验所得的标定曲线如图
&（’）所示，曲线拟合方程为

! ( ) *+% , -.%" / *0"- / & !+"" , $ !&"*，（&）
式中 ! ( 为力，单位为 1，" 为印痕的直径，单位为

##!图 &（2）为标定测量的标准偏差 !

图 & 标定的曲线与标准偏差 （’）力与印痕直径的标定曲线，

（2）标定测量的标准偏差

对于珠子在水平层面的排列方式，根据文献

［&%］我们做如下定义：如图 -（’）所示，取实心圆所
处的平面为!平面，#，$，%，&，’，(，) 表示!平
面上各个珠子的位置，) 位于平面中心 !空心圆表

示!平面上方或者下方的珠子位置 !晶体中心处珠
子按照 *+, 方式排列的平面称为"平面（图 -（’））；
按照 -.! 方式排列的平面称为#平面（图 -（2））!
在三维图中，/ 坐标轴的正方向与图 -（’）中"平面
的三角形 *+, 的指向一致 ! / 坐标轴的负方向与图
-（2）中#平面中的三角形 -.! 的指向一致 !!平面
在容器中排列时珠子数为 3%，晶体直径为 "$ 4#，相
当于 &$个大珠子的直径；"和#平面在容器中排列
时珠子数为 .3，晶体直径也是 "$ 4#!"和#平面周
围与容器之间的空隙比!平面与容器之间的空隙
大，这三种平面与容器的空隙都用 " ##的小珠子
填满 !
图 "（’）为颗粒在钢珠容器中的排列照片 !我们

主要构造了三种层高的颗粒堆积体：" 层、% 层和 .
层 ! "层堆积体从上至下平面排列情况依次为!"!，
由于此时堆积体为对称结构，也可称其排列为!#!!
%层堆积体分两种排列情形，平面从上到下排
列分别为!"!"!和!#!"!! .层堆积分四种情形，平面排

图 - 颗粒在水平层面排列示意图 （’）"平面与!平面，
（2）#平面与!平面
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列分别为!"!"!"!，!#!"!"!，!"!#!"!和!#!#!"!!对于
上述所有堆积形式，作用力都施加在顶层!平面的
! 点处的珠子上，作用力大小为 "# $%!
采用 &## ’压力试验机进行加载，加载速度控制

在 #(& $%)* 左右 !荷载加到 "# $%后，停顿 " *，然后
开始卸载 !加载装置如图 "（+）所示 !每一种排列均
作 ,#次试验，根据底部宣纸的压痕由（,）式计算出
作用力，求出同一位置 ,#次试验的平均力 !底部珠
子在每次试验时位置固定，因此每个位置在同一种

排列时都有相同的受力情况 !

图 " 颗粒排列与加载装置照片 （-）颗粒排列，（+）加载装置

"( 实验结果

图 .（-）为堆积层数为 &时实验得到的印痕照
片 !图 .（+）为堆积层数为 " 时堆积体底部的力分
布，此时，底部共有 /颗珠子受力，这 /颗珠子是相
邻的，位于晶体的正中间，排列成一个规则的六边

形 !位于六边形顶点处的 0颗珠子所受的力大小基
本相等，数值较大，而处于中心位置的 ,颗珠子所受
的力很小 !
图 & 为堆积层数为 & 时堆积体底部的受力分

图 . 堆积层数为 &时实验得到的印痕照片和 "层堆积体底部

的力分布 （-）堆积层数为 &时实验得到的印痕照片，（+）"层堆

积体底部的力分布

布 !此时，底部受力区域共有 ,1颗珠子，力的分布随
堆积体排列形式的不同而改变 !对于!"!"!排列，位
于最外圈的六边形每个边中点处的珠子受力最大，

中心处颗粒几乎不受力（图 &（-））!而对于!#!"!排
列，只有最外圈的六边形三个边中点的 "颗珠子受
力最大，与这 "颗珠子同边的 2颗珠子受力较小，而
其余珠子受力非常小（图 &（+））!
堆积层数为 /时底部受力区域共有 "/颗珠子，

底部的力分布随堆积体的排列形式改变而不同 !排
列形式为!"!"!"!时，较大受力区域在最外面的两
圈，中心处珠子受力较小，但不是最小（图 0（-）），这
是一种新现象 !六边形的对角线上的 /颗珠子的受
力情况见图 / !排列形式为!#!"!"!时，除了位于最
外圈六角形的三个边中间处的 0个珠子受力明显较
大外，其余珠子受力都较小（图 0（+））!排列形式为

!"!#!"!时，较大受力区域仍在外面的两圈，中心处
珠子几乎不受力（图 0（3））!排列形式为!#!#!"!时，
较大受力区域在外面两圈的部分区域，呈三角形布

局，位于最外圈六角形的三个边中间处的 0颗珠子
受力最大（图 0（4））!
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图 ! 堆积层数为 !时堆积体底部的受力分布 （"）!"!"!排列，（#）!#!"!排列

图 $ 堆积层数为 %时堆积体底部的受力分布 （"）!"!"!"!排列，（#）!#!"!"!排列，（&）!"!#!"!排列，（’）!#!#!"!排列

() 讨 论

与文献［**］类似，本文实验所得的结果可以用
力的传递模型来解释 +如图 ,所示，处于 ! 层的珠子
(向下一层（ ! - *层）的珠子传力的形式有两种：一
种是 ! 层的珠子 (将它受到的 ! . *层珠子的力传
到 ! - *层的两个珠子上，称为!型传力（如图 ,虚

线箭头所示）+另一种是珠子 (将受到 ! . *层的力
传到 ! - * 层的一个珠子上，称为"型传力（如图 ,
实线箭头所示）+!型传力中 ! 层的珠子 (从上层得
到的力有两种情况：第一种是上层的一个珠子 *传
给它的力 "（图 ,（"）虚线箭头），" 与竖向的夹角为

$（图 /（"））+第二种是 ! . * 层的两个珠子（珠子 *、
珠子 0）传给珠子 (的力（图 ,（#）虚线箭头），这两
个力可合成力 "1，"1与竖向的夹角为%（图 /（#））+
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图 ! 六边形对角线上 !个珠子的受力情况 ! 轴表示 !个珠

子的位置

同理，!型传力中 " 层珠子 "从上层得到的力也是
这两种情况 #"型传力和!型传力中竖向力的分配
系数共有 $个，分别记为 #，$，%，&，’，(，)，* #图 $
（%）中，&—"—’（!）（此处表示 " ( &层的珠子 &上的
力经 " 层珠子 "传递到 " ) &层的珠子 ’和珠子 !，
以下意义类似）的传递系数为 #；&—"—*传递系数
为 $；+，,—"—*传递系数为 )（ " ( &层的珠子 +和

图 $ 力链示意图 （%）"型传力的第一种情况和!型传力的第

二种情况，（-）"型传力的第二种情况和!型传力的第一种情况

珠子 , 的合力经 " 层珠子 " 传递到 " ) & 层的珠
子 *）；+，,—"—’（!）传递系数为 * #图 $（-）中，&，
,—"—’（!）传递系数为 %；&，,—"—* 传递系数为
&；+—"—*传递系数为 ’；+—"—’（!）传递系数为
( #系数之间的关系为

+# ) $ . &，
+% ) & . &，
’ ) + ( . &，
) ) +* . &#

力链的传递系数仅由 #，%，’，) 中一种或几种组成
的力链定义为主要力链，只要存在有 $，&，(，* 的力
链传递系数的力链则定义为非主要力链 #非主要力
链的传递情况比较复杂，本文重点对主要力链进行

研究 #

图 / "型受力分析 （%）对应于第一种情况，（-）对应

于第二种情况

下面对"型传力中第一种情况进行受力分析 #
设 " ( &层珠子 &传给珠子 "的力为 +，由于对称关
系，珠子 ’和珠子 !所受的力是相等的，其反作用于
珠子 "的合力方向为珠子 ’和珠子 !连线的中点指
向珠子 "的中心 #设其合力大小为 ,，并设珠子 *反
作用于珠子 "的力为 -，假定珠子 "不受同层的水
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平力可以平衡，则可在 !，" 所确定的平面对珠子 !
作受力分析（图 "（#）），

!$%&! ’ #$%&! ( "$%&"， （)）
!*+$! ( "*+$" ’ #*+$!, （-）

（)）式为平面内水平方向的平衡方程，（-）式为竖向
的平衡方程，根据几何关系可得到! ( -./)0，" (
1"/.0,解方程（)），（-）得到

" ( 1/1.!，
# ( 2 3/--! ,

由于我们研究的是没有粘结力的珠子，因此 # 值不
可能为负值，所以在水平方向珠子 !必定受同层珠
子给它的水平力，如图 "（#）中虚线所示 ,

图 13 !型受力分析 （#）对应于第一种情况，（4）对应

于第二种情况

对于"型传力中的第二种情况，由于上层珠子
1和珠子 -对珠子 !的合力 !5与竖向的夹角为"，
!5与合力 " 的方向一致（见图 "（4）），可以在没有其
他方向力的情况下保持不稳定平衡，因此其他方向

产生的力只是为了保持它们的稳定性，所以系数 $
数值很小 ,对于!型传力的第一种情况（图 13（#）），
与"型传力中第二种情况相似，这里不再作分析 ,对

!型传力的第二种情况（图 13（4））分析珠子受力，
#5 $%&! ( !5 $%&" ’ "5 $%&"， （!）
#5 *+$! ’ "5 *+$" ( !5 *+$", （.）

解方程（!），（.）得
#5 ( 3 ,67!5，
"5 ( 3 ,!6!5 ,

由于 "5值很大，所以力的分配系数 % 比较大 ,
根据上述的受力模型我们依次对实验中 6种排

列形式的颗粒堆积体传力情形进行分析 ,
图 11是堆积层数为 -时主要力链传递情况，图

中实心圆表示第一层的中间受力的珠子，集中力加

在此珠子上，空心圆表示第二层与上层实心球相邻

的 -颗珠子，星号表示第三层受主要力的 7颗珠子，
箭头表示力的传递方向 ,第二层与第三层属于"型
传力的第一种情况，第三层正中间还有 1颗珠子，但
它与第一层中间珠子的位置重叠而被遮挡，这颗珠

子受第二层的 -颗珠子对它的非主要力 ,从图 11可
以看出，颗粒堆积体受集中力时，力的传递具有 1)30
对称 ,这与实验结果（图 !（4））是一致的 ,

图 11 -层#$#排列时主要力链传递情况 !，"，#分别表示
第一层到第三层的珠子

图 1)（#）中有 -颗第四层的珠子（箭头相交处，
即力链交汇处）传给第五层珠子的力属于!型传力
的第二种情况，其余的都属于"型传力的第一种情
况 ,在底层的受力区域中，外层六边形的三条边中点
处的珠子位于两条力链的交汇处（图 1)（#）），因此
该珠子受的力大于其两边的两颗珠子；而另外三条

边中间的珠子的力链在第四层也有交汇，因此这三

个位置的力比其旁边的也要大；由于有传递系数 %
（如上所述，% 的值比较大），所以图 .（#）中次外圈
的珠子所受的力也比较大（与非主要力链有关）,分
析结果与图 .（#）的试验结果完全相符 ,图 1)（4）中
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第二层的珠子对第三层的珠子以及第四层的珠子对

第五层的珠子的传力属于!型传力的第一种情况，
第三层的珠子对第四层的珠子的传力情况属于"型

传力的第一种情况 !底部外层六边形中有三条边中
点处的珠子没有力链经过，因此受力很小 !由此可
知，分析结果与实验结果（图 "（#））符合很好 !

图 $% "层堆积时主要力链传递情况 （&）"层!"!"!排列，（#）"层!#!"!排列 !!，"，#，$，%分别表示第一层到第五层的珠子

图 $’ (层堆积时主要力链传递情况 （&）(层!"!"!"!排列，（#）(层!#!"!"!排列，（)）(层!"!#!"!排列，（*）(层!#!#!"!排

列 ! !，"，#，$，%，&，’分别表示第一层到第七层的珠子

(层的!"!"!"!堆积中，由于存在"型传力的第
二种情况，即因有传递系数 !，所以图 +（&）中紧靠中
心位置的那一圈颗粒受力比其他排列时同一位置的

值大 !而中心位置的局部最大值的出现，则是由于
“聚焦”现象，即图 $’（&）中第四层所有主要力链上
的 ,颗珠子所传递的非主要力链都汇交于底层的中

,$(-.期 苗天德等：集中力作用下球形颗粒六角密排堆积体的传力研究
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心点，见图 !" #图 !$（%）和图 !"就能很好地解释图 &
（%）的现象 #
图 !$（’），（(），（)）中的虚线箭头表示主要力链

没有传递到底层的六边形最外层，而传到了次外层

（图中 !，*，$，"，+，& 所表示的位置）#这几个位置应
该为第七层的珠子，但是由于被第 +层的珠子所遮
挡，所以看到的是代表第五层的珠子的符号，而实际

传递到的是第 ,层的珠子 #采用以上的分析方法，通
过分析图 !$（’），（(），（)），我们可以得到图 &（’），
（(），（)）现象的解释 #

图 !" 非主要力链的“聚焦”现象 !，"，#，$分别分别表示

第四到第七层的珠子

对于 ,层的纯 -(.堆积（即!"!"!"!堆积）出现
的“聚焦”现象，在文献［!!］中未见提及，这是否由于
层数的增加（文献［!!］为 !/和 *+层，而本文为 $—,
层）或加力模式（文献［!!］中的力施加在顶层中间直
径为 &个珠子的区域，而本文的力施加在顶层中间
的一个珠子）的不同导致这一现象的消失，对此还需

要进一步的实验研究 #
本文给出理论模型的不足之处是：只考虑了主

力链效应，所以只适用于分析较少层数 #当层数增多
时，该理论模型的可扩展性受到限制 #原因是越来越
多的力会分散到非主力链上，使得主力链在力传递

中的作用逐渐丧失主导地位，此时非主力链开始起

主导作用 #只有引入了考虑非主力链效应的数学方
法对理论模型予以修正后，才可用于对较多层数的

分析 #另外，本文的主力链模型只能解释晶体底部受
力区域最外层珠子的受力情况，而对于内部的受力

珠子情况则不能完全说明 #这两点是我们今后工作
的研究重点 #

+ 0 结 论

本文利用大钢珠和大尺寸的钢罐，把集中力施

加在一颗珠子上，并首次采用铝塑板和复写纸相结

合的技术来记录颗粒堆底部的受力情况 #通过实验
研究了排列形式不同的 ,种颗粒堆积体，得到如下
主要结论：

!）纯 -(.的排列在所有 -(.情况中颗粒底部的
受力最为均匀，单个珠子的受力峰值最小 #

*）对于 , 层的纯 -(.排列，在颗粒堆积体的底
部中心处存在一个局部最大值，底部力的分布整体

呈现出同心的双圆环峰形结构（外环峰最高）#
$）在所有排列情形下都存在明显的拱效应；在

堆积体的每一水平层面上力的分布都具有 !*12对
称性 #

"）相同颗粒数不同排列形式的颗粒堆积体，其
底部力的分布有很大不同 #

+）分析了两种传力形式的四种情况，并定义了
主要力链和非主要力链 #利用主要力链对实验结果
进行了分析，分析结果与实验结果符合很好 #
现有的实验条件还不能直接得到颗粒堆的三维

直观力链图，也不能直接观测到内部的结构 #实验表
明：随着堆积排列形式的不同，堆积体底部力的分布

情形亦不同，每一种排列形式都对应着不同的力分

布 #正如有的学者所称，颗粒体底部受力情况是颗粒
堆积排列方式的“指纹”（345678.8459:），它可以反映颗
粒的内部结构 #通过研究颗粒体底部力的分布，就可
以知道颗粒堆积体的内部结构 #如何得到一个堆积
体底部受力分布与其内部结构的对应规律，还有待

于进一步的实验和理论研究 #此外，本研究对晶体结
构及纳米材料合成等问题都有着重要的借鉴作用 #

感谢康国瑾高级实验师在实验工作中的指导 #
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