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研究了双势阱玻色)爱因斯坦凝聚（*+,）系统在外加周期调制下的混沌相变过程，着重讨论了混沌现象对 *+,
系统隧穿的影响 - 当外加调制频率与系统固有频率达到共振时，相平面会出现不稳定现象，即混沌现象 - 在量子情
况下，研究了系统的 ./0121函数随时间的演化 - 研究发现：当混沌现象出现时，系统中粒子间相互作用增大，使得
混沌区域扩大，进而引起混沌辅助隧穿程度的变化 -
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& B 引 言

&((# 年在实验上实现了玻色)爱因斯坦凝聚
（*+,）［&，"］- *+,的研究有着十分重要的科学意义和
潜在的应用价值，已成为近年来理论研究和实验研

究的热门课题［3—"5］- 双势阱 *+,模型虽然形式上简
单，却蕴藏着丰富的物理内涵，被广泛地应用于研究

*+,的各种动力学性质，并得到了许多非常有意义
的现象，如隧穿现象［%—&$］、自囚禁现象［""—"5］、不稳定

（混沌）现象［"#—"’］等 - 其中，隧穿现象是量子系统一
个特有的过程，即在经典情况下不能逾越的区域在

量子情况下却可以穿越 - 不稳定（混沌）现象的出现
能够破坏 *+, 原子间的相干性，导致 *+, 的瓦
解，因此对*+, 中出现的不稳定（混沌）现象的作
用、控制及应用的研究，引起了人们的关注 - 本文考
虑周期驱动引起的 *+, 系统相空间的不稳定
（混沌）现象以及混沌现象对隧穿的影响，主要

研究在 *+,双势阱模型中的两势阱能量差项上加
周期驱动引起的系统相变过程，特别是混沌相变

过程 - 引入了 ./0121函数［"(，3$］，利用系统的 ./0121
函数的演化刻画系统的混沌现象 - 着重研究在
量子情况下混沌现象的出现对系统隧穿的影

响以及隧穿随相互作用强度增强的变化情况 -
研究发现，系统相互作用强度增大使得相空间

混沌区域扩大，进而引起混沌辅助隧穿程度的

变化 -

" B 相空间结构随相互作用强度的变化

本文采用的双势阱 *+, 系统的两模近似薛定
谔方程为［%—(］
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式中 "，# 分别是粒子出现在两个势阱中的概率幅，
总概率 D " D " E D # D " C & - 体系的哈密顿量为
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式中!是两势阱的能量差，% 表示粒子间的相互作 用强度［&$，""］，& 是两势阱的耦合系数 -
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令

! ! " ! " #$!!，
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并引入布居数差 # ! " " " % & " ! " % 和相对相位!!!"

&!!，得到系统的经典形式哈密顿量为
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式中 #，!是经典哈密顿系统的一对正则变量，满足
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在系统的两势阱能量差项上外加形式为" !
(+$/（#’）的周期调制［(3］，则（,）式变为

$ ! & (
% %#% ’ (+$/（#’）# ’ & ( & #! % )*+!.（4）

相应地，# 和!的动力学方程（01）和（02）变为
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此时相空间哈密顿系统的演化行为由（3）式支配 .
我们感兴趣的是粒子间相互作用的大小对系统相空

间结构的影响 . 令周期驱动频率#和振幅( 取固定
值，本文中取# ! %，( ! 4，考察相互作用参数 % 的
改变对系统相空间结构、隧穿的影响 . 本文的讨论
是基于粒子间的相互作用为排斥作用（ % 5 6）的情
况，同时，为了方便比较和计算，取 & ! (.
当相互作用参数的变化在 6 7 % 7 689 的范围

时，相空间为周期轨道，没有混沌现象出现，如图 (
（1）所示 . 从图 (（1）中可以看出，此时相空间有 )(，

)%，),，)0 四个不动点，其中 )(，)%，), 是稳定的椭

圆不动点，)0 是双曲不动点 . 以 # ! 6为界，# 7 6表
示大多数粒子处于 ! 势阱中，# 5 6表示大多数粒子
处于 " 势阱中 . 图 (（1）中的不动点 )( 所处的位置

表示大多数粒子处在 ! 势阱中，)% 所处的位置表示

大多数粒子处在 " 势阱中 . 围绕不动点 )( 振荡的

轨道中心位置为 # ! & 68:，!! %",;4，围绕不动点
)% 振荡的轨道中心位置为 # ! 68:，!! %",;4 . 在不
动点 )(，)% 附近，相对相位和布居数差都在平衡点

附近振荡，表示粒子不是平均分布的，出现了自囚禁

现象 . 在不动点 ), 周围，相对相位!在［6，%"］内变
化，布居数差 # 在［ & (，(］之间变化，粒子分布是平
均分布，不动点 ), 周围的轨道对应于粒子在双势阱

间振荡，即约瑟夫森振荡 . 不动点 )0 实际上是等效

经典系统哈密顿的鞍点，是不稳定不动点，当相互作

用增强时，不动点 )0 附近的轨道会首先被破坏 .
当相互作用增强，参数 % 5 689 后，外加调制频

率与系统固有频率达到共振，不稳定不动点 )0 附近

的周期轨道被破坏，开始出现不稳定（即混沌）现象 .
混沌所占的区域随着相互作用的增强而不同，如图

(（2）—（-）所示 .
图 (（2）示出了 % ! (84时的相空间结构 . 从图 (

（2）可以看出，不稳定不动点 )0 附近的轨道变成不

稳定的离散点，即出现了混沌现象，但此时混沌区域

较小 . 这时周期轨道被局限在四个区域内，这四个
周期区域被混沌区域隔开 . 稳定的不动点 ), 被混

沌区域分成两个稳定不动点 ), 和 )4 . 相空间中有

)(，)%，),，)4 四个稳定的椭圆不动点 . 不动点 )( 所

处的位置 # 7 6，表示大多数粒子处在 ! 势阱中，围
绕不动点 )( 振荡的轨道中心位置为 # ! & 68:，!!
%"4;3 . )% 所处的位置 # 5 6，表示大多数粒子处在 "
势阱中，围绕不动点 )% 振荡的轨道中心位置为 # !
68:，!! %"4;3 . 在不动点 )(，)% 附近，相对相位和布

居数差都在平衡点附近振荡，粒子不是平均分布，处

于自囚禁状态 . 在不动点 ),，)4 周围，对应于粒子

在双势阱间振荡，处于约瑟夫森振荡状态 .
图 (（)）示出了 % ! %8%时的相空间结构 . 与图 (

（2）相比，可以看出 % ! %8%时混沌所占区域变得更
大，周期轨道所占区域变少，且被混沌海分成六个周

期岛 . 相空间的不动点数由 % ! (84时的四个变成 %
! %8% 时的 )(，)(!，)%，)%!，),，)4 六个稳定椭圆不

动点 . 不动点 )( 和 )(!构成了二周期不动点，在 )(

和 )(!附近 # 7 6，表示大多数粒子处在 ! 势阱中，围
绕不动点 )( 振荡的轨道中心位置为 # ! & 6894，!
! %"%(;46 . 同样，不动点 )% 和 )%!也构成了二周期

不动点，在 )% 和 )%!附近 # 5 6，表示大多数粒子处在

" 势阱中，围绕不动点 )% 振荡的轨道中心位置为 #
! 6894，!! %"%(;46 . 在不动点 )(，)% 附近，相对相

位和布居数差都在平衡点附近振荡，粒子不是平均

分布，处于自囚禁状态 . 在不动点 ), 和 )4 周围的

轨道，对应于粒子在双势阱间振荡，处于约瑟夫森振
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图 ! 相平面中系统哈密顿量的演化 （"）! # $%&，（’）! # !%(，（)）! # *%*，（+）! # ,%$

荡状态 -
图 !（+）示出了 ! # ,%$时的相空间结构 - 从图 !

（+）可以看出，不稳定不动点 ", 附近的轨道已经全

部变为混沌，周期轨道被混沌海分成两个孤立的周

期岛 - 相空间中仅存有 "! 和 "* 两个稳定的椭圆不

动点 - 不动点 "! 所处的位置 # . $，表示大多数粒子

处在 $ 势阱中，围绕不动点 "! 振荡的轨道中心位

置为 # # / $%0，!# *!!12*( - "* 所处的位置 # 3 $，

表示大多数粒子处在 % 势阱中，围绕不动点 "* 振荡

的轨道中心位置为 # # $%0，!# *!!12*( - 不动点 "!，

"* 附近轨道，相对相位和布居数差都在平衡点附近

振荡，粒子不是平均分布，处于自囚禁状态 - 当相互
作用参数 ! # ,%$时，原来处于约瑟夫森振荡状态的
轨道不再存在，相空间大部分区域是混沌的 -

& % 量子情况下的混沌隧穿

从图 !中可以很清楚地看出，双势阱 456系统
在外加周期驱动下出现了混沌现象以及混沌现象随

456体系粒子间相互作用的变化情况 - 为了更加清

晰地刻画 456系统的隧穿演化过程，讨论混沌对隧
穿的影响，本文研究了在不同相互作用参数下

789:;:函数的演化 -

!"#" $%&’(’函数

在量子情况下，为了方便计算，用 #<和!<对系统
哈密顿量（(）式进行量子化，以 #< 的本征态作为基
矢，#<的本征方程为

#< &〉# &" &〉，
#<的本征态为

&〉# !
*!!

=:>! $〉-

在这种情况下，系统的薛定谔方程变为

:"
+
+ ’〈(#（ ’）〉# ")(&〈&#（ ’）〉， （?）

式中

)&，& # / !
* &*"* @ *9:>（$’）&"， （1"）

)&，&/! # +
, ! / &*"! * @ ! /（& / !）*"!( )* ，（1’）

)&，&@! # +
, ! / &*"! * @ ! /（& @ !）*"!( )* -（1)）
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!"#$%$函数的定义为［&’］

!（ !，"）( !
"
〈#!，" "〉〈"$（ #）〉

)
， （*）

式中 $（ #）〉是满足薛定谔方程（+）的波函数，#!，"〉

是双势阱 ,-.在（ !，"）表象中的相干态 / 当 ! 和"
都取平均值时，#!，"〉是在布居数差和相对相位描

述下的最小不确定函数 /

图 ) !"#$%$函数在 $ ( ’/&时的演化 （0）# ( ’，（1）# ( 2%，（3）# ( 2’%

谐振子的相干态定义为

%〉( 4 5
) 6 % 6 )!

7

" ( ’

%"

"" ！
"〉，

式中 % ( & 8 $’，& 和 ’ 分别是广义动量和广义坐标 /
选 ! 和"作为双势阱 ,-.模型的作用量和角变量，
则用（ !，"）表示的相干态为

#!，" ( &’9!( )(
5:; (<=> 4&’9)(

（" 4#"）)

8 $ !—

(" 4 $"
—

!—
) )( / （5’）

在计算中我们取& ( 5，’9 ( 5，( ( )
(，( 为系统粒

子数，本文中取 ( ( 2’/
!"#$%$函数提供了一个以(为最小尺度的相

空间分布，是与经典相空间分布最相近的量子对应

体 / 因此，用 !"#$%$函数可以更清晰地研究相空间
出现的混沌现象对量子情况下隧穿的影响 /

!"#" 混沌隧穿随相互作用强度的变化

本文中主要关注被混沌海分开，分别位于 ) 势
阱和 * 势阱中的两个处于自囚禁状态孤立周期岛之
间的隧穿 /
& ?)?5?’ @ $ @ ’?A的情况
当 ’ @ $ @ ’/A时，相空间为周期轨道，此时还未

出现混沌现象，如图 5（0）所示 / 当粒子间相互作用
参数 $ ( ’?&时，围绕不动点 &5 振荡的轨道中心位

置为 ! ( 4 ’?*，"( )!&:2，处于 ) 势阱中 / 我们把处
于这个中心位置的波包作为 $ ( ’?&时 !"#$%$函数
的初态，得到了 !"#$%$函数的演化图，如图 )所示 /
图 )中的!是 !"#$%$函数，!的大小表征着粒子数
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的多少，!是外加周期调制的周期，!! "!#"$ 从图 "
可以看出，在 ! ! %!时，波包所占的区域已经越过了
" ! & 的位置，表明波包所处的区域由初始时 " ’ &
的区域演化到了 " ( &的区域，说明在 ! ! %!时就有
粒子开始离开 # 势阱，向 $ 势阱中扩散 $ 随着演化
时间的增长，扩散范围变大 $ 当 ! ! %&!时，扩散到
$ 势阱的粒子数变得更多，有少量的粒子已经扩散
到了围绕不动点 %" 振荡的轨道中心位置 " ! &)*，#

图 + ,-./0/函数在 & ! 1)%时的演化 （2）! ! &，（3）! ! %!，（4）! ! %&!

! "!+#%所在的区域 $ 但是，此时$的峰值还处在 "
’ & 的位置，表示大多数粒子还是处于 # 势阱中 $
从图 "还可以看出，当 & ’ & ’ &)5时，隧穿可以发生
在 # 势阱和 $ 势阱之间，也可以发生在被混沌海分
开的分别位于 # 势阱和 $ 势阱中处于自囚禁状态
的两个周期岛之间，但从 # 势阱隧穿到 $ 势阱的粒
子数所占的概率不多，大多数粒子还是处于 # 势
阱中 $
+ )")")& $5 ’ & ’ "$&的情况
当粒子间相互作用增强，参数 & ( &)5后，相空

间开始出现混沌现象 $ 相互作用强度的增大使得混
沌区域扩大，进而引起混沌辅助隧穿的程度变化 $
当 &)5 ’ & ’ ")& 时，相空间虽然出现了混沌现

象，但混沌区域较小，如图 1（3）所示 $ 粒子间相互作
用参数 & ! 1)%，围绕不动点 %1 振荡的轨道中心位

置为 " ! 6 &)*，#! "!%#7，处于 # 势阱中 $ 我们把处
于这个中心位置的波包作为 & ! 1)%时 ,-./0/函数
的初态，得到了 ,-./0/函数的演化图，如图 +所示 $
从图 +可以看出，,-./0/函数随时间的演化几乎只
在 # 势阱中扩散 $ 当 ! ! %&!时，,-./0/函数的波包

$始终还处于 " ’ &的区域，几乎没有粒子扩散到 $
势阱中，更没有粒子扩散到围绕不动点 %" 振荡的轨

道中心位置 " ! &)*，#! "!%#7 所在的区域，隧穿变
得很困难 $ 这说明当 &)5 ’ & ’ ")& 时，相空间出现
了混沌现象，但隧穿变得很困难，只有极少量的粒子

从 # 势阱隧穿到 $ 势阱，隧穿更不会发生在被混沌
海分开的分别位于 # 势阱和 $ 势阱中处于自囚禁
状态的两个孤立的周期岛之间 $ 上述情况表明，随
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着相互作用的增强，系统出现了混沌现象，但此时混

沌区域较小，还不足以使隧穿发生在被混沌海分开

的分别位于 ! 势阱和 " 势阱中处于自囚禁状态的
两个孤立的周期岛之间 !

图 " #$%&’&函数在 # ( )!)时的演化 （*）$ ( +，（,）$ ( )+!，（-）$ ( .+!

/0)0/0 ) !+ 1 # 1 )!2的情况
随着相互作用参数继续增大，当 )0+ 1 # 1 )! 2

时，相空间的混沌区域比 +03 1 # 1 )0+时更加扩大，
周期轨道所占的区域进一步变小，如图 4（-）所示 !
粒子间相互作用参数 # ( )0)，围绕不动点 %4 振荡

的轨道中心位置为 & ( 5 +03.，"( )!)46.+，处于 !
势阱中 !我们把处于这个中心位置的波包作为 # (
)0)时 #$%&’&函数的初态，得到了 #$%&’&函数的演
化图，如图 "所示 ! 此时的隧穿与 +03 1 # 1 )0+时的
隧穿相比发生了变化 ! 随着演化时间的增加，初始
波包不仅仅在 ! 势阱中扩散，开始有较多的粒子离
开 ! 势阱，向 " 势阱隧穿，如图 "（,），（-）所示 ! 但
此时#的峰值还处在 & 1 +的位置，表示大多数粒子

还是处于 ! 势阱中，扩散到 " 势阱中的粒子是非常
有限的，几乎没有粒子扩散到围绕不动点 %) 振荡的

轨道中心位置 & ( 5 +03.，"( )!)46.+所在的区域 !
这说明当 )0+ 1 # 1 )02 时，相空间混沌区域相对于
+03 1 # 1 )0+ 时扩大，粒子从 ! 势阱隧穿到 " 势阱
的概率较 +03 1 # 1 )0+ 时大，但被混沌海分开的分
别位于 ! 势阱和 " 势阱中处于自囚禁状态的两个
孤立的周期岛之间的隧穿还是很困难 !
/ 0)0"0 # 7 )!2的情况
当相互作用参数再增大，# 7 )! 2 后，整个相空

间的中部都已经变为混沌区域，周期轨道被混沌海

分成孤立的两个稳定周期岛，如图 4（8）所示 ! 粒子
间相互作用参数 # ( "0+，围绕不动点 %4 振荡的轨

道中心位置为 & ( 5 +02，" ( )!436).，处于 ! 势阱
中 !我们把处于这个中心位置的波包作为 # ( "0+时
#$%&’&函数的初态，得到了 #$%&’& 函数的演化图，
如图 .所示 ! 此时，#$%&’&函数演化到一定时间后，
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图 ! "#$%&%函数在 ! ’ ()*时的演化 （+）" ’ *，（,）" ’ -*!，（.）" ’ (/!

波包会由初始的稳定周期岛隧穿到另一个稳定周期

岛 0 随着时间的继续增长，波包还可以再回到原来
的初始位置，但由于扩散很严重，只有少量的粒子

可以回到初始波包的位置 0 从图 !可以看到：在 " ’
-*!时，初始时位于 # 势阱中稳定岛位置的波包，隧
穿到了围绕不动点 $- 振荡的轨道中心 % ’ *)1，"’

-!/23-!的位置，也就是 & 势阱中稳定岛的中心位
置，而且#的峰值处在 % 4 *的区域，到达了 & 势阱
中稳定岛的中心位置，说明大多数粒子隧穿到了 &
势阱中稳定岛的中心位置，而且隧穿的概率很大 0在
" ’ (/!时，部分粒子已经回到了初始波包在 # 势阱
中稳定岛的位置，而另一部分粒子由于渗透到了经

典情况的混沌区域，不再能回到初始波包在 # 势阱
中稳定岛的位置 0 这说明当相互作用参数 ! 4 -)1
后，隧穿会发生在 # 势阱和 & 势阱之间，也会发生
在被混沌海分开的分别位于 # 势阱和 & 势阱中处
于自囚禁状态的两个孤立稳定岛之间，随着时间的

演化，被混沌海分开的分别位于 # 势阱和 & 势阱中
处于自囚禁状态的两个孤立稳定岛之间的隧穿可以

形成 5+,%振荡现象，但振幅不断衰减 0 上述情况表
明，当相互作用更大时，系统更加混沌，混沌区域更

大，使得隧穿变得更加容易，此时混沌现象的出现辅

助了被混沌海分开的分别位于 # 势阱和 & 势阱中
处于自囚禁状态的两个孤立稳定岛之间隧穿的

发生 0

( ) 结 论

本文主要研究了在两势阱能量差项上加周期驱

动后双势阱中 678系统的混沌相变过程，特别是混
沌现象的出现对系统隧穿的影响 0 当相互作用较小
（* 9 ! 9 *)2）时，系统还未出现混沌现象，相空间为
周期轨道，隧穿可以发生在 # 势阱和 & 势阱之间，
也可以发生在处于自囚禁状态的两个孤立的周期轨

道之间，但从 # 势阱隧穿到 & 势阱的粒子所占概率

(((: 物 理 学 报 !:卷



不多，大多数粒子还是处于 ! 势阱中 !随着相互作
用的增强，当 " " #$%时，系统相空间出现了混沌现
象，相互作用的增强使得混沌区域扩大，进而引起隧

穿的不同 ! 当 #$% & " & ’$# 时，相空间出现了混沌
现象，但由于混沌区域较小隧穿变得很困难，只有极

少量的粒子从 ! 势阱隧穿到 # 势阱，隧穿更不会发
生在被混沌海分开的分别位于 ! 势阱和 # 势阱中
处于自囚禁状态的两个孤立的周期岛之间 ! 当 ’$#
& " & ’$(时，混沌区域变大，粒子从 ! 势阱隧穿到 #
势阱的概率较 #$% & " & ’$# 时大，但被混沌海分开
的分别位于 ! 势阱和 # 势阱中处于自囚禁状态的
两个孤立的周期岛之间的隧穿还是很困难 ! 当 " "
’$)后，混沌区域变得更大，两个周期轨道区域完全
被混沌海包围，形成两个孤立的周期岛，此时隧穿会

发生在 ! 势阱和 # 势阱之间，也会发生在被混沌海
分开的分别位于 ! 势阱和 # 势阱中处于自囚禁状
态的两个稳定岛之间，随着时间的演化，这一隧穿可

以形成 *+,-振荡现象 !
通过分析我们发现，当给 ./0双势阱模型外加

周期驱动使系统发生混沌现象时，在经典情况下，分

别位于 ! 势阱和 # 势阱中的两个处于自囚禁状态
的稳定岛是完全孤立的，而在量子情况下，初始位于

! 势阱处于自囚禁状态稳定岛中心的粒子可以隧穿
到 # 势阱处于自囚禁状态稳定岛位置 ! 这种隧穿受
相互作用项以及混沌区域大小的影响比较大 ! 当相
互作用参数较小（#$% & " & ’$#）时，虽然有混沌现象
的出现，但混沌区域较小，隧穿很难发生 ! 当 ’$# & "
& ’$)时，混沌区域变大，隧穿可以发生在两个势阱
之间，但只是少量粒子的隧穿，且隧穿几乎不会发生

在被混沌海分开的分别位于 ! 势阱和 # 势阱中处
于自囚禁状态的两个孤立岛之间 ! 当 " " ’$)后，混
沌区域变得更大，此时隧穿才会发生在被混沌海分

开的分别位于 ! 势阱和 # 势阱中处于自囚禁状态
的两个孤立稳定岛之间 ! 这种处于自囚禁状态分别
位于 ! 势阱和 # 势阱中的两个孤立稳定岛之间的
隧穿，在没有混沌时不会出现 ! 这意味着 " " ’$)时
混沌的出现辅助了这种隧穿现象 !
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