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基于 PIα控制的分数阶超混沌 Chen系统同步研究*
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本文提出一种 PIα 控制器设计方法,实现了分数阶超混沌 Chen系统的混沌同步.首先针对分数阶超混沌 Chen

系统设计了 PIα 控制器, 然后利用改进的双参数 Mittag-Leffler函数估计定理和扩展的 Gronwall引理证明了系统

的稳定性, 并指出了使分数阶超混沌 Chen系统同步的控制器参数需满足的条件.仿真结果证实了所设计方法的

有效性.
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1 引 言

混沌同步因在通信保密等领域的应用而引

起了广泛关注, 人们提出了许多混沌系统的同步

方法, 但相关同步方法大多针对整数阶混沌系统,

如文献 [1] 研究了不同超混沌系统的修正函数投

影同步; 文献 [2] 研究了超混沌 Chen 系统与超混

沌 Rössler 系统之间的异结构同步; 文献 [3] 研究

了存在干扰情况下不同超混沌系统的同步. 而分

数阶超混沌系统的同步控制更具有研究价值, 因

为分数阶系统既具有普遍性, 又具有更大的密钥

空间 [4]. 同时超混沌系统具有两个或两个以上的

正 Lyapunov指数,相轨迹在更多方向上分离,其混

沌行为更为复杂,更适合在混沌保密通信等领域的

应用.

随着计算机及信号处理技术的发展, 分数

阶 PID 控制器的应用研究成为一个新兴的领域,

其一般格式简记为 PIλDµ. 分数阶 PID 控制 [5] 由

于引入了微分、积分阶次 λ和 µ,整个控制器多了

两个可调参数, 因而它具有更大的调节灵活度, 可

以得出更好的控制效果.可以说, 分数阶 PID控制

是分数阶控制理论历史上的一个里程碑. 文献 [6,

7] 分别针对大延迟系统和 AVR 系统提出了分数

阶 PIλDµ 控制器,文献 [8]提出了基于最优近似法

的 PIλDµ 控制器的设计,仿真结果显示, 相对整数

阶 PID控制,分数阶 PID控制使系统获得了更小的

超调量和调节时间, 系统鲁棒性得到加强. 和传统

的 PID控制器类似,分数阶 PID控制器的比例、积

分、微分部分也可以进行不同组合,如组合成 PIλ,

PDµ 控制器,这两种控制器近年来也得到了广泛的

研究.文献 [9]研究了 PIλ 控制器的参数稳定域和

控制性能,文献 [10]针对给定的分数阶系统分别设

计了整数阶 PD控制器和分数阶 PDµ 控制器,由仿

真结果得出分数阶 PDµ 控制器能够取得比整数阶

控制器更好地效果.然而分数阶 PID的参数整定方

法即关于 5个参数KP, KI, KD, λ, µ确定方法的相

关文献很少. 目前大多数论文仅在仿真中给出定性

分析, 并且没有给出相关的理论证明, 分数阶 PID

的参数整定方法远没有整数阶参数整定方法成熟.

在同步控制器的设计过程中, 大多数论

文 [11−14] 都是基于误差状态方程, 在设计控制器
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时, 先将误差系统的非线性项消去, 基于分数阶线

性系统稳定性理论通过误差系统的比例项调节控

制系统的极点,而本文将误差的比例和积分同时加

入控制器中,利用一种新的分数阶非线性系统稳定

性理论实现了两个混沌系统的同步.

2 系统模型和问题描述

考虑分数阶超混沌系统,设响应系统为

Dαx = Ax+ g(x) + u. (1)

驱动系统为

Dαy = Ay + g(y), (2)

其中, Dα 表示微分算子, x,y ∈ Rn 为系统状态量,

A ∈ Rn×n 为系统线性矩阵, g(·) ∈ Rn 为连续的

非线性项, u ∈ Rn为控制输入, 0 < α < 1.

2005 年, Li[15] 等提出了一种新的超混沌系

统—–超混沌 Chen系统,该系统的分数阶形式为

Dαx1 = a(x2 − x1) + x4,

Dαx2 = dx1 − x1x3 + cx2,

Dαx3 = x1x2 − bx3,

Dαx4 = x2x3 + rx4,

(3)

式中, x1, x2, x3, x4 为系统状态量,当参数 a = 35,

b = 3, c = 12, d = 7, r = 0.5, 0.95 6 α 6 1时,系统

处于超混沌状态,其混沌吸引子如图 1所示.

将 (3)式作为驱动系统可化为如下矩阵形式:

Dαy = Ay + g(y), (4)

式中,

y = [y1, y2, y3, y4]
T,

g(y) = [0,−y1y3, y1y2, y2y3]
T,

A =


−a a 0 1

d c 0 0

0 0 −b 0

0 0 0 r

 .

其响应系统为

Dαx = Ax+ g(x) + u, (5)

式中, A 的定义同 (4) 式, x = [x1, x2, x3, x4]
T,

g(x) = [0,−x1x3, x1x2, x2x3]
T.

令 e = x − y 表示误差, 目标就是设计控

制器使得从不同的初值 x0, y0 出发的系统实

现 lim
t→∞

∥e∥ = lim
t→∞

∥x− y∥ = 0, 从而使响应系

统和驱动系统达到同步.

3 控制器设计原理

根据误差的定义,由方程 (5)减去方程 (4)可以

得到误差系统的表达式为

Dαe = Ae+ g(x)− g(y) + u. (6)
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图 1 分数阶超混沌 Chen系统的吸引子相图 (a) x1−x2−x3平面相图; (b) x1−x2−x4平面相图; (c) x1−x3−x4

平面相图; (d) x2 − x3 − x4 平面相图
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根据被控对象的矩阵维数和分数阶 PID控制

器的一般形式即 PIλDµ [5],令参数 λ = α, µ = 0,即

可构造如下 PIα控制器

u = KPe+KI(0D
−α
t e), (7)

式中, KP ∈ R4×4 是误差反馈的比例增益向量,

KI ∈ R4×4 是分数阶积分增益, 0D
−α
t 表示分数积

分算子, 0和 t分别表示积分的上、下限.

将 (7)式代入 (6)式,可以得到误差动态系统为

Dαe =Ae+ g(x)− g(y) +KPe

+KI(0D
−α
t e). (8)

利用 Taylor展开,可以得到

g(x)− g(y) = g(y + e)− g(y)

=[g(y) + g′(y)e+ ḡ(e)]− g(y)

=g′(y)e+ ḡ(e). (9)

式中, g′(y) 表示 g(y) 的一阶导数, 它可用分数

阶 Taylor展开形式,但整数阶 Taylor展开式在实时

性上优于分数阶 Taylor展开式,因此此处采用整数

阶计算. ḡ(e) = [0,−e1e3, e1e2, e2e3]
T 是 g(y + e)

的 Taylor展开高阶项.将 (9)式代入 (8)式可得

Dαe =[A+KP + g′(y)]e

+KI(0D
−α
t e) + ḡ(e). (10)

令Dαq = e,则 q = 0D
−α
t e,将 e和 q同时取为状

态,组成增广误差状态方程, q是对误差 e的性能提

出更高的要求 (即控制系统的性能也会提高),所设

计的控制器使误差 e和 q同时收敛,优于传统的单

纯让 e收敛,因此误差动态系统可以重新构造成如

下的增广误差状态方程:Dαe

Dαq

 =

A+KP + g′(y) KI

I 01

 e

q


+

 ḡ(e)

02

 , (11)

式中, I 为 4× 4阶单位矩阵, 01为 4× 4阶零矩阵,

02为 4× 1阶零矩阵.

(11)式状态方程可简写为

Dαẽ = Ãẽ+ g̃(ẽ), (12)

式中, ẽ = [e, q]T, Ã =

A+KP + g′(y) KI

I 01

,

g̃(ẽ) =

 ḡ(e)

02

.

4 稳定性分析

定义 1[16] 若 0 < α < 2, β > 0, 存

在 0.5πα < η 6 min {π,πα} 使 η 6 |arg(z)| 6 π
成立, |z| > 1,则 Eα,β(z)可表示为

Eα,β(z) = −
∞∑
k=1

z−k

Γ (β − αk)
, (13)

式中, arg(z)表示 z 的幅角值, Γ (·)表示伽马函数.

(13) 式是在定义 1 中约束条件下对 Mittag-Leffler

函数的等价变换, 在文献 [16] 定理 1.4 中 Eα,β(z)

被处理成有限项级数加高阶无穷小的形式, 而此

处将它定义成无穷级数形式,但二者的证明方法是

类似的. 该表示形式可利用如下引理 1 对 Mittag-

Leffler函数进行估值.

引理 1[16] 如果 0 < α < 2, β > 0, C

是一个正数, 存在 0.5πα < η 6 min {π,πα}
使 η 6 |arg(z)| 6 π 成立, |z| > 1, 则有下

式成立:

|Eα,β(z)| 6
C

1 + |z|
. (14)

为了保证文章的紧凑性,引理 1的证明过程见

附录 A1.

定理 1 如果 A ∈ Rn×n, 0 < α < 2,

β > 0, ∥A∥ > 1, 存在 0.5πα < η 6 min {π,πα}
使 η 6 |arg(λi(A))| 6 π (i = 1, 2 · · · , n) 成立, C

是一个正数,则有下式成立:

∥Eα,β(A)∥ 6 C

1 + ∥A∥
, (15)

式中, λi(A)表示矩阵 A的特征值, ∥•∥表示 l2 范

数, ∥A∥ =
√
ρ(ATA), ρ(ATA)为矩阵 ATA的谱

半径,表示为 ρ(ATA) = max16i6n

∣∣λi(A
TA)

∣∣,需
要说明的是 λi(A)与 λi(A

TA)不是平方关系.为了

保证文章的紧凑性,定理 1的证明过程见附录 A2.

由于定理 1也可在特定条件下对 Eα,β(A)进行估

计,因此将它称为改进的双参数Mittag-Leffler函数

估计定理.

引理 2 (扩展 Gronwall引理)[17] 设 k(0) = 1,

u(t), v(t), k(t)为区间 0 < t < ∞上的非负连续函
数, 且满足不等式 u(t) 6 k(t) +

∫ t

0
u(s)v(s)ds, 则
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有

u(t) 6 k(t) exp

(∫ t

0

v(s)ds

)
, t > 0. (16)

定理 2 考虑一个 n维分数阶系统

Dαx = Ax+ h(x), (17)

其中, x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]
T, A ∈ Rn×n

是一个常数矩阵, h(x)为连续函数,如果

1) 0.5πα < |arg(λi(A))| 6 π;

2) h(0) = 0,且 lim
∥x∥→0

∥h(x)∥ / ∥x∥ = 0. 则系

统Dαx = Ax + h(x)是渐进稳定的. 定理 2的条

件中

∥x∥ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i .

证明 对 (17) 式两边取 Laplace 变换, 可以

得到

X(s) =
sα−1

sα −A
x(0) +

1

sα −A
L {h(x(t))} . (18)

利用Mittag-Leffler函数的 Laplace变换公式以

及卷积积分公式对 (18)式取 Laplace反变换,得到

x(t) =Eα,1(Atα)x(0) +

∫ t

0

(t− τ)
α−1

× Eα,α(A(t− τ)α)h(x(τ))dτ, (19)

(19) 式中 Eα,β(Atα) 取为定义 1 的形式, 由于定

理 1 中 η 是任选的, 则使 |arg(λi(A))| 大于 η 的

下限, 即 0.5πα < η < |arg(λi(A))| 即可满足
定理 1 中 Eα,β(A) 的存在条件, 因此 0.5πα <

|arg(λi(A))| 6 π; 随着时间 t 的增大, ∥Atα∥ > 1

成立,此处应用定理 1,可知存在常数 C > 0,使得

∥Eα,β(Atα)∥ 6 C

1 + ∥Atα∥
, t > 0 (20)

由于 x(t)是连续函数, 则利用定理 2的条件 2, 可

知当 ∥x∥趋近于 0但 ∥x∥ ̸= 0时存在

∥h(x(t))∥
∥x(t)∥

<
1

C
, t > 0. (21)

根据向量范数 ∥x∥和矩阵范数 ∥A∥相容的定义 [19]

可知, 本文定义的 ∥Eα,β(Atα)∥ 和 ∥x(0)∥ 是相容
的,因此 ∥Eα,β(Atα)x(0)∥ 6 ∥Eα,β(Atα)∥ ∥x(0)∥,

所以可得以下不等式:

∥x(t)∥
C ∥x(0)∥

6 1

1 + ∥Atα∥
+

1

C ∥x(0)∥

×
∫ t

0

∥t− τ∥α−1
C

1 + ∥A(t− τ)α∥
∥x(τ)∥

C
dτ

=
1

1 + ∥A∥ tα
+

1

C ∥x(0)∥

×
∫ t

0

∥t− τ∥α−1
C

1 + ∥A∥ (t− τ)α
∥x(τ)∥

C
dτ. (22)

令 u =
1

C ∥x(0)∥
∥x(t)∥, v = (t − τ)α−1/(1 +

∥A∥ (t − τ)α), k = 1/(1 + ∥A∥ tα), 利用引理 2,

对 (22)式应用不等式,可以得到

∥x(t)∥ 6 C ∥x(0)∥
1 + ∥A∥ tα

e
∫ t
0

(t−τ)α−1

1+∥A∥(t−τ)α dτ

=
C ∥x(0)∥
1 + ∥A∥ tα

e
log(1+∥A∥tα)

−α∥A∥

=
C ∥x(0)∥

(1 + ∥A∥ tα)
α∥A∥+1
α∥A∥

, (23)

因此,

lim
t→∞

x(t) = 0. (24)

则由 (24)式表明系统 (17)是渐进稳定的.
由 (12)式可得

lim
∥ẽ∥→0

∥g̃(ẽ)∥
∥ẽ∥

= lim
∥ẽ∥→0

∥ḡ(e)∥
∥ẽ∥

6 lim
∥e∥→0

∥ḡ(e)∥
∥e∥

= lim
∥e∥→0

√
(−e1e3)2 + (e1e2)2 + (e2e3)2√

e21 + e22 + e23 + e24
,

而

lim
∥e∥→0

√
(−e1e3)2 + (e1e2)2 + (e2e3)2√

e21 + e22 + e23 + e24

6 lim
∥e∥→0

√
(−e1e3)2 + (e1e2)2√
e21 + e22 + e23 + e24

+ lim
∥e∥→0

√
(e2e3)2√

e21 + e22 + e23 + e24
.

同时由于,

lim
∥e∥→0

√
(−e1e3)2 + (e1e2)2√
e21 + e22 + e23 + e24

6 lim
∥e∥→0

√
(−e1e3)2 + (e1e2)2√

e21

= lim
∥e∥→0

√
e22 + e23 = 0,

lim
∥e∥→0

√
(e2e3)2√

e21 + e22 + e23 + e24

6 lim
∥e∥→0

√
(e2e3)2√

e23

= lim
∥e∥→0

√
e22 = 0.
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所以 lim
∥e∥→0

∥ḡ(e)∥
∥e∥

6 0, 即 lim
∥ẽ∥→0

∥g̃(ẽ)∥
∥ẽ∥

6 0.

(12)式满足定理 2的条件 2.

通过选择合适的 KP 和 KI 可使得 (12) 式满

足定理 2的条件 1,因此利用控制器 (7)可使不同初

值的混沌系统达到同步.

以下分析KP和KI的选择条件.

引理 3[18] 如果M ∈ Rn×n, 任意给定 1 6
k 6 n,将M 进行如下分块:

M =

A1 B1

C1 D1

 ,

其中A1 ∈ Rk×k, B1 ∈ Rk×(n−k), C1 ∈ R(n−k)×k,

D1 ∈ R(n−k)×(n−k),则M 的所有特征值位于如下

的圆盘中:

d :

{
z :

∣∣∣∣z − trM

n

∣∣∣∣ 6 r

=

√
n− 1

n

(
lk −

1

n
|trM |2

)}
, (25)

式中, trM 表示矩阵 M 的迹, lk = ∥A1∥2F +

∥D1∥2F + 2 ∥B1∥F ∥C1∥F .

由 (12)式可知

Ã =

 K̄P KI

I 0

 ,

式中, K̄P = A + KP + g′(y), 应用引理 3, n = 8,

trÃ = trK̄P = kP11 + kP22 + kP33 + kP44,

lk =
∥∥K̄P

∥∥2
F
+ 2 ∥KI∥F ∥I∥F

=tr(K̄T
P K̄P) + 2

√
tr(KT

I KI)
√
tr(ITI)

=k2p11 + k2p22 + k2p33 + k2p44

+ 4
√
k2I11 + k2I22 + k2I33 + k2I44,

式中, kPii 表示矩阵 K̄P 的第 i行第 i列, kIii 表示

矩阵KI的第 i行第 i列, i = 1, 2, 3, 4.

将以上公式代入 (25)式可得∣∣∣∣∣z − k2p11 + k2p22 + k2p33 + k2p44
8

∣∣∣∣∣
6
{
7

8

[
(k2p11 + k2p22 + k2p33 + k2p44

+ 4
√
k2I11 + k2I22 + k2I33 + k2I44

− 1

8
|kp11 + kp22 + kp33 + kp44|2)

]}1/2

.

由上式可以看出矩阵 Ã 的特征值只与 K̄P 和 KI

的对角线元素有关,同时 K̄P 和KI 还应使矩阵 Ã

满足定理 2的条件 1.

5 仿真研究

为了验证理论的正确性和所设计的控制器

的有效性, 采用分数阶超混沌 Chen 系统微积分

方程的 Grunwald-Letnicov 近似计算法进行数值

仿真, 选取分数阶阶次 α = 0.95, 时间步长选

为 h = 0.01, 仿真时间选为 T = 10 s, 系统参

数 a = 35, b = 3, c = 12, d = 7, r = 0.5, 选取状

态初始值分别为 x(0) = [3 − 4 2 2]T, y(0) =

[−3 3 5 − 6]T,则 e(0) = [6 − 7 − 3 8]T.

根据定理 2 的分析, 参数矩阵 KP 和 KI 的选取

如下:

KP =


kP + a −a 0 −1

y3 − d kP − c y1 0

−y2 −y1 kP + b 0

0 −y3 −y2 kP − r

 ,

KI =


kI 0 0 0

0 kI 0 0

0 0 kI 0

0 0 0 kI

 .

则由 K̄P = A+KP + g′(y)可知 K̄P 的形式为

K̄P =


kP 0 0 0

0 kP 0 0

0 0 kP 0

0 0 0 kP

 .

当 kP = −3, kI = 1 时, 矩阵 Ã 的特征值

为 λ1,2,3,4 = −3.3028, λ5,6,7,8 = 0.3028, 其幅角值

分别为 π 和 0, 第二个幅角值不满足定理 2 的条

件,此时误差系统不能渐进稳定,其误差曲线如图 2

所示.

当 kP = −3, kI = −1 时, 矩阵 Ã 的特征值

为 λ1,2,3,4 = −2.6180, λ5,6,7,8 = −0.3820, 其幅角

值都为 π,满足定理 2的条件,此时误差曲线如图 3

所示.

当 kP = −3, kI = −10 时, 矩阵 Ã 的特征值

为 λ1,2,3,4 = −34.9714, λ5,6,7,8 = −0.0286,其幅角
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值都为 π,满足定理 2的条件,此时误差曲线如图 4

所示.
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图 2 kP = −3, kI = 1时,系统同步误差曲线图 (a) e1
的误差曲线; (b) e2 的误差曲线; (c) e3 的误差曲线; (d) e4
的误差曲线
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图 3 kP = −3, kI = −1时, 系统同步误差曲线图 (a)
e1 的误差曲线; (b) e2 的误差曲线; (c) e3 的误差曲线; (d)
e4 的误差曲线
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图 4 kP = −3, kI = −10时,系统同步误差曲线图 (a)
e1 的误差曲线; (b) e2 的误差曲线; (c) e3 的误差曲线; (d)
e4 的误差曲线

当 kP = −35, kI = −1 时, 矩阵 Ã 的特征

值为 λ1,2,3,4 = −1.5 + 2.7839i, λ5,6,7,8 = −1.5 −
2.7839i, 其幅角值分别为 2.065和 −2.065, 满足定

理 2的条件,此时误差曲线如图 5所示.

由图 3 和图 4 比较可知, 参数 kP 越小, 系统

趋于稳定的时间越长. 由图 3和图 5比较可知, 参

数 kI 越小,系统的上升时间越短. 所做的大量仿真

也证明了这个结论.
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图 5 kP = −35, kI = −1时,系统同步误差曲线图 (a)
e1 的误差曲线; (b) e2 的误差曲线; (c) e3 的误差曲线; (d)
e4 的误差曲线

6 结 论

本文基于分数阶系统稳定性理论,设计 PIα 控

制器,并分析了其参数选择方法,实现了 Chen混沌

响应系统和驱动系统同步. 通过数值仿真, 验证了

设计的控制器的有效性,同时分析了比例参数和积

分参数对控制性能的影响. 本文方法通用性强, 实

用范围宽,可以进一步推广到其他分数阶混沌系统,

为其混沌控制与同步提供新的途径.

附录 A1

证明 由 Eα,β(z)的定义 1可知 Eα,β(z)在定义 1下

需满足如下 3个条件:

1) 0 < α < 2, β > 0;

2) |z| > 1;

3)存在 0.5πα < η 6 min {π,πα}使 η 6 |arg(z)| 6
π成立.

令 max

(
1

Γ (β − αk)

)
=

1

Γ (β − α)
6 C, 则可推出

以下不等式:

|Eα,β(z)| =

∣∣∣∣∣−
∞∑

k=1

z−k

Γ (β − αk)

∣∣∣∣∣
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=

∣∣∣∣∣
∞∑

k=1

−z−k

Γ (β − αk)

∣∣∣∣∣ 6 C

∣∣∣∣∣−
∞∑

k=1

z−k

∣∣∣∣∣ . (A1)

因为 z ∈ G−(ε, µ),所以 Re(z) < 0,那么 z−k 求和就会出

现交错级数相加,具体形式为

−
∞∑

k=1

z−k =− (− |z|−1 + |z|−2 − |z|−3 + · · · )

=−
(

− |z|−1

1 + |z|−1

)
=

1

1 + |z| ,

上述级数收敛域为 |z| > 1,则可得

|Eα,β(z)| 6 C

∣∣∣∣∣−
∞∑

k=1

z−k

∣∣∣∣∣ = C

1 + |z| . (A2)

至此,引理 1证明完毕. 引理 1与文献 [16]中定理 1.6类似,

但二者收敛域不同.

附录 A2

证明 由 Eα,β(A)的定义,即定义 1可知有如下等式

成立:

∥Eα,β(A)∥ =

∥∥∥∥∥−
∞∑

k=1

A−k

Γ (β − αk)

∥∥∥∥∥ . (A3)

在满足引理 1的条件下,对 (A3)式应用引理 1可以得到

∥Eα,β(A)∥ =

∥∥∥∥∥−
∞∑

k=1

A−k

Γ (β − αk)

∥∥∥∥∥
6

∞∑
k=1

∥−A∥−k

Γ (β − αk)
6 C

1 + ∥A∥ . (A4)

至此,定理 1证明完毕.
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Abstract

In this paper, a kind of PIα controller is designed for the synchronization of fractional order hyperchaotic Chen system. The

controller is designed according to the fractional order hyperchaotic Chen system. The stability of the system is proved by the im-

proved double parameter Mittag-Leffler function estimate theorem and the extended Gronwall lemma. Furthermore, the condition of

controller parameters is pointed out which makes the fractional order hyperchaotic Chen system synchronous. Numerical simulations

are presented to verify the effectiveness of the method.
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