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以Lorenz系统为研究对象, 对数值天气转折期预报中的动力学特征进行了理论研究, 通过对Lorenz系统
平衡点稳定性的讨论, 得到了区分准稳定区域和准不稳定区域的分界曲面, 由此标定出准稳定区域和准不稳
定区域. 在准稳定区域, Lorenz曲线保持相对稳定, 能够在该平衡点周围周期运动; 在准不稳定区域, Lorenz
曲线可能会从这个平衡点周围跃过分界曲面而进入另外一个平衡点周围, 即发生突变, 这是Lorenz系统的一
个重要动力学特征; 对数值天气转折期预报与气候突变检测、预测给出一种新理论和新方法.
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1 引 言

1904年, Bjerknes[1]用力学、数学和物理学的
观点, 制订出天气预报问题的规划, 将天气预报
问题转化为一个微分方程组的初值问题. 1922年,
Richardson[2]首次进行了数值天气预报的尝试, 他
详细论述了数值预报的原理和可行性, 使Bjerknes
的理论成为现实. 由于计算条件的限制, 这种理论
的实现距离真实的预报还十分遥远, 但是他无疑是
数值天气预报的先驱. 当时, 人们期待许多计算人
员能在一个天气工厂内, 像在一个交响乐队指挥下
同步进行计算, 从而实现世界的天气预报. 在科学
家的不倦探索下, 1950年, 距Richardson的尝试仅
28年, Charney等 [3]利用埃尼阿克 (ENIAC) 电子
计算机实现了第一次数值天气预报, 这标志着数值
天气预报从理论到现实, 预报成功的基础是电子计
算机的飞速发展. 在此基础上, 各国科学家针对自

身条件做了大量的研究工作, 取得了丰硕的成果.
中国已故气象学家顾震潮先生在 1958年指出: 把
数值天气预报问题提成初值问题, 只使用一个时
刻的资料是一个根本性的缺陷 [4,5]. 1962年, 丑纪
范 [6]从函数空间的角度将微分方程定解问题变为

等价的泛函极值问题, 而后推广了微分方程解的概
念, 引进了 “广义解”, 利用希尔伯特空间理论论证
了 “广义解”比原来意义下的 “正规解”更接近方程
所描述的物理现象的 “实况”. 在顾震潮和丑纪范
工作的基础上, 邱崇践等 [7]、邵爱梅等 [8]给出了一

种新的资料同化方案; 文献 [9—14]研究了海气耦
合的相似韵律现象, 并建立了利用历史观测数据的
相似 -动力模式, 得到了很好的预报效果; 封国林
等 [15,16]给出了自忆预测模式的计算方案, 并将其
应用到数值天气预报模式上, 得到了很好的结论.
文献 [17—19]就数值天气预报中历史数据的使用
也做了一定的研究工作. 虽然数值天气预报有了
长足的发展, 但是转折性天气或气候的预测一直是
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科学界没有解决的问题, 现有的数值模式在转折
期预报上的能力还是不足 [20], 这与大气系统的本
质—–混沌是关联的. 在数学上处理, 就是微分方
程解的不稳定, 或者叫对初值的敏感. 最早发现
这一事实的是Lorenz, 他在 1963年分析对流运动
中的非线性作用, 据大气运动的规律, 建立了一
个简化的数学模型, 也就是著名的Lorenz方程组.
Lorenz经过研究发现, 当这个方程组的参数取某些
值时, 轨线运动会变得复杂和不确定, 导致轨线的
行为无法预测, 理论上揭示了气候的突变 [21], 加之
1979年Lorenz在华盛顿美国科学促进会上讲演中
提出的 “蝴蝶效应”, 使大气系统的混沌特征形象而
具体.

大气系统的混沌特性可诱导大气系统的突变,
而大气环流的转折和突变相联系. 气候突变现象
及其理论研究是近代气候学的一个新兴研究领域,
许多科学家力图揭示气候突变现象 [22−33]. 气候突
变又称气候变化的不连续性、气候的跳跃, 是普遍
存在于气候系统中的一种重要现象, 是指气候从一
种稳定态 (或稳定持续的变化趋势) 跳跃式地转变
到另一种稳定态 (或稳定持续的变化趋势) 的过程,
它表现为气候在时空上从一个统计特征到另一种

统计特征的急剧变化 [22].
近年来, 郑志海等 [34−36]将混沌的概念引入全

球数值天气预报模式, 揭示了初始时刻不可避免的
误差增长规律, 并就其对季节、地区和初始场的依
赖性等做了一定的研究.

对气候突变的研究, 以往多采用统计方法, 本
文用动力学方法, 以Lorenz 方程组作为研究对象,

对气候突变进行研究,就Lorenz系统的动力学特征
给出定量描述; 对数值天气转折期预报以及气候突
变做一定的理论探讨, 期望获得数值天气转折期预
报和气候突变的新思路和新方法.

2 Lorenz方程轨线在不同平衡态间的
跳跃

2.1 Lorenz方程组与线性近似方程

Lorenz方程组为

dx
dt = 10(−x+ y)

dy
dt = 28x− y − xz

dz
dt = xy − 8

3z

. (1)

其线性近似方程按如下方法求解, 令
P (x, y, z) ≡ 10(−x+ y) = 0

Q(x, y, z) ≡ 28x− y − xz = 0

R(x, y, z) ≡ xy − 8

3
z = 0

, (2)

得到Lorenz方程组的三个平衡点, 分别为

O(0, 0, 0), (3a)

R(6
√
2, 6

√
2, 27), (3b)

L(−6
√
2,−6

√
2, 27). (3c)

本文仅对右平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)和左平衡点

L(−6
√
2,−6

√
2, 27) 做研究. 将动力系统 (1) 在

平衡点 (x0, y0, z0)做Taylor展开, 得



dx
dt = P (x0, y0, z0) +

∂P

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(x− x0) +
∂P

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(y − y0) +
∂P

∂z

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(z − z0) + · · ·

dy
dt = Q(x0, y0, z0) +

∂Q

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(x− x0) +
∂Q

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(y − y0) +
∂Q

∂z

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(z − z0) + · · ·

dz
dt = R(x0, y0, z0) +

∂R

∂x

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(x− x0) +
∂R

∂y

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(y − y0) +
∂R

∂z

∣∣∣∣
(x0,y0,z0)

(z − z0) + · · ·

, (4)

只取线性部分, 同时注意到方程 (2), 得

dx
dt = −10(x− x0) + 10(y − y0)

dy
dt = (28− z0)(x− x0)− (y − y0)− x0(z − z0)

dz
dt = y0(x− x0) + x0(y − y0)−

8

3
(z − z0)

. (5)

动力系统 (5) 叫做动力系统 (1) 在平衡点 (x0, y0, z0)处的线性近似方程
[37].

029201-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 2 (2014) 029201

2.2 Lorenz系统的稳定性分析

2.2.1 系统在右平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)的稳定性

动力系统 (1)在平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)的线性近似方程为

dx
dt = −10(x− 6

√
2) + 10(y − 6

√
2)

dy
dt = (x− 6

√
2)− (y − 6

√
2)− 6

√
2(z − 27)

dz
dt = 6

√
2(x− 6

√
2) + 6

√
2(y − 6

√
2)− 8

3
(z − 27)

. (6)

将动力系统 (6)做平移变换: ξ = x− 6
√
2, η = y − 6

√
2, ζ = z − 27, 得到

dξ
dt = −10ξ + 10η

dη
dt = ξ − η − 6

√
2ζ

dζ
dt = 6

√
2ξ + 6

√
2η − 8

3
ζ

, (7a)

用矩阵表示为 
ξ̇

η̇

ζ̇

 = A1


ξ

η

ζ

 , (7b)

(7b)式中的 ξ̇, η̇和 ζ̇是导数运算, 矩阵A1 为

A1 =


−10 10 0

1 −1 −6
√
2

6
√
2 6

√
2 −8

3

 . (8)

求得矩阵A1的特征值分别为

λ1 =
1

9

3

√
−425537 + 36

√
140629614− 1

9

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9
, (9a)

λ2 =− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

+

(√
3

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

√
3

18

3

√
425537 + 36

√
140629614

)
i, (9b)

λ3 =− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

−
(√

3

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

√
3

18

3

√
425537 + 36

√
140629614

)
i (9c)

(9)式中的 i是虚数单位. 令

a =− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9
, (10a)

b =

√
3

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

√
3

18

3

√
425537 + 36

√
140629614, (10b)

则 (9b)和 (9c)式可写为

λ2 = a+ bi, (11a)
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λ3 = a− bi. (11b)

矩阵A1与特征值λ1, λ2, λ3对应的特征向量α11, α12, α13分别为 (转置形式)

αT
11 =

(
λ2
1 +

11

3
λ1 +

224

3
, λ1 −

208

3
, 6
√
2(λ1 + 2)

)
, (12a)

αT
12 =

(
λ2
2 +

11

3
λ2 +

224

3
, λ2 −

208

3
, 6
√
2(λ2 + 2)

)
, (12b)

αT
13 =

(
λ2
3 +

11

3
λ3 +

224

3
, λ3 −

208

3
, 6
√
2(λ3 + 2)

)
. (12c)

令

X = (α11, α12, α13), (13)

则有

X−1A1X =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 . (14)

由 (9)—(11)式可知, 一定存在矩阵P1, 使得 [38]

P−1
1 A1P1 =


λ1 0 0

0 a −b

0 b a

 . (15)

令

B1 =


λ1 0 0

0 a −b

0 b a

 , (16)

则A1与B1相似. 由相似矩阵性质可知, 相似矩阵有相同的特征值, 即λ1, λ2, λ3 也是矩阵B1的特征值.
就矩阵B1 来说, 与其特征值λ1, λ2, λ3对应的特征向量β11, β12, β13分别为 (转置形式)

βT
11 = (1, 0, 0), (17a)

βT
12 =

(
0
λ2 − a

b
, 1

)
, (17b)

βT
13 =

(
0
λ3 − a

b
, 1

)
. (17c)

令

Y = (β11,β12,β13), (18)

则

Y −1B1Y =


λ1 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 . (19)

结合 (14)和 (19)式, 易知

X−1A1X = Y −1B1Y (20)
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(20)式两边分别左乘Y , 右乘Y −1, 可得

Y X−1A1XY −1 = B1 (21)

由 (15), (16)和 (21)式, 知

P1 = XY −1 =


λ2
1 +

11

3
λ1 +

224

3
λ2
2 +

11

3
λ2 +

224

3
λ2
3 +

11

3
λ3 +

224

3

×λ1 −
208

3
λ2 −

208

3
λ3 −

208

3

6
√
2(λ1 + 2) 6

√
2(λ2 + 2) 6

√
2(λ3 + 2)



1 0 0

0
λ2 − a

b

λ3 − a

b
0 1 1


−1

, (22a)

P−1
1 = Y X−1 =


1 0 0

0
λ2 − a

b

λ3 − a

b
0 1 1



λ2
1 +

11

3
λ1 +

224

3
λ2
2 +

11

3
λ2 +

224

3
λ2
3 +

11

3
λ3 +

224

3

λ1 −
208

3
λ2 −

208

3
λ3 −

208

3
6
√
2(λ1 + 2) 6

√
2(λ2 + 2) 6

√
2(λ3 + 2)


−1

. (22b)

令

c1 = λ2
1 +

11

3
λ1 +

224

3
, (23a)

c2 = λ2
2 +

11

3
λ2 +

224

3
, (23b)

c3 = λ2
3 +

11

3
λ3 +

224

3
, (23c)

和

d1 = λ1 −
208

3
, (24a)

d2 = λ2 −
208

3
, (24b)

d3 = λ3 −
208

3
, (24c)

以及

e1 = 6
√
2(λ1 + 2), (25a)

e2 = 6
√
2(λ2 + 2), (25b)

e3 = 6
√
2(λ3 + 2), (25c)

则

P−1
1 =


1 0 0

0
λ2 − a

b

λ3 − a

b
0 1 1



c1 c2 c3

d1 d2 d3

e1 e2 e3


−1

. (26)
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令

f = c1(d2e3 − d3e2)− c2(d1e3 − d3e1) + c3(d1e2 − d2e1), (27)

则

P−1
1 =


1 0 0

0
λ2 − a

b

λ3 − a

b
0 1 1




d2e3 − d3e2
f

−c2e3 − c3e2
f

c2d3 − c3d2
f

−d1e3 − d3e1
f

c1e3 − c3e1
f

−c1d3 − c3d1
f

d1e2 − d2e1
f

−c1e2 − c2e1
f

c1d2 − c2d1
f

 . (28)

分别令

h1 =
d2e3 − d3e2

f
, (29a)

h2 = −c2e3 − c3e2
f

, (29b)

h3 =
c2d3 − c3d2

f
, (29c)

与

j1 = −d1e3 − d3e1
f

, (30a)

j2 =
c1e3 − c3e1

f
, (30b)

j3 = −c1d3 − c3d1
f

, (30c)

以及

k1 =
d1e2 − d2e1

f
, (31a)

k2 = −c1e2 − c2e1
f

, (31b)

k3 =
c1d2 − c2d1

f
, (31c)

有

P−1
1 =


1 0 0

0
λ2 − a

b

λ3 − a

b
0 1 1



h1 h2 h3

j1 j2 j3

k1 k2 k3



=


h1 h2 h3

(λ2 − a)j1 + (λ3 − a)k1
b

(λ2 − a)j2 + (λ3 − a)k2
b

(λ2 − a)j3 + (λ3 − a)k3
b

j1 + k1 j2 + k2 j3 + k3

 . (32)

取坐标变换


ξ

η

ζ

 = P1


u

v

w

 , 有


u̇

v̇

ẇ

 = P−1
1


ξ̇

η̇

ζ̇

 = P−1
1 A1


ξ

η

ζ

 = P−1
1 A1P1


u

v

w

 =


λ1 0 0

0 a −b

0 b a



u

v

w

 , (33a)
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即 

du
dt = λ1u

dv
dt = av − bw

dw
dt = bv + aw

, (33b)

构造ρ = u2 + v2 + w2 (距离的平方)[37], 可得
1

2

dρ
dt = λ1u

2 + av2 + aw2 ≡ F1(u, v, w). (34)

注意到平移变换 ξ = x− 6
√
2, η = y − 6

√
2, ζ = z − 27, 可得

u

v

w

 = P−1
1


ξ

η

ζ

 = P−1
1


x− 6

√
2

y − 6
√
2

z − 27

 . (35)

由 (32)和 (35)式, 可得

u = h1x+ h2y + h3z − 6
√
2h1 − 6

√
2h2 − 27h3, (36a)

v =
(λ2 − a)j1 + (λ3 − a)k1

b
x+

(λ2 − a)j2 + (λ3 − a)k2
b

y +
(λ2 − a)j3 + (λ3 − a)k3

b
z

− 6
√
2(λ2 − a)j1 + 6

√
2(λ3 − a)k1 + 6

√
2(λ2 − a)j2 + 6

√
2(λ3 − a)k2 + 27(λ2 − a)j3 + 27(λ3 − a)k3

b
, (36b)

w = (j1 + k1)x+ (j2 + k2)y + (j3 + k3)z − 6
√
2(j1 + k1)− 6

√
2(j2 + k2)− 27(j3 + k3). (36c)

(34) 式中的F1(u, v, w)用变量x, y, z表示为

F1(x, y, z) =

(
1

9

3

√
−425537 + 36

√
140629614− 1

9

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
(h1x+ h2y + h3z

− 6
√
2h1 − 6

√
2h2 − 27h3)

2 +

(
− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
×

[
(λ2 − a)j1 + (λ3 − a)k1

b
x+

(λ2 − a)j2 + (λ3 − a)k2
b

y +
(λ2 − a)j3 + (λ3 − a)k3

b
z

− 6
√
2(λ2 − a)j1 + 6

√
2(λ3 − a)k1 + 6

√
2(λ2 − a)j2 + 6

√
2(λ3 − a)k2 + 27(λ2 − a)j3 + 27(λ3 − a)k3

b

]2

+

(
− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
[(j1 + k1)x+ (j2 + k2)y

+ (j3 + k3)z − 6
√
2(j1 + k1)− 6

√
2(j2 + k2)− 27(j3 + k3)]

2. (37)

F1(x, y, z) = 0为区分右平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)的准稳定区域与准不稳定区域的分界曲面.

记F1(x, y, z) < 0的区域为UN
R , 我们称之为Nereus1 区域, 当F1(x, y, z) < 0时, 即 dρ

dt < 0, 当 t增加

时, ρ = u2 + v2 + w2 减少, 存在R(6
√
2, 6

√
2, 27)的一个邻域U1, 使得Lorenz系统的轨线总保持在U1 内,

在Nereus区域内, 轨线的动力学特征保持稳定, 轨线始终绕平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)做相对规则的运动, 在

该区域内是相对稳定的称之为准稳定区域 [37].
记F1(x, y, z) > 0的区域为UP

R , 我们称之为Proteus2 区域, 当F1(x, y, z) > 0时, 即 dρ

dt > 0, 在Proteus

区域内, 当 t 增加时, ρ = u2 + v2 + w2增加, 轨线表现出不稳定的动力学特征, 存在某些时刻, 轨线穿过分

1 Nereus, 希腊神话中的海神,他值得信赖、和蔼可亲、公正善良.
2 Proteus,希腊神话中的海神,他能随意变成各种形状,变化多端.
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界曲面F1(x, y, z) = 0, 到另外一个平衡态去, 所以在该区域是相对不稳定的, 称之为准不稳定区域 [37], 在
气候动力学上就是所谓的突变, 而对于数值天气预报来说, 就是形式发生改变, 发生转折期, 当然气候突变
与数值天气预报中的形式发生改变, 这两者是有时间尺度区分的.

2.2.2 系统在左平衡点L(−6
√
2,−6

√
2, 27)的稳定性

对于左平衡点L(−6
√
2,−6

√
2, 27), 用同样的方法, 可以得到

F2(x, y, z) =

(
1

9

3

√
−425537 + 36

√
140629614− 1

9

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
(h1x+ h2y − h3z

+ 6
√
2h1 + 6

√
2h2 + 27h3)

2 +

(
− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
[
(λ2 − a)j1 + (λ3 − a)k1

b
x+

(λ2 − a)j2 + (λ3 − a)k2
b

y − (λ2 − a)j3 + (λ3 − a)k3
b

z

+
6
√
2(λ2 − a)j1 + 6

√
2(λ3 − a)k1 + 6

√
2(λ2 − a)j2 + 6

√
2(λ3 − a)k2 + 27(λ2 − a)j3 + 27(λ3 − a)k3

b

]2

+

(
− 1

18

3

√
−425537 + 36

√
140629614 +

1

18

3

√
425537 + 36

√
140629614− 41

9

)
[(j1 + k1)x+ (j2 + k2)y

− (j3 + k3)z + 6
√
2(j1 + k1) + 6

√
2(j2 + k2) + 27(j3 + k3)]

2. (38)

F2(x, y, z) = 0为区分左平衡点L(−6
√
2,

−6
√
2, 27)的准稳定区域与准不稳定区域的分界

曲面, 对于左平衡点L(−6
√
2,−6

√
2, 27)有相应的

Nereus区域UN
L 和Proteus区域UP

L , 轨线的运动特
征分析与右平衡点R(6

√
2, 6

√
2, 27) 的基本一样.

3 数值模拟

本文用四阶、五阶Runge-Kutta单步算法求
解Lorenz方程组 (1), 截断误差为 (∆x)3, 初值为
x0 = 12, y0 = 2, z0 = 9.

计算可得, 系数矩阵A1的特征值的数值解为

λ1 = −13.8546, (39a)

λ2 = 0.0940 + 10.1945i, (39b)

λ3 = 0.0940− 10.1945i. (39c)

函数F1(u, v, w)为

1

2

dρ
dt = −13.8546u2 + 0.0940v2 + 0.0940w2

= F1(u, v, w), (40)

矩阵P1和P−1
1 的数值解为

P1 =


0.8557 −0.3763 0.4172

−0.3298 0.0454 0.8048

−0.3988 −1.0171 0

 , (41a)

P−1
1 =


0.8450 −0.4380 −0.3322

−0.3313 0.1718 −0.8529

0.3650 1.0533 −0.0880

 . (41b)

空间 (x, y, z)到 (u, v, w)的变换为
u = 0.8450x− 0.4380y − 0.3322z + 5.5159

v = −0.3313x+ 0.1718y − 0.8529z + 24.3817

w = 0.3650x+ 1.0533y − 0.0880z − 9.6587

,

(42)

可得F1(x, y, z)的数值解

F1(x, y, z) =− 13.8546(0.8450x

− 0.4380y − 0.3322z + 5.5159)2

+ 0.0940(−0.3313x+ 0.1718y

− 0.8529z + 24.3817)2

+ 0.0940(0.3650x+ 1.0534y

− 0.0880z − 9.6587)2. (43)

图 1给出了曲面F1(x, y, z) = 0 (z1和 z2曲面)
和Lorenz 曲线. z1和 z2两曲面中间的区域

是F1(x, y, z) > 0的区域, 也就是UP
R即Proteus

区域; z1曲面以上和 z2曲面以下的区域都是

F1(x, y, z) < 0的区域, 也就是UN
R , 即Nereus区

域. 从Lorenz 轨线的运动来看, 在Proteus 区域内
轨线有穿过曲面F1(x, y, z) = 0 (这里关键是 z1曲

面)的可能, 跃入左平衡点周围; 但是在Nereus区
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域内轨线不会跃入左平衡点周围, 所以在Proteus
区域轨线运动不稳定, 是准不稳定区域; 相反在
Nereus区域轨线运动相对稳定, 是准稳定区域. 这
一数值试验结论佐证了本文前期的理论推导.
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图 1 右平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27)的准不稳定区域和准稳

定区域

为了更清楚地看到Lorenz曲线的运动规律,
图 2给出了各个时刻的动态图. 当Lorenz曲线进入
准不稳定区域UP

R时,运动不稳定,特别是图中的长
方形区域, 表现得极为敏感, 会在某些时刻穿过分
界曲面F1(x, y, z) = 0, 跳到另外一个平衡态中去,

离开平衡点R(6
√
2, 6

√
2, 27); 但在稳定区域UN

R 内,
轨线运动稳定, 始终在平衡点R(6

√
2, 6

√
2, 27)周

围运动.
下面再来看左平衡点L(−6

√
2,−6

√
2, 27)的

情况. 系数矩阵A2的特征值的数值解为

λ1 = −13.8546, (44a)

λ2 = 0.0940 + 10.1945i, (44b)

λ3 = 0.0940− 10.1945i, (44c)

函数F2(u, v, w)为

1

2

dρ
dt = −13.8546u2 + 0.0940v2 + 0.0940w2

= F2(u, v, w), (45)

矩阵P2和P−1
2 的数值解为

P2 =


0.8557 −0.3763 0.4172

−0.3298 0.0454 0.8048

0.3988 1.0171 0

 , (46a)

P−1
2 =


0.8450 −0.4380 0.3322

−0.3313 0.1718 0.8529

0.3650 1.0533 0.0880

 , (46b)
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图 2 各个时刻的动态 (a) t = 0.82; (b) t = 4.72; (c) t = 6.32; (d) t = 11.55
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空间 (x, y, z)到 (u, v, w)的变换为
u = 0.8450x− 0.4380y + 0.3322z − 5.5159

v = −0.3313x+ 0.1718y + 0.8529z − 24.3817

w = 0.3650x+ 1.0533y + 0.0880z + 9.6587

,

(47)

可得F2(x, y, z)的数值解

F2(x, y, z) =− 13.8546(0.8450x− 0.4380y

+ 0.3322z − 5.5159)2

+ 0.0940(−0.3313x+ 0.1718y

+ 0.8529z − 24.3817)2

+ 0.0940(0.3650x+ 1.0534y

+ 0.0880z + 9.6587)2. (48)

图 3给出了曲面F2(x, y, z) = 0 (z3和 z4)
和Lorenz轨线. z3和 z4两曲面中间的区域是

F2(x, y, z) > 0的区域, 也就是UP
L ,即Proteus

区域; z3曲面以上和 z4曲面以下的区域都是

F2(x, y, z) < 0的区域, 也就是UN
L , 即Nereus区

域. 从Lorenz轨线的运动来看, 在Proteus区域内
轨线可能穿过曲面F2(x, y, z) = 0 (这里关键是 z3

曲面), 跃入右平衡点周围; 但是在Nereus区域内,
轨线不会跃入右平衡点周围, 轨线运动稳定. 轨线
整个的运动规律和右平衡点类似, 不再赘述.
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图 3 左平衡点L(−6
√
2,−6

√
2, 27) 的准不稳定区域和

准稳定区域

图 4给出了左平衡点L(−6
√
2,−6

√
2, 27)各个

时刻的动态图. 当Lorenz曲线进入准不稳定区域
UP

L 时, 运动不稳定, 会在某些时刻穿过分界曲面
F2(x, y, z) = 0, 跳到另外一个平衡态中去, 离开
平衡点L(−6

√
2,−6

√
2, 27); 但在稳定区域UN

L 内,
轨线运动稳定, 始终在平衡点L(−6

√
2,−6

√
2, 27)

周围运动, 这些和图 2的结论完全一致 (右平衡点
R(6

√
2, 6

√
2, 27)).
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图 4 (a) t = 2.42; (b) t = 5.71; (c) t = 9.98; (d) t = 10.74

图 1和图 2给出右平衡点的情况; 图 3和

图 4给出左平衡点的情况, 图 5给出Lorenz曲线
的整体情况. 从图中可知: 当轨线在区域UN

R 和区

域UN
L 的交集UN

R ∩ UN
L 内, 轨线一定稳定, 不会跳

跃到另外一个平衡点中去; 当轨线在区域UP
R和区

域UP
L 的并集UP

R ∪ UP
L 内, 轨线可能会跳跃到另外
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一个平衡点中去.
若记集合UR与UL分别为

UR = {(x, y, z) ∈ R3|F1(x, y, z) = 0}, (49a)

UL = {(x, y, z) ∈ R3|F2(x, y, z) = 0}, (49b)

则有

R3 = UR ∪ UN
R ∪ UP

R = UL ∪ UN
L ∪ UP

L . (50)

集合UR, UN
R 和UP

R两两不交, 集合UL, UN
L 和UP

L

也两两不交, 简单计算之后有

R3 = (UN
R ∩ UN

L ) ∪ (UP
R ∪ UP

L ) ∪ (UR ∪ UL). (51)

维恩图 6中的绿色区域为UN
L , 蓝色区域为UP

L , 两
者中间的分界线为UL; 右斜线区域为UN

R , 左斜线
区域为UP

R ,两者中间的分界线为UR. 区域UP
R∪UP

L

就是红色框中的区域, 当然要把曲线UL与UR抠

出, 区域UN
R ∩ UN

L 是左上角那块区域.
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图 5 Lorenz曲线的准不稳定区域和准稳定区域
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图 6 集合UN
R ∩ UN

L 与UP
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L 维恩图 (概念图)

4 数值天气转折期预报和气候突变预
报中的使用方法与步骤

本文在理论上为数值天气转折期预报和气候

突变预报给出一种新思路与方法. 数值天气预报系

统是一个n 维动力系统

dx1

dt = f1(x1, x2, · · · , xn)

dx2

dt = f2(x1, x2, · · · , xn)

· · ·
dxn

dt = fn(x1, x2, · · · , xn)

, (52)

而Lorenz系统是三维动力系统. 在数学理论上来
看: 三维动力系统和n 维动力系统没有本质的区

别, 既然上述方法适用于Lorenz系统, 自然也会适
用于数值天气预报中的n维动力系统.

具体可通过以下步骤来进行:
1) 求出数值天气预报中的n维动力系统的平

衡点 

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · ·

fn(x1, x2, · · · , xn) = 0

, (53)

这一步从理论上没有难度;
2) 求出数值天气预报中的n维动力系统在各

个平衡点的线性近似方程, 用矩阵表示为
dX
dt = AX +B, (54)

这里的X = (x1, x2, · · · , xn)是离散之后的大气状

态变量, A是n维矩阵, B是n维向量, 矩阵A和向

量B可以算出, 甚至可以通过坐标平移使得向量
B = 0, 即为

dX

dt = AX; (55)

3) 求出矩阵A的特征值;
4)通过矩阵变换和坐标变换, 把 (55)式写为

ξ̇1

ξ̇2

· · ·

ξ̇n

 = B


ξ1

ξ2

· · ·

ξ̇n

 , (56)

矩阵B往往会有比较好的对角形式, 或者是块对角
形式, 具体计算时要用到高阶矩阵的计算;

5) 构造出函数

F (ξ1, ξ2, · · · , ξn) =
1

2

dρ
dt , (57)
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与

F (x1, x2, · · · , xn) =
1

2

dρ̂
dt ; (58)

6) 利用

F (x1, x2, · · · , xn) = 0, (59a)

F (x1, x2, · · · , xn) > 0, (59b)

F (x1, x2, · · · , xn) < 0, (59c)

求出各个各个平衡点的分界曲面、准稳定区域

(Nereus区域) 和准不稳定区域 (Proteus区域);
7) 分析不同区域内的运动特征, 在准不稳定

区域 (Proteus区域) 内, 系统轨线不稳定, 将在某
些时刻从该平衡点周围穿过分界曲面跳跃到其他

平衡点周围, 进入另外一个平衡态中, 即发生突
变, 发生突变的区域为敏感区域, 在数值天气预报
中转折期预报中, 或气候突变检测上, 可求出Pro-
teus区域, 以此来检测、预测突变; 但在准稳定区域
(Nereus区域) 内, 系统轨线稳定, 不会发生突变.

5 结 论

本文通过理论推导, 对Lorenz方程组的平衡
点进行稳定性分析: 对于每个平衡点来说, 有分
界曲面F (x, y, z) = 0, 其把R3分为准稳定区域

(Nereus区域) 和准不稳定区域 (Proteus区域). 在
Nereus 区域, F (x, y, z) < 0, 随时间 t增加ρ减少,
轨线在Nereus区域内的动力学特征保持稳定, 围
绕平衡点做相对规则运动, 在该区域内是稳定的.
在Proteus区域内, F (x, y, z) > 0, 随时间 t增加 ρ

增加, 轨线表现出不稳定的动力学特征, 存在某个
时刻, 轨线达到Proteus区域的边界, 并穿过曲面
F (x, y, z) = 0跳到另外一个平衡点周围中, 轨线的
动力学特征在该区域内是不稳定的.

本文给出了数值天气转折期预报和气候突变

的预报.
虽然本文给出了一种全新方法来预测气候突

变, 但真正的使用还很遥远. 首先本文的方法比
较粗糙, 不是太精细, 刻画出来的Nereus区域和
Proteus区域范围太宽, 特别是Proteus区域, 能否
让Proteus区域的范围小一点, 精细一点; 其次理论
上的实现到实际使用还有很多技术要克服, 一个无
法逃避的现实是数值天气预报对应的动力系统的

维数太高, 这就有一个高维矩阵计算问题, 如何解

决这个问题？最后大气系统的混沌度要比Lorenz
系统的混沌度高得多, 所以大气系统的非线性和复
杂性和Lorenz系统相比, 两者不是一个量级.
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Abstract
Based on the Lorenz equations, the dynamics of the weather turning period is studied about numerical weather

prediction. Through the analysis of the stability of equilibrium points of the Lorenz equations, we get the surfaces which
separate the quasi-stable region and quasi-unstable region. In the quasi-stable region, the path curve of the Lorenz
equations can remain relatively stable around the equilibrium points, however in the quasi-unstable region, the path
curve of the Lorenz equations can spring from this equilibrium point to another one. This is one of the important
dynamic characteristics of the Lorenz system, and the paper give new method and theory for the detection of the abrupt
change of climate.
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