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基于比例积分控制的电压反馈型Buck
变换器分岔∗
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( 2013年 10月 17日收到; 2013年 11月 5日收到修改稿 )

在分段光滑模型的基础上, 推导出基于比例积分 (PI) 控制的电压反馈型Buck变换器的光滑模型及离散
迭代模型. 证明了功率系统的混沌吸引子在负载线上运动, 并受到占空比的控制, 模型的流形围绕吸引子运
动并出现 1 周期、2周期及混沌现象; 推导出电压反馈型PI控制系统的输出电压与Buck变换器的输出电压成
线性关系, 在此基础上指出PI控制中的比例因子起主导作用; 分析了系统的倍周期分岔、边界碰撞和混沌现
象, 并展示了变换器状态的转移过程. 实验结果表明了理论建模分析和仿真的正确性.
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1 引 言

开关电源DC-DC变换器是一种典型的非线性
动力系统, 开关的导通和关断造成了变换器拓扑结
构的循环变化, 进而促使其行为发生变化. DC-DC
变换器循环变化中的每种电路拓扑结构均可用线

性光滑系统描述, 因此, DC-DC变换器是分段光滑
的动力系统, 具有丰富的动力学行为, 如倍周期分
岔、边界碰撞、混沌等 [1−8]. DC-DC变换器存在两
种工作模式: 连续导电模式 (CCM) 和断续导电模
式 (DCM): 在CCM模式下, 变换器可用两段光滑
系统描述; 在DCM模式下, 变换器可用三段光滑
系统描述. 当变换器参数发生变化时, 每一光滑系
统范围内会出现分岔现象, 如Hopf分岔等 [9]; 不同
光滑系统之间切换时会导致变换器工作模式的变

化, 也会发生分岔现象, 如边界碰撞等 [6,7,10,11]. 传
统的线性分析方法只能近似描述变换器行为, 对于
其非线性行为较难预测和处理. 因此, 从动力系统
的角度研究变换器的行为, 对于变换器的设计具有

重要的意义.
近年来, 国内外研究人员对分段光滑电路, 尤

其是DC-DC变换器基础结构 (Buck, Boost, Buck-
Boost)进行了深入的研究 [6−16]. 带有补偿的电流
反馈型Buck-Boost变换器在DCM模式下具有明
显的阵发现象和较弱的混沌现象 [10]; 并发现带有
补偿的峰值电流模式和谷值电流模式的DC-DC
变换器具有对称动态特性 [11]. 电流反馈二次型
Boost变换器在不同的参数变化时有着不同的分
岔路由, 存在工作模式转移现象 [12]. 电流反馈型
Buck-Boost变换器在输入电压和负载电阻等电路
参数宽范围变化时存在周期分岔、边界碰撞分岔、

鲁棒混沌和阵发混沌等复杂动力学行为 [13]. 电
流反馈型变换器由于电流的近似线性而容易分

析, 研究较为深入 [9−13]; 电压反馈型变换器由于电
压波形较为复杂, 较电流反馈型变换器研究难度
大 [14−16]. 双电压控制下的Buck变换器在参数变
化时会发生CCM和DCM的模式转换, 具有倍周
期分岔和边界碰撞分岔行为 [15]. 电压反馈型DCM
模式下的Boost变换器在反馈系数处于一定范围
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时, 会发生切分岔和阵发混沌现象 [16]. 以上研究均
在比例 (P)控制下展开, 而实际工程中常用比例积
分 (PI)控制作为DC-DC变换器的补偿环路, 由于
PI控制比P控制多出一个状态量, 使得系统多出一
个维度, 因而系统更为复杂. 此外, 基于PI控制的
电压反馈型DC-DC 变换器目前研究较少, 尤其是
PI因子对其行为的影响需要进一步研究.

本文以基于PI控制的电压反馈型Buck变换
器为例进行研究, 建立该变换器的分段光滑模型和
离散迭代模型, 通过分析各段光滑模型的不动点,
推导出系统的混沌吸引子, 明确系统的动力学行为
特点; 研究PI 控制的比例因子和积分因子对系统
分岔行为的影响, 并分析了系统的倍周期分岔、边
界碰撞分岔和混沌现象. 实验结果证明了理论分析
与仿真的正确性.

2 变换器建模

典型的基于PI控制的电压反馈型Buck变换
器拓扑结构如图 1所示. 其中, Vg是输入电压, Vo

是输出电压, iL是电感电流, Vref是参考电压, Vtri

是三角波; R1, C1 和运算放大器A1组成了PI控制
器, 其中R1与Ru, Rd决定了PI控制器中的比例
系数, C1与Ru, Rd共同决定了积分系数; A2 是占

空比生成器, 占空比由PI控制器的输出与三角波
比较决定. 当开关管S导通时, 二极管D关断, 电源
Vg 给负载提供能量, 电感电流变大; 当开关管S关
断时, 电感电流减小, 此时有两种情况: 若在电感
电流减小为零之前, 开关管S再次导通, 则称变换
器处于连续电流模式 (CCM); 当电感电流减小为
零时, 由于二极管D的反向截止作用, 电感电流将
一直保持为零, 若在此时开关管S再次导通, 则称
变换器处于断续电流模式 (DCM).
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图 1 基于PI控制的电压反馈型Buck变换器示意图

当开关管S导通时, 有
L
diL
dt = Vg − Vo,

C
dVo
dt = iL − Vo

R
.

(1)

当开关管S关断时, 有
L
diL
dt = −Vo,

C
dVo
dt = iL − Vo

R
,

iL > 0,

(2)

其中, 当变换器进入DCM工作模式时, iL是零, 故
可加入限制条件 iL > 0. 因此, (2)式中包含了C-
CM和DCM两种情况. (1)式和 (2)式对应的齐次
线性方程的系数矩阵一致, 其特征根及特征向量分
别为

λ1,2 = −α± jω, V1,2 =

αC ± jωC

1

 ,

其中,

α =
1

2RC
, ω =

√
4R2C/L− 1

2RC
.

Buck变换器在这两组光滑动力系统约束下工
作,因而属于分段光滑系统. 采用离散迭代法,对每
个周期T的起始时刻进行采样, 令 iL,n = iL(nT ),
Vo,n = Vo(nT ), CCM 模式下系统在DT时间内受

(1)式控制, 在 (1 − D) T时间内受 (2) 式控制, 令
iL,m=iL(nT+DT), Vo,m = Vo(nT +DT )为DT时

刻变换器的中间状态.
对于系统 (1) , 有iL,m

Vo,m

 = µ1

iL,n

Vo,n


= G1X1 +G2X2 +

Vg/R

Vg

 , (3)

其中,

G1 = Vo,n − Vg,

G2 = [iL,n − Vg/R− (Vo,n − Vg)αC]/(ωC),

X1 = e−αDT

cos(ωDT )

αC
1


− sin(ωDT )

ωC
1

 ,
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X2 = e−αDT

sin(ωDT )

αC
1


+ cos(ωDT )

ωC
1

 .

对于系统 (2), CCM状态下有iL,n+1

Vo,n+1

 = µ2

iL,m

Vo,m


= G3X3 +G4X4, (4)

其中,

G3 = Vo,m,

G4 = [iL,m − Vo,mαC]/(ωC),

X3 = e−α(1−D)T

cos(ω(1−D)T )

αC
1


− sin(ω(1−D)T )

ωC
1

 ,

X4 = e−α(1−D)T

sin(ω(1−D)T )

αC
1


+ cos(ω(1−D)T )

ωC
1

 .

DCM状态时, 在CCM基础上, 增加下式iDCM
L,n+1

V DCM
o,n+1

 = µ3

iL,n+1

Vo,n+1


=

 0

Vo,n+1 e−t3/(RC)

 , (5)

其中, t3表示电流 iL为零的持续时间.

CCM :

iL,n+1

Vo,n+1



= µ2

µ1



iL,n

Vo,n



 ,

DCM :

iDCM
L,n+1

V DCM
o,n+1


= µ3

µ2

µ1


iL,n

Vo,n




 .

(6)

根据 (3)—(5)式可以得到离散迭代模型, 如
(6)式所示, 其中µ1(·) 的输出是µ2(·)的输入, 在
DCM模式下, µ2(·)的输出是µ3(·)的输入. 根据离
散迭代模型表达式可知, 变换器状态量存在固有的
谐振频率ω, 开关周期T及占空比D的变化同样会

影响状态量的频率.
考虑到PI控制器中引入积分电容C1,因此,系

统状态量除了电感电流 iL, 输出电压Vo之外, 还多
出了电容C1的电压VC1. 根据电路结构, 电压VC1

的变化通过Vcon转化为占空比D的变化, 可得

Vcon =
R1 + r

r
Vref + VC1 +

R1

r
KVo, (7)

dD
dt =

1

VM

dVcon
dt =

1

VM

[
Vref
rC1

− R1K

rC
iL

+

(
R1

RC
− 1

C1

)
K

r
Vo

]
, (8)

其中, Vcon是PI控制器的输出, VM是三角波Vtri

的峰值电压, r = Ru//Rd , K = Rd/(Ru + Rd),
D = Vcon/VM.

由于开关的导通和关断导致了变换器拓扑结

构的变化, 描述电路行为的动力系统是分段光滑
的, 进而会具有边界碰撞等复杂的动态特性. 本
文通过使用 sigmoid函数, 将该两个分段光滑的系
统近似成为单一的光滑系统, 用统一的方程组描
述. sigmoid函数表达式如 (9) 式所示, 不同参数B

对应的图形如图 2 所示; 当参数B趋向于无穷时,
sigmoid函数趋向于阶跃函数.

sigmoid = 1/(1 + exp(B(t− Tthreshold))). (9)
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图 2 sigmoid函数示意图

将系统的状态量设为X = [iL, Vo, D, τ ], 其动
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力学方程可写为如下形式:

diL
dt =

1

L

(
1

1 + expB(τ −DT )
Vg

−Vo

)
(iL > 0),

dVo
dt =

1

C

(
iL − Vo

R

)
,

dD
dt =

1

VM

[
Vref
rC1

− R1K

rC
iL

+

(
R1

RC
− 1

C1

)
K

r
Vo

]
,

dτ
dt = 1 (modT ),

(10)

其中, 引入 τ将非自制系统转化为自治系统, T是
三角波的周期; B是参数, 当B趋于正无穷时, (10)
式退化为 (1) 和 (2) 式. (10)式是高维非线性微分
方程组, 包含了CCM和DCM两种模式, 且将两个
分段光滑的子系统统一成一个系统. 该系统中, 状
态量D实际是离散变化的值, 每一个周期内仅有一
个对应的值, 控制系统通过改变D来改变Buck变
换器工作在开关管导通和关断的时间.

至此, 本文中共使用了三种模型描述图 1变换

器, 它们分别是 (1)式, (2)式和 (8)式 (模型 I); (6)
式 (模型 II) 以及 (10)式 (模型 III). 其中, 模型 I描
述了变换器的连续时间域中的行为, 是分段光滑模
型; 模型 II是在模型 I的基础上离散后的迭代模型,
用于本文的仿真计算; 模型 III将分段光滑的模型 I
近似统一为光滑连续系统, 可以从更加全局的角度

描述系统的行为, 当模型 III中的参数B趋于无穷

时, 模型 III退化为模型 I. 由于目前的动力系统学
难以完全了解模型 III的行为, 本文使用模型 III得
出系统吸引子的基本性质.

3 模型动力系统行为分析

将描述该变换器的方程分为功率和控制两个

系统进行研究: 功率系统部分由 (1)和 (2) 式描述
的系统组成; 控制系统部分包括描述PI控制器及
脉冲宽度调制 (PWM)生成器的方程, 主要状态
量包括描述稳态误差的电压VC1, PI控制器的输
出Vcon和体现最终控制结果的占空比D. 两个光
滑的系统 (1) 和 (2) 在控制环路的作用下交替工
作, 构成了分段光滑的动力系统, 塑造了Buck变
换器的动力系统行为. 本文各参数取值情况如下:
Vg = 20 V, L = 1 mH, C = 47 µF, R = 10 Ω,
Ru = 90 kΩ, Rd = 10 kΩ, Vref = 0.8 V, Vtri的最

大值是 1 V, 最小值 0 V, 频率F = 5 kHz; R1与C1

是PI控制器的参数, 若无说明, C1 = 1 µF, 本文重
点研究这两个参数对Buck变换器行为的影响.

3.1 功率系统分析

考察功率系统的行为特点: 开关导通时 ((1)
式) 的不动点是 (Vg/R, Vg), 开关关断时 ((2)式)
的不动点是 (0, 0). 这两个光滑系统的方向场如
图 3所示, 均为全局收敛, 从任意点出发的流形最
终均收敛于各自的不动点.


∫

T

(
1

1 + expB(τ −DT )
Vg − Vo

)
dτ = 0

iL − Vo
R

= 0

⇒


iLstable =

D · Vg
R

Vostable = D · Vg

. (11)

系统达到稳态时是 1周期, 根据 (10)式, 周期
内 iL和Vo的定点的平均值如 (11)式使所示, 进而
可得稳态时的系统状态 (iLstable, Vostable), 通过其
表达式可知, 点 (iLstable, Vostable) 位于Vo = iL·R
的负载线上, 受到占空比D的控制. 此时的系统
流形环绕着点 (iLstable, Vostable) 做1周期运动. 占
空比的变化会引起系统稳态点 (iLstable, Vostable)
的变化, 从而影响系统的行为, 产生分岔及混沌
现象.

图 4是 (1)和 (2)式合并后的相图, 其中实线和

虚线分别表示 (1)和 (2)式流形的方向, “*”点即为
(iLstable, Vostable) 点, 其所在直线是负载线. 负载
线将第一象限分为A, B两部分, 仅负载线上的电
压变化率为零, 系统性质如表 1所示, 当流形环绕
点 (iLstable, Vostable) 运动时, 根据状态量导数的
正负性质分为四个状态: A-On, A-Off, B-On, B-
Off, 其中∠ − 90◦—0◦表示A-On相应状态下流形
前进方向的角度. 根据以上讨论可知, 流形围绕
点 (iLstable, Vostable) 在有限的区域内发生周期、分
岔、混沌等现象, 不会趋于无穷, 并且点 (iLstable,
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Vostable) 是该系统的一个混沌吸引子.
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图 3 (a) (1)式动力系统所对应的方向场; (b) (2) 式动
力系统所对应的方向场
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图 4 Buck变换器的方向场, 其中实线表示 (1) 式的方
向场, 虚线表示 (2)式的方向场

3.2 控制系统分析

考察控制环路, PI控制器中电容C1上的电压

VC1表示输出电压Vo与由Vref 设定的额定值之间

的稳态误差, 可近似为一个常数, 如图 5所示, 在给
定R1的情况下VC1基本保持恒定. 根据 (7)式所
示的PI控制器输出电压Vcon与功率部分输出电压

Vo的关系,可知Vcon与Vo呈线性关系,如图 6所示.
可以看出, 当R1 = 10 kΩ时, 电压波动幅值较小,
使得占空比在合理的范围内变化; 当R1 = 40 kΩ
时, 电压波动幅值较大, 超出了三角波的幅值范围,
此时功率系统发生了2周期的分岔.

表 1 Buck变换器单位周期内相图性质

变换器拓扑结构
导数 (diL/dt, dVo/dt)正负极性及流形方向

iL = 0, DCM A区域 B区域

(1)式, 开关管导通 — (+,−); A-On, ∠− 90◦—0◦ (+,+); B-On, ∠0◦—90◦

(2)式, 开关管关断 (0,−); A-Off, ∠− 90◦ (−,−); A-Off, ∠− 90◦—−180◦ (−,+); B-Off, ∠90◦—180◦
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1

图 5 PI控制器中C1电压 VC1与电阻R1的关系

3.3 分岔分析

PWM发生器产生占空比D, 其与Vcon的关系

如 (8)式所示, 其中VM是三角波的峰值. 因此, D
的变化反映了输出电压Vo的波动, 从而起到了负
反馈的作用, 稳定输出电压. 当变换器中其他参数
不变, 仅将R1变大, 即PI控制中的比例因子变大,
根据 (7)式, Vcon 的直流部分将变大; 为了保持占
空比不变, Vcon只能增大波动, 以此抵消变大的直
流分量, 从而将引起分岔、混沌等现象. 因此, 分
岔将随着R1的变大而出现, 分岔图如图 7 (a)所示,
当R1 = 36.93 kΩ时, 系统发生倍周期分岔, 输出电
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压Vo由 1周期变为 2周期. 当电感电流出现零时,
变换器由CCM模式进入DCM模式, 从图 7 (b)可
以看出, 当R1 = 44.92 kΩ 时, 电感电流出现零, 即
系统发生边界碰撞, Buck变换器从CCM模式进入
DCM模式.

V
c
o
n

Vo

7.4 7.6 7.8 8.0 8.2 8.4 8.6 8.8
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R=40 kW

R=10 kW

图 6 PI控制器输出电压 Vcon与功率级输出电压 Vo成

近似线性关系

当变换器中其他参数不变, 仅将C1变小, 即

PI控制中的积分因子变大, 此时输出电压可迅速
收敛, 但过大的积分因子易产生分岔现象, 因此分
岔将随着C1的减小而出现. 比较PI参数R1和C1

对变换器分岔的影响可知, 当R1使得变换器发生

分岔时, C1无法将分岔消除, 故R1起主导作用, 如
图 8所示.

图 9 (a)是 1周期下电感电流 iL和输出电压Vo

的相图, 此时R1 = 10 kΩ, C1 = 1 µF, 图中点M

和点N的切线是水平的, 表明M和N点处的电压

变化率为零, 从另一个角度看, 点M和点N在负

载线上. 图中PN段对应于A-On状态, NQ段对

应于B-On状态, QM段对应于B-Off状态, MP段

对应于A-Off状态. 图 9 (b) 是 1周期下PI控制器
输出电压Vcon与三角波Vtri的相图, 图中的直线表
示Vcon等于Vtri, 即该线与相图的交点表明PWM
发生器的输出发生反转. 从图中可以看出, Vcon与

Vtri的相图与直线有两个交点, 电路处于 1周期状
态. 图 9 (c)中虚线框内表示的是单位周期内变换
器状态转换的路径, 可以看出此时是 1周期下的变
换器状态转换路径.
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图 7 (a) 输出电压 Vo关于参数R1 的分岔图; (b) 电感电流 iL关于参数R1的分岔图
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图 10 (a)是 2周期下电感电流 iL和输出电压

Vo的相图, 此时R1 = 40 kΩ, C1 = 1 µF, 图中
点K, L, M , N处的切线是水平的, 表明这些点
处的电压变化率为零, 即点K, L, M , N在负载

线上. 图中PK段对应于A-On状态, KQ对应于

B-On状态, QN对应于B-Off状态, NS对应于A-
Off状态, SL对应于A-On状态, LT对应于B-On
状态, TM对应于B-Off状态, MP对应于A-Off状
态. 图 10 (b) 是 2周期下PI控制器输出电压Vcon

与三角波Vtri的相图, 可以看出Vtri有两次突变, 因
此是 2周期循环; 图中表示Vcon与Vtri相等的直线

与相图有四个交点, 再次表明每两个周期为一个
循环. 图 10 (c) 是2周期下变换器状态的转换路径,
可以看出最小状态循环的路径与1周期相同.

图 11 (a)是R1 = 50 kΩ, C1 = 1 µF时的相
图, 对比图 10所示相图可知, 此时变换器处于D-

CM模式下, 其中, MN所在直线是负载线, PN

对应A-On, NQ对应B-On, QS对应B-Off, ST对
应B-On, TM对应B-Off, MO对应A-Off, OP对应
A-Off. 在图 11 (b) PI控制器输出电压Vcon与三角

波Vtri的相图中, Vtri有两次突变, 因此是 2周期循
环. 图 11 (c)是2周期下变换器状态的转换路径, 此
时电路从CCM模式进入DCM模式, 可以看出当
发生边界碰撞后, 单位周期内最小状态循环的路径
发生了变化.

图 12所示是R1 = 10, 40, 60 kΩ时输出电压
的功率谱密度, 可以看出, 在R1 = 10 kΩ时, 仅有
5 kHz的频率; 在R1 = 40 kΩ 时, 1 周期的 5 kHz
的频率分为 2.5 kHz的 2周期, 此时出现了分岔; 在
R1 = 60 kΩ时, 输出电压Vo 进入混沌状态, 其功
率谱密度已没有明显的频率 峰值.
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4 实验结果与讨论

实验电路原理图如图 13所示. 各主要参数取
值情况如下: Vg = 20 V, L = 1 mH, C = 47 µF,
R = 10 Ω, Ru = 90 kΩ, Rd = 10 kΩ, Vref = 0.8 V
(LM358 的 3脚), Vtri的最大值是 1 V, 最小值 0 V,
频率F = 5 kHz, C1 = 1 µF, R1可调.

图 14是R1取不同值时的测量结果, 其中, 当
R1 = 10 kΩ时的测量结果如图 14中 (a)组所示,
与图 9一致, 此时变换器处于 1周期CCM模式;
当R1 = 40 kΩ时的测量结果如图 14 (b) 组所示,
与图 10一致, 此时变换器处于 2周期CCM模式;
当R1 = 50 kΩ的测量结果如图 14 (c) 组所示, 与
图 11一致, 此时变换器处于 2周期DCM模式. 实
验结果验证了文中的理论分析与仿真结果.
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(a1) (a2) (a3)

(b1) (b2) (b3)

(c1) (c2) (c3)

图 14 (a)组图在R1 = 10 kΩ 条件下测量; (b) 组图在R1 = 40 kΩ条件下测量; (c) 组图在R1 = 50 kΩ条件下
测量; 第一列是 iL-Vo相图, 第二列是 Vcon-Vtri相图, 第三列是 iL波形图

5 结 论

本文以基于PI控制的电压反馈型Buck变换
器作为研究对象, 对Buck变换器中的各种拓扑结
构建立线性动力系统模型, 这些模型构成的分段光
滑动力系统模型描述了Buck变换器的动力学行为;
分析每段动力系统模型的方向场, 指出Buck变换
器的混沌吸引子, 其系统状态的流形将围绕该吸引
子在有限的区域内运动; 推导出PI控制系统的输
出控制量与输出电压之间的关系, 指出PI控制系
统中比例因子与积分因子的作用; 分析变换器的倍
周期分岔、边界碰撞及混沌等动力学行为, 给出了
基于PI系数的分岔条件, 展示了变换器的状态转
移过程. 仿真结果及实验结果验证了理论分析的正
确性. 本文对DC-DC变换器的设计及稳定性分析
具有指导意义.
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Bifurcation of proportion-integration-based
voltage-mode Buck converter∗
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Abstract
Based on the piecewise smooth model, the smooth model and the discrete iterative model of proportion-integration

(PI)-based voltage-mode Buck converter are derived. In this paper, it is proved that the chaotic attractor moves on
the load line and is controlled by duty cycle, and that the manifold of the model moves around the chaotic attractor
accompanied by the occurrences of period 1, period 2 and chaos phenomenon. The linear relationship between output
voltage of the PI-controller and output voltage of Buck converter is derived, and then reveals that the proportional factor
is a dominant one in PI controller. The period-doubling bifurcation, border collision and chaos are analyzed, and the
state transfer process is exhibited. Experimental results verify that the theoretical modeling analysis and the simulation
are correct.
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