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基于变换热力学的任意形状热集中器研究与设计∗
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如何灵活地控制和操纵热流是目前研究的热点. 本文根据变换热力学方法, 导出了具有任意横截面形状
热集中器的材料参数表达式, 并在此基础上设计了具有圆形、椭圆形、正五边形等规则横截面形状的热集中器
和具有共形、非共形任意横截面形状的热集中器. 全波仿真结果表明, 这些热集中器使等温线和热通量向其压
缩区弯曲, 靠近热源的一侧热扩散加快而相反的一侧热扩散减慢, 在很小的区域内表现出对热量的集中作用,
这一特点在热能工程中有潜在应用. 此外, 研究了圆柱形热集中器的层化实现方法. 结果显示, 热集中器可通
过将同性材料沿角向分层交替填充来实现. 这项工作对热集中器的设计及制备具有指导意义.
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1 引 言

众所周知, 物理方程描述了物质的运动, 例如,
麦克斯韦方程描述了电磁场的变化规律; 薛定谔方
程描述了微观世界的运动; 波动方程描述了声波在
弹性介质内的传播; 热传导方程描述了热扩散现
象及其变化规律; 爱因斯坦方程反映了时空曲率
与质量的关系. 2000年, Pendry[1]证明当材料的介

电常数和磁导率同时为−1时, 介质平板能够实现
完美成像. 2001年, Shelby[2]等制备了第一块等效

介电常数和磁导率同时为负的左手材料, 并在微波
频段实验证实了其负折射效应. 2003年, 左手材料
[3]的发现被≪ Science ≫评为十大科技突破之一.
2006年, Leonhardt和Pendry等 [4,5]提出利用坐标

变换设计光学隐形斗篷的方法. 同年, Schurig等
[6]在微波频段采用超材料实验证实了电磁隐形斗

篷现象, 随后集中器 [7]、超散射 [8]、超吸收 [9]、旋转

器 [10]、隐形门 [11]、透明体 [12]、外斗篷 [13,14]、转移斗

篷 [15]、半空斗篷 [16]等超材料电磁器件也被纷纷设

计出来, 掀起了变换光学研究的热潮. 最近, 人们
将变换光学思想应用于量子力学 [17]、声学 [18,19]、弹

性力学 [20,21]、等离子体力学 [22]和热力学 [23−25]等

物理分支学科并取得成功. 现已证明, 在物理方程
相同的条件下, 如果材料的等效物理参数取天然材
料所不具备的特殊值, 那么物质的运动规律将发生
改变; 如果材料的物理参数可取任意值, 则人们几
乎可以通过改变材料任意控制物质的运动.

2012年, Guenneau等 [26]证明, 二维热传导方
程具有形式不变性, 并导出了变换媒质热导率的
表达式, 发展了变换热力学, 同时演示了圆柱形斗
篷和集中器的设计过程及性能. 最近, Narayana
等 [27]应用有效媒质思想, 通过两种普通媒质的层
化复合模拟原本连续取值的各向异性热导率媒

质, 并以圆形为例实现了热集中器和旋转器; Han
等 [28]证明将自然材料交替填充, 通过调整其填充
率可以得到各向异性媒质, 扩展了有效媒质思想在
热器件设计中的应用, 同时分别展示了用橡胶/环
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氧树脂和木材/不锈钢制成的热斗篷; Schittny等
[29]采用铜和聚二甲硅氧烷制作了二维圆形热斗

篷, 并记录斗篷温度分布随着时间的变化, 证实了
其热隐身效果; He等 [30]设计出开放式热斗篷, 其
内部区域的温度近似等于开口区域的温度; Yang
等 [31]导出了具有共形任意横截面形状的热斗篷

变换媒质热导率表达式, 并展示了四组仿真实例;
Guenneau等 [32]利用几何形变与材料参数变化之

间的等效关系, 导出了热旋转器的热导率, 并给出
了圆柱形热旋转器的设计过程.

在众多热器件的应用中, 热集中器作为一种高
效的热能收集与捕获技术 [33], 其在太阳能收集利
用、高灵敏度温度传感及热伪装等方面有很大的应

用潜力. 然而据我们所知, 目前有关热集中器的文
献报道非常少 [26,27], 并且考虑到先前所有的理论
分析, 数值模拟及参数设计都是针对圆柱形这样规
则对称的形状, 因此不适用于其他形状热集中器的
设计. 为解决此问题, 本文导出了具有任意横截面
形状热集中器扩展区和压缩区变换媒质的通用表

达式, 设计并仿真了具有规则横截面形状和具有共
形/非共形任意横截面形状的热集中器, 以此来验
证表达式的有效性和集中器的集热功能; 最后为
了促进热集中器的物理实现, 还探讨了其层化实现
方法.

2 理论与方法

热量总是自发地从高温区域扩散至低温区域,
这个过程由热传导方程决定, 其与热源、温度梯度、
媒质热导率和边界条件有关, 可表示为

ρc
∂T

∂t
= ∇ · (κ∇T ) +Q, (1)

式中∇表示梯度算符, ρ, c和κ分别表示媒质的密

度、热容量和热导率, T是温度, Q为热源. 在稳态

无源区域中, Q = 0, ∂T/∂t = 0, 则方程 (1)进一
步简化为∇ · (κ∇T ) = 0, 该方程在变换空间中可
写为

∇′ · (κ′∇′T ′) = 0, (2)

式中κ′, T ′分别代表变换空间中的温度和媒质热导

率, ∇′表示变换空间中的梯度算符. 变换空间与原
坐标空间媒质热导率的关系为 [26]

κ′ =
JκJT

det(J) , (3)

式中

J =
∂(x′, y′, z′)

∂(x, y, z)

=


∂x′/∂x ∂x′/∂y ∂x′/∂z

∂y′/∂x ∂y′/∂y ∂y′/∂z

∂z′/∂x ∂z′/∂y ∂z′/∂z


为雅可比变换矩阵, JT为J的转置, det(J)是矩阵
行列式.

任意横截面形状热集中器的坐标变换如

图 1所示, 图中Ω与Ω′分别表示原坐标空间和

变换空间. 为实现集热, 需将原坐标空间中
r 6 R2(θ)的区域沿径向压缩到变换空间中的

区域, 而将R2(θ) 6 r 6 R3(θ)的区域扩展到

R1(θ
′) 6 r′ 6 R3(θ

′)的区域.
在扩展区 [R1(θ

′) 6 r′ 6 R3(θ
′)], 坐标变换方

程表示为

r′ =
R3(θ)−R1(θ)

R3(θ)−R2(θ)
r

+
R3(θ)[R1(θ)−R2(θ)]

R3(θ)−R2(θ)
,

θ′ = θ, z′ = z. (4)

r/R3↼θ↽

r/R2↼θ↽

rϕ/R3↼θ∋↽

rϕ/R1↼θ∋↽

y

x

Ω ∋Ω

xϕ

y ϕ

(a) (b)

图 1 任意横截面形状热集中器坐标变换示意图 (a) 原坐标空间; (b) 变换空间
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在直角坐标系表示为

x′ =
R3

(
arctan y

x

)
−R1

(
arctan y

x

)
R3

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)x

+
R3

(
arctan y

x

)
R3

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)
×
[
R1

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)]
× x√

x2 + y2
, (5a)

y′ =
R3

(
arctan y

x

)
−R1

(
arctan y

x

)
R3

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)y

+
R3

(
arctan y

x

)
R3

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)
×
[
R1

(
arctan y

x

)
−R2

(
arctan y

x

)]
× y√

x2 + y2
, (5b)

z′ = z. (5c)

将上式代入方程 (3), 可求得扩展区变换媒质
的热导率为

κ′
xx =

A2
1 +A2

2

A1B2 −A2B1
κ,

κ′
xy =

A1B1 +A2B2

A1B2 −A2B1
κ; (6a)

κ′
yy =

B2
1 +B2

2

A1B2 −A2B1
κ,

κ′
zz =

1

A1B2 −A2B1
κ. (6b)

式中A1, A2, B1, B2的表达式分别为

A1 = k1 − a sin θ cos θ + k2
r

sin2 θ

− b

r
sin θ cos θ, (7a)

A2 = a cos2 θ − k2
r

sin θ cos θ + b

r
cos2 θ, (7b)

B1 = − a sin2 θ − k2
r

sin θ cos θ − b

r
sin2 θ, (7c)

B2 = k1 + a sin θ cos θ + k2
r

cos2 θ

+
b

r
sin θ cos θ. (7d)

上式中, 参数k1, k2, a, b分别满足

k1 =
R3(θ)−R1(θ)

R3(θ)−R2(θ)
,

k2 =
R3(θ)[R1(θ)−R2(θ)]

R3(θ)−R2(θ)
, (8a)

a =
[R3(θ)−R2(θ)][R

′
3(θ)−R′

1(θ)]

[R3(θ)−R2(θ)]2

− [R3(θ)−R1(θ)][R
′
3(θ)−R′

2(θ)]

[R3(θ)−R2(θ)]2
, (8b)

b =
R′

3(θ)[R1(θ)−R2(θ)]

R3(θ)−R2(θ)

+
R3(θ)[R

′
1(θ)−R′

2(θ)]

R3(θ)−R2(θ)

− R3(θ)[R1(θ)−R2(θ)][R
′
3(θ)−R′

2(θ)]

[R3(θ)−R2(θ)]2
.

(8c)

在压缩区 [r′ 6 R1(θ
′)], 坐标变换方程为

r′ =
R1(θ)

R2(θ)
r, θ′ = θ, z′ = z. (9)

转化为直角坐标系的形式为

x′ = r′ cos θ′ =
R1

(
arctan y

x

)
R2

(
arctan y

x

)x,

y′ = r′ cos θ′ =
R1

(
arctan y

x

)
R2

(
arctan y

x

)y,
z′ = z. (10)

将 (10)式代入 (3)式, 得压缩区变换媒质的热
导率为

κ′
xx =

C2
1 + C2

2

C1D2 − C2D1
κ,

κ′
xy =

C1D1 + C2D2

C1D2 − C2D1
κ; (11a)

κ′
yy =

D2
1 +D2

2

C1D2 − C2D1
κ,

κ′
zz =

1

C1D2 − C2D1
κ. (11b)

其中

C1 = k3 − k4 sin θ cos θ, C2 = k4 cos2 θ,

D1 = −k4 sin2 θ, D2 = k3 + k4 sin θ cos θ.
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并且

k3 = R1(θ)/R2(θ),

k4 =
[R2(θ)R

′
1(θ)−R1(θ)R

′
2(θ)]

R2
2(θ)

.

需注意的是上述所有式中R′(θ) = dR(θ)/dθ. 方
程 (6)和 (11)分别给出了扩展区和压缩区变换媒质
热导率的通用表达式.

3 结果与讨论

采用COMSOL软件进行全波仿真. 仿真条件
如下: 左、右边界分别对应高温区 (600 K)和低温
区 (293.15 K), 上下边界为绝缘边界, 背景媒质为
铜. 20 ◦C时铜的密度为ρ = 8700 kg/m3, 热导率
为κ = 400 W/(m ·K),热容量为 c = 385 J/(kg ·K).
扩展区和压缩区变换媒质的材料参数由方程 (6) 和
(11) 决定.

3.1 共形横截面热集中器

为了验证变换媒质热导率表达式的正确性, 我
们首先考虑圆柱形热集中器, 单位圆基本参数方程
为R(θ) = 1, 仿真时将边界设为R1(θ) = 0.1R(θ),
R2(θ) = 0.2R(θ), R3(θ) = 0.3R(θ).

-0.5 0 0.5

x/m x/m

-0.5 0 0.5

-0.5 0 0.5

x/m x/m

-0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

y
/
m

y
/
m

-0.5

0

0.5

293.15 600

(a) (b)

(c) (d)

图 2 (网刊彩色) (a) 无圆柱形热集中器时的温度分布;
(b) 有圆柱形热集中器时的温度分布; (c)和 (d)分别对应
(a)和 (b)中等温线和热通量的分布

图 2给出了圆柱形热集中器的仿真结果, 其中

图 2 (a)和 (b)表示温度分布, 图 2 (c)和 (d)为对应
的热传导图, 图中绿色和灰色实线分别代表等温
线和热通量. 图 2 (b)和 (d)中扩展区和压缩区变换
媒质的材料由方程 (6)和 (11)计算得出, 作为比较,
图 2 (a)和 (c)中所有的材料都是铜. 由图 2 (a)和
(c)不难看出, 在全铜条件下热量均匀地从高温区
域流向低温区域; 而由图 2 (b)和 (d)可以看出, 使
用各向异性非均匀材料时, 热集中器扩展区中的一
部分等温线和热通量被压缩到压缩区中, 使靠近热
源一侧 (左)的热扩散加快而相反一侧 (右)的热扩
散减慢, 热量被集中到很小的区域, 表现出集热效
应, 这与文献 [26]的结论一致.

x/m x/m

y
/
m

-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

(a) (b)

图 3 (网刊彩色) 椭圆柱形热集中器 (a) 温度分布; (b)
等温线和热通量分布

椭圆柱形热集中器的仿真结果见图 3所示. 一
般地, 椭圆的参数方程表示为

R(θ) =
ab√

b2 cos2(θ) + a2 sin2(θ)
,

其中 a, b分别对应椭圆的长半轴长和短半轴长.
仿真时取a = 0.075 m, b = 0.05 m, 边界设置为
R1(θ) = R(θ), R2(θ) = 1.5R(θ)及R3(θ) = 2R(θ).
由图 3 (a)显示的温度分布可看出, 热量向集中器
压缩区集中, 具有集热作用; 由图 3 (b)显示的等
温线和热通量分布可看出, 集中器扩展区的等温
线和热通量有规律地被吸引到压缩区中. 理论上,
R2(θ)/R1(θ)的比值越大集热现象越明显.

对正五边柱形热集中器, 仿真结果见图 4 , 其
中图 4 (a)表示温度分布, 图 4 (b)表示等温线和热
通量分布. 通常, 正多边形的基本参数方程可
表示为

R(θ) =
a0 tan(π/2− π/N)

2 cos(θ − 2(n− 1)π/N − θ0)
,

其中a0是正多边形的边长, θ0为旋转角, N为沿顺
时针方向各边的编号. 仿真时选择正五边形, 设其
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内、中、外环的外接圆半径分别为0.04 m, 0.12 m和
0.18 m. 由图 4 (a)所表示的温度分布以及图 4 (b)
所表示的等温线和热通量分布可以看出, 正五边柱
形热集中器同样具有明显的集热效果.

x/m x/m

y
/
m

-0.3 0 0.3 -0.3 0 0.3
-0.3

0

0.3

(a) (b)

图 4 正五边形热集中器 (a) 温度分布; (b) 等温线和
热通量分布

图 5表示了共形任意横截面形状热集中器的

仿真结果. 类似地, 图 5 (a)和 (b)分布表示温度分
布及等温线和热通量分布. 仿真时, 边界函数设为
一般曲线

R(θ) = 0.4 + 0.1 sin(θ) + 0.1 sin(3θ) + 0.15 sin(5θ),

同时内、中、外边界曲线分别取R1(θ) = 0.1R(θ),
R2(θ) = 0.2R(θ)和R3(θ) = 0.3R(θ). 显而易见,
该共形横截面形状热集中器也具有显著的集热

效果.

y
/
m

x/m x/m

-0.3 0 0.3 -0.3 0 0.3
-0.3

0

0.3

(a) (b)

图 5 共形任意形状热集中器 (a) 温度分布; (b) 等温
线和热通量分布

3.2 非共形横截面热集中器

上述介绍的都是具有共形横截面形状的热集

中器, 但考虑到实际应用中可能涉及到非共形横截
面形状的热集中器, 接下来我们将讨论这种更为复
杂的情况, 从而进一步验证方程 (6)和 (11)的通用
性. 值得注意的是,求解热集中器的材料参数时,横
截面非共形的情况要比共形的情况复杂得多. 下面
是一个具有非共形横截面形状的热集中器的仿真

实例. 仿真时将边界曲线的参数方程R1(θ), R2(θ)

和R3(θ)分别取为

R1(θ) = [12 + 2 cos(θ) + sin(2θ)− 2 sin(3θ)]/320,

R2(θ) =
1

150
[20− 0.5 cos(4θ) + sin(4θ)

− 2 cos(4θ)],

R3(θ) =
1

48
[10 + sin(θ)− cos(3θ) + 2 sin(5θ)

− 0.4 sin(7θ)].

y
/
m

x/m x/m

-0.4 0 0.4 -0.4 0 0.4
-0.4

0

0.4

(a) (b)

图 6 非共形任意形状热集中器 (a) 温度分布; (b) 等
温线和热通量分布

图 6给出了相应的仿真结果. 由图 6 (a)和 (b)
可见, 与前述圆柱形、椭圆柱形、正多边柱形以及共
形任意横截面形状的热集中器一样, 该集中器显示
出了典型的集热效应, 上述结果表明所导出方程也
可用于复杂形状热集中器的设计和求解.

4 热集中器的层化实现

现在考虑热集中器的制备方法. 以圆柱形
为例, 将压缩区和扩展区变换媒质热导率写为对
角张量的形式, 则压缩区 [r′ 6 R1(θ

′)]为κ′
r = κ,

κ′
θ = κ; 扩展区 [R1(θ

′) 6 r′ 6 R3(θ
′)]为

κ′
r =

[(
r′ +R3

R2 −R1

R3 −R2

)/
r′
]
κ,

κ′
θ =

[
r′
/(

r′ +R3
R2 −R1

R3 −R2

)]
κ.

显然, 压缩区的热导率取常数值, 很容易实现, 而
扩展区的热导率呈各向异性分布, 其实际制备相
当困难. 为了消去扩展区变换媒质热导率分布的
各向异性, 接下来将引入基于有效媒质理论的分
层实现方法. 不难发现, 对于内外共形的圆柱形热
集中器, 扩展区变换媒质热导率的径向分量大于
角向分量 (κ′

r > κ′
θ), 这与Guenneau等提出的热斗
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篷 [26] 不同, 在那里热导率的径向分量小于角向分
量 (κ′

r < κ′
θ), 故在讨论热斗篷的分层实现时, 采用

的是沿径向分层的思想, 并用M层同心层状结构

消去热导率的各项异性. 对于热集中器, 由于扩展
区径向和角向热导率之间的关系为κ′

r > κ′
θ, 因此

采用沿角向进行分层的思想, 将整个扩展区划分为
M 个扇形区, 每个扇形区又由A, B两区各项同性
的材料组成. 分区后, A, B两区材料热导率κA, κB

与原扩展区变换媒质热导率κ′
r, κ′

θ之间的关系为

1

κ′
θ

=
1

1 + η

(
1

κA
+

η

κB

)
,

κ′
r =

κA + ηκB
1 + η

. (12)

假设A, B两区扇形面积相等, 则 η = 1, 上式

进一步简化为

κA = κ′
r +

√
κ′2

r − κ′
rκ

′2
θ ,

κB = κ′
r −

√
κ′2

r − κ′
rκ

′2
θ . (13)

将方程 (3)代入方程 (13), 即可求出A, B两区各向
同性材料的热导率.

图 7给出了圆柱形热集中器分层实现效果, 其
中图 7 (a)—(c)分别对应M = 40层、M = 60层和

M = 80 层的仿真结果. 不难看出, 在三种情况下
分层热集中器都能很好地实现集热, 具体表现是热
通量和等温线向压缩区汇聚. 此外, 随着分层数的
增加, 热通量分布曲线和等温线抖动变小, 并逐渐
趋于平滑.
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/
m

x/m x/m x/m

-0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5 -0.5 0 0.5

-0.5

0

0.5

y
/
m

-0.5

0

0.5

y
/
m

-0.5

0

0.5

(a) (b) (c)

图 7 圆柱形热集中器的分层实现效果 (a) M = 40层; (b) M = 60 层; (c) M = 80层

5 结 论

基于变换热力学, 导出了任意横截面形状热集
中器扩展区和压缩区变换媒质热导率的一般表达

式, 在此基础上设计了具有圆形、椭圆形、正五边形
等规则横截面形状的热集中器和具有共形、非共形

任意横截面形状的热集中器, 并通过COMSOL软
件进行了全波仿真. 结果表明, 对于所有形状的热
集中器, 扩展区中的部分等温线和热通量都将汇聚
到压缩区中, 使靠近热源的一侧热扩散加快而相反
一侧的热扩散减慢, 热量被集中到很小的区域, 表
现出集热效应, 并且R2(θ)/R1(θ)的比值越大集热

效果越明显. 此外, 基于有效媒质思想讨论了热集
中器的层化实现方法, 以圆柱形为例, 分析了热集
中器与热斗篷在热导率分布上的区别, 并通过沿
角向分层的方式验证了热集中器层化实现的可行

性. 相信这项工作将会对热集中器的设计和制备产
生积极影响. 本文导出的热集中器扩展区和压缩

区变换媒质热导率表达式的前提是稳态和无源, 下
一步工作将研究有源非稳态条件下的热扩散问题

及新热现象和热器件的设计, 以促进变换热力学的
发展.
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Abstract
How to control and manipulate the heat flow in a flexible way is a hotspot of current research. According to

transformation thermodynamics method, material parameter expressions for thermal concentrator with an arbitrary cross
section are derived, and thermal concentrator with special symmetrical profiles, such as circle, ellipse, and pentagon,
as well as thermal concentrator with arbitrary conformal/non-conformal cross section are designed on this basis. Full
wave simulation results show that these thermal concentrators can bend the isotherm and heat flux towards their
compressive regions, making the heat diffuses faster on the side near heat source and slower on the opposite side. Heat
concentrated into a tiny region may have potential applications in thermal engineering. In addition, research on layered
realization method of cylindrical thermal concentrator is conducted. Results reveal that the thermal concentrator can be
realized through alternatively filling isotropic materials into layers along the angular direction. This work has a guiding
significance for the design and manufacturing of thermal concentrator.

Keywords: transformation thermodynamics, thermal concentrator, arbitrary cross section, non-
conformal
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