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分数阶非对称耦合系统在对称周期势

中的定向输运∗
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在没有外力且周期势对称的情况下, 对非对称耦合粒子链的运动, 以具备更强刻画能力的分数阶微积分
理论建立了分数阶模型, 对其定向输运现象进行针对性研究, 采用分数阶差分法进行数值求解并分析系统参
数对定向输运速度的影响. 相应仿真表明, 分数阶非对称耦合系统在没有外力和噪声驱动的情况下仍能产生
定向输运, 且输运速度随阶数的增大而增大; 当阶数固定时, 粒子链平均速度随耦合强度和势垒高度非单调变
化; 当系统存在噪声时, 粒子链平均速度出现了广义随机共振现象, 且通过调节其他参数, 可使得系统对噪声
免疫甚至使噪声促进定向输运.
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1 引 言

近年来, 耦合系统的定向输运现象受到了物
理、生物等不同学科领域的密切关注, 并且成为了
非线性系统定向输运研究的一个重要方向 [1,2]. 随
着科学技术的发展, 人们发现分子马达一般以集体
形式工作 [3,4], 马达之间的相互作用不可避免, 其
定向输运现象有着广泛的应用前景, 如控制输运、
分离细小颗粒以及实现某些生物功能等 [2−6]. 已有
大量的文献从实验和理论两方面对耦合系统定向

输运现象进行了研究. 例如, Lipowsky等 [7]发现多

个分子马达的耦合会大幅提高输运速度; Downton
等 [8]则发现马达链内部做功会使得多分子马达的

输运效率远远低于单分子马达; Roostalu 等 [9]发

现驱动蛋白Cin8利用分子间的耦合作用可以改变
定向输运的方向. 特别是, 当系统具有对称性时单
粒子无法产生定向运动, 而多粒子之间的耦合作用

可以导致系统对称性破缺, 从而形成定向输运 [2,4].
例如, Porto等 [10]提出了含时耦合的定向输运模

型; Zheng等 [11]提出了耦合偏置的定向输运模型.
目前, 关于耦合系统定向输运现象的研究大多

仍局限于整数阶系统 [1−11]. 而越来越多的研究表
明, 在许多物理生化过程、黏弹性材料等复杂系统
中, 粒子的均方位移不正比于时间, 粒子的运动具
有空间或时间的非局域性, 也即所谓的 “记忆性”,
此时整数阶系统将不再适用, 需要把粒子轨道的历
史贡献考虑进来, 将传统的阻尼速度改为分数阶速
度 [12]. 分数阶微积分因其具有时间记忆性和长程
空间相关性, 被广泛应用于混沌、随机共振及反常
扩散等研究 [13−19].

本文引入分数阶微积分理论来刻画系统的幂

律记忆性, 在没有外力且周期势具有空间反演对称
性的情况下, 对非对称耦合粒子链的运动建立了分
数阶模型, 并研究其定向输运现象. 采用分数阶差
分法进行数值仿真, 进而分析分数阶阶数、耦合强
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度、势垒高度和噪声强度等系统参数对粒子链定向

输运速度的影响. 仿真表明, 分数阶非对称耦合系
统在没有外力及噪声驱动的情况下仍可产生定向

输运, 并且输运速度随阶数的增大而增大; 当阶数
固定时, 粒子链定向输运速度将分别随耦合强度和
势垒高度非单调变化; 当系统存在噪声时, 可以通
过调节其他参数, 使得系统对噪声免疫甚至使得噪
声促进定向输运.

2 系统模型

在非均匀介质中, 粒子所受阻尼力通常与历
史速度有关, 即具有记忆性 [14,20], 忽略惯性效应,
N个耦合粒子在周期势场中的运动可由如下方程

描述: ∫ t

0

γ(t− τ)ẋi(τ)dτ

=− ∂W (xi)

∂xi
+

1

2
(ε+ r)(xi+1 − xi − a)

− 1

2
(ε− r)(xi − xi−1 − a)

+
√
2Dξi(t) (i = 1, 2, · · · , N), (1)

其中, xi(t)为第 i个粒子的位移, γ(t)为阻尼核函

数, W (x)为势函数, ε 为扩散耦合强度, r为梯度耦
合强度, a为粒子间自由距离, D为噪声强度, ξi(t)
为零均值高斯白噪声, 满足

⟨ξi(t)⟩ = 0,

⟨ξi(t)ξj(s)⟩ = δijδ(t− s). (2)

在很多物理和生化过程中, 非均匀介质对粒子
速度表现出幂律记忆性, 即距当前时刻越近, 记忆
性越强, 历史速度影响越大 [14,20,21]. 为此, 本文将
阻尼核函数建模为如下的幂律函数:

γ(t) =
1

Γ (1− α)
|t|−α (0 < α < 1). (3)

阻尼核函数的图像如图 1所示. 可以看到, α越小,
γ(t)衰减得越慢, 即对历史速度的记忆性越强, 可
见α刻画了阻尼记忆性的强弱.

结合Caputo分数阶微积分的定义 [22]

C
0 D

α
t x(t) =

1

Γ (1− α)

∫ t

0

(t− τ)−αẋ(τ)dτ

(0 < α < 1), (4)

模型 (1)可改写为如下分数阶系统:

C
0 D

α
t xi(t) =− ∂W (xi)

∂xi

+
1

2
(ε+ r)(xi+1 − xi − a)

− 1

2
(ε− r)(xi − xi−1 − a)

+
√
2Dξi(t)

(i = 1, 2, · · · , N ; 0 < α < 1). (5)

本文研究一种非对称耦合情形, 即令 ε = r =

k (k为耦合强度), 此时耦合成为单向耦合, 它在
神经网络的信号传输、交通流等许多现象中都存

在 [2]. 采用周期边界条件, 并选取势函数为具有空
间反演对称性的周期势, 即W (x) = −d cosx, 其中
d为势垒高度, 势函数的示意图见图 2 .
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图 1 (网刊彩色)阻尼核函数 γ(t)
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图 2 对称周期势W (x)

于是, 模型 (5)可简化为

C
0 D

α
t xi(t)

=− d sinxi + k(xi+1 − xi − a)

+
√
2Dξi(t) (i = 1, 2, · · · , N ;

0 < α < 1), (6)
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x0 = xN −Na, xN+1 = x1 +Na. (7)

耦合系统的粒子链定向输运速度可定义为 [17]

v = lim
t→∞

1

N

N∑
i=1

xi(t)− xi(t0)

t− t0
, (8)

其中 t0和 t分别为粒子运动的起止时间.
粒子链平均速度能从宏观上反映粒子链的整

体运动趋势, 故本文将以此为考察对象, 通过数值
仿真来研究分数阶耦合系统在对称周期势中的合

作定向输运现象以及阶数α, 势垒高度d, 耦合强
度k和噪声强度D等系统参数对定向输运速度 v的

影响.

3 数值仿真与分析

本文采用分数阶差分法 [23]对由模型 (6)式所
刻画的粒子链耦合定向输运系统进行数值仿真,
并取仿真采样步长为∆t = 0.01 s, 仿真时间为
Ts = 100 s, 粒子数为N = 10, 粒子间自由长度为
a = 0.4π. 若无特别说明, 周期势势垒高度为d = 1,
耦合强度为k = 1, 系统阶数为α = 0.9.

3.1 无噪声情形 (D = 0)

3.1.1 粒子链平均速度与阶数的关系

图 3给出了不同耦合强度下粒子链平均速度

与系统阶数的关系. 可以看到, 在耦合强度适当大
的情况下 (如k = 1), 在不同系统阶数下均能观察
到粒子链的非零定向流, 并且当系统阶数较小时,
粒子链还存在反向流现象; 随着系统阶数的逐渐增
大, 粒子链平均速度随之增大, 其输运方向也由负
向转为正向. 这是因为较大的系统阶数意味着较弱
的阻尼力记忆性, 从而使得粒子在势阱中的驻留时
间减少, 即定向流速度增大. 在耦合强度较小的情
况下 (如k = 0.2), 粒子链的反向流现象将随着系
统阶数的增大而逐渐消失.

可见, 粒子之间的耦合作用是促使粒子链产生
定向输运的一个重要因素, 系统阶数则通过阻尼力
来影响定向输运速度. 当然, 耦合强度也并不是越
大越好, 即在系统阶数固定的情况下, 粒子链平均
速度关于耦合强度是非单调变化的.

3.1.2 粒子链平均速度与耦合强度的关系

图 4给出了不同阶数 (图 4 (a))及不同势垒高
度 (图 4 (b))下粒子链平均速度 v与耦合强度 k的

关系. 从图 4可以看到, 在其他参数固定的情况下,
分数阶非对称耦合系统存在关于耦合强度k的共

振峰, 即粒子链平均速度具有随着耦合强度的增大
而呈先快速增大后缓慢减小的趋势, 也即存在一个
适当的耦合强度k, 使得此时粒子链定向输运速度
达到最大值.可见, 粒子之间的耦合作用可以促使
粒子链定向输运加速, 但是过强的耦合反而会束缚
粒子, 从而削弱粒子链定向运动.
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图 3 不同耦合强度下粒子链平均速度与系统阶数的关系

0

(a)

0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
-0.05

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

k

v

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
-0.05

0

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

k

v

d=0.5
d=1.0
d=1.5
d=2.0

α=1.0
α=0.9
α=0.8

(b)

图 4 粒子链平均速度与耦合强度的关系 (a) 不同阶
数; (b) 不同势垒高度

此外, 从图 4 (a) 还可以看到, 在相同耦合强
度下, 系统阶数越大, 粒子链平均速度也越大; 当
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耦合强度k很小时 (如k = 0.1), 整数阶系统没有
发生定向输运, 而分数阶系统则存在微弱的反向
流现象. 从图 4 (b)还可以看到, 随着势垒高度 d

的增大, 粒子链平均速度的共振峰位置 (即最佳耦
合强度)向右偏移, 即当势垒高度变大时, 粒子需
要更强的耦合作用才能帮助其他粒子越过更高的

势垒.

3.1.3 粒子链平均速度与势垒高度的关系

图 5给出了不同阶数 (图 5 (a))及不同耦合强
度 (图 5 (b))下粒子链平均速度 v与势垒高度 d的

关系. 从图 5可以看到, 在其他参数固定的情况下,
粒子链平均速度关于势垒高度具有非单调变化的

特点, 即粒子链平均速度随着耦合强度的增大先缓
慢增大后快速减小.
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图 5 (网刊彩色)粒子链平均速度与势垒高度的关系
(a) 不同阶数; (b) 不同耦合强度

此外, 从图 5 (a)可以看到, 当势垒高度给定时,
系统阶数越高, 粒子链平均速度越大, 但共振峰位
置基本不变, 即最佳势垒高度与系统阶数无关. 另
一方面, 当势垒高度过高时, 整数阶系统的定向输
运现象将消失, 而分数阶系统的粒子链则有反向流
出现. 从图 5 (b)可以看到, 随着耦合强度的增大,

粒子链定向流速的共振峰位置向右偏移, 即当耦合
强度较大时, 粒子链需要更强的势场力才能达到最
大平均速度.

3.2 有噪声情形(D ̸= 0)

图 6给出了不同阶数 (图 6 (a))及不同耦合强
度 (图 6 (b))下粒子链平均速度 v 与噪声强度D的

关系. 可以看到, 在适当系统参数下, 当系统存在
噪声时, 粒子链平均速度在某一定值附近随机波
动, 该值为在无噪声时的粒子链平均速度. 可见,
分数阶非对称耦合系统对噪声具有一定的免疫性,
即噪声在一定强度范围内对系统定向输运速度影

响较小.
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图 6 (网刊彩色)粒子链平均速度与噪声强度的关系
(a) 不同阶数下的平均速度; (b) 不同耦合强度下的平均
速度

图 7给出了不同噪声强度下粒子链平均速度

分别与耦合强度 (图 7 (a))及势垒高度 (图 7 (b))的
关系.可以看到, 在系统存在噪声的情况下, 分数阶
非对称耦合系统也能形成非零定向流, 且此时粒子
链平均速度随着耦合强度和势垒高度的变化而出

现广义随机共振现象.
此外还可以看到, 在耦合强度或势垒高度较
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大的情况下, 粒子链平均速度对噪声不再免疫. 如
图 7 (a)所示, 当耦合强度k > 1时, 无噪声时粒子
链平均速度最大, 而当系统存在噪声时, 粒子链平
均速度随噪声强度增大而减小, 即在强耦合情况
下, 噪声会抑制粒子链的定向输运; 又如图 7 (b)所
示, 当势垒高度d > 2时, 适当强度的噪声则会促进
粒子链定向输运. 可见, 对于分数阶非对称耦合系
统而言, 噪声对粒子链定向输运的影响 (免疫、抑制
或促进), 不但可以预判从而加以针对性利用, 而且
还可以通过其与系统其他参数之间的相互关联, 按
预定目标预先加以有效控制和运用.
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图 7 (网刊彩色)不同噪声强度下, 粒子链平均速度与其
他参数的关系 (a) 平均速度随耦合强度的变化; (b) 粒
子链平均速度随势垒高度的变化

4 结 论

目前, 对耦合系统的定向输运现象研究大多基
于整数阶模型, 而越来越多的研究发现许多复杂系
统具有整数阶模型所不能刻画的记忆性.为此, 本
文引入分数阶微积分理论来刻画系统的幂律记忆

性, 在没有外力且周期势具有空间反演对称性的情
况下, 对非对称耦合粒子链的运动建立了分数阶模
型, 并研究其定向输运现象.采用分数阶差分法对

该模型进行数值求解, 进而分析了分数阶阶数α,
耦合强度k, 势垒高度d和噪声强度D等系统参数

对粒子链平均速度的影响. 仿真结果表明: 1) 分数
阶非对称耦合系统中的粒子链在没有外力和噪声

驱动的情况下仍可产生定向输运, 并且在其他参数
固定的情况下, 粒子链定向输运速度随着分数阶阶
数的增大而增大; 2) 在阶数固定的情况下, 粒子链
定向输运速度还受到耦合强度和势垒高度的影响,
具有非单调变化的特点, 即随参数增大而呈现出先
增后减的趋势; 3) 当系统存在噪声时, 粒子链定向
输运速度出现了广义随机共振现象, 并且通过调节
其他参数, 可以使得系统对噪声免疫甚至使得噪声
促进定向输运.
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Abstract
Based on the fractional calculus theory, in the absence of external driving force, the fractional transport model

of asymmetric coupling particle chain in symmetric periodic potential is established. Using the method of fractional
difference, the model is solved numerically and the influences of the various system parameters on directional transport
velocity are discussed. Numerical results show that in the case without external force and noise-driven, the fractional
asymmetric coupling system can still generate directional transport, and the transport velocity increases as fractional
order increases. When the fractional order is fixed, the average velocity of the particle chain varies non-monotonically
with coupling strength and barrier height. In the case with noise, the generalized stochastic resonance phenomenon
occurs. Besides, we can make the noise not affect the system or even promote directional transport by adjusting other
parameters.
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