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基于马尔科夫链蒙特卡罗的时延估计算法∗

李晶† 赵拥军 李冬海

(解放军信息工程大学, 导航与空天目标工程学院, 郑州 450001)

( 2014年 2月 14日收到; 2014年 3月 10日收到修改稿 )

针对无源雷达中时延估计辐射源信号未知的情况, 构建了一种新的时延最大似然估计模型. 根据模型特
点利用快速傅里叶变换 (FFT)的计算方法实现时延估计. 为了提高估计的精度, 采用马尔科夫链蒙特卡罗
(MCMC)抽样的方法估计时延值. 该方法不需峰值检测, 可直接给出时延估计结果. 并推导了该模型下的时
延估计的克拉美罗界 (CRLB). 仿真实验表明, MCMC算法可适用于窄带和宽带信号的时延估计; 在样本相
同的条件下, MCMC算法估计精度高于重要性采样 (IS)算法和基于峰值检测的ML算法, 计算复杂度低于 IS
算法, 且MCMC算法可直接估计采样间隔非整数倍的时延.
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1 引 言

时延估计 (TDE)是近年来备受关注的问题,其
在雷达 [1], 声呐 [2], 无线电通信 [3]等领域得到广泛

的应用. 在无源雷达系统中, 通过接收第三方非合
作的辐射源的信号, 估计到达时间差 (TDOA), 进
而实现目标定位 [3]. 非合作辐射源的信号的多样
性, 要求时延估计算法广泛适用.

经典的时延估计算法有基本相关法, 广义相关
算法 [4], 子空间估计算法 [5]和自适应估计算法 [6]

等. 在高信噪比和高采样率的条件下, 相关算法可
以得到精确的时延估计. 但其需要估计信号功率
谱, 只能估计采样间隔整数倍时延, 且需峰值检测.
子空间类算法可实现多径时延估计, 但该算法需要
矩阵运算, 计算量大且需要峰值检测. 自适应估计
法需在采样间隔整数倍时延估计出后利用该算法

估计出小数部分, 进而提高估计精度. 近年来, 针
对不同的应用环境, 很多算法被应用于时延估计.
文献 [7]研究了闪烁噪声条件下的弱信号时延估计
算法; 文献 [8]研究了对复非圆信号的时延估计算

法. 同时, 新的信号处理算法也用于时延估计中.
蒙特卡罗方法是一类非常重要的数值计算方法, 它
以概率统计理论为指导, 使用随机数或伪随机数,
采用统计抽样理论近似求解问题. 其主要理论基
础是概率论中的大数定律 [9], 其主要手段是随机变
量的抽样 [10]. 文献 [11]利用可逆跳转的马尔科夫
链蒙特卡罗 (RJMCMC)算法估计阵列天线阵元间
接收信号的时延估计来实现信号入射角估计, 该算
法有严格的约束条件, 不能应用于一般时延估计模
型. 文献 [12]将MCMC算法应用于低大气折射率
的估计中, 文献 [13]利用MCMC方法对海 -气振子
模型中未知参数进行识别, 文献 [14]和文献 [15]利
用重要性采样 (IS)的方法实现了参考信号已知条
件下的非多径和多径的时延估计. 进而将蒙特卡罗
算法的思想应用到了时延估计中. 这类算法的思想
是利用蒙特卡罗 (MC)方法对未知参数的分布函数
抽样, 计算样本均值直接得到参数估计结果, 具有
很好的实践意义.

本文构建信号频域噪声概率密度函数, 推导时
延估计的似然函数, 利用快速傅里叶变换 (FFT)实
现时延估计. 利用MCMC方法对时延概率密度函
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数抽样, 求样本均值得到时延估计值. 并通过仿真
实验将估计结果与 IS算法对比, 突出MCMC算法
时延估计性能.

2 构建时延估计模

在无源定位模型中, 接收机的参考天线接收辐
射源的直达波, 全向天线接收目标的反射回波 [16].
假设辐射源发射信号为 s(t), 那么接收到的信号为

y1(t) = a1s(t− τ1) + w1(t), (1)

y2(t) = a2s(t− τ2) + w2(t), (2)

其中, yi(t), ai, i = 1, 2分别为接收信号及增益系

数. wi(t)为加性噪声, 假设为高斯白噪声. 对接收
信号离散采样, 并对采样信号进行离散傅里叶变换
(DFT), 得到接收信号的频域模型,

Y1(k) =a1S(k) e−
j2πkτ1

N +W1(k),

k = 0, 1, · · · , N − 1, (3)

Y2(k) =a2S(k) e−
j2πkτ2

N +W2(k),

k = 0, 1, · · · , N − 1. (4)

由于在无源定位中, 辐射源信号 s(t)未知, 那
么S(k)未知. 所以不能利用 (3)式和 (4)式直接构
建似然函数. 将 (3)式代入 (4)式, 并化简得到

Y2(k) =bY1(k) e−
j2πk∆τ

N +WP(k),

k = 0, 1, · · · , N − 1, (5)

其中 b = a2/a1, ∆τ = τ2 − τ1为两路信号的时延,

Wp(k) =W2(k)− bW1(k) e−
j2πk∆τ

N ,

k = 0, 1, · · · , N − 1. (6)

将 (6)式化为向量的形式为

Y2 = bY∆τ +Wp, (7)

其中, Y2 = [Y2 (0) , Y2 (1) , · · · , Y2 (N − 1)]
T
为

y2(t)的离散傅里叶变换. 由于DFT是线性变换,
可知WP = [Wp (0) ,Wp (1) , · · · ,Wp (N − 1)]

T为

复高斯白噪声 [15],

Y∆τ =
[
Y1(0), Y1(1) e−

j2π∆τ
N , · · · ,

Y1(N − 1) e−
j2π(N−1)∆τ

N

]T
. (8)

根据概率统计特性, 构建噪声的概率密度函数

P (Wp|∆τ , b)

=
1

(2πσ2)N/2
e−

1
σ2 (Y2−Y∆τ b)

H(Y2−Y∆τ b), (9)

其中, σ2为Wp(k)的方差. 构建∆τ , b的似然函数

Λ(∆τ , b) ∝ p(Wp|∆τ , b). (10)

那么, (9)式的全局最大值所对应的点即为未知参
数的估计值所在, 即

(∆̂τ , b̂)= arg
[
max
∆τ ,b

(Λ(∆τ , b))

]
. (11)

但是, 由于Λ(∆τ , b)是∆τ和 b联合的函数, 且 b为

二次, 可通过求偏导的方法得到 b关于∆τ的估计

值的解析式. 即假设∆τ已知的情况下, b的估计值

b̂ = arg [max (L(∆τ , b) = ln (Λ(∆τ , b)))] . (12)

将 (9)式代入 (12)式, 解得

b̂ =
(
Y H
∆τ

Y∆τ

)−1
Y H
∆τ

Y2. (13)

将 (13)式代入 (9)式, 化简, 取对数, 并去掉常数部
分, 得到估计时延∆τ的似然函数.

Lc(∆τ ) = Y H
2 Y∆τ

(Y H
∆τ

Y∆τ
)−1Y H

∆τ
Y2. (14)

3 时延估计方法

3.1 伪谱峰值搜索法

根据似然函数的物理含义可知, (14)式以∆τ

为变量生成的伪谱最大值对应的∆τ即为时延

的ML估计, 定义为PS算法. 将不同的∆τ代入

(14) 式计算Lc(∆τ )并画出伪谱, 需对 (14)式化简.
那么,

Y H
∆τ

Y∆τ =

N−1∑
i=0

Y H
1 (k) e

j2πk∆τ
N e−

j2πk∆τ
N Y1(k)

=

N−1∑
i=0

Y H
1 (k)Y1(k) = Y H

1 Y1. (15)

所以 (14)式化为

Lc(∆τ )

=
1

Y H
1 Y1

Y H
2 Y∆τY

H
∆τ

Y2

=
1

Y H
1 Y1

{
N−1∑
k=0

conj(Y2(k))Y1(k) e−j 2πk∆τ
N

}2

=
1

Y H
1 Y1

{DFT [conj(Y2(k))Y1(k)]}2 . (16)
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从而通过峰值检测可以得到∆τ的ML估计
结果

(∆̂τ )ML = arg max
∆τ

[Lc(∆τ )] . (17)

3.2 MCMC法

3.2.1 MCMC基础
伪谱峰值搜索法可以先利用DFT计算再通过

峰值检测的方法实现时延估计. 但是这种算法由于
估计仅限于Ts的整数倍, 且当信号存在噪声时, 时
延的似然函数不一定在时延真值处出现最大值. 所
以本文用蒙特卡罗的方法估计时延.

文献 [14]和文献 [15]所采用的 IS方法是最基
本的蒙特卡罗方法, 该方法实现了应用于主动雷
达中的单、多径时延估计, 且通过提高采样点来
降低估计误差. 但是 IS算法的计算量随着时延取
值范围划分的点数增加而急剧增加. 文献 [11]利用
MCMC算法通过构建概率分布模型实现阵列DOA
估计. 相比于 IS算法, MCMC算法具有较小的计
算量.

MCMC方法主要概括为以下三步 [17]:
1)在参数空间Θ上选一个合适的马尔可夫链,

使其转移核为 p (·, ·), 这里 “合适”的含义主要指能
使构造的马尔科夫链的平稳分布为π (x);

2)由Θ中的某一点x0出发, 用步骤 1中的马
尔可夫链产生点序列x1, · · · ,xN ;

3)从x0出发, 马尔可夫链经过m个样本的迭

代之后, 各个时刻xn的边缘概率分布都是平稳分

布π(x), 迭代达到收敛.
采用MCMC方法时, 转移核的构造具有至关

重要的作用. 目前应用最为广泛的MCMC方法主
要有两种: M-H 抽样 [17]和Gibbs抽样 [18]方法. 本
文模型M-H更合适, 其主要步骤为

1)初始化x0, 选择提议函数 q(·).
2)迭代次数 i, i > 1.
从 q(·)抽取样本, 得到一个新的候选状态

x∗ ∝ q(x|xi−1), 计算接受比率和接受概率

r(x, x∗) =
π(x∗)q(x|x∗)

π(x)q(x∗|x)
, (18)

a(x, x∗) = min (1, r(x, x∗)) . (19)

3)抽取样本u ∝ U [0, 1], 如果u 6 a(x, x∗), 则
接受候选状态, 即马尔科夫链的状态变为xi = x∗,
否则马尔科夫链仍然停留在原状态, 即xi = xi−1.

如何选取提议函数 q(·)是M-H抽样的关键问
题, 常用的两种方法是随机游走采样方法和独立马
尔科夫链采样方法 [17]. 随机游走需要很长时间才
能采样整个状态空间, 导致收敛速度慢, 而独立马
尔科夫链采样方法速度快但精度不如随机游走法.
由于两种采用方法互补, 结合采样方法特点进行混
合采样, 可有效利用两种采样方法的优点. 具体步
骤在下一节讨论.

3.2.2 MCMC估计时延
利用MCMC方法估计时延, 首先需要确定未

知参数∆τ的平稳分布函数π(∆τ ), 由于

π(∆τ ) ∝ Lc(∆τ ). (20)

(15)式代入 (14)式, 即可构建未知时延∆τ的平稳

分布函数为

πρ(∆τ ) = exp
{

ρ

Y H
1 Y1

Y H
2 Y∆τ

Y H
∆τ

Y2

}
, (21)

其中ρ为常数, ρ的不同取值对平稳分布函数的性
能有着重要的影响,当ρ值增大时,分布函数π(∆τ )

在∆τ的位置将变得更加尖锐. 对似然函数取指数
函数的方法参考文献 [15], 且通过调整系统可使得
分布函数尖锐. 由于Y H

2 Y∆τY
H
∆τ

Y2计算数值太大,
需要对其进一步处理, 令

ρ = ρ′/Y H
2 Y2. (22)

将 (22)式代入 (21)式,选取不同的ρ′,画出πρ′(∆τ )

分布函数如图 1所示.
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图 1 πρ′ (∆τ )在 SNR = 30 dB时 ρ′ = 10和 ρ′ = 700

的归一化分布图

那么, 得到新的分布函数为

πρ′(∆τ )

= exp
{

ρ′

Y H
1 Y1Y H

2 Y2
Y H
2 Y∆τY

H
∆τ

Y2

}
. (23)
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所以, MCMC估计时延的步骤归纳为
1)对接收的时域离散信号作DFT, 得到

Y1,Y2.
2)初始化. 在 [0—max(∆τ )]之间产生一个初

始状态∆τ (0), 利用 (23)式计算初始状态对应的
πρ′(∆τ (0)).

3)抽取第 i个样本, 1 6 i 6 R, R为抽样点数.
生成随机数u ∝ U [0, 1],

(1) if u < 0.5, 采用独立马尔科夫采
样方法, 本文选取的转移核函数为 q1(∆

∗
τ ) ∝

U [0,max(∆τ )]; 采样得到候选样本∆∗
τ , 将∆∗

τ代

入 (23)式计算得到分布函数值π(∆∗
τ ), 将π(∆∗

τ )

同前样本的π(∆τ (i − 1))代入 (18)式和 (19)式分
别计算 r (∆∗

τ ,∆τ (i− 1))和a (∆∗
τ ,∆τ (i− 1)), 转入

第4)步.
(2) else, 采用随机游走的方法采样, 选取的提

议函数 q1(∆
∗
τ ) ∝ N [0, λ ∗∆τ max], ∆τ max较大时λ

取值较小, ∆τ max较小时反之. 采样得到候选样本
∆∗

τ , 计算同 (1), 转入第4)步.
4)判断是否更新样本. 生成随机数u′ ∝

U [0, 1],
(1) if u′ < 0.5, 接受候选状态, 即∆τ (i) = ∆∗

τ ;
(2) else, 保持原状态, 即∆τ (i) = ∆τ (i − 1).

i← i+ 1, 返回步骤3).

4 MCMC时延估计的CRLB

假设两个通道接收的噪声功率相等, 表示为
var[W1(k)] = var[W2(k)] = σ2

0, 那么, 直达波的信
噪比表示为

SNR1 = 10 log10

(
N−1∑
k=0

a21Y
2
1 (k)

/
Nσ2

0

)
, (24)

所以

σ2
0 =

N−1∑
k=0

a21Y
2
1 (k)

N10
SNR1

10

=
a21Y

H
1 Y1

N10
SNR1

10

. (25)

根据 (6)式可知, E[Wp(k)] = 0, 其中, E[·]为求期
望, 那么

σ2 =Var[Wp(k)]

=E[WH
p (k)W (

pk)]− E[Wp(k)]
2

=E[WH
2 (k)W2(k)] + b2E

[
WH

1 (k) exp
(

j2πk
N

)
×W1(k) exp

(
− j2πk

N

)]

=σ2
0 + b2σ2

0 = (1 + b2)σ2
0 . (26)

根据CRLB的定义, 对 (9)式取对数求导
∂ lnP (·)
∂∆τ

=
1

σ2
(Y2 − Y∆τ b)

H
YE∆τ b, (27)

其中,

YE∆τ
=

∂Y∆τ

∂∆τ

=



0

− j2π
N

Y1(1) e−j2π∆τ/N

...

− j2(N − 1)π

N
Y1(N − 1) e−j2π∆τ (N−1)/N


.

(28)

那么, 时延估计的CRLB满足

σ2
∆τ

> E

{
∂ lnP (·)
∂∆τ

H
∂ lnP (·)
∂∆τ

}−1

=

{
b2

σ2
Y H
E∆τ

YE∆τ

}−1

. (29)

将 (25)式和 (26)式代入 (29)式, 得到最终的CRLB
表达式为

σ2
∆τ

>
{

a22
(a21 + a22)a

2
1Y

H
1 Y1

[
a22
a21

Y H
E∆τ

YE∆τ

]}−1

.

(30)

5 仿真实验

本文研究的是基于无源雷达的时延估计算法,
由于外辐射源信号种类较多, 本文同时给出宽、窄
带信号的时延估计仿真, 并将估计结果与CRLB对
比分析. 为了证明本文算法的实用性, 将本文算法
与传统的相关 (ML) 算法、及文献 [14]和 [15]中用
来估计时延的 IS算法和时延估计的CRLB进行对
比分析.

实验采用窄带信号为调频广播 (FM)信号, 信
号载频为 fc = 97.5 MHz, 调制频率 fm = 15 kHz,
调制指数mf = 4, 带宽B = 2(mf + 1)fm = 150

kHz, 最大频率fmax = fc +B/2 = 97.575 MHz [19],
假设采用频率为Fs = 2fmax = 195.15 MHz, 时延
∆τ = 100Ts, 假设时延最大值为∆τ max = 5000Ts,
信噪比SNR1 = 15 dB. 对于窄带信号, 当采样时间
较短时, 时延不可估计, 随着采样时间变长, 时延估
计精度得到提高 [20], 选择快拍数N = 65536得到

估计结果如图 2所示.
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图 2 时延分布函数的MCMC抽样图

图 2所示的结果可知, 从第50个样本开始进入
平稳分布, 样本的均值即为MCMC方法的估计结
果. 以样本为变量, MCMC方法在不同抽样条件下
的估计结果如表 1所示. 由表可知, 随着抽样点数
R的增大, MCMC估计的均值逼近真实时延, 且方
差越小, 精度越高.

表 1 不同抽样点数条件下的MCMC时延估计结果

迭代次数 500 1000 2000 4000
均值 100.12 100.11 100.01 100.00
均方差 3.9718 1.8478 0.7823 0.6733

考虑到计算量的问题, 在下面的实验中, 选
择FM信号的快拍数位 4096. 当信噪比变化时,
将不同算法估计的均方误差 (MSE)对比如图 3和

图 4所示. MSE的定义为

MSE =
1

Nm

Nm∑
i=1

(∆̂τi −∆τ )
2, (31)

其中Nm为重复试验的次数, ∆̂τi为第 i次的估计

结果.
在采样快拍数为4096, 时延为100Ts的条件下,

利用传统峰值检测的ML算法、文献 [15]的 IS算法
和本文算法对上述描述的FM信号进行时延估计,
得到估计结果如图 3所示.

由图 3的结果可以知, 在FM信号的时延估计
中, IS算法和MCMC算法的时延估计的MSE低于
ML算法, 随着信噪比的增大, IS算法和MCMC算
法的MSE迅速减小, 且MCMC算法的估计精度大
于 IS算法. 说明在相同的误差和样本条件下, 本文
算法的估计精度大于传统峰值检测的ML算法和
文献 [14]的 IS算法.

宽带采用线性调频 (LFM)信号, 信号低频
fl = 98 MHz, 带宽B = 30 MHz, 根据带通

信号采用定理 [11], 计算得到信号最低采样率为
91.667 MHz, 那么假设Fs = 91.667 MHz, 时延设
为20.2Ts, 信号采用点数N = 128.
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图 3 (网刊彩色) FM信号时延估计
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图 4 (网刊彩色) LFM信号的时延估计

从图 4所示结果可知, 相对于窄带信号, 宽带
信号的时延估计精度较高. 当误差较大时, 不同
算法的估计精度相当, 随着信噪比增大, ML算法
和MCMC估计的MSE迅速减小, 而 IS算法的估计
MSE减小较慢, 当信噪比增加到一定的数值时, IS
算法的MSE减小变慢, ML算法的MSE甚至保持
不变. 对于 IS算法, 影响其估计精度的参量除了抽
样点数, 还有备选样本的含量, 文献 [14]证明在一
定的条件下, 该方法可以得到很高的精度, 本文仿
真是在抽样点数相当的条件下的仿真结果. 对于
ML算法, 由于其只能估计得到采样间隔整数倍的
时延, 所以当算法可以得到一个精确的整数倍时延
时, 其估计的MSE保持不变. 由此可知, 在宽带信
号时延估计中, MCMC算法不但可以得到精确的
估计值, 而且还能估计非整数倍采样间隔的时延.
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表 2 不同时延估计算法的算法复杂度

算法 计算复杂度 文中FM信号计算复杂度比 文中LFM信号计算复杂度比

MC 3N log2 N + 10N(R+ 1) + 11R 1.000 1.000

IS 3N log2 N + 10NK + 7K +RK(K − 1)/2 + 3R 1.261 194.4

PS 4.5N log2 N + 6N 0.042 0.021

ML 9N log2 2N + 2N 0.084 0.041

本文通过对比不同算法的计算复杂度来比较

不同算法的计算效率, 如表 2所示. 计算复杂度是
指不同算法乘法运算和加法运算的次数. 其中, N
为信号点数, K是时延取值区间所分点数, 即备选
样本数, 只在 IS算法中, R是指抽样点数. 表格的
第 3列为其他算法与本文算法计算复杂度的比值.
为方便统计, 设共轭运算和指数运算均记为一次
运算.

从表 2所示的结果可以看出, PS算法计算量
是最小的, 其计算量甚至比ML算法低. 相对于 IS
算法, MCMC算法的运算速度更快. 由计算复杂度
的表达式可知, 当N较大时, 计算复杂度主要取决
于N ,此时MCMC算法和 IS算法复杂度相差不大,
如FM信号情况. 当N较小时, MCMC算法复杂度
由R决定, 而 IS算法的复杂度由RK决定, 从而使
得 IS算法的复杂度比MCMC算法大得多, 如LFM
信号情况.

6 结 论

本文通过建立频域的时延估计模型, 构建时延
估计的ML函数. 推导了伪谱峰值搜索的FFT快
速算法, 由于快速算法只能得到采样间隔整数倍的
时延, 所以本文采用MCMC算法实现对时延的精
确ML估计. 通过实验仿真知, 本文算法适用于辐
射源信号未知的被动时延估计中, 算法可同时估计
两通道信号的时延和信号增益比. 本文构建的时延
估计模型可通过DFT运算实现整数倍时延的快速
估计, 且计算量小于传统的CC算法. 本文采用的
MCMC算法不但时延估计精度高于文献 [14]的 IS
算法, 而且MCMC算法可以直接得到非采样间隔
整数倍的时延估计值, 不需要再采用峰值搜索的方
法来找到时延估计值, 具有较高实用价值. 理论推
导证明了MCMC算法的计算复杂度低于 IS算法.
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Abstract
A novel maximum likelihood estimation model for time delay is constructed to estimate the passive time delay; the

signal of emitter is unknown in this model. According to the model characteristics, the fast Fourier transformation (FFT)
method is used to achieve time delay estimation (TDE). In order to improve the accuracy of estimator, the Markov Chain
Monte Carlo (MCMC) sampling method is used to estimate the time delay value directly. Unlike traditional algorithms,
MCMC method can obtain time delay without peak detection. Furthermore, the Cramer-Rao lower bound (CRLB)
of this model is derived. Finally, simulations show that the proposed approach is suitable for both narrowband and
broadband TDE, and the MCMC algorithm can achieve more precise time delay value with the same sample, and it has
lower computational complexity than IS algorithm. The novel approach can estimate also the time delay of non-integer
multiple of the sampling interval.

Keywords: time delay estimation, maximum likelihood, Markov Chain Monte Carlo, computational
complexity
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