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三维简谐势阱中玻色-爱因斯坦凝聚的边界效应∗

袁都奇†

(宝鸡文理学院物理与信息技术系, 宝鸡 721016)

( 2014年 1月 5日收到; 2014年 5月 17日收到修改稿 )

在定义特征长度的基础上, 应用Euler–MacLaurin公式, 研究了理想玻色气体在三维简谐势阱中玻色 -爱
因斯坦凝聚的边界效应. 结果表明: 粒子的凝聚分数由于有限尺度和有限粒子数效应而减小, 修正的凝聚分
数和凝聚温度由于边界效应存在一个极大值, 选择优化的最佳势阱参数, 可以有效提高凝聚分数和凝聚温度;
热容量的跃变存在边界效应和粒子数效应, 选择合理的势阱参数时, 热容量的跃变存在一个极小值. 导出了
简谐势阱中有限理想玻色气体的状态方程, 揭示了压强的各向异性 (或各向同性)取决于简谐势频率的各向异
性 (或各向同性).
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1 引 言

自从碱金属气体的玻色 -爱因斯坦凝聚实现 [1]

以来, 对于理想玻色气体在满足热力学极限条件
(N → ∞, V → ∞, N/V = 常数)下的玻色 -爱因
斯坦凝聚性质, 如凝聚分数, 凝聚温度, 基态占有
数, 热容量, 态密度, 赝体积与状态方程等 [2−6], 已
经进行了全面、深入研究. 然而在热力学极限条件
下得到的结论, 对于有限尺度和有限粒子数系统并
不成立.

近年来, 人们开展了对于有限尺度和有限粒子
数系统热力学性质的研究 [7−20], 例如, 文献 [7, 8]
研究了经典理想气体在密闭容器内的边界效应和

Casimirlike尺度效应; 文献 [9, 10]研究了量子理想
气体在二维密闭空间和三维管中的边界效应和连

通效应; 文献 [12]在考虑有限尺度效应的情况下,
研究了相对论π介子气体的玻色 -爱因斯坦凝聚;
文献 [18]研究了D维密闭容器内理想费米气体的

有限尺度效应; 文献 [19, 20 ]研究简谐势阱中理想
玻色气体有效面积和有效宽度; 文献 [3]及 [21—23]

研究了简谐势阱中玻色爱因斯坦凝聚的有限粒子

数效应. 这些研究得到了不同于热力学极限条件下
的一系列重要结论, 其结果能够更好的反映对应有
限系统的实际热力学性质, 使得有限系统的研究成
为热力学统计物理一个新的热点领域.

利用简谐势阱囚禁的超冷量子气体, 不论在理
论, 实验还是应用研究方面, 都具有重要意义. 文
献 [24]指出, 简谐势阱中超冷量子气体的热力学极
限条件可以具体为N → ∞, ωh0 → 0, Nω3

h0 = 常
数, 其中ωh0 = (ωxωyωz)

1/3为谐振子频率的几何

平均, 由于目前囚禁气体实验中的最大原子数目约
为 107个原子, 还不能看做在真正意义上达到宏观
量级, 且简谐势的圆频率通常可达 102—103s−1, 因
此势阱中超冷量子气体的热力学极限不可能精确

实现, 被囚禁的量子气体属于有限空间范围的有限
粒子数系统, 由此系统将会产生许多重要的物理效
应和现象, 所以对其有限尺度效应和有限粒子数效
应的研究尤其具有重要的理论和应用价值. 以前大
多数关于有限尺度效应的研究, 是以密闭在有限容
器内的系统为研究对象. 由于囚禁于势阱中的量子
气体系统没有明确的体积参量, 因而对其有限尺度
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效应的研究文献尚不多见, 仅有不多的文献 [3]及
[21—23]对其有限粒子数效应进行了研究. 此外,
简谐势阱对于气体的约束与密闭容器对于气体的

约束其边界有着很大的不同, 不同的边界将会对系
统的性质产生不同的影响, 而简谐势阱边界对于玻
色 -爱因斯坦凝聚的影响, 尚未见到文献对其进行
研究.

本文研究有限理想玻色气体系统在三维简谐

势阱中玻色 -爱因斯坦凝聚的边界效应. 首先求出
考虑有限尺度和有限粒子数效应时系统的巨热力

势, 给出热力学量对热力学极限的修正表达式. 其
次, 研究凝聚分数、凝聚温度、热容量跃变的边界效
应, 揭示边界效应对于玻色 -爱因斯坦凝聚的影响,
寻求上述热力学量的极值及其对应的最佳势阱参

数, 为势阱参数的优化与选取提供理论依据; 同时,
求出简谐势阱中有限理想玻色气体系统的状态方

程, 揭示其压强张量的基本属性. 最后给出本文的
主要研究结论.

2 热力学量的修正表达式

考虑一个囚禁于三维简谐势阱中的理想玻色

气体系统. 粒子的三维简谐势为

Vext(r) =
m

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2

zz
2), (1)

式中m是粒子的质量, ωx, ωy, ωz是沿坐标x, y, z
方向的简谐势频率. 单粒子的哈密顿为

H =
p2

2m
+ Vext, (2)

式中p为粒子的动量, p2 = p2x + p2y + p2z, 粒子的能
级可以表示为

ε(nx, ny, nz)

= ~ωx

(
nx +

1

2

)
+ ~ωy

(
ny +

1

2

)
+ ~ωz

(
nz +

1

2

)
= ~(ωxnx + ωyny + ωznz) + ε0, (3)

式中~为约化普朗克常数, nx, ny, nz = 0, 1, 2, 3,
· · · ,为量子数, ε0为零点能, ε0 =

1

2
~(ωx+ωy+ωz).

根据量纲分析, 可定义势阱中坐标 i方向的特征长

度为

Li =

√
~

mωi
, i = x, y, z, (4)

则粒子的能级可以表示为

ε(nx, ny, nz) =
~2

m

(
nx

L2
x

+
ny

L2
y

+
nz

L2
z

)
+ ε0. (5)

利用 (5)式, 简谐势阱中理想玻色气体的巨热
力势可以写为

q = −
∑
s

ln[1− z exp(−βε)]

= −
∞∑

nx=0

∞∑
ny=0

∞∑
nz=0

ln
{
1

− z′ exp
[
− β~2

m

(
nx

L2
x

+
ny

L2
y

+
nz

L2
z

)]}
, (6)

式中β = 1/kT , k是玻尔兹曼常数, T是热力学

温度, z = exp(βµ) 是逸度, µ为化学势, z′ =

z exp(−βε0) = exp[β(µ − ε0)]为等效逸度, 文献
[3]的研究表明 0 6 z′ < 1. 如果用积分代替
求和, 利用 (6)式很容易求得热力学极限条件下
(N → ∞, ωh0 → 0, Nω3

h0 = 常数)的巨热力势, 然
而文献 [18] 已经指出, 这种近似对于小尺度系统将
会引起明显的误差, 对小尺度系统, 解析求解上式
的最好方法是利用Euler–MacLaurin近似公式,

∞∑
n=0

F (n) =

∫ ∞

0

F (n)dn+
1

2
F (0)− 1

12
F ′(0)

+
1

720
F ′′′(0) + · · · . (7)

利用 (7)式, 从 (6)式可以求得一级近似下, 考虑有
限尺度效应时系统的巨热力势为

q = q0 +

(
kT

~ωh0

)3[
g4(z

′) +
1

2
g3(z

′)
λ̃2

L̃2

]
, (8)

式中

λ̃ =
λ√
2π

, (9)

1

L̃2
=

1

L2
x

+
1

L2
y

+
1

L2
z

, (10)

λ =
h√

2πmkT
为热波长,

gn(z
′) =

1

Γ (n)

∞∫
0

xn−1

z′−1 ex − 1
dx,

是玻色积分 [25].
应用 (8)式可以求得, 考虑有限尺度效应时系

统粒子数的统计表达式为

N = z′
(

∂q

∂z′

)
β,Li
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=



(
kT

~ωh0

)3[
g3(z

′) +
1

2
g2(z

′)
λ̃2

L̃2

]
,

T > Tc,

N0 +

(
kT

~ωh0

)3[
ζ(3) +

1

2
ζ(2)

λ̃2

L̃2

]
,

T 6 Tc,

(11)

式中 ζ(n)是Riemann zeta函数, N0是基态的占有

数. 式中含有 λ̃2/L̃2的项为有限尺度效应引起的

修正项, 若系统满足 L̃2 ≫ λ̃2时, (11)式将过渡到
满足热力学极限条件 (N → ∞, ωh0 → 0, Nω3

h0

=常数)时所得的结果 [24]. 应用 (11)式以及 (4),
(9),(10)式, 可以将考虑有限尺度效应时理想玻色
气体在三维简谐势阱中玻色 -爱因斯坦凝聚的粒子
数分数表示为 [24]

N0

N
= 1−

(
T

T0

)3

− a
ζ(2)

ζ(3)

(
T

T0

)2

, (12)

式中

a =
1

2

∑
i=x,y,z

ωi

ωh0

(
ζ(3)

N

)1/3

,

T0 =
~ωh0

k

(
N

ζ(3)

)1/3

.

对大粒子数系统, a → 0, 由 (12)式可知, 此时的T0

就是凝聚温度. 为了研究凝聚的粒子数分数以及
凝聚温度的边界效应, 我们引入势阱参数 b和d, 令
ωy = bωx, ωz = dωy, 则

a =
1

2

1 + b+ d

(bd)1/3

(
ζ(3)

N

)1/3

, (13)

对于球对称势阱,

a =
3

2

(
ζ(3)

N

)1/3

.

在凝聚开始的时刻, 可取N0 ≈ 0和 z′ ≈ 1, 应
用 (11)式以及参数a的表达式, 可以将修正的凝聚
温度表示为

Tc =
~ωx

k

(
N

ζ(3)
bd

)1/3

×
[
1− 1

6

ζ(2)

ζ(3)2/3
1 + b+ d

(Nbd)1/3

]
. (14)

利用 (8)式和 (11)式, 可以求得系统内能的修
正表达式为

E = −
(
∂q

∂β

)
z,Li

=



NkT
3g4(z

′) + g3(z
′)λ̃2/L̃2

g3(z′) + g2(z′)λ̃2/2L̃2
,

T > Tc,

(N −N0)kT
3ζ(4) + ζ(3)λ̃2/L̃2

ζ(3) + ζ(2)λ̃2/2L̃2
,

T 6 Tc.

(15)

对于有限尺度系统, 压强不再是一个只依赖于
密度和温度的强度变量, 而是一个张量 [7,18]. 如果
三维简谐势阱中第 i个坐标与气体中的第 i个坐标

的方向相一致, 则压强张量可以对角化, 且pii表示

与坐标 i垂直面元上的压强. 利用 (8)式, 压强张量
可以表示为

pii =
1

β

Li

V

(
∂q

∂Li

)
z,β,Lj ̸=i

=



NkT

V

g4(z
′) + g3(z

′)(1− L̃2/L2
i )λ̃

2/2L̃2

g3(z′) + g2(z′)λ̃2/2L̃2
,

T > Tc,

(N −N0)kT

V

ζ(4) + ζ(3)(1− L̃2/L2
i )λ̃

2/2L̃2

ζ(3) + ζ(2)λ̃2/2L̃2
,

T 6 Tc.

(16)

上式就是考虑有限尺度效应时, 三维简谐势阱中理
想玻色气体的状态方程. 式中的V 是系统的等效

体积,

V =
LxLyLz

2
. (17)

(16)式反映了小尺度非对称势阱中压强的各向异
性特征. 当系统满足 L̃2 ≫ λ̃2 时, 压强不再具有各
向异性的特征, 此时状态方程 (16)式可以表示为

p =


NkT

V

g4(z
′)

g3(z′)
, T > Tc,

(N −N0)kT

V

ζ(4)

ζ(3)
, T 6 Tc.

(18)

(18)式与文献 [6]的结果相一致, 是热力学极限条
件下三维简谐势阱中理想玻色气体的状态方程.

利用 (15)和 (16)式, 可以求得三维简谐势阱
中理想玻色气体的内能和压强张量之间满足的

关系为

E = V
∑

i=x,y,z

pii =
1

2

(
~

mωh0

)3/2 ∑
i=x,y,z

pii. (19)

应用 (15)式, 求得系统热容量的表达式为
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CLi
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T
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)3
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ζ(2)
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(
T
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)2]
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(20)

(11)、(12)、(14)、(15)、(16)以及 (20)式是考虑有限
尺度效应和有限粒子数效应时, 三维简谐势阱中理
想玻色气体系统热力学量对热力学极限情况的修

正表达式, 是本文的主要结果之一. 当满足大尺度
条件 L̃2 ≫ λ̃2以及大粒子数条件 (a → 0)时, 上述
结果均与热力学极限条件下的结论相一致.

3 热力学量的边界效应

本节根据粒子数的凝聚分数, 临界温度, 压强
张量以及热容量的修正表达式, 进一步研究系统热
力学量的边界效应.

3.1 凝聚分数的粒子数效应及边界效应

将 (12)式与热力学极限下的凝聚分数 [24,26]比

较可知, 由于有限粒子数效应和有限尺度效应, 粒
子的凝聚分数减小. 结合 (12)和 (13)式可知, 对有
限粒子数系统, 势阱条件不变, 粒子数减少时, 参
数a增大, 其凝聚分数将减小, 这与实验 [27]和文献

[3,28]结论相一致. 图 1表示了凝聚分数的有限粒

子数效应. 由 (12) 和 (13)式可知, 凝聚分数依赖于
势阱的谐振势频率参数, 而势阱的边界形状依赖于
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图 1 简谐势的圆频率为 ωx = ωy = ωz = 103 s−1时,
满足热力学极限及N = 103, N = 104, N = 105时凝聚

分数N0/N 与约化温度 T/T0曲线 (凝聚分数随粒子数减
少而减小)

其谐振势的频率 [29,30], 所以凝聚分数随势阱参数
的变化, 就是凝聚分数的边界效应. 当粒子数N 和

势阱参数 b给定时, 由 (13) 式求得, d = (b + 1)/2

时, 参数a存在一个极小值, 这时凝聚分数随约化
温度的变化取极大值. 图 2表示了凝聚分数的边界

效应.
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0
/
N
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 N0/N=1-(T/T0)3
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图 2 势阱参数 b = 1, d = 1, d = 50, d = 100时, 凝聚分
数的边界效应 (N0/N = 1 − (T/T0)3是热力学极限, 若
b = 1, 则 d = 1时, 参数 a存在极小值, 凝聚分数随约化
温度变化有极大值)

3.2 凝聚温度的边界效应

由 (14)式可知, 凝聚温度依赖于势阱参数 b和

d, 所以, 凝聚温度存在边界效应. 在给定粒子数N ,
简谐势频率ωx及势阱参数 b的条件下, 当势阱参数

d =

(
2

ζ(2)

)3/2

ζ(3)(Nb)1/2时, 凝聚温度存在极大

值. 图 3和图 4反映了不同条件下凝聚温度的边界

效应. 可以看出, 适当选择势阱参数可以有效提高
凝聚温度.

3.3 压强张量的边界效应

结合 (16)式以及 (4)式可知, 若特征长度Li ̸=
Lj时, 即ωi ̸= ωj则 pii ̸= pjj , 若Li = Lj , 即
ωi = ωj , 则 pii = pjj = p. 这清楚的表明, 简谐
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势阱中量子气体压强的各向异性 (或各向同性)取
决于简谐势频率的各向异性 (或各向同性).
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80
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160

T
c
/
n
K

d

 N=1000
 N=2000

图 3 ωx = 600s−1, 势阱参数 b = 1, 粒子数分别为
N1 = 2× 103, N2 = 103时, 凝聚温度的边界效应
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图 4 粒子数N = 2 × 103, ωx = 600 s−1, 势阱参数分
别为 b = 1以及 b =

√
2时, 凝聚温度的边界效应

3.4 热容量跃变的边界效应

按照 (20)式及 (13)式, 对于满足大尺度条件
L̃2 ≫ λ̃2以及大粒子数条件 (a → 0)的系统, 在临
界点处的热容量是不连续的. 热容量的跃变与文献
[3]的结论相一致,

∆CLi

Nk
= 9

ζ(3)

ζ(2)
. (21)

可见, 大尺度和大粒子数系统的热容量跃变既不依
赖系统的边界和形状, 也与系统的粒子数无关. 对
于满足大尺度条件 L̃2 ≫ λ̃2的有限粒子数系统, 在
临界点处若取T/T0 ≈ 1, 由 (20)式可以求得, 其热
容量跃变为

∆CLi

Nk
= 9

ζ(3)

ζ(2)
+ 6

ζ(2)ζ(4)

[ζ(3)]2

[
ζ(3)

N

]1/3
× 1 + b+ d

(bd)1/3
. (22)

显然, 此时的热容量跃变与系统的边界和形状有
关, 也与系统的粒子数有关. 给定势阱参数 b和

粒子数N , 当 d = (b+ 1)/2时, 热容量的跃变存
在一个极小值. 而给定势阱参数时, 随着N值增

加, ∆CLi
/Nk单调减小. 对于小尺度和有限粒子

数系统, 在临界点处若取T/T0 ≈ 1, 由于临界点处
z ≈ 1, g1(z′) = ζ(1) → ∞, 由 (20)式可以求得系统
热容量的跃变为

∆CLi

Nk

= a
ζ(2)

ζ(3)

12ζ(4) + 3ζ(3)λ̃2/L̃2

ζ(3) + ζ(2)λ̃2/2L̃2

=
1

2

1 + b+ d

(bd)1/3

[
ζ(3)

N

]1/3
ζ(2)

ζ(3)

×
12ζ(4) + 3ζ(3)

(1 + b+ d)

(bd)1/3

[
ζ(3)

N

]1/3
ζ(3) +

1

2
ζ(2)

(1 + b+ d)

(bd)1/3

[
ζ(3)

N

]1/3 . (23)

此时, 热容量的跃变与势阱的边界和形状有关, 也
与系统的粒子数有关. 当给定势阱参数 b(或d)和
粒子数N时, 数值计算表明, 热容量的跃变随势阱
参数 d(或 b)的变化存在一个极小值. 图 5反映了

热容量跃变的边界效应及其随势阱参数变化的极

小值.
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图 5 取N = 2× 104, d = 0.1, d = 1以及 d = 10时, 热
容量跃变的边界效应

不同的势阱参数 b对应不同的势阱边界, 热容
量跃变也不相同.

4 结 论

在 定 义 特 征 长 度 的 基 础 上, 借 助Eu-
ler–MacLaurin公式, 求得了理想玻色气体在三维
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简谐势阱中发生玻色 -爱因斯坦凝聚时热力学量的
修正表达式, 研究了热力学量的边界效应, 得到了
以下主要结论: 1)在有限粒子数的情况下, 修正的
粒子数凝聚分数随着粒子数的减少而减小. 凝聚
分数存在边界效应, 给定粒子数N和势阱参数 b时,
凝聚分数随势阱参数d的变化存在一个极大值. 选
择适当的势阱参数, 可以有效提高粒子数的凝聚分
数. 2)凝聚温度的修正表达式依赖于势阱参数 b和

d. 在给定粒子数N ,简谐势频率ωx以及势阱参数 b

的条件下, 当势阱参数d =

(
2

ζ(2)

)3/2

ζ(3)(Nb)1/2

时, 凝聚温度存在极大值. 选取优化的势阱参数,
可以有效提高凝聚温度. 3)求出了简谐势阱中理想
玻色气体在有限尺度效应下的状态方程, 揭示了压
强的各向异性 (或各向同性)取决于简谐势频率的
各向异性 (或各向同性). 4)满足 L̃2 ≫ λ̃2及a → 0

的大尺度大粒子数系统, 热容量的跃变既与边界无
关, 也与粒子数无关, 而满足 L̃2 ≫ λ̃2的大尺度和

有限粒子数系统、小尺度有限粒子数系统, 热容量
跃变存在边界效应也存在粒子数效应, 选取合适的
势阱参数可以使得热容量的跃变取极小值.
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Abstract
By defining the characteristic length, the boundary effects of Bose-Einstein condensation in a three-dimensional

harmonic trap are investigated using the Euler–MacLaurin formula. Results show that the condensed fraction of particles
reduces due to the finite-size effects and the effects of finite particle number; the corrections of the condensation fraction
and the condensation temperature have, respectively, a maximum value due to the boundary effect, hence it is very
effective to optimize the parameters of the harmonic traps for improving the condensation fraction and the condensation
temperature. In the jump of heat capacity exist the boundary effects and the effects of finite particle number, and the
jump of heat capacity has a minimum because the parameters of harmonic traps are selected to be reasonable. The
equation of state is derived for a finite ideal Bose gas system in a three-dimensional harmonic trap; the anisotropy (or
isotropy) of the pressure is determined by the anisotropy (or isotropy) of the frequency of the harmonic potential.
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