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非对称耦合粒子链在棘齿势中的确定性定向输运∗
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( 2014年 10月 10日收到; 2014年 10月 23日收到修改稿 )

针对不受外力和噪声驱动的非对称耦合粒子链在棘齿势中的运动, 建立了相应的数学模型, 并对其确定
性定向输运现象进行研究. 仿真结果表明: 在粒子间的非对称耦合和具有空间反演非对称的棘齿势的共同作
用下, 粒子链能够产生定向输运现象, 并在适当参数条件下还能形成反向定向流; 粒子链平均速度关于耦合系
数、势垒高度、弹簧自由长度等系统参数分别都存在广义共振现象, 即存在最佳参数使得定向输运速度达到最
大; 在其他参数固定的情况下, 粒子链平均速度关于弹簧自由长度变化的曲线具有近似反对称的特点, 并存在
广义多峰共振现象.

关键词: 非对称耦合, 棘齿势, 确定性定向输运, 广义共振
PACS: 05.10.Gg, 45.10.Hj DOI: 10.7498/aps.64.070501

1 引 言

近年来, 非线性系统的定向输运现象在物理、
生物、化学等不同学科领域受到了学者们的广泛关

注 [1−7], 棘齿系统能够有效地利用系统的棘齿效应
将非定向外部驱动力或涨落 (噪声)的能量部分转
化为系统定向输运的能量 [4,5]. 然而, 噪声在大多
数情况下并不起主导作用, 一般把在没有噪声时产
生定向输运的系统称为确定性棘齿系统, 相应的定
向输运过程称为确定性定向输运 [5].

以往关于定向输运的研究多集中于单分子马

达, 随着研究的不断深入, 人们发现在许多情况下
分子马达以集体形式工作, 此时粒子或马达之间的
相互作用将不可避免 [2−9], 并且其定向输运现象在
控制输运、分离细小颗粒以及实现某些生物功能

等多方面具有广泛的应用前景 [5−8,10,11]. 因而, 研
究耦合系统的定向输运成为了分子马达研究的重

要方向之一, 吸引了众多学者对其展开多方面的深
入研究. 例如, Lipowsky 等 [12]发现多个分子马达

之间的耦合作用可以大大提高输运速度; Roostalu
等 [13]发现驱动蛋白Cin8通过多个马达之间的耦
合作用可以改变输运方向; Downton 等 [14]发现多

分子马达链的内部损耗会使其输运效率远远低于

单分子马达; Klumpp等 [15]发现输运距离会随驱

动蛋白 -1马达数目的增加而迅速增大.
目前, 对耦合系统的定向输运研究大多集中于

简谐耦合情形, 而对于非对称耦合情形的研究相对
较少 [2−4,8−15]. 本文针对不受外力和噪声驱动的非
对称耦合粒子链在棘齿势中的运动, 建立了相应的
数学模型, 并以粒子链平均速度为考察对象研究了
系统的确定性定向输运现象. 数值仿真结果表明:
即使没有外力和噪声驱动, 在粒子间的非对称耦合
和具有空间反演非对称的棘齿势的共同作用下, 粒
子链也能够产生定向输运现象, 并在适当参数条件
下还能形成反向定向流; 粒子链平均速度关于耦合
系数、势垒高度、弹簧自由长度等系统参数分别都

存在广义共振现象, 即粒子链平均速度随这些参数
的变化出现了非单调变化, 且存在最佳参数使得定
向输运速度达到最大; 在其他参数固定的情况下,
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粒子链平均速度关于弹簧自由长度变化的曲线具

有近似反对称的特点, 并存在广义多峰共振现象.

2 模 型

不受外力和噪声驱动的N个最近邻耦合粒子

在周期势场中的运动可由如下非线性微分方程来

刻画:

ẋi =− ∂V (xi)

∂xi
+ g(xi+1, xi, xi−1),

i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中, xi(t)为第 i个粒子的位移, V (x)为周期势

函数, g(xi+1, xi, xi−1)为第 i个粒子的最近邻耦合

函数.
本文研究一种特殊的非对称耦合情形, 即单

向耦合, 它广泛存在于神经网络的信号传输、交通
流等许多现象之中 [5,7], 选取如下形式的单向耦合
函数:

g(xi+1, xi, xi−1) = k(xi+1 − xi − a), (2)

式中k为耦合系数, a为粒子间弹簧自由长度. 并选
取如下正弦形式的棘齿势:

V (x)

= − 1

2
U0

[
sin(2πx/L) + 1

4
sin(4πx/L)

]
, (3)

式中L为周期势的空间周期, U0为势垒高度. 棘齿
势的示意图如图 1所示.
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图 1 势函数 V (x)示意图

3 仿真与讨论

在宏观上, 粒子链平均速度反映了粒子链的整
体运动趋势, 故本文以粒子链平均速度为考察对
象. 下面, 我们通过数值仿真研究在没有外力和噪

声驱动情况下, 处于棘齿势中的非对称耦合粒子链
的确定性定向输运现象, 以及耦合强度k、势垒高度

U0和弹簧自由长度a等系统参数对定向输运速度 v

的影响. 粒子链平均速度定义 [5]为

v =
1

N

N∑
j=1

vj = lim
T→∞

1

N

N∑
j=1

∫ T

0

ẋj(t)dt, (4)

式中T为仿真时间. 在数值仿真中我们选取仿真采
样步长为∆t = 0.01 s, 仿真时间为T = 50 s, 粒子
数为N = 10, 若无特别说明, 取耦合系数k = 10,
势垒高度U0 = 0.5, 弹簧自由长度a = 0.2.

3.1 粒子链位移

图 2给出了不同参数下各粒子位移xi(t)随时
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图 2 (网刊彩色)不同参数下的粒子链位移图 (a)
k = 10, U0 = 0, a = 0.2; (b) k = 10, U0 = 0.5,
a = 0.2; (c) k = 20, U0 = 0.5, a = 0.45
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间的演化. 从图中可以看到, 粒子链的运动表现出
对系统内部参数具有复杂依赖性, 并且在不受外部
确定性力或随机力驱动的情况下, 通过各粒子之
间的非对称耦合及具有空间反演非对称性的棘齿

势的共同作用, 粒子链仍能往同一方向运动, 即产
生了确定性定向输运现象, 甚至还能形成反向定
向流.

3.2 粒子链平均速度与各系统参数的关系

图 3给出了在不同势垒高度下粒子链平均速
度 v与耦合系数k的关系. 在棘齿势存在的情况下
(即U0 ̸= 0), 弱耦合 (如k = 0, k = 1)的系统无法
产生定向流, 而适当强度的耦合则可以促使粒子链
越过势垒而形成定向运动; 另一方面, 在棘齿势消
失的情况下 (即U0 = 0), 不论粒子之间的耦合系数
有多大, 都无法促使粒子链形成定向输运. 可见,
粒子之间适当强度的耦合与系统内部的棘齿势是

粒子链在无外部驱动力的情况下产生定向流的两

个必不可少的重要因素.
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图 3 (网刊彩色)不同势垒高度下粒子链平均速度 v与耦

合系数 k的关系

进一步考察势垒高度固定不变的情况, 我们可
以观察到粒子链平均速度随耦合系数的增大出现

了非单调变化, 即出现了广义共振现象, 且存在最
佳耦合系数使得粒子链平均速度达到最大. 具体来
说, 当耦合系数很小时, 由于系统没有外部驱动力,
故粒子链无法越过势垒, 因而不能形成定向输运;
特别地, 当k = 0时, 粒子间没有相互作用, 即各个
粒子相互独立, 这时系统就等价于单粒子系统. 当
耦合系数足够大时, 粒子链平均速度随耦合系数的
增大而迅速增大; 但当耦合系数过大时, 粒子间的
相互作用就会变成对粒子的束缚, 使得粒子链平均
速度反而减小; 特别地, 当耦合系数k → ∞时, 系

统的动力学行为相当于单粒子在有效势

Veff(x) =
1

N

N∑
i=1

V (x+ ia) (5)

中的运动 [5,9]. 在后面的讨论中, 主要研究耦合系
数k为有限值的情况下, 由于粒子间相互作用而引
起的确定性定向输运.

由图 3可知, 随着势垒高度的增大, 共振曲线
整体右移, 同时峰值流速也相应提高, 这是因为粒
子链获得了更大的势能, 并通过系统的非线性作用
将其转化为定向运动的能量; 另一方面, 恰能形成
粒子链定向输运的耦合系数阈值也相应增大, 这是
因为粒子链需要借助更强的耦合才能使其越过更

高的势垒而形成定向流.
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图 4 (网刊彩色)不同耦合系数下粒子链平均速度 v与势

垒高度U0 的关系

图 4给出了不同耦合系数下粒子链平均速度 v

与势垒高度U0的关系. 可以看到, 耦合系数越大,
能够促使系统形成定向输运的势垒高度变化范围

也越大. 此外, 当耦合系数为零时 (k = 0), v(U0)曲

线是一条恒为零的水平直线, 即此时粒子链由于没
有内部相互作用力的驱动而无法产生定向流; 当耦
合系数较小时 (如k = 5, k = 10), 粒子链平均速度
具有随势垒高度的增大而呈先增后减小的趋势, 即
系统存在广义共振现象, 但随着势垒高度的进一步
增大, 粒子链将无法越过高势垒而迫使定向输运现
象消失, 即出现了钉扎现象; 当耦合系数较大时 (如
k = 20, k = 30), 在图中的势垒变化范围内, 粒子链
平均速度则是单调递增的.

模型 (1)所刻画的系统存在两个空间尺度: 弹
簧自由长度a和棘齿势空间周期L, 二者的合作与
竞争可以导致复杂的输运行为. 图 5给出了不同弹
簧自由长度下粒子链平均速度 v与势垒高度U0的

关系. 可以看到, 不同的弹簧自由长度对应着不同
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的 v(U0)曲线, 弹簧自由长度不仅影响粒子链的定
向输运速度 (如a = 0.3和a = 0.4), 同时还影响粒
子链的定向输运方向 (如a = 0.2和a = 0.45), 并且
在反向流方向也存在着广义共振现象.

U0
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图 5 (网刊彩色)不同弹簧自由长度下粒子链平均速度 v

与势垒高度U0的关系
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图 6 (网刊彩色)不同耦合系数下粒子链平均速度 v与弹

簧自由长度 a的关系

图 6给出了不同耦合系数下粒子链平均速度
v与弹簧自由长度a的关系. 可以看到, 图中所有
曲线都具有关于 a = 0.5近似反对称的特点, 即
v(a) ≈ −v(1 − a), 这里不完全相等是因为棘齿势
是空间反演非对称的. 当弹簧自由长度a ∈ [0, 0.5]

时, 粒子链以正向的定向流为主, 而当a ∈ [0.5, 1]

时, 则以反向的定向流为主. 但在某些耦合系数下
(如k = 20, k = 30), 我们却可以在a = 0.5附近区

域看到相反情况, 即在 [0, 0.5]内出现反向流, 而在
[0.5, 1]内出现正向流.

考虑弹簧自由长度a ∈ [0, 0.5]的情形, 可以看
到, 粒子链平均速度 v关于弹簧自由长度a是非单

调变化的, 即存在共振峰, 并且在a的部分区域内

还存在钉扎现象, 故类似于 v(k)和 v(U0), 弹簧自

由长度a也可作为一个优化参数使得定向流速度 v

最大. 此外, 随着耦合系数k的逐渐增大, v(a)曲线
由单峰共振逐渐变为存在反向流现象的多峰共振.

4 结 论

本文研究了不受外力和噪声驱动的非对称耦

合粒子链在棘齿势中的确定性定向输运现象, 以及
系统参数对粒子链平均速度的影响. 数值仿真结果
表明: 1)在粒子间的非对称耦合及具有空间反演非
对称的棘齿势的共同作用下, 粒子链可以在没有外
部作用力 (包括确定性力和随机力)驱动的情况下
产生定向输运, 并在适当参数条件下还能形成反向
定向流; 2) 粒子链平均速度关于各系统参数 (耦合
系数、势垒高度、弹簧自由长度)具有非单调变化
的特点, 即存在最佳参数使得定向输运速度达到最
大; 3)在其他参数固定的情况下, 粒子链平均速度
关于弹簧自由长度的变化曲线 v(a)关于a = 0.5具

有近似反对称的特点, 并且随着耦合系数k的逐渐

增大, v(a)曲线由单峰共振逐渐变为存在反向流现
象的多峰共振.
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Abstract
In the absence of external force and noise, a deterministic transport model for asymmetrically coupled nonlinear

oscillators in a ratchet potential is established. By numerical simulation, both directed current and reversely directed
current can be obtained by selecting appropriate parameters. The complex dependences of current velocity on the model
parameters are discussed. It is observed that the average velocity of the particle chain varies non-monotonically with
coupling strength and potential height, indicating a generalized resonance phenomenon. When the other parameters are
fixed, the speed curve which is dependent on spring free length has a roughly inverse symmetry, and there also exists a
generalized multi-peak resonance.

Keywords: asymmetrically coupled, ratchet potential, deterministic directional transport, generalized
resonance
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