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表面张力对高雷诺数 Rayleigh-Taylor
不稳定性后期增长的影响*

黄皓伟    梁宏†    徐江荣

(杭州电子科技大学物理系, 杭州　310018)

(2020 年 11 月 20日收到; 2021 年 1 月 22日收到修改稿)

采用多相流的相场格子 Boltzmann方法数值研究了微通道内高雷诺数单模 Rayleigh-Taylor (RT)不稳

定性的后期演化规律, 重点分析表面张力对相界面动力学行为以及气泡与尖钉增长的影响. 数值实验表明,

随着界面张力的增大, 可以有效降低演化过程中相界面结构的复杂程度, 并抑制不稳定性后期相界面破裂形

成离散液滴. 另外, 增大表面张力可以先促进后抑制气泡振幅的增长, 而当表面张力较小时, 尖钉振幅增长曲

线之间并无明显差别, 当表面张力增大到一定值后, 它对尖钉振幅的抑制效果可明显地被观察到. 进一步, 根

据不稳定性速度增长曲线 , 将高雷诺数单模 RT不稳定性的演化划分为线性增长、饱和速度增长、重加速、

混沌混合四个发展阶段. 数值计算获取气泡与尖钉的饱和速度符合包含界面张力效应的势流理论模型. 另外

还统计了不同表面张力和 Atwood数下表征 RT不稳定性后期演化的气泡与尖钉增长率, 结果显示气泡与尖

钉后期增长率随着表面张力的增大总体上呈现出先促进后抑制的规律. 最后, 从数值计算和理论分析两方面

研究了不同 Atwood数下 RT 不稳定性发生的临界表面张力, 发现两者结果符合得很好, 并且临界表面张力

随着流体 Atwood数的增大而增大.
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1   引　言

瑞利 -泰勒 (Rayleigh-Taylor,  RT)不稳定性

现象是一种常见的流体不稳定性问题, 它发生于重

力场作用下, 两种不同密度的流体界面受到微小扰

动后. 这类问题不仅存在于自然现象中, 例如卷云

的形成, 还在天体物理学、惯性约束聚变、地球气

候学等领域有着广泛且重要的应用, 也是多相流体

界面、不稳定性、湍流混合等基本问题的理论基础,

因而吸引着许多学者对其开展相关研究 [1]. RT不

稳定性的先驱工作归功于英国流体力学大师 Rayleigh

和 Taylor[2,3], 他们创造性地提出了线性稳定性理

h = a1eγt+

a2e−γt γ

论, 并证明了无黏流体的初始扰动呈现指数增长的

规律. 后来, Lewis[4] 实验验证了线性增长理论, 还

报告了 RT不稳定性随后进入非线性发展阶段.

Sharp[5] 对 RT不稳定性的早期研究工作做了很好

的总结, 并定性地将 RT不稳定性的增长划分为四

个发展阶段. 根据界面初始扰动的不同, RT不稳

定性可以分为单模和多模问题, 而本文主要关注单

模 RT不稳定性的研究 .  2001年 , Waddell  等 [6]

实验研究了二维单模 RT不稳定性问题, 指出扰动

振幅在初始阶段以指数形式增长, 即   

 , 其中    是线性增长因子, 定义为 

γ =

√
Atgk − σk3

ρh + ρl
, (1)
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g At k

σ ρh ρl

其中   是重力加速度,   是 Atwood数,   是波数,

 是流体间的表面张力,   和  分别为重轻流体的

密度. 进一步, 他们还观察到在不稳定性演化后期

气泡与尖钉的平均速度接近于常数. Glimm等 [7]

利用前追踪方法模拟了二维单模 RT不稳定性问

题, 发现不稳定性的增长经历饱和速度阶段后会出

现重加速阶段. 后来, Wilkinson和 Jacobs[8] 对三

维单模 RT不稳定性进行了实验研究, 指出由于界

面涡结构间的相互作用, 气泡与尖钉在后期阶段被

重加速, 导致演化速度高于 Goncharov势能模型 [9]

的理论值. 2012 年, Ramaprabhu等 [10] 大规模模

拟了不同 Atwood数和雷诺数下三维单模 RT不

稳定性的后期演化问题, 首次将高雷诺数 RT不稳

定性的发展归结为线性增长、饱和速度增长、重加

速、混沌混合四个发展阶段, 并进一步观察到气泡

与尖钉在重加速阶段的演化速度超过经典势流模

型 [9] 的解析解, 而在后期的混沌混合阶段, 发现气

泡与尖钉的增长会受到抑制. Wei和 Livescu[11] 利

用直接数值模拟方法高精度研究了低 Atwood数

下二维单模 RT不稳定性问题, 观察到不稳定性在

高雷诺数条件下同样经历了四个发展阶段, 但不同

于 Ramaprabhu等 [10] 的结果, 他们发现气泡的平

均振幅在后期混沌阶段具有二次增长的规律 .

Lai等 [12] 采用离散 Boltzmann 方法研究了 RT不

稳定性的热动非平衡效应. 近期, Liang等 [13−15] 采

用介观格子 Boltzmann (lattice Boltzmann, LB)

方法模拟了二维及三维微通道内单模 RT不稳定

性后期演化问题, 分析了 Atwood数和雷诺数对不

稳定性的增长阶段和相界面动力学行为的影响.

上述研究均忽略了表面张力对 RT不稳定性

的影响, 已有研究表明 RT不稳定性在表面张力作

用下可以显示毛细波、收缩、破裂等独特的界面动

力学行为 [16]. 目前, 绝大多数的工作 [16−20] 集中于

分析表面张力对初始扰动为多模态的 RT不稳定

性增长, 而较少学者考虑表面张力对单模 RT不稳

定性演化的影响. Daly[21] 采用有限差分法数值研

究了表面张力对单模 RT不稳定性早期增长的影

响, 获取的不同界面张力下线性增长因子与修正的

线性稳定性理论一致, 并且发现存在表面张力时可

以抑制界面的卷吸行为. Zhang等 [22] 利用多相流

LB方法模拟了单模 RT不稳定性问题, 发现表面

张力作用下可以减弱相界面的卷吸程度, 在演化后

期诱导相界面发生夹断生成离散液滴, 并且观察到

界面张力存在时可以减小气泡与尖钉的演化速度.

基于 Goncharov势流理论 [9], Young和 Ham[23] 分

析界面张力对无黏流体的单模 RT不稳定性增长

的影响, 并提出了包含表面张力效应的气泡渐进速

度的解析模型, 

ub =

√
2Atg

3k(1 +At)
− σk

9ρh
. (2)

进一步, 他们还利用水平集数值方法模拟了表面张

力作用下单模 RT不稳定性在饱和速度阶段的增

长, 发现获得的气泡渐进速度与提出的解析模型相

一致. 同样从势流理论出发, Sohn[24] 分析了流体黏

性和表面张力对单模 RT不稳定性发展的影响, 发

现黏性和表面张力均抑制不稳定性的发展, 减小气

泡的饱和增长速度. 结合黏性效应, 气泡在饱和速

度阶段的渐进速度修正为 

ub =

√
2Atg

3k(1 +At)
+

4

9
k2ν2h − σk

9ρh
− 2

3
kνh, (3)

νh其中   表示重流体的运动学黏性. 夏同军等 [25] 分

别基于势流模型和 Zufiria模型 [26] 分析了表面张

力对 RT不稳定性非线性增长阶段的影响, 推导出

两种模型下气泡渐进速度和渐进曲率的解析表达

式, 结果表明, 界面张力降低了气泡的速度, 但对

曲率没有影响. 另外发现, 基于势流模型所得气泡

渐进速度大于 Zufiria模型的预测值. 进一步, 基

于 Zufiria理论模型, Li等 [27] 分析了流体黏性和表

面张力对不稳定性饱和速度阶段的影响, 提出了包

含两种效应的气泡渐进速度的解析式. Guo等 [28]

建立了含表面张力的单模 RT不稳定性的弱非线

性模型, 分析了 RT不稳定性在表面张力作用下从

线性增长到非线性增长的转变.

综上所述, 已有学者分析了表面张力对单模

RT不稳定性增长的影响, 但这些研究聚焦于不稳

定性中气泡增长的中前期阶段, 而对表面张力作用

下不稳定性的演化后期及尖钉增长的描述还未有

报道. 另外, 上述研究所考虑的雷诺数均较小. 本

文将采用基于相场理论的多松弛 LB方法研究冗

长微通道内高雷诺数 RT不稳定性的演化规律, 着

重分析表面张力对相界面动力学行为及气泡与尖

钉后期增长的影响.
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2   数值模型

LB方法 [29] 是近几十年发展起来的一种流体

系统建模和模拟的介观方法, 因其具有易于刻画流

体间与流固间的微观相互作用、高性能并行计算及

自动追踪相界面等优点, 因而被广泛用来研究多相

流界面动力学问题. 目前, 从流体间相互作用力的

不同物理背景, 已提出了多种不同类别的多相流

LB模型, 包括颜色模型、伪势模型、自由能模型和

相场 LB模型. 相比前三类模型, 相场 LB模型因

在相界面追踪方面具有坚实的物理学基础而受到

一些学者的广泛关注, 感兴趣的读者可以参考近期

关于多相流体的相场 LB方法的综述论文 [30]. 相场

模型中界面追踪方程包括 Cahn-Hilliard方程和

Allen-Cahn方程, 基于 Allen-Cahn模型的 LB方

法在求解序参数时具有更低的数值耗散, 适用于模

拟大密度比两相流问题 [31], 而基于 Cahn-Hilliard

模型的 LB方法在模拟界面大拓扑变化时则更具

有优势. 本文采用 Liang等 [13] 提出的基于 Cahn-

Hilliard方程的相场 LB模型, 该模型克服了已有

模型中相界面求解精度低以及数值稳定性差等问

题, 提高了 LB方法在相界面捕获方面的能力, 可

显式计算流场中的宏观量, 并在求解复杂的流体界

面 RT不稳定性问题上显示出较大的潜力 [14,32]. 在

相场理论中, 多相流体系统的总自由能泛函可表

述为 [33]
 

E =

∫
Ω

[
F (ϕ) +

α

2
|∇ϕ|2

]
dΩ, (4)

ϕ F (ϕ)

F (ϕ) = βϕ2(1−

ϕ)2 α β σ =
√
2αβ/6

D =
√
8α/β

其中  是序参数, 用于捕捉相界面;   是体相区

的自由能密度泛函, 具有双势阱形式 

 , 参数  和  依赖于表面张力  和界

面厚度   . 对总的自由能泛函求变分运

算, 可以获得化学势的表达式为 

µ = 4βϕ(ϕ− 1)(ϕ− 0.5)− α∇2ϕ. (5)

ϕ u

µ

进一步, 假设序参数   由流体速度   发生对流, 和

化学势  产生扩散, 从而得到描述相界面动力学的

经典 Cahn-Hilliard相场方程: 

∂ϕ

∂t
+∇ · (ϕu) = ∇ ·M(∇µ), (6)

M其中,    是迁移率. 为了描述多相流体输运过程,

相界面追踪的 Cahn-Hilliard方程需要耦合含外力

的不可压 Navier-Stokes方程: 

∇ · u = 0, (7a)
 

ρ

(
∂u

∂t
+ u · ∇u

)
= −∇p+∇ ·

[
νρ(∇u+∇uT)

]
+ Fs +G, (7b)

ρ p ν

Fs Fs = µ∇ϕ G

其中  是流体密度,   是流体动力学压力,   是运动

学黏性, 界面张力   取势形式为   ,    是

系统中施加的外力.

fi gi本文的 LB模型利用两个分布函数   和   分

别来求解 Cahn-Hilliard和 Navier-Stokes相互耦

合的多相系统控制方程, 对应的多松弛碰撞算子的

演化方程可表示为 [29]
 

fi(x+ ciδt, t+ δt)− fi(x, t)

= − (M−1SfM)ij [fj(x, t)− f eq
j (x, t)]

+ δt

[
M−1

(
I − Sf

2

)
M

]
ij

Fj(x, t), (8a)
 

gi(x+ ciδt, t+ δt)− gi(x, t)

= − (M−1SgM)ij [gj(x, t)− geqj (x, t)]

+ δt

[
M−1

(
I − Sg

2

)
M

]
ij

Gj(x, t), (8b)

fi(x, t) gi(x, t) f eq
i (x, t)

geqi (x, t) ci

M Sf Sg

Fi(x, t) Gi(x, t)

其中,   ,   是粒子分布函数,   和

 是分布函数对应的平衡态分布函数,    是

离散速度,   表示碰撞矩阵,   和  是对角松弛

矩阵,   和  分别为源项和外力项的分

布函数. 为了恢复正确的宏观方程, 平衡态分布函

数可设定为 [13]
 

f eq
i =


ϕ+ (ωi − 1)ηµ, i = 0,

ωiηµ+ ωiϕ
ci · u
c2s

, i ̸= 0,
(9)

 

geqi =


p

c2s
(ωi − 1) + ρsi(u), i = 0,

p

c2s
ωi + ρsi(u), i ̸= 0,

(10)

且 

si(u) = ωi

[
ci · u
c2s

+
(ci · u)2

2c4s
− u · u

2c2s

]
, (11)

η cs ωi

ωi ω0 = 4/9 ω1−4 =

1/9 ω5−8 = 1/36 ci

其中,    是调节迁移率的自由参数,    是声速,   

是权系数. 对于二维流动, 本文采用流行 D2Q9格

子模型 , 其对应的权系数   为   ,   

 ,   , 离散速度    定义为 [34,35]
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ci =



(0, 0)c, i = 0,

(cos[(i− 1)π/2], sin[(i− 1)π/2])c, i = 1—4,

√
2
(
cos[(i− 5)π/2 + π/4],

sin[(i− 5)π/2 + π/4]
)
c, i = 5—8,

(12)

c = δx/δt δx δt

cs = c/
√
3

c = δx = δt = 1

M

其中,   ,   和  分别代表格子长度和时间

步长,    , 对于多相流 LB模型, 通常设定

 . 另外, D2Q9 模型所对应的碰撞矩

阵    定义为 [36]
 

M=



1 1 1 1 1 1 1 1 1

−4 −1 −1 −1 −1 2 2 2 2

4 −2 −2 −2 −2 1 1 1 1

0 1 0 −1 0 1 −1 −1 1

0 −2 0 2 0 1 −1 −1 1

0 0 1 0 −1 1 1 −1 −1

0 0 −2 0 2 1 1 −1 −1

0 1 −1 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 −1 1 −1


,

Sf Sg以及松弛矩阵  和  可表示为 

Sf =diag
(
sf0 , s

f
1 , s

f
2 , s

f
3 , s

f
4 , s

f
5 , s

f
6 , s

f
7 , s

f
8

)
, (13)

 

Sg = diag (sg0, s
g
1, s

g
2, s

g
3, s

g
4, s

g
5, s

g
6, s

g
7, s

g
8) , (14)

0 < sfi < 2, 0 < sgi < 2

Fi Gi

其中,    . 为了准确地恢复宏

观控制方程, 离散源项   和外力项分布函数   分

别定义为 [13]
 

Fi =
ωici · ∂t(ϕu)

c2s
, (15)

 

Gi=
(ci − u)

c2s
·[si(u)∇(ρc2s )+(Fs+Fa+G)(si(u)+ωi)],

(16)

Fa =
dρ
dϕ

M∇2µu

ϕ u p

其中,    是为了消除恢复的动量方

程中误差项所引入的界面力. 通过计算分布函数的

零阶矩和一阶矩, 可以得到宏观量  ,   和  , 具体

计算公式为 

ϕ =
∑
i

fi, (17a)
 

ρu =
∑
i

cigi + 0.5δt(Fs +G), (17b)
 

p =
c2s

(1− ω0)

∑
i̸=0

gi +
δt
2
u · ∇ρ+ ρs0(u)

 . (17c)

ρ ϕ另外, 流体密度  可看成序参数  的线性函数: 

ρ = ϕ(ρh − ρl) + ρl. (18)

M ν

通过 Chapman-Enskog多尺度分析 [13], 可以证明

本文采用的相场 LB模型能够正确地恢复到

Cahn-Hilliard方程和 Navier-Stokes方程, 并且迁

移率  和运动学黏度  的数学表达式为 

M = ηc2s (τf − 0.5)δt, (19a)
 

ν = c2s (τg − 0.5)δt, (19b)

1/τf = sf3 = sf5 1/τg = sg7 = sg8

sf3

sg7 sg4 = sg6 = 1.7

∂t(ϕu) =

[ϕ(t)u(t)− ϕ(t− δt)u(t− δt)]/δt

其中,   ,   . 已有研究表

明 [36,37], 松弛参数的选取影响多松弛 LB方法的数

值稳定性和精度. 在实际的模拟中, 松弛因子  和

 可根据迁移率和流体黏性给定,      ,

余下的松弛参数均取 1. 另外, 数值实验表明, 松弛

参数在一定温和的范围内取值 , 本文的多松弛

LB方法可以给出相当的计算结果. 演化方程中时

间导数采用显式欧拉格式进行离散, 即  

 , 而梯度和拉普拉

斯算子的离散方法均采用二阶中心各向同性差分

格式 [38]: 

∇ϕ(x) =
∑
i ̸=0

ωiciϕ(x+ ciδt)

c2s δt
, (20)

 

∇2ϕ(x) =
∑
i ̸=0

2ωi[ϕ(x+ ciδt)− ϕ(x)]

c2s δ
2
t

, (21)

∇ρ =
dρ
dϕ

∇ϕ而密度梯度的计算公式为  .
 

3   数值结果和讨论

L×W = 8160×
544

W

本文关注冗长的微管道内多相流体界面单模

扰动的 RT不稳定性, 网格划分为  

 . 初始时刻, 在微管道的中心截面处施加波长

为  的微小扰动: 

h(x, y) = 0.5L+ 0.05W cos(kx), (22)

k k = 2π/W其中, 波数  定义为  , 并设定序参量的初

始分布为 

ϕ(x, y) = 0.5 + 0.5 tanh
2[y − h(x, y)]

D
, (23)

D 4

Re

At

其中, 界面厚度   固定为   个格子网格. 需要指出

的是, RT不稳定性的界面演化可以用两个无量纲

参数来描述, 即雷诺数 (Reynolds number,   )和

阿特伍德数 (Atwood number,   ), 分别定义为: 
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Re =
W

√
gW

ν
, At =

ρh − ρl
ρh + ρl

. (24)

Re = 104

本文着重分析高雷诺数 RT不稳定性的后期演

化规律 , 因而在数值模拟中雷诺数均设定为

 . 为了表征重力效应, 对微管道中轻重流

体均施加一个竖直方向上的浮力: 

G =

[
0,−

(
ρ− ρh + ρl

2

)
g

]
, (25)

ρh = 1

√
gW = 0.04 Pe

Pe =
√
gWD/Mβ

xf

fī(xf , t+ δt) = f ′
i(xf , t) ci = −cī

f ′
i

xf

其中, 重流体密度设定为   , 轻流体的密度可

由给定的阿特伍德数确定, 重力加速度满足关系式

 . 另外 ,  Peclet数  (  )设定为 50,

其定义式为   . 边界条件设置如

下: 左右边界采用周期性边界条件, 而上下边界均

采用无滑移半反弹边界格式. 半反弹格式将壁面设

定在格点中线上, 假定粒子与壁面碰撞后速度发生

逆转, 即临近壁面流体点   的粒子分布函数设定

为  , 其中  是指向壁

面的粒子速度,   表示碰撞后的粒子分布函数 [39].

具体而言, 当  位于上壁面时, 半反弹边界格式实

现的数学表达式为 

f4(xf , t+ δt) = f ′
2(xf , t), f7(xf , t+ δt)

= f ′
5(xf , t), f8(xf , t+ δt)

= f ′
6(xf , t), (26)

xf而当  为下壁面时, 半反弹边界条件可设置为 

f2(xf , t+ δt) = f ′
4(xf , t), f5(xf , t+ δt)

= f ′
7(xf , t), f6(xf , t+ δt)

= f ′
8(xf , t). (27)

W
√
gW√

W/g

在本文的研究中, 选取特征长度为扰动的初始波长

 , 特征速度和特征时间分别给定为   和

 , 下文统计的相关物理量均已被相应特征值

所无量纲化.

At = 0.7

5× 10−6

图 1给出了  时, 四种不同表面张力下

高雷诺数 RT不稳定性的相界面演化过程. 可以发

现, 对于不同的表面张力, 相界面在初始阶段表现

出相似的动力学行为: 重流体和轻流体相互渗入形

成了尖钉和气泡结构. 随后在不同表面张力下, 尖

钉和气泡的增长表现出明显的差异. 在表面张力很

小, 仅为   时, 尖钉持续下降并出现非线性

效应, 这是由于气泡和尖钉界面上存在的速度差诱

导产生了非线性 Kelvin-Helmholtz (KH)不稳定

性, 进而使尖钉前端卷起形成一对涡. 随着两个旋

σ = 5× 10−6

σ = 1× 10−2

涡的持续增长, 在卷起的尾端出现了二级涡, 并且

混合区域内的非线性效应也越来越剧烈, 导致界面

在多个位置发生卷起, 形成了复杂的界面拓扑结

构. 在不稳定性继续发展过程中也伴随着流体界面

混沌的破裂, 最终导致混合区域存在着大量的离散

液滴, 同时也观察到相界面的增长失去了左右对称

性. 相界面的非对称性发展同样在高雷诺数下混

相 RT不稳定性现象中被观察到 [40]. 随着表面张力

的增加, KH不稳定性的出现开始延后, 一级涡的

产生相应地延缓, 随后产生的涡的数量也相应地减

少, 后期的结构复杂度下降. 不同于  

情形, RT不稳定性在较大界面张力的增长过程中,

相界面图案始终保持着左右对称性, 整个演化过程

中界面破裂的现象减少, 系统中离散的液滴数量也

相应减少, 尤其当   时, 不稳定性的发

展过程中未观察到离散液滴. 另外, 我们通过数值

实验进一步发现, 继续增大表面张力, 扰动会随时

间发生振荡并逐渐恢复平稳, RT不稳定现象并未

发生, 这表明存在一个临界的表面张力的值, 超过

临界值后, RT不稳定现象不会发生, 而小于该临

界值, RT 不稳定性将会发生. 下文将细致讨论临

界表面张力的影响因素以及关系表达式.

σ = 5× 10−4

σ = 5× 10−6

σ = 5× 10−5

σ = 5× 10−3

σ = 5× 10−4

σ = 1× 10−2

气泡和尖钉的振幅是单模 RT不稳定研究中

两个重要的物理量, 因而, 本文统计了不同表面张

力条件下随时间变化的气泡与尖钉振幅, 以定量比

较界面张力的影响. 图 2为气泡与尖钉振幅在不同

表面张力下随时间的演化曲线. 可以看出, 对于气

泡而言, 随着表面张力的增加, 气泡振幅的增长并

不是一直减缓的, 在表面张力很小的一段范围内,

表面张力反而促进了气泡的增长. 当 

时, 气泡振幅的增长在发展前期受表面张力影响不

大 , 但是在后期 , 增长明显快于   和

 时的气泡振幅 . 而表面张力增加到

 后, 气泡振幅的增长无论是前期还是

后期均慢于  时的增长. 继续增大表面

张力到  , 在前中期的抑制效果更加明

显. 上述结果与文献 [23,24]中普遍认为表面张力

抑制气泡的增长有所不同, 原因可能是前人所考虑

的界面张力范围有限. 而对于尖钉而言, 当表面张

力相对较小时, 振幅曲线没有明显的差异, 这表明

当表面张力足够小时, 其对尖钉振幅的影响不再重

要. 但是当表面张力增大到一定值后, 它对尖钉振

幅的抑制效果则可以被明显观察到. 我们还进一步
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(At =

0.5, 0.1)

模拟了不同表面张力条件下中低 Atwood数 

 的 RT不稳定性问题, 结果表明, 随着界

面张力的增大, 表面张力对于气泡振幅的影响同样

是先促进后抑制的, 说明这是一个普遍的规律, 而

表面张力可以减缓尖钉的增长.

接着对气泡和尖钉的增长速度进行定量分析.

图 3给出了在不同表面张力下气泡与尖钉速度随

时间变化的演化曲线. 根据文献 [11,14], 高雷诺数

 

1.5 2.2 2.9 3.6 4.1 4.6 5.1 5.7 6.3 6.8 7.4 7.7 1.5 2.2 2.9 3.6 4.1 4.6 5.1 5.7 6.3 6.8 7.4 7.7

(a) (b)

1.5 2.2 2.9 3.6 4.1 4.6 5.1 5.7 6.3 6.8 7.4 7.7 2.2 2.9 3.7 4.3 5.0 5.6 6.3 6.9 7.6 8.2 8.9 9.6

(c) (d)

Re = 104 At = 0.7 σ = 5× 10−6 σ =

5× 10−4 σ = 5× 10−3 σ = 1× 10−2

图  1        ,    时 , 表面张力对高雷诺数非混相 RT不稳定相界面演化的影响　 (a)    ;  (b)   

 ; (c)   ; (d)  

Re = 104 At = 0.7

σ = 5× 10−6 σ = 5× 10−4 σ = 5× 10−3 σ = 1× 10−2

Fig. 1. Effect of the surface tension on the evolution of phase interface in the immiscible RT instability with   ,   :

(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   . 
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图 2    表面张力对随时间变化的气泡和尖钉振幅的影响

Fig. 2. Influence of surface tension on the time variations of bubble and spike amplitudes. 
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下的单模 RT不稳定性的发展经历了四个不同的

阶段, 包括线性增长阶段、饱和速度阶段、重加速

阶段和混沌阶段. 当表面张力足够小时, 气泡和尖

钉速度在线性阶段的发展十分相似, 增长曲线基本

重合, 即表面张力的效应不显著. 而当表面张力增

大到一定值后, 线性阶段的气泡与尖钉速度减缓明

显. 上述数值结果与线性稳定性理论 [6] 分析一致:

扰动振幅在初始阶段的增长具有指数形式, 其线性

增长因子如 (1)式所示, 这从理论上表明当表面张

力非常小时, 其值对初始阶段扰动增长的影响可以

忽略, 而当表面张力较大时, 表面张力的效应逐渐

显著, 增大其值可以有效地减弱扰动的线性发展.

紧接着线性增长阶段, 从图 3可以发现气泡与尖钉

的增长将以近似恒定的速度增长, 这表明不稳定性

的发展进入饱和速度阶段. Goncharov[9] 基于经典

的势流理论模型预测了无黏流体在忽略表面张力

条件的单模 RT不稳定性中气泡与尖钉的饱和速

度, 其无量纲形式分别表示为 

ub =

√
At

3π(1 +At)
, us =

√
At

3π(1−At)
. (28)

Sohn[24] 分析流体黏性和表面张力对不稳定性增

长的影响, 并基于 Goncharov的解析势流模型, 提

出了修正的气泡渐进速度的数学表达式 ((3)式).

受 Goncharov[9] 工作的启发, 耦合黏性和表面张力

效应的尖钉恒定速度的无量纲形式可以写为 

us =

√
At

3π(1−At)
− 2π

9Bo
+

(
4π
3Re

)2

− 4π
3Re

, (29)

Bo = ρhgW
2/σ

σ ⩽ 5× 10−3

σ = 5× 10−3 σ = 1× 10−2

其中 Bo 为邦德数, 定义为   . 根据

Sohn[24] 的解析模型 , 我们发现气泡与尖钉满足

 时渐进速度的理论解几乎差别不大,

因而在图 3中仅给出   和  

条件下气泡与尖钉饱和速度的理论值. 可以看出,

气泡渐进速度的数值计算结果与理论解符合较好,

并且发现在界面张力较大的情形下, 增大其值可以

有效地降低气泡的渐进速度. 而对于尖钉而言, 界

面张力对尖钉饱和速度的解析解影响不大, 数值计

算的尖钉渐进速度在表面张力较小时与理论解一

致, 而在表面张力较大时, 数值预测的结果略低于

解析解, 这表明界面张力较大时可以轻微地减弱尖

钉在饱和速度阶段的增长. 随着不稳定性的非线性

强度持续增强, 气泡与尖钉的演化速度会超过各自

对应的饱和速度理论值, 这说明不稳定性的发展进

σ = 5×10−6

σ = 1× 10−2

hs,b = αs,bAtgt
2 αs,b

入了重加速阶段. 从图 3可以观察到, 气泡的再加

速阶段在小表面张力 (    )时并不明显,

在增大表面张力至  后, 重加速阶段则

十分清晰. 最后, 气泡与尖钉速度随时间上下波动,

显示不稳定的行为 , 其值会被反复加速和减速 ,

RT不稳定性的演化进入混沌混合阶段. 从图 3可

以看出, 增大表面张力可以有效地抑制气泡与尖钉

速度在混沌混合阶段的波动程度. 另外, 已有研究

表明, 高雷诺数的单模 RT不稳定性的增长在后期

的混沌混合阶段呈现出平均二次增长的规律 [11,14],

即气泡与尖钉演化振幅随时间变化的函数可表示

为   , 其中   分别表示气泡与尖钉

的后期增长率系数. 值得注意的是, 气泡与尖钉增

长率是 RT不稳定性研究中最为关心且重要的参

数, 目前已提出了多种不同方法用于测量后期阶段
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图  3    表面张力对随时间演化的气泡和尖钉增长速度的

影响. 蓝色和虚线分别表示势能模型预测气泡与尖钉速度

在    和    时的解析解

σ = 5× 10−3 σ = 1× 10−2

Fig. 3. Influence of surface tension on the time evolutions of

bubble  and  spike  growth  velocities.  The  blue  and  yellow

dotted lines represent the analytical solutions of the bubble

and  spike  velocities  from  potential  flow  model  at
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αs,b =
ḣ2
s,b

4Atghs,b
ḣs,b

的气泡与尖钉增长率. 为了显示良好的收敛性, 本

文采用 Cabot等 [41] 提出的测量气泡和尖钉的后期

增长率的方法,     , 其中  表示气泡

与尖钉振幅对时间的一阶导数. 图 4给出了不同

Atwood数下气泡与尖钉的后期增长率与表面张力

的关系曲线. 可以看出, 相同的 Atwood数下, 尖

钉的后期增长率远大于对应的气泡后期增长率, 其

效应随着 Atwood数的增长而越发显著. 而对于相

同的界面张力, 尖钉后期增长率会随着 Atwood数

的增大而显著递增. 另外还发现, 尖钉与气泡的增

长系数随着表面张力的增大总体上呈现出先递增

而后减小的趋势.
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图  4    不同 Atwood数下气泡与尖钉的后期增长率系数

  随表面张力的变化

αb,s

Fig. 4. Variations  of  bubble  and  spike  late-time  growth

coefficients     with  respect  to  the  surface  tension  under

different Atwood numbers.
 

[σ0 σ1]

σ = σ0 σ = σ1

σ = (σ0 + σ1)/2

[(σ0 + σ1)/2 σ1]

[σ0 (σ0 + σ1)/2]

最后讨论 RT不稳定性现象发生的临界表面

张力. 通过大规模的数值实验, 发现当表面张力小

于某个临界阈值时, RT不稳定性现象将会发生,

而表面张力大于该临界值时 , 相界面是稳定的 ,

RT不稳定性受到抑制 . 另外还发现 , 临界表面

张力的值依赖于流体 Atwood数. 临界表面张力

的范围可以通过半分法来确定 . 对于固定流体

Atwood数, 考虑一个较大界面张力的范围  ,

其中   时, RT不稳定性能发生, 而当  

时, RT不稳定性不能发生. 接着, 考虑 

的情形, 如果通过数值模拟发现 RT不稳定性能发

生 , 则临界表面张力坐落在   范围

内, 否则临界表面张力的范围为   .

反复重复上述的数值实验, 最终可以确定临界表面

张力的数值预测的变化范围. 另外, 根据线性稳定

性理论, RT不稳定性在初始阶段的线性增长因子

如 (1)式所示. 要使 RT不稳定性能够发生, 必须

保证线性增长因子中开根号的值不小于 0, 因而可

以推导出临界表面张力的理论关系式为 

σc =
(ρh − ρl)g

k2
, (30)

这与利用文献 [24,27]提出的模型推导出的结果是

相同的. 图 5给出了 LB方法数值计算获得的不同

Atwood数下的临界表面张力以及理论模型所预测

的临界值. 从图 5可以发现, 临界表面张力会随着

Atwood数的增加而增大, 并且理论给出临界值基

本落在数值模拟所预测的范围内, 即数值计算结果

与理论模型结果一致, 这也表明利用 (30)式对临

界表面张力进行计算是合理的.

 
 

理论结果
模拟结果

0.020

0.018

0.016

0.014

0.012

0.010

0.008

0.006

 c

0.004

0.002

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5



0.6 0.7 0.8
0

图 5    不同 Atwood 数下的临界表面张力

Fig. 5. Critical surface tensions at various Atwood numbers. 

4   结　论

本文基于相场理论的 LB方法模拟了冗长微

通道内非混相流体的单模 RT不稳定性问题, 考察

了高雷诺数条件下表面张力对相界面动态过程及

扰动增长的影响 . 数值结果表明 ,  Atwood数为

0.7的单模 RT不稳定性在不同的表面张力下表现

出明显不同的界面动力学特征: 低表面张力时, 不

稳定性演化后期流体界面出现混沌的破裂, 诱导系

统中产生大量的离散液滴, 同时也观察到相界面在

后期演化过程中显示非对称性特征; 而随着表面张

力逐渐增大, 界面区域中产生离散液滴的数量减

少, 在极大的表面张力作用下相界面甚至未出现破

裂情形, 在整个演化过程中界面始终保持关于中轴

线对称. 另外还分析了表面张力对气泡与尖钉振幅

增长和演化速度的影响. 在表面张力较小时, 表面
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张力对尖钉增长的作用不显著, 继续增大表面张力

可以明显地抑制尖钉的增长, 而表面张力对气泡增

长的影响则呈现出先促进后抑制的规律. 进一步统

计了不同表面张力和 Atwood数下气泡与尖钉演

化后期的二次增长系数 , 可以发现对于固定的

Atwood数, 尖钉的后期增长率远大于相应的气泡

增长率, 并且其效应随着 Atwood数的增大而更加

显著. 此外还发现, 气泡与尖钉的后期增长率随着

表面张力的增大总体上呈现先增大而后递减的规

律. 最后, 通过理论分析建立了 RT不稳定性现象

发生的临界表面张力的数学表达式, 揭示了临界表

面张力与流体 Atwood数呈现递增关系, 并且通

过 LB方法计算获取的临界表面张力与理论模型

结果相符合.
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Effect of surface tension on late-time growth of high-
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Abstract

In  this  paper,  we  numerically  investigate  the  late-time  growth  of  high-Reynolds-number  single-mode

Rayleigh-Taylor  instability  in  a  long  pipe  by  using  an  advanced  phase-field  lattice  Boltzmann  multiphase

method.  We  mainly  analyze  the  influence  of  surface  tension  on  interfacial  dynamic  behavior  and  the

development  of  the  bubble  front  and  spike  front.  The  numerical  experiments  indicate  that  increasing  surface

tension can significantly reduce the complexity of formed interfacial structure and also prevents the breakup of

phase  interfaces.  The  interface  patterns  in  the  instability  process  cannot  always  preserve  the  symmetric

property under the extremely small surface tension, but they do maintain the symmetries with respect to the

middle  line  as  the surface  tension is  increased.  We also  report  that  the bubble  amplitude first  increases  then

decreases with the surface tension. There are no obvious differences between the curves of spike amplitudes for

low surface tensions. However, when the surface tension increases to a critical value, it can slow down the spike

growth  significantly.  When the  surface  tension  is  lower  than  the  critical  value,  the  development  of  the  high-

Reynolds-number  Rayleigh-Taylor  instability  can  be  divided  into  four  different  stages,  i.e.  the  linear  growth,

saturated  velocity  growth,  reacceleration,  and  chaotic  mixing.  The  bubble  and  spike  velocities  at  the  second

stage show good agreement with those from the modified potential  flow theory that takes the surface tension

effect into account. After that, the bubble front and spike front are accelerated due to the formation of Kelvin-

Helmholtz  vortices  in  the  interfacial  region.  At  the  late  time,  the  bubble  velocity  and  spike  velocity  become

unstable and slightly fluctuate over time. To determine the nature of the late-time growth, we also measure the

bubble and spike normalized accelerations at various interfacial tensions and Atwood numbers. It is found that

both the spike and bubble growth rates first increase then decrease with the surface tension in general. Finally,

we  deduce  a  theoretical  formula  for  the  critical  surface  tension,  below  which  the  Rayleigh-Taylor  instability

takes  place  and above  which tension it  does  not  occur.  It  is  shown that  the  critical  surface  tension increases

with the Atwood number and also the numerical predictions by the lattice Boltzmann method are also in accord

well with the theoretical results.
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