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倾斜弹性海底条件下浅海声场的简正波
相干耦合特性分析*
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(2021 年 5 月 28日收到; 2021 年 6 月 22日收到修改稿)

建立了一种适用于复本征值情况下的弹性耦合简正波声场模型, 给出了包含泄漏模态时弹性简正波的

归一化和耦合系数表达式, 耦合系数满足声能流守恒. 利用该模型分析了倾斜弹性海底条件下声场的简正波

相干耦合特性, 发现考虑泄漏模态时, 简正波耦合不仅会导致简正波幅度变化, 而且也会带来附加相移. 仿真

计算表明: 其一, 在倾斜弹性海底条件下, 考虑泄漏模态耦合附加相移影响后得到的声传播损失更接近有限

元商用软件的计算结果; 其二, 耦合大大提升了界面波的幅度. 此外, 本文还分析了海洋环境参数变化对声传

播损失的影响.
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1   引　言

在弹性海底情况下, 声波在海洋中传播时, 海

底会激发起纵波和横波. 而在海洋环境随着距离

发生变化的情况下, 海洋中传播的各阶简正波之

间会发生简正波耦合效应, 带来简正波之间的能量

转移.

Pekeris[1] 首次提出简正波模型, 解决了液态海

底条件下两层水平分层介质中的水中点源爆炸声

传播问题. Press和 Ewing [2] 将 Pekeris提出的简

正波模型扩展到包含弹性海底的情况, 解决了弹性

海底条件下的水平分层介质中的爆炸声传播问题.

Porter和 Reiss [3] 采用有限差分方法, 数值计算弹

性海底水平分层介质中的简正波声传播. Ainslie[4]

计算了多层弹性海底条件下水平分层介质中的纵

波和横波反射和传播系数. Schneiderwind等 [5] 研

究了水平分层弹性 Pekeris波导条件下的声场简正

波解, 并通过水池实验加以验证.

实际海洋环境随距离变化, 导致各阶简正波之

间的耦合效应. Pierce[6] 首次将简正波声场分析方

法扩展到距离依赖海洋环境中, 提出了简正波耦合

模型. Chwieroth等 [7] 将耦合简正波方法用于随距

离变化的抛物线声速模型, 分析了该环境下的简正

波能量转移. Williams[8] 分析了随距离线性变化海

深条件下, 上坡和下坡时的前两阶简正波之间的能

量耦合. Rutherford和 Hawker [9] 分析了倾斜海底

环境的边界条件, 用修正边界条件对简正波耦合理

论做了一阶能量守恒修正. McDaniel[10] 分析了常

量坡度倾斜液态海底条件下的简正波能量交换, 发
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现了靠近截止频率的简正波对连续谱简正波的强

烈耦合效应. Evans[11] 采用距离步进简正波耦合模

型, 考虑了水深随距离变化带来的反向散射, 以及有

限阶传播简正波之间的耦合. Porter等 [12] 采用改

进边界条件, 解决了倾斜海底阶梯近似中的单向抛

物方程模型能量守恒问题. Abawi和 Kuperman [13]

采用耦合简正波抛物方程模型, 计算距离依赖海洋

环境下的声场, 处理简正波之间以及不同方位角之

间的能量耦合. Knobles等 [14] 采用双向积分耦合

简正波方法, 分析大陆架海域的声传播, 既包括离

散谱, 也包括连续谱, 并且用泄漏模态近似表示连

续谱. 莫亚枭等 [15] 提出了一种满足能量守恒的双

向简正波耦合方法, 实现了非水平分层波导中的双

向场的准确计算.

弹性海底情况下, 简正波耦合问题变得更加复

杂. Kennett[16] 分析了水平变化海洋环境下的弹

性简正波耦合, 包括了前向和后向传播的简正波.

Odom[17] 研究了随距离变化海深弹性海底条件下,

简正波之间的耦合, 包括与连续谱的耦合. Hall[18]

通过测量垂直于海底的深度, 解决了倾斜海底时简

正波之间耦合系数的计算错误; 发现, 浅水倾斜海

底环境下, 负声速梯度导致了简正波耦合系数增

大 .  Maupin[19] 采用局地简正波耦合方法处理距

离依赖的弹性海底海洋环境, 分析了二维声场中

的 Love波和 Rayleigh波之间的简正波能量转移.

Collins[20] 采用能量守恒抛物方程方法, 解决涉及

倾斜海底界面波传播的问题, 以及涉及简正波截止

和耦合至海底剪切波束的问题 .  Collins和 Sieg-

mann [21] 对弹性抛物方程进行声能流密度守恒修

正, 处理距离依赖海深时的声场. Jeroen[22] 分析了

海底地形变化条件下, 界面波传播中的简正波耦合,

而 Abawi和 Porter [23] 将该成果应用于倾斜弹性海

底条件下的耦合简正波传播, 得到了该条件下的纵

波和横波声压. Odom等 [24] 将弹性海底中的倾斜

边界条件转换为与距离导数无关的项, 从而简化了

弹性海底时的简正波耦合. Abawi和 Porter [25] 采

用虚源法计算楔形弹性海底条件下的声场, 得到了

和弹性抛物方程方法一致的结果. Xie等 [26] 采用拉

格朗日谱元法, 分析半无限空间中的流体-固体耦

合问题, 处理距离有关海洋环境中的声传播问题.

在海洋环境随着距离发生变化的情况下, 简正

波耦合的计算过程中会受到一些因素的影响. 1个

典型的影响是, 特征方程中, 垂直波数的计算往往

会选取 Pekeris割线法, 而特定环境下, 算出的本

征值过于接近割线位置, 导致本征值出现较大的误

差, 甚至搜根失败, 严重影响最终的简正波归一化

和耦合结果. 为了消除 Pekeris割线对声场计算的

影响, 一些学者采用了多种方法来处理. 骆文于等 [27]

采用稳定的深度格林函数, 结合波数积分方法, 得

到了简正波水平波数接近海底波数时的准确声压.

而莫亚枭等 [28] 采用复等效深度法, 提高了波导简

正波本征值位于割线枝点附近情况下声传播损失

的计算精度. Chapman等 [29] 采用等效深度法处理

弹性 Pekeris波导中的声传播问题, 得到了精确的

简正波相速度. McCollom和 Collis [30] 采用格林函

数处理弹性海底 Pekeris波导中的简正波求解问

题. Zhang和 Tindle [31] 将采用复等效深度法, 处

理浅海弹性海底时的简正波求解问题, 包含了“泄

漏”模态. Stickler[32] 采用割线积分方法处理“泄漏”

简正波, 发现了割线积分对浅水声场的显著贡献.

Westwood和 Koch [33] 采用弱正梯度声速半无限

空间近似方法, 在液态海底环境下, 消除了 Pekeris

割线附近的简正波计算误差; Westwood等 [34] 还

将此方法应用于弹性海底情况, 结合等效反射系数

和等效深度方法修正本征值.

前人的工作, 多从位移和应力张量的角度, 将

耦合简正波分为局地简正波, 和与距离有关的简正

波幅度, 并采用耦合差分方程来计算简正波幅度,

从而得到弹性海底时, 海洋环境变化情况下的声

场. 然而, 局地简正波阶梯近似的方法, 多见于液

态海底的情况; 弹性海底时, 这方面的分析较少,

而且多局限于“受限”的简正波, 很少有对“泄漏”简

正波的分析. 而本文将简正波耦合扩展到包含“泄

漏”简正波的情况, 建立了复本征值弹性耦合简正

波模型. 在距离依赖弹性海底的海洋环境中, 该模

型提高了对声传播损失的预报精度. 此外, 还将能

量守恒近似扩展以包含复数本征值 (泄漏简正波),

来保证结果的准确性. 本文还分析了倾斜弹性海底

条件下的简正波耦合效应, 发现了泄漏模态对简正

波耦合系数的影响, 以及由此导致的简正波声压相

位和幅度的复杂变化. 

2   复本征值弹性耦合简正波模型

在二维直角坐标系下, 考虑时间因子为 exp(iwt)

的点声源, 不考虑外力作用, 也不考虑 y 方向的

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 70, No. 21 (2021)    214304

214304-2

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


声场, 在弹性海底水平变化波导中激发起声场, 采

用阶梯近似来处理水平变化弹性海底边界, 如图 1

所示.
 
 

 

 





 



图 1    水平变化弹性海底的分段阶梯近似

Fig. 1. Stepwise  approximation  of  a  horizontally  varying

elastic seabed. 

2.1    弹性波导中声场的运动方程

在弹性海底水平变化波导中激发起的声场, 其

应力 t和质点位移 w满足的运动方程如下: 

ρ∂2w/∂t2 = ∇iti. (1)

这里 r 为介质密度, 应力矢量 t定义如下: 

ti = Cij∂w/∂xj , (2)

其中 Cij 为弹性模量有关系数, 详见附录 A. 假设

声源为线源, 只考虑 xOz 平面, y 方向保持不变, 

w = (wx, wz) , ti = (τix, τiz) .

将位移 w做时域傅里叶变换, 得到 

w (x, z, ω) =

∫ +∞

−∞
w (x, z, t) exp (−iωt) dt, (3)

其中, x 表示接收器到声源的距离, z 表示接收深

度. 运动方程: 

−ρω2w = ∂t1/∂x+ ∂t3/∂z, (4)

t1=(t11, t13) t3=(t31, t33)

ti = Ci1∂w/∂x+ Ci3∂w/∂z

其中频域位移 w = (wx, wz), wx 和 wz 分别为水平

位移和垂直位移分量.    ,    ,

 .

下文中, 定义 t = t1 = (txx, txz), 位移应力矢

量 u = (w, t)T. 从而得到 

∂u/∂x = Au, (5)

其中差分算子: 

A =

 −C−1
11 C13

∂

∂z
C−1

11

−ρω2 − ∂

∂z

(
Q33

∂

∂z

)
− ∂

∂z
C31C

−1
11

 .

(6)

矩阵Qgh 定义如下: 

Qgh = Cgh −Cg1C
−1
11 C1h, g, h = 1, 2, 3. (7)

dzm/dx=∂hm/∂x= ḣm θm=arctan(ḣm)

边界条件要求界面处的位移和应力连续, 对于

形如 z = h(x)的第 m 层界面, 法向为 n, 界面斜率

 , 界面倾角   ,

法向矢量可以写成 n = sinqmi – cosqmk, 第 m 层

界面上的应力 T = tjnj 连续可以写成:
 

[T ] = [t1 sin θm − t3 cos θm]

=
[
ḣmt− t3

]/√
1 + ḣ2m = 0. (8)

方括号表示第 m 层界面处变量的值的跳变, 从底

部 (z > hm)到顶部 (z < hm), 下同. 根据 (8)式,

得到边界条件
 

[t3]m = ḣm[t]m. (9)

由此可将运动方程 (5)和边界条件 (9)合写成:
 

∂u/∂x = Au+
∑
m

ḣm{0, [t]mδ (z − hm (x))}T
. (10)

相应的边界条件为
 

[t3]m = [w]m = 0. (11)

δ (z − hm (x))

u

un (x0, z) exp {−ikn (x0)x} δ (z − hm (x))

un (x0, z)

需要说明的是, (10)式中的  项作用于

 矢量这个整体, 而当考虑下文中的局地简正波

 时,   项作为

边界条件存在, 用于推导正交归一化, 不直接出现

在局地简正波  表达式中.
 

2.2    复本征值简正波归一化

二维距离依赖介质中的声传播问题可以通过

距离无关介质中的本征函数来解决. 运动方程 (10)

的各向同性局部简正波解可以写成:
 

un (x0, z) exp {−ikn (x0)x} , (12)

其中 un 满足:
 

−ikn (x0)un (x0, z) = Aun (x0, z) . (13)

在 (13)式中,
 

A =

 −C−1
11 C13

∂

∂z
C−1

11

−ρω2 − ∂

∂z

(
Q33

∂

∂z

)
∂

∂z
C31C

−1
11

 ,

un =

{
wn

tn

}
.

A矩阵算子  中各个参数含义见附录 A.

我们发现, 在本征值为复数的情况下, 根据特

征方程 [5]
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ρ1
ρ2
k4

s
kz,2
kz,1

tan (kz,1H) +
(
2k2x − k2

s
)2 − 4k2xkz,2kz,s = 0,

kz,1 =
√
k21 − k2x,

kz,2 =


− i
√
k2p − k2x, |kx| < kp,√

k2x − k2p , |kx| > kp,

kz,s =

− i
√
k2s − k2x, |kx| < kp,√

k2x − k2s , |kx| > kp.

求得本征值的方法会有较大的误差, 其中 kp 和 ks
为海底纵波和横波波数. 为了解决这个问题, 对特

征方程进行黎曼面上的分支处理: 

ρ1
ρ2

k4
s

kz,1
Pek (kx, kp) tan (kz,1H) +

(
2k2x − k2s

)2
− 4k2xPek (kx, ks)Pek (kx, kp) = 0,

Pek (a, b) =


√
a2 − b2, Re (a) ⩾ Re (b) ,

−
√
a2 − b2, Re (a) < Re (b) .

可以得到满足 (13)式的复数 kn(x). 而如果不

进行黎曼面上的分支处理, 将无法准确求得方程的

复数根. 

2.3    复本征值简正波正交性

在复本征值条件下, 以往的简正波正交性条

件 [19] 不再成立, 需要给出新的适用于复数本征值

kn(x)的正交性推导. 定义局地本征函数 um 和 un

的标量积如下: 

⟨um,un⟩ = i
∫ ∞

0

(w∗
mtn − t∗mwn)dz. (14)

经过一些推导 (见附录 B), 得到适用于复本征

值 kn(x)的正交性表达式: 

⟨um,Aun⟩+⟨Aum,un⟩ = i (k∗m − kn) ⟨um,un⟩ = 0.
(15)

i(k∗m − kn) ̸=0 ⟨um,un⟩=0

⟨un,un⟩
m ≠ n 时,   , 所以  . 当m =

n 时, 采用归一化因子  对 (14)式进行处理,

从而得到归一化表达式: 

⟨um,un⟩ = δmn. (16)

i (km − kn) ⟨um,un⟩ = 0

对 un 实现归一化, 适用于所有的复数 kn(x).

而参考文献 [19]的 (A2)式 (被参考文献 [24]用于

推导简正波归一化)中给出的简正波正交性表达式

 , 仅适用于实数 kn(x), 和

本文推导出的适用于复数 kn(x)的简正波正交归一

化表达式 (15)并不相同.

AmA
*
m = |Am|2 A2

m

A2
m/|Am|2

A2
m/|Am|2

A2
m A2

m

根据 (14)—(16)式进行简正波归一化, 采用了

简正波幅度 Am 的共轭相乘, 归一化除法因子含有

 , 归一化前的简正波声压幅度  

在归一化后变为   , 相位得到保留. 在经

典的声压计算方法中, 通常采用朗斯基归一化, 简

正波声压幅度在归一化后将变为 1. 为了和经典的

声场计算方法所的结果进行对比, 我们将经过简正

波正交归一化的声压除以   , 以便使简正

波声压幅度  变为 1, 消去幅度  的相位, 得到

修正后的归一化所得声压, 且和未修正的声压进行

了对比 (图 3). 

2.4    包含泄漏模态的耦合简正波模型

基于上述归一化, 只考虑沿着 x 轴正方向传播

的简正波, 有 

u = (w t)
T

=
∑
m

am exp
(
−
∫ x

0

ikm (ζ) dζ
)

× (wm (x, z) tm (x, z))
T
, (17)

其中幅度 am 满足: 

∂am/∂x = Bmnan. (18)

实际数值计算中采用离散的差分形式, 将 (18)式

写成: 

(am (xj + 1)− am (xj))/(xj + 1 − xj)

= Bmn (xj + 1, xj) an (xj) , j = 1, 2, 3, · · · ,

其中 Bmn(xj+1, xj)为考虑泄漏模态的耦合系数, 表

达式见附录 C中的 (C1)式.

由此得到海洋环境随距离变化时, 弹性海底条

件下的简正波耦合系数表达式, 用以计算该条件下

的水中声压. 需要特别说明的是, (C1)式的结果,

和参考文献 [24]中的耦合系数表达式 (A1)有所不

同. 这个不同的结果, 使得 kn(x)为复数时, 仍满足

参考文献 [24]中给出的能量守恒表达式 (27), 而文

献 [24]中的耦合系数表达式 (A1), 仅适用于实数

kn(x)的情况, 而对复数 kn(x)失效. 文献 [24]中的

结果不能用于复数本征值, 也就是相应的泄漏模

态, 在利用耦合简正波方法计算声场的时候, 仅考

虑实数本征值, 会带来较大的声压计算误差. 而本

文提出的改进方法, 则能够将该耦合简正波方法推
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广到包含复数本征值的情况, 得到的声压更加接近

较为成熟的弹性声场计算方法, 如 RAMS和有限

元商用软件 COMSOL. 这些结果将会在仿真分析

部分予以展示.

以上推导了包含泄漏模态时的弹性海底条件

下的简正波归一化, 修正了能量守恒, 推导了耦合

简正波表达式, 得到了距离依赖弹性海底海洋环境

下的声场模型. 接下来, 将对这些模型进行仿真,

与经典声场计算方法进行对比检验. 

3   仿真分析
 

3.1    模型对标准检验问题的计算
 

3.1.1    弹性海底和液态海底的水中声压对比

分别用本文提出的简正波耦合方法 (图 2中标

注为“耦合矩阵”, 下同. 下文简称为“本文方法”)、

RAMS、有限元商用软件 COMSOL计算弹性海底

时的水中声场 (本文方法和 RAMS计算声场的水

平步长均为 1 m, 下同), 用 Couple07, RAM计算

液态海底时的水中声场. zs 和 zr 分别表示声源和

接收深度, zs = zr = 30 m, 声波频率 f = 50 Hz,

海洋环境和所得声压如图 2所示.

从图 2(b)可见, Couple07和 RAM程序计算

液态海底时的水中声压, 结果基本一致, 说明这两

种方法所得液态海底时的水中声压正确. 从图 2(d)

可见, 本文方法和 RAMS以及 COMSOL, 计算弹

性海底时的水中声压基本一致, 证明了本文方法

计算弹性海底时的水中声压的正确性. 此外, 对比

图 2(b)和图 2(d)可见, 弹性和液态海底时的水中

声压有较大差异, 体现了弹性海底对水中声压的显

著影响. 后续计算中, 如无特别说明, f 均为 50 Hz,

zs 和 zr 均为 30 m, 声压计算距离均为 3400 m, 海

洋环境均如图 2(c)所示. 

3.1.2    弹性海底标准检验问题的计算结果

考虑如图 2(c)所示的弹性标准楔形海底条

件下的海洋环境. 分别采用本文方法、RAMS以及

COMSOL, 计算水中声压, 所得结果如图 3所示.

⟨um,un⟩由图 3(a)可知, 未经幅度相位修正的 

归一化所得声压, 和 COMSOL所得声压基本一

致, 但是局部差异较大, 特别是 x = 3100 m附近
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图 2    (a) 液态海底海洋环境模型; (b) 液态海底时的水中声压; (c) 弹性海底海洋环境模型; (d) 弹性海底时的水中声压

Fig. 2. (a) Marine environment model with liquid seabed; (b) sound pressure in water with liquid seabed; (c) marine environment

model with elastic seabed; (d) sound pressure in water with elastic seabed. 
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出现了较大的不一致. 而修正后的声压, 如图 3所

示, 和 RAMS以及 COMSOL所得声压基本一致,

说明了幅度相位修正的必要性.

本文选择 f = 50 Hz, 是因为此时海深 H =

200 m处算出多达 14阶简正波, 单阶简正波的局

部计算误差对声场的影响较小; 而常规的标准楔形

海底算例采用 f = 25 Hz. 为进一步验证 COMSOL

计算结果的准确性, 计算 25 Hz时的水中声压, 如

图 3(c)和图 3(d)所示, 可看出该条件下, RAMS

和 COMSOL所得声压基本一致 , 从而验证了

COMSOL所得声压的准确性, 可以用 COMSOL

来检验本文方法声压计算结果的准确性. 从图 3(c)

可见, 不考虑简正波幅度的相位处理时, 本文方法

和 COMSOL所得声压在 x > 2.2 km时相差很大;

而从图 3(d)可见, 考虑简正波幅度的相位处理后,

本文方法所得声压与 COMSOL所得声压的接近

程度在 x > 2.2 km时大幅提升, 表明这样的处理

能够得到更准确的声压. 此外, 从图 3(b)和图 3(d)

可见, f = 25 Hz时, 本文方法所得声压在一些位

置处和 COMSOL计算结果相差较大, 而 50 Hz时

则与 COMSOL计算结果基本一致. 原因是, 本征

值接近割线位置 ks 时计算不准确, 导致局部声压

计算错误. 这样的错误出现在越低阶次的简正波,

对声压计算的影响越大, 而在本文的计算中, 25 Hz

时, 第 2阶简正波本征值在 x = 3271—3350 m处

靠近 ks 而计算出错, 而 50 Hz时, 从第 3阶简正波

才开始出现 x < 3400 m时的本征值计算错误, 造

成的声压计算误差小得多. 而当 cs 从 1800 m/s增

加到 2000 m/s时, 图 3(f)中的本文声压计算结果

和 COMSOL更符合, 其原因在于, 此时 ks 变小,

低阶简正波本征值靠近 ks 割线计算出错的距离增

大, 对前 3400 m距离的声压计算带来的误差变小,

由此导致了更为准确的声压计算结果. 因此, 本文

方法在声波频率更高以及海底横波声速更大的情

况下, 水中声压计算结果更准确. 下文所有计算中,

均考虑简正波幅度相位修正后的简正波正交归一

化所得声压.

除了对比本文方法和 RAMS以及 COMSOL

的声压计算精度, 还对比了三者的计算速度, 结果

如表 1所列.

从表 1可见 , 耦合矩阵法计算声场耗时和

RAMS较为接近, 均比 COMSOL耗时短得多.
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(c) 耦合矩阵, 不修正
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(e) 耦合矩阵, 不修正
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⟨um,un⟩图 3    是否考虑幅度相位处理的   归一化时本文方法所得声压 , 及其和 RAMS以及 COMSOL所得声压对比　(a) f =

50 Hz, 不考虑 ; (b) f = 50 Hz, 考虑 ; (c) f = 25 Hz时 , 不考虑 ; (d) f = 25 Hz, 考虑 ; (e) f = 25 Hz, cs = 2000 m/s, 不考虑 ; (f) f =

25 Hz, cs = 2000 m/s, 考虑

Fig. 3. Sound  pressure  obtained  by  the  method  in  this  paper  when  (a) f =  50 Hz,  without,  (b) f =  50 Hz,  with,  (c) f =  25 Hz,

without, (d) f = 25 Hz, with, (e) f = 25 Hz, cs = 2000 m/s, without, (f) f = 25 Hz, cs = 2000 m/s, with considering the normaliza-

tion of amplitude and phase processing, compared with the sound pressure obtained by RAMS and COMSOL. 
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3.2    泄漏模态对弹性耦合简正波的影响
分析

 

3.2.1    泄漏模态对声压传播损失的影响分析

本文讨论的泄漏模态, 指的是本征值 km 实部

小于 ks 的模态. 考虑和不考虑泄漏模态时本文方

法所得声压, 及其和 RAMS, COMSOL的结果对

比, 如图 4所示.

从图 4(a)可见, 不考虑泄漏模态时, 本文方法

所得水中声压和 RAMS, COMSOL结果相差较

大. 而从图 4(b)可见, 考虑泄漏模态时, 本文方法

所得声压和 RAMS, COMSOL结果较为接近. 这

说明, 在计算标准楔形弹性海底时的水中声压时,

必须考虑泄漏模态. 这个结论, 也可以通过波数域

声压来佐证.

对 RAMS所得声压 p(x, zr) (Dx = 1 m)进行

频率-波数域滤波 (frequency-wavenumber filtering,

FK)变换, 得到波数域声场 

PFK (kx, zr) =

∫ Rmax

0

p (x, zr) e−ikxxdx

≈
3400∑
n=1

p (n∆x, zr) e−ikxn∆x∆x.

如图 4(c)所示, 在 kx < ks 时声波幅度依然较强,

不可忽略, 因而泄漏模态对弹性海底条件下的水中

声压的贡献不可忽略. 

3.2.2    声源深度对声场的影响分析

改变声源深度, 得到的声压见图 5. 从图 5可

见, 考虑泄漏模态, 在 zs = 50, 70和 100 m时, 本

文方法和 COMSOL所得声压基本一致. 说明在改

变 zs 时, 本文算法所得声压能够和 COMSOL相符

合. 而不考虑泄漏模态时, 3种不同 zs 时, 本文方

法与 COMSOL所得声压均有较大差异, 说明在这

些 zs 条件下, 泄漏模态能量较高, 对声压的贡献不

可忽略.

此外, 观察到, 不考虑泄漏模态时, 声压起伏

较小, 声场干涉不太明显. 而当考虑泄漏模态时,

声场干涉起伏明显增强. 为了解释这个现象, 以

x = 0 m处的耦合系数 Bmn 为例来说明:

exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ

)
exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

exp
(

i
∫ xj

0

kmn(ζ) dζ
)

耦合系数 (C1)式中  本身

就包含相位, kmn(z)为实数时,  

为振荡项, 表示各阶简正波之间的干涉. 而当 kmn(z)

为复数时,   不仅有振荡, 还有

衰减, 导致本征值为复数的高阶简正波对简正波耦

合与干涉影响小.

exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

为了分析局地简正波带来的耦合系数 Bmn 的

附加相位, 去掉简正波水平波数差带来的相位因子

 , 只考虑剩下的部分. 以 x =

0 m处为例, 共计算得到 14阶简正波, 其中前 8阶

为受限模态 (第一阶为界面波), 后 6阶为泄漏

模态. 分别以界面波, 某一受限模态 (第 5阶)和某

一泄漏模态 (第 9阶)为例 , 画出这些阶和其他

阶简正波之间的耦合系数, 如图 5(d)—(f)所示.

从图 5(d)—(f)可见, 界面波 (第 1阶)和其他受限

 

表 1    图 2(c)环境下声场计算的平均耗时
Table 1.    Average  time  consumption  for  acoustic

field  computation  under  the  environment  shown  in

Fig. 2(c).

计算方法 耦合矩阵法 RAMS COMSOL

平均耗时/s 7.66 5.37 27.33
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图 4    (a)不考虑和 (b)考虑泄漏模态时的耦合矩阵法所得声压, 及其和 RAMS, COMSOL程序所得声压的对比; (c) RAMS所得

声压的 FK变换结果

Fig. 4. Sound pressure obtained by the coupling matrix method when the leaky mode is (a) not considered or (b) considered, com-

pared with the sound pressure obtained by the RAMS and COMSOL program; (c) the FK transformation result of the sound pres-

sure obtained by RAMS. 
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模态 (第 2—8阶)之间的耦合系数 Bmn 是纯虚数,

而受限模态 (第 5阶)和其他受限模态 (第 2—4,

6—8阶)之间的耦合系数 Bmn 是实数, 这样的耦合

只带来各阶简正波间的能量转移, 不会引入附加的

相位变化. 而考虑泄漏模态时, 泄漏模态之间 (第 9

阶和第 10—14阶之间), 以及泄漏模态 (第 9阶)

和受限模态 (第 1—8阶)之间的耦合系数 Bmn 是

复数 (实部和虚部均不为零), 不仅导致各阶简正波

间的能量转移, 也带来附加相位变化, 导致泄漏模

态之间, 以及泄漏模态和受限模态之间的干涉, 从

而带来了比只考虑受限模态时更加复杂的声场干

涉, 声场干涉起伏明显增强.

为了验证上述分析的正确性, 将不含波数差的

耦合系数 Bmn 取实部, 绘制声压传播损失, 且和

Bmn 保持为复数时的声传播损失进行对比, 如图 6

所示.

从图 6可见, 3个不同 zs 情况下, 无论不含波

数差的耦合系数 Bmn 取实部, 还是保持复数, 本文

方法所得声压结果都基本一致, 仅在某些局部略有

差别. 这说明, 复数耦合系数导致的相干耦合以及

附加相移, 对声传播损失的影响较小, 并不是考虑

泄漏模态后声场干涉结构变得复杂的主要原因.

为了分析泄漏模态导致声场干涉结构变得复

杂的原因, 绘制各阶简正波本征值实部随着距离的

变化, 如图 7(c)所示. 从图 7(c)可见, 第 9—14阶

简正波在 x = 0 m处就是泄漏模态, 它们只对近场
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图 5    zr = 30 m, zs = (a) 50, (b) 70和 (c) 100 m时的水中声压; m = (d) 1, (e) 5和 (f) 9 时, x = 0 m处的耦合系数 Bmn

Fig. 5. Sound pressure in water when zr = 30 m, zs = (a) 50, (b) 70, and (c) 100 m; the coupling coefficient Bmn at x = 0 m when

m = (d) 1, (e) 5和 (f) 9. 
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图 6    (a) zs = 50, (b) 70和 (c) 100 m时, 不含波数差的耦合系数取实部和保持为复数时的声压对比

Fig. 6. Acoustic pressure when the real part of the coupling coefficient without wavenumber difference is taken when zs = (a) 50,

(b) 70, (c) 100 m, compared with the sound pressure when the coupling coefficient is kept as a complex number. 
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声压有贡献, 而对远场声压的贡献可以忽略. 而第

2—8阶简正波在 x = 0 m处是传播模态, 传播过

程中变为泄漏模态, 它们变为泄漏模态的距离较

远, 从该位置处才开始指数衰减, 指数衰减距离并

不长, 因而它们对声压的贡献不可忽略, 与传播模

态的干涉作用不可忽略, 带来了比只考虑受限模态

时更复杂的声场干涉. 

3.2.3    耦合对简正波声压幅度 am 的幅度和

相位的影响

根据 (18)式, 简正波耦合只影响各阶简正波

的幅度 am, 而 am 是 1个复数, 因而分别分析耦合

对复数 am 的幅度和相位的影响. 绝热近似和考虑

耦合时, 各阶简正波 am 的模|am|以及相位随距离

的变化如图 7(a)和图 7(b)所示.

exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

一般情况下, 声源远离海底时, 界面波 (图中

标注为第一阶, 下同)的激发强度很弱, 几乎无法

被探测到. 而从图 7(a)可见, zs = 50 m时, 简正波

耦合对界面波的幅度影响最为明显, 将界面波的声

压幅度|a1|提高了 110 dB, 使得其幅度达到和第 5

阶简正波近似的水平, 使界面波有可能被探测到.

而第 5阶简正波的幅度|a5|受耦合的影响, 仅次于

界面波, 最大起伏达到 32.4 dB. 其原因在于, 在声

源位置处, zs = 50 m位于第 5阶简正波的波节处

附近, 因而第 5阶简正波激发强度较小, 容易受到

其他阶简正波的耦合影响而带来幅度的剧烈变化.

而其他阶简正波的幅度起伏相对较小, 均不超过

5 dB, 由此可见, 耦合虽然改变了各阶简正波的幅

度的模|am|, 但是大部分简正波幅度变化并不大.

而从图 7(b)可见, 耦合改变了所有阶简正波 am 的

相位, 这种改变, 不仅对泄漏模态有影响, 对受限

模态也不例外. 其中, 对界面波幅度 a1 的相位变化

最明显, 呈现出相位的锯齿状类周期性变化, 说明

界面波的相位受到以相邻阶简正波为主的各阶简

正波的强烈耦合影响. 而第 2—4阶简正波 am 的相

位也呈现类周期性变化. 此外, 当简正波从受限模

态逐步转变为泄漏模态后, 其幅度 am 的相位随距

离的变化逐渐变小, 最终相位趋于稳定. 其原因在

于, 转变为泄漏模态后, 由于衰减系数的存在, 耦

合系数 Bmn 中的   随着距离

而指数衰减, Bmn 随着距离而指数衰减, 导致该阶

简正波和其他简正波之间的耦合作用随着距离而

指数衰减, 因而其相位随距离的变化逐渐减慢, 最

终趋于停滞, |am|的变化也存在类似规律.

为了进一步分析简正波耦合对各阶简正波的

影响, 对各阶简正波的声压做 FK变换, 得到图 8.

从图 8可见, zs = 50 m时, 相比绝热近似, 耦

合显著改变了界面波和第 5阶简正波声压的幅度

和相位分布, 而对其他阶简正波影响不大. 而 zs =

100 m时, 耦合显著改变了界面波和第 3, 5, 7阶

简正波声压的幅度和相位分布. 其原因在于, zs =

100 m时, 声源深度位于局地全海深的一半, 第 3,

5, 7阶简正波的激发强度较小, 容易受到其他阶简

正波的耦合影响而改变幅度. 

3.2.4    海底坡度对声场的影响

保持声源处海深为 200 m不变, 仅改变上坡

海底的坡度, 得到坡度为 0.0125, 0.025, 0.05, 0.075

时的上坡海底时的声压, 如图 9所示, 计算结束的

距离分别为 3400, 3400, 3400和 2267 m.

从图 9(a)—(d)可见, 考虑泄漏模态时, 各个

海底坡度下, 本文方法和 COMSOL所得声压基本

一致; 而不考虑泄漏模态时, 海底坡度为 0.0125

时, 在 R < 1.2 km时本文方法和 COMSOL所得

声压有较大差异, 而 R ≥ 1.2 km时, 本文方法和

COMSOL所得声压逐渐趋于一致, 说明在该坡度

下, 泄漏模态对于近场有显著影响, 而在远场逐步

减弱, 可以忽略.

而当坡度增加到 0.025时, 不考虑泄漏模态时,

除了 R < 1 km时本文方法和 COMSOL所得声

压相差较大以外, x = 2.9—3.3 km处, 本文方法

和 COMSOL所得声压相差也较大, 仅在 x = 1—

2.9 km段与 COMSOL所得声压基本一致. 坡度进

一步增加到 0.05和 0.075时, 不考虑泄漏模态条件

下, 本文方法和 COMSOL所得声压在各个距离处

都相差较大. 其原因在于, 以坡度为 0.05为例, 结

合前文的分析, 第 9—14阶简正波在 x = 0 m处就

是泄漏模态, 只对近场声压有贡献. 而第 2—8阶

简正波变为泄漏模态的距离较远, 远场处指数衰

减距离并不长, 因而它们对远场声压的贡献不可

忽略.

海底坡度对简正波耦合强度也有影响. 对比

这 4种不同海底坡度下的声压发现, 考虑泄漏模态

时, R < 500 m时, 4种坡度时所得声场基本一致;

而当 R > 500 m时, 随着海底坡度的增加, 声压随

着距离的起伏变得越来越剧烈. 其原因在于, 随着
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图 7    zs = 50 m, 各阶简正波的 (a) |am|和 (b) am 的相位随距离的变化; (c) f = 50 Hz, 海洋环境如图 2(c)时, 各阶简正波本征值

的实部随距离的变化

Fig. 7. When zs = 50 m, (a) |am| and (b) the phases of am of each order of normal mode varying with distance. (c) When f = 50 Hz

and the marine environment is shown in Fig. 2(c), the real part of the normal mode eigenvalues of each order varying with distance. 
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海底坡度的增加, 简正波耦合强度增强, 简正波耦合

带来的能量转移的速度加快, 从而带来更为复杂的

声起伏, 导致声起伏的速度加快, 表现为随着海底

坡度的增加, 声压随着距离的起伏变得越来越剧烈.

从图 9(e)和图 9(f)可见, 海底坡度从 0.0125增至

0.025, x = 1 km处的简正波耦合强度峰值增加了

一倍, 证实了海底坡度对简正波耦合强度的影响.
 

3.2.5    海底地形对声场的影响

以往的标准楔形海底考虑上坡海底的声场, 从

上坡海底改为坡度为 0.05的下坡海底, 海洋环境

如图 10(a)所示 , 画声压图时以声源位置为 x =
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图 8    zs = (a) 50和 (b) 100 m时, 各阶简正波声压的 FK变换结果图

Fig. 8. FK transformation results of normal mode sound pressure of each order when zs = (a) 50 and (b) 100 m. 
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0 m. 该条件下, 本文方法和 RAMS以及 COMSOL

所得声场如图 10(b)所示.

从图 10(b)可见, 下坡海底条件下, 考虑泄漏

模态时, 本文方法和 COMSOL所得声压基本一致;

而不考虑泄漏模态时, 本文方法和 COMSOL所得

声压相差较大. 从图 10(c)也可以看到上坡海底时

的相似结果, 显示了泄漏模态对水中声压不可忽略

的贡献. 而比较图 10(b)和图 10(c)可见, 上坡海

底时泄漏模态对声场的贡献更为显著, 其原因在

于, 下坡海底情况下, 声源位置处海深只有 50 m,

只激发起了 4阶简正波, 而上坡海底时声源位置处

海深 200 m, 激发起 14阶简正波. 虽然耦合对声场

起到一定的影响, 但是下坡时的 4阶简正波主导了

声场, 而这 4阶简正波中并不包含泄漏模态, 只是

在距离增加的过程中, 能量通过简正波耦合进入泄

漏模态. 而上坡海底时, 泄漏模态一开始就存在于

14阶简正波中, 因而比下坡海底时对声场有更大

的贡献.

此外, 对比图 10(b)和图 10(c)可见, 坡度绝

对值都是 0.05的情况下, 上坡情况下的声压传播

损失随距离的变化起伏比下坡时更为剧烈. 原因

是, 上坡海底时激发起的简正波阶数远少于下坡海

底时, 因而上坡海底时简正波之间的干涉比下坡时

复杂得多, 声压传播损失随距离的起伏更为剧烈.

同时也说明, 下坡海底时, 即便因为简正波耦合效

应的存在, 而在海深随着距离变深的情况下激发起
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图  9    上坡弹性海底的坡度为 (a) 0.0125, (b) 0.025, (c) 0.05和 (d) 0.075时的水中声压 ; 考虑泄漏模态 , 坡度为 (e) 0.0125和

(f) 0.025, x = 1 km时的|Bmn(x)|

Fig. 9. Sound pressure in water when the seabed slope is (a) 0.0125, (b) 0.025, (c) 0.05 and (d) 0.075 on the upslope elastic seabed.

The |Bmn(x)| considering the leaky mode when x = 1 km when the slope is (e) 0.0125 and (f) 0.025. 
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图 10    (a)下坡海底海洋环境; (b)下坡和 (c)上坡的坡度为 0.05时的弹性海底声场

Fig. 10. (a) Downslope seabed marine environment; sound field in water with (b) downslope and (c) upslope elastic seabed with a

slope of 0.05. 
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了更多阶局地简正波, 这些受激发而产生的新简正

波的强度, 也比原始的 4阶简正波弱得多, 因而无

法对声场的干涉起到主要贡献.

另外图 10(b)特别画出了下坡海底时的 RAMS

声压计算结果. 其目的在于展示出, 下坡海底情况

下, RAMS的声压结果, 和 COMSOL以及本文方

法有较大差别, 说明此时 RAMS的声压计算结果

错误. 再结合表 1可知, 本文提出的耦合矩阵法,

在 3种方法中, 计算声压速度相对较快, 而且能在

下坡海底情况下, RAMS计算声压出错时, 依然得

到较为准确的水中声压, 表明了提出本文方法的必

要性. 

3.2.6    海底横波声速对声场的影响

cs改变   , 计算水中声压, 所得结果如图 11所

示. 从图 11(a)—(c)可见, 考虑泄漏模态时, 本文

方法所得声压, 在 3种不同海底横波声速的情况

下, 均与 COMSOL计算结果基本一致, 表明了结

果的准确性. 而不考虑泄漏模态时, 本文方法所得

声压在 3种海底横波声速时均与 COMSOL计算

结果产生了较大差异, 从而显示了泄漏模态对声压

的显著贡献. 此外, 对比可见, cs = 2000 m/s时,

泄漏模态对声场的影响最小. 其原因在于, 在海底

横波声速大于水中声速的前提下, 海底横波声速

cs 越大 , 一部分高阶模态因为 cs 变大而从泄漏

模态变为受限模态, 泄漏模态的阶数减少, 因而泄

漏模态对声场的影响随着海底横波声速的增大而

减小.

而从图 11(d)可见, 在最初的 500 m距离, 3种

横波声速情况下的水中声压基本一致, 而后续的声

压呈现出相似的起伏特性. 然而, 对比可见, 对于

这些相似的起伏, cs = 2000 m/s时声压随距离的

起伏最快 (峰值最先出现), 而 cs = 1800 m/s时则

是起伏最慢, 声压随距离的速度随着横波声速的变

小而变慢. 此外, 声压传播损失随着海底横波声速

的增加而减小. 其原因在于, 上文提到, 一部分高

阶模态因为 cs 变大而从泄漏模态变为受限模态,

能量增强, 表现为声压传播损失减小; 而这部分变

为受限模态的高阶简正波, 对声场干涉的影响增

强, 而高阶模态之间的干涉的空间周期比低阶模态

之间的干涉空间周期短, 呈现出声压随着距离的快

速起伏.

当海底横波声速小于水中声速时, 考虑典型的

弹性海底环境参数, 取 cp = 1700 m/s, cs = 600,

100, 800 m/s, 其余环境参数如图 2(c)所示, zs =

zr = 30 m, 计算 f = 50 Hz时的水中声场, 如图 12

所示. 此时, 由于 cs 较小, ks 较大, 界面波之外都是

泄漏模态, 只考虑所有模态而不再去掉泄漏模态,
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图 11    cs = (a) 1800, (b) 1900, (c) 2000 m/s时的水中声压; (d) 考虑泄漏模态条件下, cs = 1800, 1900, 2000 m/s时采用耦合简正

波法得到的声压对比

Fig. 11. Sound pressure  in  water  when cs = (a)  1800,  (b)  1900,  (c)  2000  m/s;  (d)  sound pressure  comparison  obtained  by  mode

coupling method while condidering leaky modes when cs = 1800, 1900, 2000 m/s. 
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只对比不同算法得到的声压, 以及不同 cs 对声压

的影响.

从图 12(a)—(c)可见, 当海底横波声速小于水

中声速时, 耦合矩阵法所得声压与 COMSOL计算

结果基本一致, 在局部出现了一定的误差. 而从

图 12(d)可见, 随着 cs 的增大, 声起伏随距离的变

化加快, 其原因是和 cs 大于水中声速时的原因一

致. 有所不同的是, 声传播损失却随着 cs 的增大而

变大, 与 cs 大于水中声速时的情况相反. 其原因在

于, 在 cs 小于水中声速时, 随着 cs 的增大, 计算得

到的各阶简正波本征值的衰减系数变大: 以第 2阶

简正波为例, 3种 cs 情况下, 第 2阶简正波的衰减

系数如图 12(e)所示, 图中可见, 随着 cs 的增大,

第 2阶简正波的衰减系数变大, 其余各阶简正波也

存在此规律, 此处不再画图显示.

此外, 我们注意到, 图 12(a)中, 大约在 r =

3050 m处 , 模型结果出现奇异值 , 其原因在于 ,

cp = 1700 m/s, f = 50 Hz时, 海底纵波波数 kp ≈

0.1847996 rad/m, 而本文模型计算得到的第 3阶

简正波局地本征值在该点的值 k3 (r = 3050 m) ≈

(0.1847996—0.013628 i) rad/m, 它的实部十分接

近 kp, 这样的情况下, 模型的本征值计算结果出现

了微小的误差, 但是这个微小的误差, 导致特征方

程在本征值靠近 kp 时产生巨大误差, 从而导致了

声场计算结果奇异值的产生. 图 12(b)中存在类似

的问题, 声场奇异值处对应的也是第 3阶简正波

本征值实部接近 kp 的情况, 目前该问题尚未得到

解决. 

4   结　论

采用 RAMS, COMSOL和简正波耦合模型 ,

本文分析了等声速弹性倾斜海底条件下, 声场中的

简正波耦合以及由此带来的能量转移, 发现, 本文

模型所得声压计算结果和抛物方程所得结果基本

一致; 标准楔形海底算声压, 必须考虑泄漏模态,

否则会带来较大的误差; 海底横波声速会通过影响

泄漏模态的阶数, 影响了声压的起伏, 以及传播损

失的大小; 泄漏模态导致耦合系数变为复数, 使得

简正波耦合不仅包含能量转移, 还包含相位变化,

影响了简正波声压的相位和幅度变化规律, 从而

导致了复杂的声场干涉; 同等坡度情况下, 泄漏模

态在上坡海底比下坡海底时对水中声压的贡献更

显著.

此外, Pekeris割线附近的本征值求解问题, 本

文的解仍存在一定的误差. 本文算法所得声压传播
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图 12    cp = 1700 m/s, cs = (a) 600, (b) 700 和 (c) 800 m/s时的水中声压 ; (d) cs = 600, 700, 800 m/s时 , 考虑泄漏模态情况下 ,

采用耦合简正波方法所得声压对比; (e) cs = 600, 700, 800 m/s时第 2阶简正波衰减系数随距离的变化

Fig. 12. Sound pressure in water when cs = (a) 600, (b) 700, (c) 800 m/s; (d) sound pressure obtained by mode coupling method

considering leaky modes and when cs = 600, 700, 800 m/s; (e) the attenuation coefficient of the 2nd normal mode varying with range

when cs = 600, 700, 800 m/s. 
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损失和 COMSOL方法相比仍有一定的误差, 需要

解决. 这些问题, 将会在今后的研究中进行解决.

感谢 COMSOL公司对本文中的声场计算提供的技术

支持.
 

 

附录A   弹性系数矩阵
 

C11 =


λ+ 2µ 0 0

0 µ 0

0 0 µ

 , C12 =


0 λ 0

µ 0 0

0 0 0

 , C13 =


0 0 λ

0 0 0

µ 0 0

 ,
 

Cji = (Cij)
T
, Qij = Cij −Ci1C

−1
11 C1j , i, j = 1, 2, 3.

A矩阵算子  中各个参数含义:
 

C−1
11 =


A 0 0

0 B 0

0 0 B

 , C−1
11 C12 =


0 C 0

1 0 0

0 0 0

 , C−1
11 C13 =


0 0 C

0 0 0

1 0 0

 ,
 

C31 =


0 0 µ

0 0 0

λ 0 0

 , C31C
−1
11 =


0 0 1

0 0 0

λ/(λ+ 2µ) 0 0

 ,
 

Q22 =


0 0 0

0 D 0

0 0 E

 , Q23 =


0 0 0

0 0 F

0 E 0

 , Q33 =


0 0 0

0 E 0

0 0 D

 ,
 

A =
1

λ+ 2µ
, B =

1

µ
, C =

λ

λ+ 2µ
, D =

4µ(λ+ µ)

λ+ 2µ
,

E = µ, F = 2µλ/(λ+ 2µ) , λ = ρ
(
c2p − 2c2s

)
, µ = ρc2s .

 

附录B   复数本征值正交性推导

⟨um,Aun⟩根据 (13)式和 (14)式, 得到标量积  表达式:
 

⟨um,Aun⟩ = i
∫ ∞

0

{
w∗

m

[
−ρω2wn − ∂

∂z

(
Q33

∂wn

∂z

)
− ∂

∂z

(
C31C

−1
11 tn

)]

−t∗m

(
−C−1

11 C13
∂wn

∂z
+C−1

11 tn

)}
dz . (B1)

采用分部积分处理 (B1)式, 得到
 

⟨um,Aun⟩ = i
∫ ∞

0

[
−w∗

mρω
2wn +

∂w∗
m

∂z

(
Q33

∂wn

∂z

)
+
∂w∗

m

∂z

(
C31C

−1
11 tn

)
+t∗m

(
C−1

11 C13

) ∂wn

∂z
− t∗mC−1

11 tn

]
dz + i

∑
n

{
w∗

m

[
Q33

∂wn

∂z
−
(
C31C

−1
11

)
tn

]}
. (B2)

采用和 (B1)式与 (B2)式相同的处理方法, 得到
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⟨Aum,un⟩ = i
∫ ∞

0

[
w∗

mρω
2wn − ∂w∗

m

∂z
Q33

∂wn

∂z
− ∂w∗

m

∂z

(
C31C

−1
11 tn

)
−t∗m

(
C−1

11 C13

) ∂wn

∂z
+ t∗mC−1

11 tn

]
dz − i

∑
n

[(
∂w∗

m

∂z
Q33 + t∗m

(
C31C

−1
11

))
wn

]
. (B3)

将 (B2)式和 (B3)式叠加, 得到
 

⟨um,Aun⟩+ ⟨Aum,un⟩ = i
∑
n

[
w∗

m

(
Q33

∂wn

∂z
−
(
C31C

−1
11

)
tn

)]

− i
∑
n

[(
∂w∗

m

∂z
Q33 + t∗m

(
C31C

−1
11

))
wn

]
= i
∑
n

[w∗
mt3,n]− i

∑
n

[
t∗3,mwn

]
. (B4)

根据边界条件 (11)式可知, [wn] = [t3,n] = 0, 可知 (B4)式右侧为零, 得到
 

⟨um,Aun⟩+ ⟨Aum,un⟩ = 0. (B5)

再结合 (13)式, 由 (B5)式得到适用于复本征值 kn(x)的正交性表达式:
 

⟨um,Aun⟩+ ⟨Aum,un⟩ = i (k∗m − kn) ⟨um,un⟩ = 0. (B6)
 

附录C   耦合系数推导与计算

1)耦合系数的推导
 

Bmn (xj + 1, xj) = ⟨um,j + 1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩ exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)
, kmn (ζ) = km (ζ)− kn (ζ) ,

其中,
 

⟨um,j+1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩ = i
∫ ∞

0

w*
m,j+1 (xj , z) tn,j (xj , z)− t*

m,j+1 (xj , z)wn,j (xj , z) dz,

所以
 

Bmn (xj + 1, xj) = ⟨um,j + 1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩ exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

= i
∫ ∞

0

w*
m,j+1 (xj , z) tn,j (xj , z)− t*

m,j+1 (xj , z)wn,j (xj , z) dz exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

= i
∫ ∞

0

(
w∗

x,m,j + 1t11,n,j +w∗
z,m,j + 1t13,n,j −wx,n,jt

∗
11,m,j + 1 −wz,n,jt

∗
13,m,j + 1

)
(xj , z) dz exp

(
i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)
,

其中位移和应力局地简正波本征函数表达式通过经典的简正波方法 [35] 求得.

2)能量守恒条件的推导

对于能量守恒条件 [21]
  (

wxt11

wzt13

)
i

=

(
wxt11

wzt13

)
t

,

得到, 在垂直边界 x = xj 处,  (
wx,j (xj , z) t11,j (xj , z)

wz,j (xj , z) t13,j (xj , z)

)
i

=

(
wx,j + 1 (xj , z) t11,j + 1 (xj , z)

wz,j + 1 (xj , z) t13,j + 1 (xj , z)

)
t

,

其中
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wx,j (xj , z) =
∑
m

cm,j (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
wx,m,j (xj , z) ,

wx,j+1 (xj , z) =
∑
m

cm,j+1 (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
wx,m,j+1 (xj , z) ,

 

wz,j (xj , z) =
∑
m

cm,j (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
wz,m,j (xj , z) ,

wz,j+1 (xj , z) =
∑
m

cm,j+1 (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ
)
wz,m,j+1 (xj , z)  ,

 

t11,j (xj , z) =
∑
m

cm,j (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
t11,m,j (xj , z) ,

t11,j+1 (xj , z) =
∑
m

cm,j+1 (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
t11,m,j+1 (xj , z)  ,

 

t13,j (xj , z) =
∑
m

cm,j (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ

)
t13,m,j (xj , z),

t13,j+1 (xj , z) =
∑
m

cm,j+1 (xj) exp
(
−i
∫ xj

0

km (ζ) dζ
)
t13,m,j+1 (xj , z),

由此得到
 

M∑
n=1

M∑
m=1

cn,j (xj) c
∗
m,j (xj)wx,n,j (xj , z) t

∗
11,m,j (xj , z) exp

[
i
∫ xj

0

(k∗m (ζ)− kn (ζ)) dζ

]

=

M∑
n=1

M∑
m=1

cn,j+1 (xj) c
∗
m,j+1 (xj)wx,n,j+1 (xj , z) t

∗
11,m,j+1 (xj , z) exp

[
i
∫ xj

0

(k∗m (ζ)− kn (ζ)) dζ

]
,

 

M∑
n=1

M∑
m=1

cn,j (xj) c
*
m,j (xj)wz,n,j (xj , z) t

*
13,m,j (xj , z) exp

[
i
∫ xj

0

(k∗m (ζ)− kn (ζ)) dζ
]

=

M∑
n=1

M∑
m=1

cn,j + 1 (xj) c
*
m,j + 1 (xj)wz,n,j + 1 (xj , z) t

*
13,m,j + 1 (xj , z) exp

[
i
∫ xj

0

(k∗m (ζ)− kn (ζ)) dζ
]
.

3)耦合系数的简化计算
 

⟨um,j + 1 (xj , z) ,Aun,j (xj , z)⟩

=

⟨wm,j + 1 (xj , z)

tm,j + 1 (xj , z)

 ,

 −
(
C−1

11 C13

)
j

∂

∂z

(
C−1

11

)
j

−ρjω2 − ∂

∂z

(
(Q33)j

∂

∂z

)
− ∂

∂z

(
C31C

−1
11

)
j


wn,j (xj , z)

tn,j (xj , z)

⟩

=

⟨wm,j + 1 (xj , z)

tm,j + 1 (xj , z)

 ,


−
(
C−1

11 C13

)
j

∂wn,j (xj , z)

∂z
+
(
C−1

11

)
j
tn,j (xj , z)(

−ρjω2 − ∂

∂z

(
(Q33)j

∂

∂z

))
wn,j (xj , z)−

∂

∂z

((
C31C

−1
11

)
j
tn,j (xj , z)

)

⟩

= i
∫ ∞

0

−ρjω2w∗
m,j + 1wn,j −w∗

m,j + 1(Q33)j
∂

∂z

(
∂wn,j

∂z

)
−w∗

m,j + 1
∂

∂z

((
C31C

−1
11

)
j
tn,j

)
+ t∗m,j + 1

(
C−1

11 C13

)
j

∂wn,j

∂z
− t∗m,j + 1

(
C−1

11

)
j
tn,jdz.
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根据分部积分得到
 

⟨um,j+1 (xj , z) ,Aun,j (xj , z)⟩

= i
∫ ∞

0

[
−ρjω2w∗

m,j + 1wn,j +
∂w∗

m,j + 1

∂z
(Q33)j

∂wn,j

∂z
+
∂w∗

m,j + 1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j
tn,j − t∗m,j + 1

(
C−1

11

)
j
tn,j

+t∗m,j + 1

(
C−1

11 C13

)
j

∂wn,j

∂z

]
dz − i

(
w∗

m,j + 1(Q33)j
∂wn,j

∂z
+w∗

m,j + 1

(
C31C

−1
11

)
j
tn,j

)∞

0

.

同理可得
 

⟨Aum,j + 1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩

= i
∫ ∞

0

[
ρj + 1ω

2w*
m,j + 1wn,j −

∂w*
m,j + 1

∂z
(Q33)j + 1

∂wn,j

∂z
−
∂w*

m,j + 1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j + 1tn,j + t*

m,j + 1
(
C−1

11

)
j + 1tn,j

−t*
m,j + 1

(
C−1

11 C13

)
j + 1

∂wn,j

∂z

]
dz + i

(
∂w*

m,j + 1

∂z
(Q33)j + 1wn,j + t*

m,j + 1
(
C−1

11 C13

)
j + 1wn,j

)∞

0

.

所以
 

⟨um,j+1 (xj , z) ,Aun,j (xj , z)⟩ + ⟨Aum,j + 1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩

= i
∫ ∞

0

(
ρj + 1ω

2w*
m,j + 1wn,j − ρjω

2w*
m,j + 1wn,j

)
+

(
∂w*

m,j + 1

∂z
(Q33)j

∂wn,j

∂z
−
∂w*

m,j+1

∂z
(Q33)j + 1

∂wn,j

∂z

)

+

(
∂w*

m,j + 1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j
tn,j −

∂w*
m,j + 1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j + 1tn,j

)

+

(
t*
m,j + 1

(
C−1

11 C13

)
j

∂wn,j

∂z
− t*

m,j + 1
(
C−1

11 C13

)
j + 1

∂wn,j

∂z

)
+
(
t*
m,j + 1

(
C−1

11

)
j + 1tn,j − t*

m,j + 1
(
C−1

11

)
j
tn,j

)
dz

+ i

(
∂w*

m,j + 1

∂z
(Q33)j + 1wn,j −w*

m,j + 1(Q33)j
∂wn,j

∂z
+ t*

m,j + 1
(
C−1

11 C13

)
j + 1wn,j −w*

m,j + 1
(
C31C

−1
11

)
j
tn,j

)∞

0

,

其中
 

i

(
∂w*

m,j + 1

∂z
(Q33)j + 1wn,j −w*

m,j + 1(Q33)j
∂wn,j

∂z
+ t*

m,j + 1
(
C−1

11 C13

)
j + 1wn,j −w*

m,j + 1
(
C31C

−1
11

)
j
tn,j

)∞

0

= i

([
w*

m,j + 1(Q33)j
∂wn,j

∂z
+w*

m,j + 1
(
C31C

−1
11

)
j
tn,j

]
z=Hj

−

[
∂w*

m,j + 1

∂z
(Q33)j + 1wn,j + t*

m,j + 1
(
C−1

11 C13

)
j + 1wn,j

]
z=Hj + 1

 .

[·]这里  表示括号内值在界面处的跃变, 从底部到顶部. 由此得到
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Bmn (xj+1, xj)

=
1

i
(
k*
m,j+1 − kn,j

) (⟨um,j+1 (xj , z) ,Aun,j (xj , z)⟩+ ⟨Aum,j+1 (xj , z) ,un,j (xj , z)⟩) exp
(

i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)

=
1

k*
m,j+1 − kn,j

{∫ ∞

0

ω2
(
ρj+1w

*
m,j+1wn,j − ρjw

*
m,j+1wn,j

)
+

(
∂w*

m,j+1

∂z
(Q33)j

∂wn,j

∂z
−
∂w*

m,j+1

∂z
(Q33)j+1

∂wn,j

∂z

)

+

(
∂w*

m,j+1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j
tn,j −

∂w*
m,j+1

∂z

(
C31C

−1
11

)
j+1tn,j

)

+

(
t*
m,j+1

(
C−1

11 C13

)
j

∂wn,j

∂z
− t*

m,j+1
(
C−1

11 C13

)
j+1
∂wn,j

∂z

)
+
(
t*
m,j+1

(
C−1

11

)
j+1tn,j − t*

m,j+1
(
C−1

11

)
j
tn,j

)
dz

+

([
w*

m,j+1(Q33)j
∂wn,j

∂z
+w*

m,j+1
(
C31C

−1
11

)
j
tn,j

]
z=Hj

 

−

[
∂w*

m,j+1

∂z
(Q33)j+1wn,j + t*

m,j+1
(
C−1

11 C13

)
j+1wn,j

]
z=Hj+1

)}
exp

(
i
∫ xj

0

kmn (ζ) dζ
)
, m ̸= n, (C1)

Bnn (xj + 1, xj) = 0m = n 时,   . 

附录D   复数本征值对应的各阶简正波的位移和应力
 

u1,n = ∂φ1,n/∂x = −iknAnsin (kz,1z) , 0 ⩽ z ⩽ H,

u2,n = ∂φ2,n/∂x− ∂ψn/∂z = −iknDne−
√

k2
n−k2

p z +
√
k2n − k2s Ene−

√
k2
n−k2

s z, z > H,

w1,n = ∂φ1,n/∂z = kz,1Ancos (kz,1z) , 0 ⩽ z ⩽ H,

w2,n = ∂φ2,n/∂z + ∂ψn/∂x = −
√
k2n − k22Dne−

√
k2
n−k2

p z − iknEne−
√

k2
n−k2

s z, z > H,

τzz,1,n = λ1
(
∂2φ1,n/∂x

2 + ∂2φ1,n/∂z
2
)
= −λ1k21Ansin (kz,1z) , 0 ⩽ z ⩽ H,

τzx,1,n = µ1 (∂u1,n/∂z + ∂w1,n/∂x) = 0, 0 ⩽ z ⩽ H,

τzz,2,n = λ2
(
∂2φ2,n/∂x

2 + ∂2φ2,n/∂z
2
)
+ 2µ2

(
∂2φ2,n/∂z

2 + ∂2ψn/∂x∂z
)

= −λ2k22Dne−
√

k2
n−k2

p z + 2µ2

[(
k2n − k2p

)
Dne−

√
k2
n−k2

p z + ikn
√
k2n − k2s Ene−

√
k2
n−k2

s zθ
]
, z > H,

τzx,2,n = µ2

(
2∂2φ2,n/∂x∂z + ∂2ψn/∂x

2 − ∂2ψn/∂z
2
)

= µ2

{
2ikn

√
k2n − k2pDne−

√
k2
n−k2

p z +
[
−k2n −

(
k2n − k2

s
)]
Ene−

√
k2
n−k2

s z
}
, z > H,

τzz τzx

其中下角标 1和 2分别表示水中和海底的参量;

u 和 w 表示水平和垂直位移;    表示正应力,   

表示剪应力; 系数 An, Dn 和 En 根据经典的简正波

理论 [35] 求得.
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Abstract

In this  paper,  a sound field model  of  elastically coupled normal mode suitable for complex eigenvalues is
established.  The normalization and coupling coefficient  expression of  elastic  normal  mode are  given when the
leaky mode is included. The coupling coefficients satisfy the conservation of sound energy flow. This model is
used to analyze the coherent coupling characteristics of the normal mode of the sound field under the condition
of the inclined elastic seabed. It is found that when the leaky mode is considered, the normal mode coupling will
not  only  cause  the  amplitude  of  the  normal  mode  to  change,  but  also  bring  additional  phase  shift.  The
simulation calculation shows that under the condition of inclined elastic seabed, the acoustic propagation loss
obtained  by  considering  the  effect  of  the  additional  phase  shift  of  the  leaky  mode  coupling  is  closer  to  the
calculation result obtained by using the finite element commercial software, and that the mode coupling greatly
enhances  the  amplitude  of  interface  wave.  In  addition,  this  paper  also  analyzes  the  influence  of  changes  in
marine environmental parameters on sound transmission loss.

Keywords: elastic coupling mode model, leaky mode, phase shift
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