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首先建立 (2+1)维 (二维空间和一维时间)Zakharov方程的自相似变换, 并将该系统转换为 (1+1)维非线

性薛定谔 (nonlinear Schrödinger, NLS)方程 ; 然后基于该相似变换和已知的 (1+1)维 NLS方程有理形式解 ,

通过选择合适参数得到了 (2+1)维 Zakharov方程在 x-y 平面上丰富的线怪波簇激发, 发现产生线怪波簇最大

辐值时的传播距离   值完全不同, 而且形状和幅度可以得到有效调控; 最后借助图示展现了二维怪波的传播

特征. 此外, 发现在 x-y 平面上, 当参数   时, 呈现线怪波; 而当参数   时, 线怪波转变为离散的局域怪

波. 随参数   的增大, 可以在 x-y 平面限定区域获得时空局域的怪波, 这与 Peregrine在 (1+1)维 NLS方程中

发现的 “ Kuznetsov-Ma孤子 ” (Kuznetsov-Ma  soliton,  KMS)或 “ Akhmediev呼吸子 ” (Akhmediev  breather,

AB)极限情形的“Peregrine 孤子”(Peregrine soliton, PS)类似 . 本文提出的 (2+1)维 Zakharov方程怪波方法

可以作为获得高维怪波激发的有效途径, 并推广应用于其他 (2+1)维非线性系统.
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1   引　言

怪波概念起源于海洋, 用来描述海洋上出现的

一种奇怪的海浪, 是一种波幅很大、持续时间极短

的突然性海浪, 对海面上的船只和构建物具有极大

的破坏力 [1,2]. 近 20年来, 人们普遍认为怪波是一

种典型的自然现象 [3], 由于其奇异的特征、独特的

物理机制和有价值的应用背景, 引起学术界的强

烈兴趣 , 研究领域从海洋延伸到非线性光学系

统 [4,5]、等离子体 [6]、流体动力学 [7,8]、大气 [9]、玻色-

爱因斯坦凝聚 [5]、微波 [10]、超流体 [11] 和金融系

统 [12], 既有丰富的理论成果 [13−16], 又有重要的实验

验证 [17−18].

Peregrine[19] 在 (1+1)维 (一维空间和一维时

间)非线性薛定谔 (nonlinear Schrödinger,  NLS)

方程中首先发现一种时空双重局域的新型“Pere-

grine孤子”(Peregrine soliton, PS), 具有“来无影

去无踪”特征. Akhmediev等 [20] 对 NLS方程的怪

波做了比较全面的分析, 指出怪波是一种非奇异的

有理形式结构, 是“Kuznetsov-Ma孤子”(Kuznet-

sov-Ma  soliton,  KMS)或 “ Akhmediev呼 吸 子 ”

(Akhmediev breather, AB)的极限情形, Kedziora

等 [21] 还相继发现了 NLS方程的高阶怪波和多
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怪波.

实际的物理问题一般由高维非线性波动

模型描述 , 因此有必要对 (2+1)维 (二维空间和

一维时间)或 (n+1)维 NLS方程开展研究. 近年

我们建立了一种自相似变换方法 , 得到了非自

治 Kadomtsev-Petviashvili  (KP)方程有理函数

表示的二维单、双、三怪波解 [22] 和 Fokas系统

的二维怪波激发 [23]. 本文进一步探索自相似变

换理论, 研究 (1)式模型的二维怪波激发及其传

播特性, 

iuz + uxy + uv = 0, vx = |u|2y . (1)

(1)式是由 Zakharov提出的 (2+1)维 NLS方程 ,

为区别不同 NLS方程的 (2+1)维推广 , 本文称

(1)式为 (2+1)维 Zakharov方程 [24] 其可以改写为

以下形式: 

iuz + uxy + u

∫ ∞

−∞
|u|2y dx = 0. (2)

y = x

z = 0

n

当  时, (2)式退化为众所周知的 (1+1)维 NLS

方程; 当   , (1)式则退化为复式 Sine-Gordon

方程. Radha等 [25] 指出 (2+1)维 Zakharov方程具

有 Painlevé性质, 并进行了奇异结构分析, 给出了

双线性形式; Strachan[26] 利用双线性方法并通过

自由选取的任意函数构造了一类新的诱导局域相

干结构的方法; Radha等 [27] 利用任意函数得到了

单孤子解和双孤子解; Shen等 [28] 利用双线性算子

方法, 给出了同宿轨道解及其所表示的同宿轨道;

Wang等 [29] 利用动力系统方法和分岔理论, 研究

了 NLS方程的行波解, 得到了有界行波解的可能

显式参数表示, 并给出了参数空间内的各种相图;

Chen等 [30] 应用双线性方法求得了呼吸子解和一

阶怪波解, 还利用 Sato算子理论给出了一阶和高

阶怪波解; Wang等 [31] 利用双线性方法和长波极

限方法得到   孤子的有理解和混合解; Chen等 [32]

利用朗斯基行列式, 给出了一种简便构造呼吸子解

和怪波解的有效方法.

本文首先建立 (2+1)维 Zakharov方程的自相

似变换, 然后基于 (1+1)维 NLS方程已有的结果,

在 x-y 平面上得到怪波激发; 最后给出讨论, 列举

三个文献 [30−32]给出的线怪波作为本文的特例.

值得提及的是, 本文还发现了 x-y 平面有限区域内

的短寿命怪波, 与 (1+1)维 NLS方程发现的一维

怪波原型相同. 

2   (2+1)维 Zakharov方程的自相似
变换

为了研究 (2+1)维 Zakharov方程引入下列相

似变换, 

u (x, y, z) = ρ1 (z)ϕ (ξ, ζ) exp [iφ (x, y, z)] ,

v(x, y, t) = ρ2(z)ψ(ξ, ζ), (3)

ρ1 (z) , ρ2 (z) , ϕ (ξ, ζ) , ψ(ξ, ζ), φ (x, y, z) ξ = ξ

(x, y, z) , ζ = ζ (z)

其中  和 

 分别是指定变量的待定函数. 从

(3)式可以得到 

uz = (ρ1zϕ+ ρ1ξzϕξ + ρ1ζzϕζ + iρ1ϕzϕ) exp (iφ) ,
(4)

 

uxy = (−ρ1ϕxϕyϕ+ ρ1ξxyϕξ + ρ1ξxξyϕξξ

+ iρ1ϕxξyϕξ + iρ1ϕyξxϕξ

+ iρ1ϕxyϕ) exp(iφ), (5)
 

νx = ρ2ψξξx, |u|2y = ρ21 |ϕ|
2
ξ ξy, (6)

将 (4)式—(6)式代入 (1)式导出 

i (ρ1z + ρ1φxy)ϕ+ ρ1ξxyϕξ

+ iρ1 (ξz + ϕxξy + ϕyξx)ϕξ − ρ1 (ϕz + ϕxϕy)ϕ

+ iρ1ζzϕζ + ρ1ξxξyϕξξ + ρ1ρ2ϕψ = 0, (7)
 

ρ2ψξξx = ρ21 |ϕ|
2
ξ ξy. (8)

ξ (x, t) , τ (t) , ϕ (x, y, t)对于 (7)式, 若  满足下列关系： 

ξxy = 0, (9)
 

ξz + φxξy + φyξx = 0, (10)
 

φz + φxφy = 0, (11)
 

ζz = ξxξy, (12)
 

ρ1z + ρ1φxy = 0, (13)
 

ρ21ξy = ρ2ξx = 2ξxζz, (14)

那么 (8)式可转化为 (1+1)维 NLS方程: 

iϕζ + ϕξξ + 2ϕ|ϕ|2 = 0, (15)

不失一般性, (8)式取积分后的积分常数为 0.

x, y

ξ

鉴于 (2+1)维 Zakharov方程对空间变量  

具有一定的对称性, (9)式可定义相似变量  为 

ξ = κ(z)(x+ γy) + ω(z), (16)

κ(z), ω(z) z γ

φ(x, y, z)

其中  是关于传播距离  的待定实函数,  

是一个任意常数. 结合 (16)式, 由 (10)式可以推

定  具有如下形式: 
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φ(x, y, z) = −α(z)
2

(x+ γy)
2 − β(z)(x+ γy)− σ(z).

(17)

由 (10)式—(14)式可求得 

κ(z) =
1

w(z)
, ω(z)=

2
w(z)

[(β0 − α0ς0)z + ς0] , (18)
 

α(z) =
α0w0

w(z)
, β(z) =

β0w0

w(z)
, σ(z) =

β2
0w0

w(z)
z + φ0,

(19)

w0, ς0, α0, ϕ0, β0 w(z) = w0(1− 2α0z)其中  为实常数,   .

整理后得到 

ξ(x, y, z) =
ς − ςc
w(z)

, ζ(z) =
z

w0w(z)
+ ζ0, (20)

 

φ(x, y, z) = − α0w0

2w(z)
ς2− β0w0

w(z)
ς− β2

0w0

w(z)
z−φ0, (21)

 

ρ1(z) =

√
2

w(z)
, ρ2(z) =

2γ

w(z)
2 , ρ1(z) = ρ0

√
w0

w(z)
.

(22)

其中 

ς(x, y) = x+ γy, ςc(z) = 2(α0ς0 − β0)z − ς0. (23)

ρ0 α0 = 0因为  是常数, 因此只能选取  , 表明在这种

情形下该系统不存在啁啾, 于是得到 

κ(z) =
1

w0
, ω(z) =

2γβ0 + ς0
w0

z,

α(z) = 0, β(z) = β0, σ(z) = γβ2
0
z + φ0, (24)

 

ξ(x, y, z) =
ς − ςc
w0

, ζ(z) =
γ

w2
0

z + ζ0, (25)
 

ϕ(x, y, z) = −β0
2
(x+ γy)− γβ2

0z − φ0, (26)
 

ρ1(z) = ρ0 =

√
2

w0
, ρ2(z) =

2γ

w2
0

, (27)

ςc(z) = −(ς0 + 2γβ0z)其中   为脉冲的中心位置. 综

w0 φ(x, y, z) =

−β0(x+ γy)− γβ2
0z − φ0

√
2/w0

上可知该系统的脉冲宽度为   , 相位  

 , 振幅扩大系数为  .

通过自相似变换 (3)式, 把 (2+1)维 Zakharov

方程映射为 (1+1)维 NLS方程. (15)式是一个可

积系统, 已有各类解析和数值方法研究, 并得到了

行波解、亮孤子解、暗孤子解、呼吸子解和有理数

解等丰富结果. 下面借助 (15)式的相关结果, 深入

研究 (1)式的二维怪波激发. 

3   线怪波簇激发及其传播特性

下面考虑 (2+1)维 NLS方程 (1)式或 (2)式

的线怪波激发和动力学传播特征 . 众所周知 ,

(1+1)维 NLS方程具有如下形式的怪波解, 

u =ρ1(z)

[
(−1)

n
+
Gn(ξ, ζ) + iHn(ξ, ζ)

Fn(ξ, ζ)

]
× exp {i [φ+ 2ζ(z)]} , (28)

n(= 1, 2, 3, · · · ) Gn(ξ, ζ),Hn(ξ, ζ),

Fn(ξ, ζ) Fn(ξ, ζ)

其中   是正整数 ,   

 是有理多项式函数, 并要求多项式  

在积分区域不为 0, 且可以用不同的方法求得.

x, y

ξ, ζ z

值得指出的是, (2+1)维 Zakharov方程的一

阶线怪波激发, 即 (28)式是关于坐标  的线性组

合坐标   和传播距离   表示的有理形式解. 考虑

到实际物理背景, 譬如光学上研究的波导介质截

面, 水动力学研究的水表面等, 需要在平面上讨论

(2+1)维 Zakharov方程的怪波解才有实际意义.

类比于 KP方程的线孤子解, 在 x-y 平面上分析讨

论 (1)式的线怪波动力学传播特性.

n = 1对   , 有 

G1(ξ, ζ)=4, H1(ξ, ζ)=16ζ, F1(ξ, ζ)=1+4ξ2+16ζ2,
(29)

则 (28)式成为 

u1(x, y, z) =

√
2

w0

{
1− 4

w2
0 + 4i (γz + ζ0)

w2
0 + 4[(x+ γy) + 2γβ0z + ς0]

2
+ 16(γz + ζ0)

2

}

× exp
{
i
[
−β0(x+ γy)− γ

2

(
β2
0 +

2

w2
0

)
z + φ0 + 2ζ0

]}
. (30)

z = −3, 0, 1

通过选择适当的自由参数值 , 由 (30)式可得到

(1)式的一阶线怪波演化图 . 图 1(a), (b), (c)分

别是当传播距离   时一阶线怪波在 x-y

平面上的三维图, A 表示该位置时一阶线怪波的最

大幅值; (d), (e), (f)分别是对应的投影图, 参数值

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = 0为  .

n = 2 G2(ξ, ζ),H2(ξ, ζ), F2(ξ, ζ)对   ,    可以有多

种不同的形式. 若选取 

G2 =12
[
3− 16ξ4 − 24ξ2(16ζ2 + 1)− 4µξ

− 1280ζ4 − 144ζ2 + 8δζ
]
, (31)
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H2 =24
[
2ζ(15− 16ξ4 + 24ξ2 − 4µξ)

− 64(4ξ2 + 1)ζ3 − 512ζ5
]

+ 24δ(8ζ2 − 2ξ2 − 0.5), (32)
 

F2 =64ξ6 + 48ξ4(16ζ2 + 1) + 12ξ2(
3
+ 4096ζ6

+ 6912ζ4 + 1584ζ2 + 9 + µ[µ+ 4ξ(48ζ2

− 4ξ2 + 3] + δ
[
δ + 8(12ξ2 − 16ζ2 − 9)

]
, (33)

则 (28)式成为 

u2(x, y, t) =ρ1(z)

[
1 +

G2(ξ, ζ) + iH2(ξ, ζ)

F2(ξ, ζ)

]
× exp [φ+ 2ζ(z)] , (34)

ρ1, ξ, ζ, φ

ς(x, y), ςc(z) µ, δ

µ = δ = 0

z = −3, 0, 1

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 =

ϕ0 = µ = δ = 0

其中   由相似变换 (25)式—(27)式表示 ,

 由 (23)式给出 . 由于 (34)式中   是

任意常参数, 因此具有多种不同的结构. 最简单的

情况是   , 通过选择适当的自由参数值, 由

(34)式可得到 (1)式的二阶线怪波演化图. 图 2(a),

(b), (c)分别是当传播距离   时在 x-y 平

面上的二阶怪波的三维图, (d), (e), (f)分别是对

应的投影图, 参数取值为   

 .

µ, δ当  都不为 0时, (34)式描述的是 (2+1)维

Zakharov方程的线怪波簇 (rogue  wave  cluster,

−20

−20

z

w0=γ=β0=1,

ς0=ζ0=φ0=0

z

RWC). 具有以下 5种情况: 1) µ = 100, d = 0; 2) µ =
0, d = 100; 3) µ = 40, d = 20; 4) µ = 20, d =   ;

5) µ=  ,  d=20. 这 5种情况分别对应图 3—

图 7, 其中各图的 (a), (b), (c)图分别是不同传播

距离  时在 x-y 平面上线怪波簇的三维图, (d), (e),

(f)图对应投影图, 其他参数取值为 

 . 这 5种情况虽描述的都是线怪波

簇, 但产生线怪波簇最大辐值 A 的传播距离   值

(位置)和形状完全不同, 参数选取具体见图 3—图 7

中说明.

对于高阶线怪波和其他形式结构的怪波都

可以做类似研究, 限于篇幅这里不深入讨论. 由

图 1—图 7可以看出, 在真实的 x-y 平面上线怪波

簇呈现出类似线孤子的形态, 产生线怪波的背景值

都是 1.42. 但与线孤子不同的是, 其峰值不仅很大,

而且衰减极快, 具有怪波的大振幅、短寿命特征.

w0 γ

γ z = 0

z

γ

γ = 15

[−10, 10]

当宽度  确定后, 只有参数  对一阶线怪波的

形态产生影响. 图 8展现了一阶怪波 (30)式在 x-y

平面上随参数   在   时的不同形态, 和图 1—

图 7一样, 随  快速衰减, 具有怪波的大振幅、短寿

命特征. 可以看出, 在 x-y 平面上, 随   的取值变

化, 一阶线怪波转变为分立的怪波. 当   时,

在区间  的 x-y 平面上呈现局域的单个短寿
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z = −3, 0, 1 |u|图  1    传播距离   时一阶线怪波   　 (a), (b), (c) 三维图 ; (d), (e), (f) 对应 x-y 面上的投影图 ; (a), (d) A = 1.45;

(b), (e) A = 4.24; (c), (f) A = 1.71

|u| z = −3, 0, 1Fig. 1. One-order  line  rogue  wave  respectively  at  the  propagation  distance    :  (a),  (b),  (c)  Three-dimensional  plots;

(d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 1.45; (b), (e) A = 4.24; (c), (f) A = 1.71. 
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γ = 20 [−20, 20]命怪波. 当  时, 在区间  的 x-y 平面上

呈现局域的单个短寿命怪波. 值得注意的是, 脉冲

w0 β0

ς0, ζ0

宽度  影响怪波的幅值和形状,   对怪波产生的

位置和形状基本没有影响,    影响怪波的产生
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z = −3, 0, 1 |u|图  2    传播距离   时二阶线怪波   　 (a), (b), (c)三维图 ; (d), (e), (f) 对应 x-y 面上的投影图 ;  (a), (d) A = 1.58;

(b), (e) A = 7.32; (c), (f) A=1.93

|u| z = −3, 0, 1Fig. 2. Two-order  line  rogue  wave  respectively  at  the  propagation  distance    :  (a),  (b),  (c)  Three-dimensional  plots;

(d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 1.58; (b), (e) A = 7.32; (c), (f) A = 1.93. 
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z = −3, 0, 2 |u|
w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = δ = 0, µ = 100

图 3    传播距离   时二阶线怪波   　(a), (b), (c) 三维图 ; (d), (e), (f) 对应 x-y 面上的投影图 ; (a), (d) A = 1.52; (b),

(e) A = 3.99; (c), (f) A = 1.69; 参数  

|u| z = −3, 0, 2

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = δ = 0, µ = 100

Fig. 3. Two-order  line  rogue  wave  respectively  at  the  propagation  distance  :  (a),  (b),  (c)  Three-dimensional  plots;

(d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 1.52; (b), (e) A = 3.99; (c), (f) A = 1.69; the parameters

are    . 
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γ

位置但不影响怪波的形状. 图 8给出了当 z = 0

时, 一阶线怪波在 x-y 平面上不同参数  下的形态, w0 = 2/3, β0 = 1, ς0 = ζ0 = ϕ0 = 0

各分图一阶线怪波的最大幅值 A = 6.36, 其中参

数值为    .
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z = −1.5, − 0.635, 0.5 |u|
w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = µ = 0, δ = 100

图 4    传播距离   时二阶线怪波簇   　(a), (b), (c) 三维图 ; (d), (e), (f) 对应 x-y 面上的投影图 ; (a), (d) A

= 1.80; (b), (e) A = 5.81; (c), (f) A = 2.23; 参数  

|u| z = −1.5, − 0.635, 0.5

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = µ = 0, δ = 100

Fig. 4. Two-order line rogue wave  respectively at the propagation distance  : (a), (b), (c) Three-dimension-

al plots; (d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 1.80; (b), (e) A = 5.81; (c), (f) A=2.23; the para-

meters are  . 
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z = 0,0.5, 1.0 |u|
w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = 0, µ = 40, δ = 20

图  5    传播距离   时二阶线怪波簇   　(a), (b), (c)三维图 ; (d), (e), (f) 对应 x-y 面上的投影图 ; (a), (d) A = 2.76;

(b), (e) A = 4.36; (c), (f) A = 2.78; 参数  

|u| z = 0,0.5, 1.0

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = 0, µ = 40, δ = 20

Fig. 5. Two-order  line  rogue  wave  respectively  at  the  propagation  distance  :  (a),  (b),  (c)  Three-dimensional  plots;

(d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 2.76; (b), (e) A = 4.36; (c), (f) A = 2.78; the parameters

are  . 
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z = −1, 0.29, 1.5 |u|
w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = φ0 = 0, µ = 20, δ = −20

图  6    (a), (b), (c)传播距离   时二线怪波簇   在 x-y 平面上的三维图 ; (d), (e), (f)对应的投影图 ; (a), (d) A =

2.76; (b), (e) A = 4.53; (c), (f) A = 1.72; 参数  

|u| z = −1, 0.29, 1.5

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = ϕ0 = 0, µ = 20, δ = −20

Fig. 6. Two-order line rogue wave  respectively at the propagation distance  : (a), (b), (c) Three-dimensional plots;

(d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A=2.76; (b), (e) A = 4.53; (c), (f) A = 1.72; the parameters

are    . 
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图 7    传播距离   时二阶线怪波簇   　(a), (b), (c) 三维图 ; (d), (e), (f)对应 x-y 面上的投影图 ; (a), (d) A =

1.72; (b), (e) A = 4.39; (c), (f) A = 2.39; 参数    

|u| z = −1.5, − 0.295, 1

w0 = γ = β0 = 1, ς0 = ζ0 = ϕ0 = 0, µ = −20, δ = 20

Fig. 7. Two-order line rogue wave  respectively at the propagation distance    : (a), (b), (c) Three-dimensional

plots; (d), (e), (f) the corresponding contour plots in the x-y plane; (a), (d) A = 1.72; (b), (e) A = 4.39; (c), (f) A = 2.39; the para-

meters are    . 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 8 (2022)    084204

084204-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4   结　论

本文构造的 (2+1)维 Zakharov方程线怪波激

发不仅丰富 , 而且具有一般性 .  Chen等 [30] 应用

Hirota双线性算子方法得到如下形式的 (2+1)维

Zakharov方程 

iψt = ψxy + 2V ψ, Vx = |ψ|2y (35)

的周期解和极限情形的一阶怪波解, 同时在 NLS

方程的 Grammian行列式解的基础上, 利用 Sato

算子理论得到方程的一阶和高阶怪波解. 如一阶线

怪波为 

ψ(x, y, t) =
α√
2

[
1 +

−4 + 8iα2γt

1 + 2α2(x+ γy)
2
+ 4α4γ2t2

]

× exp(−iα2γt). (36)

ψ =
1√
2
u, t = −z

w0 =
√
2/α

β0 = ζ0 = φ0 = ς0 = 0

ξ =
α√
2
(x+ γy), ζ = −α

2

2
γt, ρ =

α√
2

比较 (35)式和 (1)式可知   , 因此

从自相似变换 (25)式—(27)式中取   ,

并假定   , 便得到 (35)式的自

相似变换为   ,

线怪波 (36)式并可由 (29)式直接给出.

Wang等 [31] 应用 Hirota双线性算子方法得到

如下形式的 (2+1)维 Zakharov方程 

iqt + qxy +
1

2
V q = 0, Vx = |q|2y (37)

的怪波解 

q(x, y, t) =

[
1− 4

1 + it
1 + (x+ y)

2
+ t2

]
exp

(
it
2

)
.

(38)

q =
√
2u t = −z

γ = 1, w0 = 2

β0 = ζ0 = φ0 = ς0 = 0

ξ =
1

2
(x+ y), ζ =

1

4
t, ρ =

1√
2
,

因为从 (37)式与 (1)式可知   ,    , 在

自相似变换 (25)式—(27)式中取  , 并

假定     , 可方便得到 (37)式的

自相似变换为  这样线

怪波 (37)式并可由 (29)式直接给出.

Chen等 [32] 应用 Hirota双线性算子方法得到

如下形式的 (2+1)维 Zakharov方程 

iut + uxy +
1

2
ru = 0, ry = |u|2x (39)

的线怪波为 

u(x, y, t) =

[
1− 4λ2 + 8iλt

2(x+ λy)
2
+ λ2 + 4t2

]
exp

(
it
λ

)
.

(40)

u
√
2u,

t = −z,

γ =
1

λ
,w0 =

1√
2

β0 = ζ0 = φ0 = ς0 = 0

ξ =
1√
2λ

(x+ λy), ζ =
1

2λ
t, ρ = 1

比较 (39)式与 (1)式可知, 将   变换为   坐标

x 和 y 互换,    (39)式就转化为 (1)式. 在自

相似变换 (25) 式—(27)式中取   ,

并假定   , 可方便得到 (39)式

的自相似变换为   ,

这样线怪波 (37)式可由 (29)式直接给出. Chen等[32]
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图 8    在   时, 一阶线怪波   在 x-y 平面上不同参数   下的形态　(a)   ; (b)   ; (c)   ; (d)   ; (e)   ;

(f)  

|u| γ z = 0 γ = 1 γ = 3
γ = 6 γ = 10 γ = 15 γ = 20

Fig. 8. One-order  rogue  wave  in  the  x-y  plane  under  the  different  at  the  propagation  distance  :  (a)    ;  (b)    ;

(c)   ; (d)   ; (e)   ; (f)   . 
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8iλt给出的线怪波与本文所得结果区别是   的正负

号差别.

γ = 1

γ ̸= 1

γ

总之, 本文研究建立了 (2+1)维 Zakharov方

程的自相似变换理论, 得到了它的类似 KP方程线

孤子特征的线怪波激发, 并通过选用合适的参数用

图像分别刻画了一阶线怪波和二阶线怪波的传播

特性. 特别指出, 在 x-y 平面上, 当参数   时,

呈现线怪波; 而当参数   时, 线怪波变为似梳

子怪波, 并随参数  的增大, 怪波间距不断变大, 可

以在要求的平面区域内获得二维空间全局域的短

寿命的怪波 . 这与 Peregrine[20] 在 (1+1)维 NLS

方程中发现的 PS类似 , 是 KMS或 AB的极限

情形.

本文提出的 (2+1)维 Zakharov方程的自相似

变换方法, 不仅减少了研究高维问题的复杂运算,

而且给出了构造高维怪波激发的有效机制, 提供了

比文献 [33−40]更丰富的包括怪波在内的局域相

干结构. 本文思路可应用于 Fokas系统和 Davey-

Stewartson模型, 相关研究进行中.
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Abstract

γ = 1

γ ̸= 1

The  search  for  the  excitation  of  two-dimensional  rogue  wave  in  a  (2+1)-dimensional  nonlinear  evolution

model  is  a  research hotspot.  In  this  paper,  the  self-similar  transformation of  the  (2+1)-dimensional  Zakharov

equation  is  established,  and  this  equation  is  transformed  into  the  (1+1)-dimensional  nonlinear  Schrödinger

equation.  Based  on  the  similarity  transformation  and  the  rational  formal  solution  of  the  (1+1)-dimensional

nonlinear  Schrödinger  equation,  the  rogue  wave  excitation  of  the  (2+1)-dimensional  Zakharov  equation  is

obtained by selecting appropriate parameters. We can see that the shape and amplitude of the rogue waves can

be effectively controlled. Finally, the propagation characteristics of line rogue waves are diagrammed visually.

We also find that the line-type characteristics of two-dimensional rogue wave are present in the x-y plane when

the parameter   . The line rogue wave is converted into discrete localized rogue wave in the x-y plane when

the parameter   . The spatial localized rogue waves with short-life can be obtained in the required x-y plane

region. This is similar to the Peregrine soliton (PS) first discovered by Peregrine in the (1+1)-dimensional NLS

equation, which is the limit case of the “Kuznetsov-Ma soliton” (KMS) or “Akhmediev breather” (AB). The

proposed approach to constructing the line rogue waves of the (2+1) dimensional Zakharov equation can serve

as a potential physical mechanism to excite two-dimensional rogue waves, and can be extended to other (2+1)-

dimensional nonlinear systems.

Keywords: line rogue wave, self-similar transformation, Zakharov equation, (2+1)-dimensional
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