
 

专题: 非厄米物理前沿

畴壁系统中的非厄米趋肤效应
邓天舒†

(清华大学高等研究院, 北京　100084)

(2022 年 6 月 1日收到; 2022 年 7 月 16日收到修改稿)

非厄米趋肤效应是近几年非厄米物理研究领域中的热点问题, 它揭示了非厄米系统中体态波函数和能

谱计算会敏感依赖于边界条件的新奇现象. 人们提出广义布里渊区的概念用以刻画非厄米系统中的体态波

函数和能带性质. 基于广义布里渊区计算的非布洛赫拓扑数可以重新构建非厄米拓扑体边对应关系. 然而,

过去关于非厄米趋肤效应的讨论主要针对开放边界条件, 如果采用畴壁边界条件, 广义布里渊区和非布洛赫

拓扑数的计算都需要重新考虑. 本文综述了近几年关于畴壁边界条件下非厄米趋肤效应的若干研究工作, 首

先从一般的一维非厄米单带模型出发 , 推导广义布里渊区方程的一般形式 ; 然后回顾了非厄米 SSH (Su-

Schieffer-Heeger)模型中广义布里渊区和非布洛赫拓扑数的计算; 最后在一维光量子行走的系统中, 介绍了实

验上非厄米趋肤效应的实现和非厄米拓扑边缘态的探测.
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1   引　言

在孤立的量子系统中利用厄米型的哈密顿量

来研究物相的基本性质是量子物理研究的基本范

式. 然而实际上, 绝对孤立的系统是不存在的, 因

此人们发展了一系列理论用于描述与环境有相互

作用的系统的演化, 其中一个最为经典的描述就是

在马尔科夫近似下得到的 Lindblad量子主方程 [1,2].

量子主方程的研究常常需要涉及到非厄米的哈密

顿量: 一方面, 在忽略量子跃迁效应时, Lindblad

型主方程可以直接近似为非厄米哈密顿量下的薛

定谔方程 [3,4]; 另一方面, 如果把密度矩阵映射为双

希尔伯特空间的波函数, 那么其在主方程下的演化

可以严格映射为双空间波函数在非厄米哈密顿量

下的演化 [5–7]. 相较于量子主方程, 非厄米哈密顿量

的描述在形式上显得更为简洁, 将之与传统厄米哈

密顿量中的各种经典理论结合, 就有可能建立新的

理论框架, 做出新的理论预言. 如非厄米拓扑能带

理论的发展就是将非厄米哈密顿量与传统拓扑能

带结合的典型范例 [8–12]. 此外, 近年来随着实验技

术的发展, 人们有能力在越来越多的物理系统中模

拟非厄米哈密顿量 [13–19], 这进一步促使人们探索

非厄米系统中的种种新奇现象. 其中广受关注的一

个成果就是关于非厄米趋肤效应的研究 [20–25].

ψ(x) = eikx

ψ(x) = βx β = reik

β

非厄米趋肤效应指的是在非厄米系统中, 体态

波函数局域在边界附近的现象. 为了刻画这种效

应, 需要将传统的布洛赫能带理论修正为非布洛赫

能带理论. 以一维系统为例, 在传统的布洛赫能带

理论中, 无论是开边界条件还是周期边界条件, 体

态波函数都满足布洛赫波的形式  . 然而

在非厄米系统中, 周期边界条件下的体态波函数依

然是布洛赫波; 但是对于存在边界的系统, 波函数

有可能会局域在边界附近, 其体态波函数会满足

 的形式, 其中   , r 和 k 都是实数.

这里的  会在复平面内形成一条封闭曲线, 被称为

广义布里渊区. 在不同的系统中, 不同边界条件下

求解这条封闭曲线的方程被称为广义布里渊区方
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程. 基于广义布里渊区可以正确地计算不同边界下

的实空间连续谱, 即非布洛赫能带. 非布洛赫能带

理论最初的一个成功应用就是在非厄米拓扑问题

中. 在广义布里渊区上做积分得到的非布洛赫拓扑

数, 可以正确地预测系统中拓扑边缘态的产生与消

失, 而布洛赫拓扑数做不到这一点 [21]. 这一案例表

明, 广义布里渊区和非布洛赫能带理论对理解和描

述非厄米系统有着重要的意义.

非厄米趋肤效应被提出以来就吸引了凝聚态

理论各界的广泛关注, 非布洛赫能带理论取得了蓬

勃发展, 出现了很多重要成果 [26–43], 如开边界条件

下一维系统中广义布里渊区方程的一般形式 [26] 量

子主方程中的非厄米趋肤效应 [32,34,37,38]、非厄米趋

肤效应的拓扑起源 [29,30] 等. 以上绝大多数的讨论

都是针对开边界条件, 而广义布里渊区方程对边界

条件的依赖非常敏感, 所以此时研究多种不同边界

条件下的广义布里渊区是十分重要且必要的. 本文

重点关注畴壁边界条件下的非厄米趋肤效应 [17,44].

畴壁边界条件指的是把两块不同参数的材料拼接

在一起形成的一种空间结构, 在拓扑能带理论研究

中有着广泛的应用 [45–47]. 一方面, 在该系统中研究

广义布里渊区可以帮助构建畴壁边界条件下的非

厄米体边对应关系; 另一方面, 在很多量子模拟的

实验系统中, 畴壁边界条件比开边界条件更容易实

现 (如光量子行走系统), 因此对畴壁边界条件下非

厄米系统的深入研究也为实验实现非厄米趋肤效

应提供了更多的可能.

本文分为以下几个部分对畴壁边界条件下非

厄米趋肤效应的相关研究展开综述: 第 2节介绍在

一般的一维单带紧束缚模型中, 广义布里渊区方程

的推导; 第 3节以非厄米 SSH (Su-Schieffer-Heeger)

模型为例, 介绍畴壁边界条件下非布洛赫能带理

论的应用, 以及非厄米拓扑体边对应关系的构建;

第 4节探讨非厄米趋肤效应在一维量子行走体系

中的实现方案, 并再次应用非布洛赫能带理构建非

厄米拓扑体边对应关系, 最后讨论实验上对拓扑边

缘态的探测.
 

2   畴壁边界条件下广义布里渊区的
计算

本节从一维单带模型出发, 推导畴壁边界条件

下的广义布里渊区方程. 考虑由两个区域组成的一

维单带模型, 两个区域在边界拼接到一起, 形成畴

壁边界条件. 如图 1所示, 其哈密顿量可写作
 

Ĥ =

2N∑
x=1

m∑
n=−m

tx,nâ
†
xâx+n, (1)

其中
 

tx,n =


tL,n, x ∈ XL, x+ n ∈ XL,

tM,n, x ∈ XL/R, x+ n ∈ XR/L,

tR,n, x ∈ XR, x+ n ∈ XR.

(2)

XL = {x|x = 1, 2,

3, · · · , N} XR={x|x=N + 1, N+2, N+3, · · · , 2N}

â†x(âx) = â†x+2N (âx+2N ) tL,n tR,n

左右两个区域各有 N 个格点 ,   

 ,  

分别代表左右两个区域. 系统具有周期环状结构,

即   . 这里分别用   和  

 

... ... ... ... ...
1 2 2 1

L,-1

L,1   +1

L,2

L,-2 M,-2

M,2

M,1

M,-1 R,-1

R,1

R,2

R,-2

L,-

L
R

图 1    畴壁边界条件下的一维单带模型示意图, 格点首尾相连形成环状结构. 跃迁距离最远为 m

Fig. 1. Illustration of single-band lattice model under domain-wall configuration. The hopping distance is m at most. 
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tM,n

tL/M/R,n ̸= t∗L/M/R,−n

βx
L(R) βx

eikx

hα(βα) = E

代表左右两个区域内部相差 n 个格点的跃迁, m 代表

最大跃迁幅度. 而   代表所有跨越边界的跃迁.

图 2给出了该模型中哈密顿量的所有本征波函数

分布图, 可以看到, 当  , 哈密顿

量是非厄米的, 波函数局域在了两个畴壁附近, 即

非厄米趋肤效应. 在远离边界的左边 (右边)区域

内部, 系统具有平移对称性, 实空间波函数可分别

表示为   . 这里的   可视作厄米哈密顿量中布

洛赫波形式   的推广. 对于给定的能量 E, 通过

分析实空间的薛定谔方程可以得到特征方程

 , 其中 

hα(βα) =

m∑
n=−m

tα,nβ
n
α, (α = L,R), (3)

h(β) eik

β

hα(k) =
∑m

n=−m
tα,neikn

βα 2m

βx
L,n βx

R,n n = 1, 2, · · · , 2m
2m

其中,    可以通过把布洛赫哈密顿量中的   替

换为   得到. 由实空间哈密顿量 (1)式可知, 左右

区域内部各自具有平移不变性, 对应的布洛赫哈密

顿量可写作  . 求解特征方

程, 可以分别得到关于  的  个解. 这时得到波

函数   和   (  )是满足左右两

个区域内部实空间哈密顿量的  个空间模式. 波

函数的通解可写作: 

ψ(x) =



2m∑
n=1

Cnβ
x
L,n, x ∈ XL,

2m∑
n=1

Dnβ
x
R,n, x ∈ XR,

Cn Dn

tL,n tR,n

tM,n tM,n

4m

tM,n

其中 ,    (  )是通解中的待定系数 . 需要注意

的是此时得到的通解形式只考虑了哈密顿量左

右区域内部的跃迁   和   , 而没有考虑跨越

边界的跃迁  . 这是因为  作用在了边界附近

的   个格点, 只有当讨论边界条件时才会引入

 的影响.
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图 2    波函数在实空间的分布图. 其中  ,  

 ,    ,    ,    ,

 ,    ,    ,    ,    ,

m = 2 tM,1 = tM,2 = tM,−1 = tM,−2 = 1 tL,−2 = 4

tL,−1 = −1 tL,1 = 3 tL,2 = 2 tR,−2 = 2 tR,−1 = 1

tR,1 = 3 tR,2 = −2 N = 30

Fig. 2. Wave-function  distribution  in  real  space.  Here,

 ,    ,    ,

 ,    ,    ,    ,    ,

 ,   ,   .

 

4m

接下来把通解波函数代入到畴壁边界条件下

的哈密顿量中, 得到  个边界方程:

     

 



2m∑
n=1

[∑m

n′=1−x
tL,n′Cnβ

x+n′

L,n +

−x∑
n′=−m

tM,n′Dnβ
(x+n′)+N
R,n − ECnβ

x
L,n

]
= 0, 1 ⩽ x ⩽ m,

2m∑
n=1

[
N−x∑

n′=−m

tL,n′Cnβ
x+n′

L,n +

m∑
n′=N−x+1

tM,n′Dnβ
(x+n′)−N
R,n − ECnβ

x
L,n

]
= 0, N −m+ 1 ⩽ x ⩽ N,

2m∑
n=1

[
m∑

n′=N−x+1

tR,n′Dnβ
x+n′−N
R,n +

N−x∑
n′=−m

tM,n′Cnβ
(x+n′)
L,n − EDnβ

x−N
R,n

]
= 0, N + 1 ⩽ x ⩽ N +m,

2m∑
n=1

[
2N−x∑
n′=−m

tR,n′Dnβ
x+n′−N
R,n +

m∑
n′=2N−x+1

tM,n′Cnβ
(x+n′)−2N
L,n − EDnβ

x−N
R,n

]
=0, 2N+1−m⩽x⩽2N.

(4)
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4m 4m Cn Dn

n = 1, 2, · · · , 2m
将这   个方程联立, 求解   个未知数   和  

(  ). 将线性方程组写成矩阵形式

即为
 

MΨ = 0, (5)

其中
 

M =


g(1) f (1)BR

g(2)BL f (2)

f (3)BL g(3)

f (4) g(4)BR

 , (6)

Ψ = [C1C2 · · ·C2mD1D2 · · ·D2m]
T

g(i)

f (i) 2m

以及   . 这里   ,

 都是 m 行   列的矩阵, 矩阵元均是从 (4)式

中提取的系数, 具体的表达式为
 

g(1)x,n =

m∑
n′=1−x

tL,n′βx+n′

L,n − Eβx
L,n,

f (1)x,n =
−x∑

n′=−m

tM,n′βx+n′

R,n ,

g(2)x,n =

m−x∑
n′=−m

tL,n′βx−m+n′

L,n − Eβx−m
L,n ,

f (2)x,n =

m∑
n′=−x+m+1

tM,n′Dnβ
x−m+n′

R,n ,

g(3)x,n =

m∑
n′=1−x

tR,n′βx+n′

R,n − Eβx
R,n,

f (3)x,n =

−x∑
n′=−m

tM,n′β
(x+n′)
L,n ,

g(4)x,n =

m−x∑
n′=−m

tR,n′β
(x−m)+n′

R,n − βx−m
R,n ,

f (4)x,n =

m∑
n′=m−x+1

tM,n′βx−m+n′

L,n , (7)

BR BL 2m× 2m

B
L/R
i,j = βN

L/R,iδi,j 4m× 4m

detM = 0

而   和   是   维的对角矩阵, 矩阵元为

 . M矩阵整体是   维的矩

阵. 线性方程组 (4)有解的条件为  , 亦可

变换为
  ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g(1)(BL)−1 f (1)BR

g(2) f (2)

g(3) f (3)

g(4)(BL)−1 f (4)BR

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (8)

N → ∞然后, 需要在   热力学极限下分析矩阵

g(i)

f (i) N → ∞
|βN

R,n| |β−N
L,n | ∞ 0

|βN
R,n| |β−N

L,n |

M的行列式. 需要注意的是在热力学极限下   ,

 的所有矩阵元的模长都是有限值, 但当 

时,    和   有可能趋于   或   , 因此当考察

行列式每一项的大小时,   和  将起到决定

性的作用. 可以定义集合 

{ηi | i = 1, 2, 3, · · · , 4m}

=
{
1/βL,1, 1/βL,2, · · · , 1/βL,2m,

βR,1, βR,2 · · · , βR,2m
}
, (9)

|η1| ⩾ |η2| ⩾ |η3| ⩾ · · · ⩾ |η4m|
detM
并要求   . 那么行列式

 一定可以写成 

detM =
∑

∑
i si=2m,si=0,1

A{s}

4m∏
i=1

ηsii , (10)

A{s} detM

A1(η1η2 · · · η2m−1η2m)N

A2(η1η2 · · · η2m−1η2m+1)
N

detM = 0

这里的  是一些有限大的系数.   中绝对值

最 大 的 两 项 一 定 是   和

 , 所以在热力学极限下

 可以近似为 

A1η
N
1 η

N
2 · · · ηN2m−1η

N
2m+A2η

N
1 η

N
2 · · · ηN2m−1η

N
2m+1=0.

(11)

|η2m| > |η2m+1|
A1(η1η2 · · · η2m)N = 0 detM = 0

|η2m| = |η2m+1|

然后分别讨论两种情况 , 一种是   ,

此时当且仅当   时  

才能成立. 对于这种情况只能解出有限个解, 但这

无法对应热力学极限下无穷多个体态的解, 因此这

种情况得到的结果无法描述非布洛赫能带的性质.

而对于另一种情况,    , (11) 式可求

解得到 

η4m
η4m+1

=

(
A2

A1

) 1
N

ei
2πn
N ≈ ei

2πn
N , (12)

n = 1, 2, 3, · · · , N
|η2m| = |η2m+1|

tM,n

这里  , 因此 (12)式在热力学极限

下可求得无穷多个解 [21]. 综上,    即

为广义布里渊区方程, 据此可以求出畴壁边界条件

下的广义布里渊区和非布洛赫能带的能量. 值得注

意的一点是, 广义布里渊区的计算与  参数的具

体取值无关. 这体现出广义布里渊区方程具有抗干

扰性, 只要两块材料在边界上相连, 相连处跃迁参

数的扰动并不会影响两块体材内部广义布里渊区

的计算结果.

det [h(β)− EI] = 0 hα(β) q × q

上述方法也可以推广到多带系统. 如果每个元

胞有 q 个子格点, 最远跃迁距离为 m 个元胞, 特征

方程将变为  ,   是一个 

的矩阵. 对于给定的能量, 理想情况下每个区域中
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β 2mq

{βR,1, βR,2, · · · , βR,2mq}
{ 1

βL,1
,

1

βL,2
, · · · , 1

βL,2mq

}
{η1,

η2, · · · , η4mq} η1 ⩾ η2 ⩾ · · · ⩾ η4mq

|η2mq| = |η2mq+1|

det [h(β)− EI] = 0 2mq

 的解的个数最多为  个. 所以只需将两个集合

 ,  

中的所有元素汇总到一起 , 重新标记为  

 , 并要求   . 那么

 就是求解多带系统的广义布里渊

区的方程. 但是对于实际的模型, 情况可能更复杂,

   解的个数可能小于   . 对于

这类更为复杂的情况, 将在后面的章节中以畴壁边

界条件下的非厄米 SSH模型和量子行走实验模型

为例展开详细论述. 

3   非厄米 SSH模型

本节将回顾畴壁边界条件下的非厄米 SSH模

型 [44]. 以此模型为例, 具体阐释广义布里渊区的计

算, 并将之应用到非厄米能带理论中, 计算非布洛

赫能量和非布洛赫拓扑数, 验证畴壁边界条件下非

厄米系统中的体边对应关系. 

3.1    模　型

如图 3所示, 考虑畴壁边界条件下的非厄米

SSH模型. 开边界条件下的非厄米 SSH模型过去

有过许多讨论 [48,49], 而在文献 [21]中首次利用广义

布里渊区概念解释了该模型中反常的体边对应现

象. 而畴壁边界条件下非厄米 SSH模型的哈密顿

量可写作 

H =
∑

α=L,R

∑
j∈Xα

(
tα1 +

γ

2

)
a†jbj +

(
tα1 − γ

2

)
b†jaj

+ t2a
†
j+1bj + t2b

†
jaj+1, (13)

a†j aj b†j bj

XL={x|x=1, 2, 3, · · · , N} XR=

{x|x = N + 1, N + 2, N + 3, · · · , 2N}
a†2N+1(a2N+1) = a†1(a1)

b†2N+1(b2N+1) = b†1(b1) γ ̸= 0

γ = 0

hα(k)

这里    (  )和    (  )分别代表第 j 个格点 a 子

格和 b 子格的粒子产生 (湮灭)算符. 系统左右两

边各包含N 个格点,   ,  

 . 系统具有周

期的环状结构, 所以有  以及

 . 当   时, 元胞内部 a 子

格到 b 子格和 b 子格到 a 子格的跃迁强度不同, 因

此哈密顿量具有非厄米性. 当   时, 哈密顿量

即退化回传统的厄米 SSH模型. 在系统内部远离

畴壁的区域, 系统具有平移不变性, 因此可以对左

右两个区域分别做傅里叶变换, 得到布洛赫哈密顿

量  : 

hα(k) = hxα(k)σx + hyα(k)σy, (14)

hxα = tα1 + t2 cos k hyα = t2 sin k +
γ

2
i其中  ,   .

σzh(k)σz = −h(k)该模型具有手征对称性   和

非厄米趋肤效应, 是一个探讨非厄米趋肤效应和非

厄米拓扑能带理论的经典模型. 开边界条件下的非

厄米 SSH模型已经有过详细的讨论 [21], 在本节后

面的部分 , 将集中讨论畴壁边界条件下非厄米

SSH模型中广义布里渊区的计算方法, 并基于此

构建非厄米拓扑体边对应关系.

  

Left

…
…

…
…

Right


R
1-/2


R
1+/2


L
1+/2


L
1-/2

=2

=1 =2

=+1=

2

2 


t
L(R)
1 − γ/2

t
L(R)
1 + γ/2

t2 γ

图  3    畴壁边界条件下的非厄米 SSH模型 . 在左边 (右

边 )区域元胞内部 a 子格到 b 子格的跃迁是   ,

而元胞内部 b 子格到 a 子格的是   . 此外 , 畴壁

两边不同区域具有相同的   和   [44]

t
L(R)
1 − γ/2

t
L(R)
1 + γ/2 t2

γ

Fig. 3. A non-Hermitian SSH model with two bulks. For left

(right)  bulk,  the  intra-cell  hopping  from  a-site  to  b-site  is

   while  the  intra-cell  hopping  from  b-site  to  a-

site is   . Also, different bulks holds same    and

 [44]. 

3.2    广义布里渊区

本节采用第 2节中的方法, 具体探讨广义布里

渊区的计算. 首先可以将实空间哈密顿量中特定能

量的本征态写作 

|Ψ⟩ =
2N∑
j=1

(
ψa,ja

†
j + ψb,jb

†
j

)
|0⟩, (15)

ψa,j ψb,j其中  和  代表的波函数通解形式为 

(
ψa,j

ψb,j

)
=



nmax∑
n=1

ϕ(1)a

ϕ
(1)
b

βj
L,n, j ∈ XL,

nmax∑
n=1

φ(1)
a

φ
(1)
b

βj−NL
R,n , j ∈ XR,

(16)

β这里   是能量 E 的函数, 需要通过特征方程来求
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eik β

解. 为了得到特征方程, 可以将布洛赫哈密顿量

(14)式中的  替换为  , 得到 

hα(β) =

(
0 (tα1 + γ/2) + t2β

−1

(tα1 − γ/2) + t2β 0

)
,

(17)

det[hα(β)− EI] = 0随后便可由  确定特征方程 

t2

(
tα1 +

γ

2

)
βα,n + t2

(
tα1 − γ

2

) 1

βα,n

+ (tα1 )
2 − γ2

4
+ t22 − E2 = 0, (18)

ϕ
(n)
a,b φ

(n)
a,b同时还可以确定  和  之间满足的关系:

 

ϕ
(n)
a

ϕ
(n)
b

=
E(

tL1 − γ/2
)
+ t2βL,n

= fn, (19)
 

φ
(n)
a

φ
(n)
b

=
E(

tR1 − γ/2
)
+ t2βR,n

= gn. (20)

β

nmax 2

(18)式可化作一个关于  的一元二次方程, 方程有

两个根, 所以 (16)式中的  取  .

将 (15)式, (19)式和 (20)式代入边界条件: 

Eψa,1 =
(
tL1 + γ/2

)
ψb,1 + t2ψb,2N , (21)

 

Eψb,N =
(
tL1 − γ/2

)
ψa,N + t2ψa,N+1, (22)

 

Eψa,N+1 =
(
tR1 + γ/2

)
ψb,N+1 + t2ψb,N , (23)

 

Eψb,2N =
(
tR1 − γ/2

)
ψa,2N + t2ψa,1, (24)

ϕ
(n)
b ψ

(n)
b得到关于  和  的一系列互相耦合的方程

 

MΨ = 0, (25)

其中 

M =
−t2 −t2 t2β

N
R,1 t2β

N
R,2

−t2βN+1
L,1 f1 −t2βN+1

L,2 f2 t2g1βR,1 t2g2βR,2

t2β
N
L,1 t2β

N
L,2 −t2 −t2

t2f1βL,1 t2f2βL,2 −t2βN+1
R,1 g1 −t2βN+1

R,2 g2

 ,

(26)

Ψ =
[
ϕ
(1)
b ϕ

(2)
b φ

(1)
b φ

(2)
b

]T
以及   . (25)式有解则要求 :
 

detM =(
1/βN

L,1 − βN
R,1
) (

1/βN
L,2 − βN

R,2
)

(βL,1f1 − βR,1g1) (βL,2f2 − βR,2g2)

−
(
1/βN

L,1 − βN
R,2
) (

1/βN
L,2 − βN

R,1
)

(βL,1f1 − βR,2g2) (βL,2f2 − βR,1g1)
= 0. (27)

{ηi|i = 1, 2, 3, 4} = {1/βL,1,
1/βL,2, βR,1, βR,2} ηi

|η1| ⩾ |η2| ⩾ |η3| ⩾ |η4| detM
ηNi

N → ∞

然后 , 可以定义集合  

 , 并对集合中   模长的大小进行

排序   . 容易看出展开  

后, 其中求和的每一项包含两个不同的  相乘. 那

么在热力学极限下  , (27)式便可近似为 

detM ≈ A1η
N
1 η

N
2 +A2η

N
1 η

N
3 = 0. (28)

{ηi|i = 1, 2, 3, 4}

由第 2节中相似的逻辑便可判断, 体态的波函数解

的数目一定正比于 N, 为了满足这一点 , 集合

 中的元素一定满足 

|η2| = |η3|, (29)

这就是畴壁边界条件下非厄米 SSH模型的广义布

里渊区方程. (29)式与文献 [44]中所给的广义布里

渊区方程完全一致, 是一个更为简洁的形式.

βL,1, βL,2, βR,1, βR,2

ηi

β

βα,n

βL,1 = reip

βL,1 = reip

βL,2 βR,1 βR,2

{1/βL,1, 1/βL,2, βR,1, βR,2}

p ∈ [0, 2π)

βα,n

接下来详细阐述如何由广义布里渊区方程计

算得到广义布里渊区和非布洛赫能带 . 形式上 ,

(29)式是关于 4个变量   的方程.

但是从 (18)式可以看到, 所有的   都由能量 E 决

定, 所以方程 (29)中只有一个独立的复变量 (在非

厄米系统中 E 和   一般都是复数). 因此在方程

(29) 的约束下, 便可确定任意一个  在复平面内

形成的封闭曲线. 具体来讲, 可以从   出

发, 先将完整的复变量  形式代入 (18)式

中, 计算能量 E, 再通过能量计算   ,    ,    .

然后把求得的所有     进行

排序, 代入方程 (29)中. 于是方程 (29)将变成一

个关于 r 和 p 方程, 遍历  , 便可得到 r 关

于 p 的函数, 由此便可绘制左边区域的广义布里渊

区的其中一支解. 依照此法可求得所有的  .

|β1| = |β2|
β

图 4(c)和图 4(d)分别给出了左边区域和右边

区域的广义布里渊区. 在开边界条件下的非厄米

SSH模型中, 广义布里渊区的方程写作  ,

因此  的两支解会在复平面内重合. 仅将边界条件

改为畴壁边界条件后, 就会得到完全不同的广义布

里渊区, 这也印证了非厄米趋肤效应对边界条件变

化的敏感性.

eik

γ = 0

tL1 = tR1

我们又将广义布里渊区与布里渊区  在复平

面上形成的单位圆做对比. 需要注意的是, 在两种

情况下, 广义布里渊区会退化为单位圆. 一种情况

是当哈密顿量为厄米的  , 另一种情况是系统

具有周期边界条件  . 这表明非厄米趋肤效应

是系统非厄米性与边界条件共同作用的结果.
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N = 20 N = 40

此外, 本文还基于广义布里渊区和特征方程,

绘制了非布洛赫能带 (见图 4(a)和图 4(b)), 并将

之与实空间严格对角化哈密顿量的能谱作对比. 可

以看到在  和  的情况下, 数值计算的

能谱和广义布里渊区的理论得到的非布洛赫能带

符合得很好, 并且随着 N 的增大, 两者的差距变得

更小. 这充分说明本文计算得到的广义布里渊区在

畴壁边界条件下可以精确刻画热力学极限下实空

间的本征能谱. 

3.3    非布洛赫拓扑数与拓扑体边对应关系

本节基于 3.2节得到的广义布里渊区, 计算畴

壁边界条件下的非布洛赫拓扑不变量, 构建非厄米

系统中的拓扑体边对应关系. 由系统的布洛赫哈密

顿量 (14)可知, 系统具有手征对称性, 其拓扑不变

量可以由 Zak相定义:
 

να =
1

π

∫ 2π

0

⟨χα |i∂k|ψα⟩
⟨χα | ψα⟩

dk, (30)

|ψα(k)⟩ |χα(k)⟩ hα(k)其中   (  )分别是  的右 (左)本征

矢, 即
 

hα(k) |ψα(k)⟩ = Eα(k) |ψα(k)⟩ ,

h†
α(k) |χα(k)⟩ = E∗

α(k) |χα(k)⟩ , (31)

νL νR

β = r(p)eip h(β)

这里  和  分别代表左边区域和右边区域的拓扑

数, 两者之差如果非 0, 畴壁上就会出现边缘态, 这

就是传统意义上畴壁边界条件下的体边对应关系.

但是对于非厄米系统来说, 需采用非布洛赫能带理

论, 将积分区间从布里渊区修正为广义布里渊区.

因此将   和   代入 (30)式便可得到非

布洛赫拓扑数的计算公式:
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N = 20 N = 40 βL,1

βL,2 βR,1 βR,2

N → ∞
tL1 = −t2 tR1 = 1.5t2 γ = 1.33t2

图 4    (a), (b)体态波函数的理论 (黑线)和数值 (绿点)结果, (a)图的链长为   , (b) 图的链长为   . (c) 复平面内  

(红色点划线)和   (蓝色虚线)表示的左链的非布洛赫布里渊区. (d) 复平面内   (红色点划线)和   (蓝色虚线)表示的右

链的非布洛赫布里渊区. 在图 (c)和图 (d)中, 取热力学极限   并且用黑色实线画出了布洛赫布里渊区作为对比. 在所有的

子图中, 选取的参数为   ,   ,   [44]

N = 20 N = 40 βL,1

βL,2 βR,1

βR,2

N → ∞ tL1 = −t2
tR1 = 1.5t2 γ = 1.33t2

Fig. 4. (a),  (b) Theoretical  (black lines)  and numerical  (green dots)  results  of  bulk-state energy spectrum. The length of  chain is

  for panel (a) and    for panel (b). (c) Non-Bloch Brillouin zones of the left bulk, represented by    (red dash-dot-

ted line) and    (blue dashed line) on the complex plane. (d) Non-Bloch Brillouin zones of the right bulk, represented by   

(red dash-dotted line) and    (blue dashed line) on the complex plane. In panels (c) and (d), we take the thermodynamic limit

 ,  and  we  also  plot  the  Bloch  Brillouin  zones  with  black  solid  lines  for  comparison.  For  all  subplots,  we  take    ,

 ,   [44].
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ν̃α =
1

π

∫ 2π

0

⟨χ̃α(p)|i∂p|ψ̃α(p)⟩
⟨χ̃α(p)|ψ̃α(p)⟩

dp, (32)

其中 

hα(β)
∣∣ψ̃α

⟩
= Eα(β)

∣∣ψ̃α

⟩
,

h†
α(β) |χ̃α⟩ = E∗

α(β) |χ̃α⟩ , (33)

β

r(p)eip ν̃L ν̃R

这里的   需代入为广义布里渊区方程求得的结果

 . 在这样的定义下, 根据  和  的差值就可

以正确预测畴壁边界条件下的拓扑边缘态, 区分拓

扑平庸区和拓扑非平庸区.

r(p)

βα,1 βα,2

需要注意的是, 从图 4(c)和图 4(d)可以看出,

广义布里渊区方程一般会求得  的两支解, 也就

是说 (32)式中有两个可以选择的积分区间分别对

应  和  在复平面上形成的封闭曲线. 在非厄

米 SSH模型中可以证明, 同一个参数下求得的两

个广义布里渊区上积分得到的非布洛赫拓扑数是

一致的 [44].

tL1 tR1

tL1 = tR1

tL1 = tR1 = ± t2 ±
γ

2

图 5(a)—(c)在    –    的参数平面内画出了

能谱绝对值最小值. 深蓝色的区域中能量绝对值的

最小值为 0, 意味着存在边缘态零模, 对应拓扑非

平庸区. 值得注意的一点是, 当左右区域参数相同

时 (即在   的黑色实线上), 系统具有周期边

界条件, 此时广义布里渊区退化为单位圆, 能隙闭

合点的位置也与布洛赫哈密顿量计算得到的结果

一致  .

γ = 0

(|tL1| − |t2|)(|tR1 | − |t2|) < 0

γ

图 5(d)—(f)分别把布洛赫和非布洛赫拓扑数

和数值计算的能谱做对比, 确认了非布洛赫体边对

应性. 在厄米的情况下   , 非布洛赫和布洛赫

拓扑数的结果一致, 即当 

时系统存在零模. 随着  增加, 布洛赫和非布洛赫

拓扑数之间的区别便显现出来, 左右区域非布洛赫

拓扑数的差值可以正确地预测边缘零模的出现与
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

tL1 tR1 N = 40 γ = 0 γ = 0.67 t2

γ = 1.33 t2 tL1 = tR1

tL1 = −tR1 tR1 = 1.5 t2

νL νR

ν̃L ν̃R

图  5      (a)—(c)颜色栏在   -  平面能谱绝对值的最小值 . 这里选取   . 图 (a)中   , 图 (b)中   , 图 (c)中

 . 黑色线对应参数   , 此时畴壁构型会退化回周期边界条件的均匀格点模型 . 玫红色的虚线对应的参数为

 . 图 (a)—(c)里的红色点划线给出了用在图 (d)—(f)里的参数 , 即   .  (d)—(f)能谱绝对值 (上部)和拓扑数

(下部). 图中下部给出了左链的布洛赫拓扑数   (玫红虚线) 和右链的非布洛赫拓扑数   (黑色虚线), 以及左链的非布洛赫拓扑

数   (红色实线)和右链的非布洛赫拓扑数   (蓝色实线)[44]

tL1 tR1 N = 40

γ = 0 γ = 0.67 t2 γ = 1.33 t2 tL1 = tR1

tL1 = −tR1 tR1 = 1.5 t2

νL νR

ν̃L ν̃R

Fig. 5. (a)–(c) Contour plots of absolute values of the energy-spectrum minimum on the    -   plane. Here, we take    . We

also take    for (a),    for (b) and    for (c). The black solid lines are given by   , where the domain-

wall configuration is reduced to single homogeneous bulk with a periodic boundary condition. The magenta dashed lines are given

by    .  The red dashed-dotted line in panels  (a)–(c) correspond to parameters we use in panels  (d)–(f)  with    .

(d)–(f) The absolute values of the energy spectrum (upper panels) and various winding numbers (lower panels). In the lower panel,

we show the Bloch winding numbers for the left bulk    (magenta dashed lines) and the right bulk    (black dashed lines), as well

as non-Bloch winding numbers for the left bulk    (red solid lines) and the right bulk    (blue solid lines)[44]. 
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消失, 而布洛赫拓扑数无法做到这一点. 这进一步

说明, 相比于布洛赫拓扑数, 基于广义布里渊区的

非布洛赫拓扑数更能正确地判断系统拓扑性质的

变化.

ν̃R tR1 ≈ 0.16

0 0.5

此外, 我们还发现, 即使畴壁某一侧的参数不

变化, 其非布洛赫拓扑数的计算却依赖于广义布里

渊区, 进而会受到另一侧参数的影响. 例如, 图 5(f)

中右侧区域的非布洛赫拓扑数  会在  附

近从   变化为   , 而此时右链的参数始终保持不

变. 这是畴壁边界条件下的非厄米系统又一个独特

的性质. 

4   一维量子行走体系中的非厄米趋肤
效应

在第 3节讨论的非厄米 SSH模型中, 已经从

理论上推导了广义布里渊区和非布洛赫拓扑数, 并

基于此重新构建了非厄米系统中的拓扑体边对应

关系. 但是如何在实验系统中模拟非厄米趋肤效应

并验证非厄米体边对应关系, 依然是一个重要的问

题. 本节将介绍如何在一维光量子行走的实验平台

中模拟具有非厄米趋肤效应的有效哈密顿量, 并在

该模型中讨论广义布里渊区和非布洛赫拓扑数的

计算, 再次验证非厄米体边对应关系 [17]. 

4.1    模　型

量子行走是一类高度可控的周期驱动系统, 被

广泛应用于量子算法 [50,51] 和量子模拟 [52–55] 的研

究. 近些年来, 人们开始致力于在离散量子行走平

台中模拟和研究非厄米拓扑相 [56–58], 这为研究具

有非厄米趋肤效应的拓扑非平庸模型提供了一个

良好的基础.

|ψ(t)⟩ =
U t|ψ(0)⟩ t = 0, 1, 2, 3, · · ·

|ψ⟩
|ψ⟩ =

∑
x

∑
s=0,1 ψs(x)|x⟩ ⊗ |s⟩

s = 0, 1

U = e−iHeff

Heff

Heff

U |ψ⟩ = λ|ψ⟩ Heff|ψ⟩ = ε|ψ⟩ λ = e−iε ε

ε ∈ [−π, π)

在本文讨论的一维光量子行走系统中, 以时间

演化算符 U 来描述光子态每一步的演化  

 , 这里的   代表时间演化的

步数. 量子行走中的光子态   一般包含空间和内

态两种自由度, 可写作  ,

其中   代表光子两种不同的偏振. 由时间演

化算符可以定义有效哈密顿量  , 时间演

化得到的光子态可以视作其在有效哈密顿量  

下的演化. U和   具有相同的本征态, 定义为

 和   . 这里   .    是

系统的准能量, 其取值范围是  .

在量子行走系统中, 选定如下的非幺正时间演

化算符: 

U = R

(
θ1
2

)
S2R

(
θ2
2

)
MγR

(
θ2
2

)
S1R

(
θ1
2

)
,

(34)

R(θ) = Iw ⊗ e−iθσy

θ1,2

x = −N,−N − 1, · · · ,−1

x = 0, 1, 2, · · · , N − 1 θ1,2(x) = θ
L(R)
1,2 S1,2

其中,   只改变光子的内态, 被称

为旋转算符,    为旋转参数. 如图 6(a)所示, 在

我们选择的环状畴壁结构中, 旋转参数与空间位置

有关, 对左边 (右边)区域,  

(  ),    .    是位

移算符: 

S1 =
∑
x

|x⟩⟨x| ⊗ |0⟩⟨0|+ |x+ 1⟩⟨x| ⊗ |1⟩⟨1|, (35)
 

S2 =
∑
x

|x− 1⟩⟨x| ⊗ |0⟩⟨0|+ |x⟩⟨x| ⊗ |1⟩⟨1|, (36)

Mγ = Iw ⊗ (eγ |0⟩ ⟨0 |+e−γ | 1⟩ ⟨1|)
γ Iw

σx,y,z

可以将不同的内态和空间位置的跃迁耦合起来.

 是一个非幺正算

符,    控制着有效哈密顿量的非厄米性. 这里,   

是实空间的单位矩阵,   是泡利矩阵.

γ

σxUσx = U−1

通过对角化实空间的时间演化算符, 得到了所

有的本征态波函数, 如图 6(b)所示. 可以看到, 随

着  的增加, 体态波函数会渐渐局域在畴壁边界附

近. 由此可以判断系统具有非厄米趋肤效应. 该模

型还具有手征对称性,   , 所以也可以

在其中探讨非厄米拓扑相变和体边对应关系. 接下

来将在第 4.2节讨论该模型中的广义布里渊区的

计算, 在第 4.3节讨论非布洛赫拓扑数的计算. 

4.2    广义布里渊区的计算

为了计算广义布里渊区, 先给出波函数本征态

的通解形式: 

⟨x|ψ⟩ =
nmax∑
n=1

βx
α,n |ϕαn⟩ , (37)

|ϕαn⟩ βα,n这里  代表光子的内态,   需要通过特征方程

求解. 为此将时间演化算符改写为这样的形式: 

U =
∑
x

[
|x⟩⟨x+ 1| ⊗Am(x) + |x⟩

× ⟨x− 1| ⊗Ap(x) + |x⟩⟨x| ⊗As(x)
]
, (38)

Am,p,s这里  都是 2 × 2的矩阵, 形式为 

Am(x) = Fm(x− 1)MγGs(x− 1),

Ap(x) = Fs(x)MγGp(x− 1),

As(x) = Fs(x)Gs(x) + Fm(x+ 1)Gp(x), (39)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 71, No. 17 (2022)    170306

170306-9

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


其中 

Fm(x) = R

[
θ1(x− 1)

2

]
P0R

[
θ2(x)

2

]
,

Fs(x) = R

[
θ1(x)

2

]
P1R

[
θ2(x)

2

]
,

Gs(x) = R

[
θ2(x)

2

]
P0R

[
θ1(x)

2

]
,

Gp(x) = R

[
θ2(x+ 1)

2

]
P1R

[
θ1(x)

2

]
, (40)

P0 = |0⟩⟨0| P1 = |1⟩⟨1|
Am,p,s

以及   ,    . 对于远离畴壁边界

的左边 (右边)区域内部可以将  中所有的旋

θ
L(R)
1,2转参数替换为左边 (右边)区域的   . 于是便可

得到左右区域分别满足的特征方程:
 

det
[
Aα

mβα +Aα
p

1

βα
+Aα

s − λ

]
= 0. (41)

detAm,p = 0 β2
α β−2

α

0 βα

nmax = 2

x = −N,

−1, 0, N − 1

M [|ϕL1⟩c, |ϕL2⟩c, |ϕR1 ⟩c, |ϕR2 ⟩c]T = 0

由于  , 所以等式 (41)左边  和  项

的系数都是  . (41)式可以化作关于  的一元二次

方程, 因此 (37)式中  . 接下来将 (37)式中

波函数的通解代入畴壁边界条件 (即  

 格 点 的 本 征 态 方 程 ), 即 可 得 到

   , 其中
 

 

M =


−AL

pβ
−N−1
L,1 −AL

pβ
−N−1
L,2 Ap(−N)βN−1

R,1 Ap(−N)βN−1
R,2

W1 W2 Am(−1) Am(−1)

Ap(0)β
−1
L,1 Ap(0)β

−1
L,2 −AR

pβ
−1
R,1 −AR

pβ
−1
R,2

Am(N − 1)β−N
L,1 Am(N − 1)β−N

L,2 V1β
N
R,1 V2β

N
R,2

 , (42)

Wi = AL
pβ

−2
L,i + [As(−1)− β]β−1

L,i Vi = AR
pβ

−2
R,i+

[As(N − 1)− λ]β−1
R,i detM = 0

及   ,   

 . 方程有解的条件是  .

{ηi|i = 1, 2, 3, 4} = {β−1
L,1,

β−1
L,2, βR,1, βR,2} |η1| ⩾ |η2| ⩾ |η3| ⩾ |η4|

同样地 , 需要定义集合  

 , 并要求   . 那
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ψ±(x) =
∣∣ (⟨x| ⊗ ⟨±|) |ψ⟩

∣∣ |±⟩ = (|0⟩ ± |1⟩)/
√
2 βL(R),i

i = 1, 2 β N = 30 θR1 = 0.1875π θL1 = −0.3333π
θR2 = 0.2π θL2 = −0.6667π γ = 0.5

图 6    具有非厄米趋肤效应的量子行走　(a) 畴壁边界条件示意图; (b) 体态波函数 (黑色)和边缘态波函数 (红色)的空间分布,

其中   ,    是手征对称算符的本征态 ; (c) 左边 (右边)区域的广义布里渊区   ,

 代表   有两支解 . 标准的广义布里渊区是单位圆 (黑色实线 ). 参数选取为   ,    ,    ,

 ,   , 以及   [17]

ψ±(x) =
∣∣ (⟨x| ⊗ ⟨±|) |ψ⟩

∣∣ |±⟩ = (|0⟩ ± |1⟩)/
√
2

βL(R),i i = 1, 2

β N = 30

θR1 = 0.1875π θL1 = −0.3333π θR2 = 0.2π θL2 = −0.6667π, γ = 0.5

Fig. 6. Quantum walks with non-Hermitian skin effect: (a) Schematic illustration of the domain-wall configuration. (b) Spatial dis-

tribution of the projected norms of bulk (black) and edge (red) states, with   . Here,  

are eigenstates of the chiral-symmetry operator. (c) Generalized Brillouin zones for left (right) bulk    ,     indicates two

solutions  of    .  Whereas  the  standard  Brillouin  zones  are  indicated  by  unit  circles  (solid  black  line).  Parameters:  ,

 ,   ,   ,   [17].
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detM么在热力学极限下  可近似为 

detM ≈ A1η
2N
1 η2N2 +A2η

2N
1 η2N3 . (43)

于是便可得到形式上与 (29)式完全一样的广义布

里渊区方程, 并可按照 3.2节中的方法求解广义布

里渊区. 图 6(c)给出了左右区域广义布里渊区的

例子. 

4.3    非布洛赫拓扑数与体边对应关系

E = 0

[−π, π)
E = 0 E = π

ε = 0 ε = π
0 π

0 π ν0 νπ

ν0 νπ

接下来, 基于广义布里渊区, 计算量子行走模

型中的非布洛赫拓扑数. 需要注意的是, 量子行走

是周期驱动系统, 即使是对于传统的幺正时间演化

算符, 其拓扑性质与静态哈密顿量的情况也有所区

别. 对于静态哈密顿量, 如系统满足手征对称性,

那么其能谱一定是关于  对称分布, 能隙也一

定出现在零能处. 但是对于周期驱动的系统来说,

其准能量分布在  区间, 如果系统有手征对称

性, 那么准能量不仅关于  对称, 也关于 

对称 , 所以拓扑绝缘体的能隙会出现在准能量

 和  两个位置. 因此当系统处于拓扑非平

庸区时, 其边缘态能量会有   和   两个模式, 相应

地, 也需计算   模和   模两种拓扑数   和   . 关于

Floquet系统中的拓扑理论, 在过往的文章中有过

很多讨论 [59–63]. 这里先对布洛赫拓扑数   和   的

计算方法做简单介绍. 首先可以定义另一个时间框

架下的时间演化算符: 

U ′ = M
1
2
γ R

(
θ2
2

)
S1R (θ1)S2R

(
θ2
2

)
M

1
2
γ , (44)

U ′

σx

ν ν′

χk ψk

  和 U相当于选取了不同的时间起始点, 他们具

有相同的准能量能谱, 都满足手征对称性, 对称性

算符均为   . 然后参照 (30)式中的方法, 分别计

算不同时间框架下的布洛赫拓扑数   和   . 注意

(30)式中的  和  分别是时间演化算符的左右本

征矢, 定义为 

U(k) |ψ(k)⟩ = λ(k) |ψ(k)⟩ ,

U †(k) |χ(k)⟩ = λ∗(k) |χ(k)⟩ . (45)

U(k) U ′(k)

χ′(k) ψ′(k) ν′ ν0,π ν ν′

将   替换为   即可得到另一个时间框架下

的   ,    和拓扑数   . 可以证明   和   ,   

之间具有如下关系 [59]: 

ν0(π) =
ν ± v′

2
. (46)

ν0(π)

0(π)
对于传统的幺正量子行走系统,   即可预测系统

 模的拓扑边缘态, 但是在本文讨论的非幺正量

ν̃ ν̃′ 0(π)

子行走系统中, 布洛赫拓扑数并不能正确地刻画非

厄米系统中的拓扑性质, 因此, 还需根据广义布里

渊区的计算结果和拓扑数的计算公式 (32), 计算不

同框架下的非布洛赫拓扑数  和  , 进而得到 

模的非布洛赫拓扑数: 

ν̃0(π) =
ν̃ ± ν̃′

2
. (47)

ν̃0(π)

π

π

∆ν0(π) = νL − νR

∆ν̃0(π) =

ν̃L − ν̃R

这样计算得到的   便可正确预测畴壁边界

上 0模边缘态和   模边缘态. 图 7中, 将数值对角

化的能谱和非布洛赫拓扑数、布洛赫拓扑数分别做

对比, 可以清晰地看到 0模 (  模)边缘态产生的区

域与布洛赫拓扑数的差值  非零的

区域不相符, 而与非布洛赫拓扑数差值  

 非零的区域一致.

 
 

D
 0
(p
)

R1/p

1.0-1.0 0 0.5

3

2

1

0

0

-1

|

|

-0.5

π

π
θL1 = 9π/16 θR2 = π/4 θL2 = 3π/4

γ = 0.2746

图 7    黑色实线为准能量能谱, 红色实线和蓝色实线分别

代表零模拓扑不变量的差值和   模拓扑不变量的差值 ; 灰

色虚线和橙色虚线分别代表左右两边零模拓扑不变量的

差值和   模拓扑不变量的差值 ; 蓝色点代表图 8选取的参

数 . 参数选择 :    ,    ,    , 以及

 [17]

π

π

θL1 = 9π/16 θR2 = π/4 θL2 = 3π/4 γ = 0.2746

Fig. 7. Black  solid  line  represents  quasienergy  spectrum.

Red solid line and blue solid line represents zero-mode and

 -mode  topological  invariant  difference,  respectively.  Grey

dashed  line  and  orange  dashed  line  represents  zero-mode

and    -mode  topological  invariant  difference,  respectively.

The blue dot indicates the parameter for Fig. 8. Parameters:

 ,    ,    ,  and    [17].
  

4.4    实验探测边缘态

前面几节已经在理论上验证了非布洛赫拓扑

数与非厄米系统中边缘态的对应关系, 但是如何在

实验上探测非厄米系统中的边缘态依然是一个具
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有挑战性的问题. 由于非厄米趋肤效应的存在, 边

缘态的波函数分布和体态波函数一样, 都是局域在

边界上, 因此很难通过直接测量波函数在实空间分

布的方法识别出拓扑边缘态. 为了克服这一困难,

我们通过对每一步时间演化的波函数加权求和的

方法直接将边缘态模式提取出来. 具体方法如下.

首先定义 

|Φε(t)⟩ =
t∑

t′=0

eiεt
′

t+ 1
|Φ (t′)⟩ , (ε = 0, π) (48)

然后 , 把含时演化的波函数在本征态上做展开 ,

得到 

|Φ(t)⟩ = U t|Φ(0)⟩ =
∑
n

eiEntΦn|ψn⟩, (49)

Φn = ⟨χn|Φ(0)⟩ |ψn⟩ ⟨χn|
U |ψn⟩ = e−iEn |ψn⟩

⟨χn|U−1 = ⟨χn|eiEn

其中   ,    和   分别是时间演化

算符的本征左矢和右矢, 分别满足 

 . 将 (49)式代入 (48)式得到: 

|Φε(t)⟩ =
∑
n

fε(En)Φn|ψn⟩, (50)

其中
 

fε(En)=


1

t+1

1− exp[i(En − ε)(t+ 1)]

1− exp[i(En − ε)]
, En ̸= ε,

1, En = ε.
(51)

En ̸= ε

lim
t→∞

fε(En) → 0

|Φ0,π(t)⟩
En = 0, π

π

如果准能量能谱为纯实数时, 那么对于   的

本征态, 其加权系数   . 也就是说只

要时间演化足够长, 加权求和的波函数   中

只会留下能量为   的本征态, 也就是 0模

和   模的拓扑边缘态. 需要注意的是, 在非幺正量

子行走系统中, 准能量能谱不一定总是纯实数, 所

以需要选取准能量为纯实数的参数区间进行探测.

(∆ν̃0,∆ν̃π) = (0,−1)

Φπ,+(x)

Φπ,+(x)

Φπ,+(x) ε = π

图 8给出了将该方法应用到实验上得到的观

测结果. 在拓扑不变量满足  的

参数点, 对于不同的初态选取, 实验上都探测到了

 的模式, 并且其他模式占据很小. 图 8(d)—

(f)中也将观测所得到的  与实空间数值对角

化得到的边缘态模式波函数做了对比. 由两者相符

可以看出  的确提取到了  的本征边缘态
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图 8    (a)—(c) 不同初态选择下, 7步演化之后实验测量得到的   ; (d)—(f) 数值模拟得到   和实验结果的对比. 图

中还给出了数值对角化   的畴壁系统对峰值进行缩放之后的结果. 对角化得到的边缘态进行缩放的比例通过拟合  

的中心峰值得到. 其他参数与图 7相同 [17]

Φε,µ(x) Φπ,+(x)

ε = π
N = 15 Φπ,+(x)

Fig. 8. (a)–(c) Experimentally measured    after the seventh step with different initial states; (d)–(f) simulated    com-

pared with experimental result. We also show the scaled norms of the edge state with     by diagonalizing a domain-wall sys-

tem with   . Norms of the edge states from diagonalization are scaled to fit the central peak of the numerically-simulated   .

Other parameters are as same as Fig. 7[17]. 
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模式. 在实验上观测得到的拓扑边缘态与非布洛赫

拓扑不变量一致, 这也再一次印证了基于广义布里

渊区构建的非厄米拓扑体边对应关系. 

5   总结与展望

本文主要介绍了畴壁边界条件下具有非厄米

趋肤效应的系统中广义布里渊区方程的推导与求

解, 并由此出发讨论了非布洛赫能带理论在非厄

米 SSH模型和非幺正一维量子行走实验模型中的

应用. 基于广义布里渊区计算的非布洛赫拓扑数可

以正确预测畴壁系统中的拓扑边缘态, 这印证了非

布洛赫能带理论在不同边界条件下非厄米系统中

的有效性. 在不同模型中, 畴壁边界条件下的广义

布里渊区方程有一个统一的方程形式, 对该方程背

后物理内涵的充分理解, 或许可以帮助我们找到一

个对多种边界条件都普适的广义布里渊区方程. 此

外, 不同边界条件下的高维系统中, 广义布里渊区

的计算分析也尚未被充分讨论, 有待于日后进一步

探索.
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Non-Hermitian skin effect in a domain-wall system
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Abstract

The non-Hermitian skin effect  is  one of  the  most  striking features  in  non-Hermitian physics.  It  reveals  a

novel phenomenon in a non-Hermitian system that the bulk wave function and energy spectrum are sensitively

dependent  on  the  boundary  conditions.  The  concept  of  generalized  Brillouin  zones  has  been  proposed  to

characterize bulk wave functions in such systems . Based on generalized Brillouin zones, non-Bloch topological

invariants  can  reconstruct  the  non-Hermitian  bulk-edge  correspondence.  Previous  discussion  of  the  non-

Hermitian skin effect mainly focused on open boundary conditions, and the calculation of generalized Brillouin

zones  needs  to  be  reconsidered  under  domain-wall  boundary  conditions.  The  paper  introduces  the  related

researches of the non-Hermitian skin effect in domain-wall systems, including the general form of the generalized

Brillouin  zone  equation  in  a  one-dimensional  single-band  model,  non-Bloch  topological  invariants  in  non-

Hermitian SSH (Su-Schieffer-Heeger) model, and the experimental realization of the non-Hermitian skin effect in

one-dimensional quantum walk system.

Keywords: domain-wall system, non-Hermitian skin effect, non-Bloch band theory, non-Hermitian bulk-edge
correspondence
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