
 

专题: 非线性系统理论及其前沿应用
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及其间断初值问题解的分类和演化*
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Whitham调制理论自 1965年被首次提出后, 由于其在研究色散流体动力学和处理间断初值问题上的独

特优势得到了人们的广泛关注. 本文发展了散焦型非线性薛定谔方程的Whitham调制理论, 研究它的间断初

值问题解的分类和演化, 并利用直接数值模拟验证结果的正确性. 具体地, 推导出稀疏波和色散冲击波解及

其相应的Whitham方程, 详细讨论了每种分类中黎曼不变量和色散流体的密度分布. 最后, 分析了色散流体

的活塞问题, 发现了新奇的波状涌潮结构.
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 1   引　言

波动作为自然界中一种普遍存在的现象, 多年

来已引起了人们的广泛关注. 同时, 诸多奇妙的自

然规律也吸引研究者们发展更多有效的数学方法

来解释各种非线性波动现象. 因此, 用来描述这些

现象的非线性色散方程成为热点研究对象, 其中产

生的色散冲击波因其普遍性而受到越来越多的关

注. 以往研究非线性波动方程的精确解时, 给定的

初始条件多是连续且光滑函数. 然而, 在现实物理

问题中, 人们经常遇到初值在某处受到有限跃变,

即初值在某处不连续, 这种情形可能会出现稀疏波

或冲击波. 当时间很大时, 会在有限空间中出现振

荡区域, 该区域的左右两侧解都是光滑的, 且振荡

区域的长度远大于振荡波的特征长度. 在这种情形

下, Whitham调制理论是一种行之有效的研究方

法 .  Whitham调制理论自 1965年由 Whitham[1]

首次提出以来, 学者们已经做了大量的工作来研究

色散流体动力学中相关模型的间断初值问题, 即黎

曼问题. 后来, 拉格朗日平均法 [1]、扰动展开法 [2]

与有限间隙积分方法 [3] 的提出大大丰富和发展了

这一理论, 使其成为一种经典的研究方法.

许多系统中都能观察到色散冲击波 (disper-

sive shock wave, DSW), 如超冷原子玻色-爱因斯

坦凝聚 [4]、强电子束 [5]、浅水波 [6] 和黏性流体管道 [7]

等. 此外, 在光纤实验中也有类似一维流体动力系

统的结果 [8]. 在由散焦非线性薛定谔方程描述的光

学模型中, 光子流体演化的一个显著特征是形成色

散冲击波 [9–14], 该理论的一个直接应用是活塞问题.

在气体动力学和经典冲击波 (classical shock wave,

CSW)理论框架内, 活塞问题具有经典解. 当活塞

压缩其一侧静止的气体时, 经典冲击波出现, 而缩

回活塞将产生平滑的稀疏波 (rarefaction wave,

RW). 特别地 , 在研究光子流体的模拟问题时 ,

Bendahmane等 [15] 在实验上也观察到许多奇妙的

现象. 事实上, 近年来无论是理论上的突破 [16–19] 还

是实验中的新发现, 都大大推动了非线性科学领域
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的快速发展 [20]. 此外, 关于 Whitham调制理论的

其他最新研究进展, 可见参考文献 [21−26].

本文发展Whitham调制理论研究如下散焦型

非线性薛定谔方程间断初值问题解的分类和演化: 

iqt +
1

2
qxx − |q|2q = 0, (1)

这是一个完全可积系统, 可以描述非线性光学、等

离子体的离子声波、玻色-爱因斯坦凝聚和深水波

动等物理学中的许多非线性现象, 重要性不言而

喻. 此方程的 Lax对 (线性谱问题)为  (
ψ1

ψ2

)
x

=

(
F G

H −F

)(
ψ1

ψ2

)
,

(
ψ1

ψ2

)
t

=

(
A B

C −A

)(
ψ1

ψ2

)
, (2)

其中, 上述矩阵的元素分别是 

F = −iλ, G = q, H = q∗, A = −iλ2 − 1

2
iqq∗,

B = λq +
1

2
iqx, C = λq∗ − 1

2
iq∗x, (3)

这里*表示共轭. 引入Madelung变换 

q =
√
ρeiϕ, ∂xϕ = v, (4)

得到方程 (1)的色散流体动力学形式如下: 

ρt + (ρv)x = 0, (5)
 

vt + vvx + ρx =
1

4
∂x

[
∂2xxρ

ρ
− (∂xρ)

2

2ρ2

]
, (6)

其中, r 称为色散流体的密度, v 是色散流体的速度.

ρ(x, 0)

v(x, 0)

本文考虑的是间断初值问题, 为此设  和

 分别为阶梯型分段函数, 即 

ρ(x, 0) =

{
ρL, x < 0,

ρR, x > 0,

v(x, 0) =

{
vL, x < 0,

vR, x > 0,
(7)

ρL > 0, ρR > 0, vL vR其中,   和  均为任意实常数.

第 2节详细推导了零-相解、1-相解及其相应

的零亏格、1亏格 Whitham方程并给出了推导

N 亏格Whitham方程的一般步骤. 第 3节讨论了

基本波结构, 分析了基本稀疏波结构和基本冲击波

结构. 特殊间断问题解的演化结果在第 4节中给

出, 并且给出了区域边界的计算结果, 重点分析了

真空区域. 第 5节给出了散焦型非线性薛定谔方程

一般间断初值下解的 6种分类结果, 详细分析了每

种分类的黎曼不变量分布及波函数的密度分布等,

并给出了所得结果与直接数值模拟的对比图. 特别

地, 讨论了部分特殊初值下解的演化. 活塞问题作

为Whitham调制理论的一类重要应用, 在第 6节

中也进行了分析.

 2   散焦型非线性薛定谔方程的调制解
及其相应的Whitham方程

(ϕ1, ϕ2)
T (φ1, φ2)

T

本节详细推导散焦型非线性薛定谔方程 (1)

的调制解及其相应的 Whitham方程 , 不仅给出

0亏格和 1亏格的结果 , 还阐述了推导 N 亏格

Whitham方程的基本步骤. 首先考虑线性谱问题 (2)

的两组线性无关解  和  , 对于非线

性薛定谔方程所属的 AKNS系统可以构造如下形

式的平方特征函数:
 

f = − i
2
(ϕ1φ2 + ϕ2φ1), g = ϕ1φ1, h = −ϕ2φ2.

(8)

因此, 可以得到
 

fx = −iHg + iGh, gx = 2iGf + 2Fg,

hx = −2iHf − 2Fh, (9)
 

ft = −iCg + iBh, gt = 2iBf + 2Ag,

ht = −2iCf − 2Ah. (10)

f2 − gh = −1

4
(ϕ1φ2 − ϕ2φ1)

2可以证明   与 x 和

t 均无关, 仅与谱参数 l 有关. 所以可设为
 

f2 − gh = P (λ) =

2N+2∏
i=1

(λ− λi), (11)

λ1, λ2, · · · , λ2N+2 P (λ)其中,    是多项式   的根, 称为

黎曼不变量.

f, g

对于方程 (1)这样的 AKNS系统, 为了得到

有限间隙 (gap)解, 一般假设  和 h 关于谱参数

l 有如下形式:
 

f(x, t, λ) =

N+1∑
j=0

fj(x, t)λ
j ,

g(x, t, λ) =

N+1∑
j=0

gj(x, t)λ
j ,

h(x, t, λ) =

N+1∑
j=0

hj(x, t)λ
j . (12)
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N + 1

fN+1 = 1 P (λ)

方程 (9)表明, 函数 g 和 h 是关于 l 的 N 次多

项式, 函数 f 是关于 l 的   次多项式. 不失一

般性, 总可假设  . 多项式  的最高次幂

决定了方程 (1)解的形式. 下面分别给出散焦型非

线性薛定谔方程 (1)的有限间隙解并且利用有限

间隙积分法 [3] 导出相应的Whitham方程.

首先, 做行波变换 

ρ(x, t) = ρ(ξ), v(x, t) = v(ξ), (13)

ξ = x− Ut其中,   是行波变量,

由此, 色散流体动力学方程 (5)和方程 (6)可

约化为 

ρξv − Uρξ + ρvξ = 0, (14)
 

ρξ − Uvξ + vvξ +
ρξρξξ
2ρ2

− ρξξξ
4ρ

−
ρ3ξ
4ρ3

= 0. (15)

对方程 (14)积分一次, 可以得到 v 和 r 的关

系式为 

v = U + C1/ρ, (16)

将方程 (16)代入方程 (15), 再进行积分可以

得到  (
dρ
dξ

)2

= 4ρ3 + 8C2ρ
2 + 8C3ρ− 4C2

1

= 4(ρ− ρ1)(ρ− ρ2)(ρ− ρ3), (17)

C1, C2, C3 ρ1, ρ2 ρ3

4ρ3 + 8C2ρ
2 + 8C3ρ− 4C2

1 = 0

ρ1 > ρ2 > ρ3

其中 ,    是积分常数 ;    和   是三次

方程  的三个根, 满足

 . 根据代数方程根与系数的关系, 有 

C1 =
√
ρ1ρ2ρ3, C2 = −1

2
(ρ1 + ρ2 + ρ3),

C3 =
1

2
(ρ1ρ2 + ρ1ρ3 + ρ2ρ3). (18)

方程 (17)具有显式精确解 

ρ = ρ2 − (ρ2 − ρ3)cn2(
√
ρ1 − ρ3ξ,m), (19)

m = (ρ2−
ρ3)/(ρ1 − ρ3).
其中, cn是雅可比椭圆函数, 其模数为  

因此, 得到了色散流体动力学方程 (5)和方程 (6)

的 1-相周期行波解: 

ρ(x, t) = ρ2 − (ρ2 − ρ3)cn2(
√
ρ1 − ρ3(x− Ut),m),

(20)
 

v(x, t) = U + C1/[ρ2 − (ρ2 − ρ3)

× cn2(
√
ρ1 − ρ3(x− Ut),m)]. (21)

事实上, 根据方程 (9)和方程 (10), 有 

(log(g))x =
gx
g

= 2if
G

g
+ 2F,

(log(g))t =
gt
g

= 2if
B

g
+ 2A. (22)

这两个方程的相容性条件是 

∂

∂t

(
2if

G

g
+ 2F

)
=

∂

∂x

(
2if

B

g
+ 2A

)
, (23)

(23)式可进一步简化为 

∂

∂t

(
G

g

)
=

∂

∂x

(
B

g

)
, (24)

这就是散焦型非线性薛定谔方程 (1)用平方特征

函数 g 表示的守恒律方程.

P (λ)

λ1, λ2, · · · , λ2N+2

理论上, 对方程 (24)做平均, 可得黎曼不变量

形式的Whitham方程. 这里多项式  的零点分

别是  , 它们是缓变参数, 也是本

文将要重点研究的黎曼不变量.

 2.1    零-相解及相应的零亏格Whitham 方程

N = 0

首先考虑散焦型非线性薛定谔方程 (1)的零-

相解及其对应的零亏格Whitham方程. 在方程 (12)

中, 令  , 不失一般性, 有 

f = f0 + λ, g = g0, h = h0, (25)

f0, g0 h0其中,    和   都是关于 x 和 t 的待定函数. 将

(25)式代入 (9)式与 (10)式, 搜集并平衡 l 各幂

次系数, 可以得到 

f0x = −iq∗g0 + iqh0, g0 = q,

g0x = 2iqf0, h0 = q∗, h0x = −2iq∗f0, (26)
 

qx=2iqf0, q∗x=−2iq∗f0, f0t=−1

2
(|q|2)x, (27)

 

g0t=−qxf0 − iqq∗g0, h0t=−q∗xf0 + iqq∗h0. (28)

N = 0

|q|2 = ρ0

由于  时, 寻找零-相平面波解, 因其振幅

是常数, 故有   (常数). 则 (26)式和 (27)式

表明: 

f0x = f0t = 0,

f0故  是任意常数. 此外, 进一步化简方程 (26)和方

程 (28)可得: 

qx = 2iqf0, qt = (−2if20 − iρ0)q, (29)

由此可求得原散焦型非线性薛定谔方程 (1)的精

确平面波解, 即零-相解: 

q =
√
ρ0ei[2f0x−(2f2

0+ρ0)t]. (30)

θ0 = 2f0x− (2f20 + ρ0)t此平面波解的相位函数   是
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√
ρ0 2f0

ω = (2f20 + ρ0)/(2f0)

ϕ = 2f0x v = 2f0

快变量, 而平面波的振幅   、波数   和相速度

 均为缓慢变量, 并且它们依赖

于零-相解对应的亏格为零的 Whitham方程. 为

此 , 下面推导亏格为零的 Whitham方程 . 根据

Madelung变换 (4)式, 显然有  且  .

f, g根据上述  和 h 的具体形式, 有
 

f2 − gh = λ2 +2f0λ+ f20 − ρ = λ2 − s1λ+ s2, (31)

s1 = −2f0 s2 = f20 − ρ. f2 − gh

λ1 λ2

这里,   且   假设二次函数 

有两个根  和  , 即
 

f2 − gh = P (λ) = (λ− λ1)(λ− λ2),

则有
 

λ1 + λ2 = s1, λ1λ2 = s2. (32)

v = 2f0 s1 = −v s2 = v2/4− ρ进一步, 等式  表明  且  .

因此, 方程 (31)可重写为
 

λ1 + λ2 = −v, λ1λ2 = v2/4− ρ, (33)

由此可解得
 

λ1 = −v
2
+
√
ρ, λ2 = −v

2
−√

ρ. (34)

λ1 λ2

g = g0 = q

为了导出关于黎曼不变量 (缓慢变量)  和 

的Whitham方程, 考虑守恒律方程 (24). 在零-相

解的情形下, 有  , 从而方程 (24)变为
 

∂

∂t
(
√
P (λ))− ∂

∂x

[√
P (λ)

(
λ− v

2

)]
= 0, (35)

P (λ) = (λ− λ1)(λ− λ2) λ1 λ2

λ→ λ1 λ→ λ2

λ1 λ2

式中,   成立. 其中,   和 

是关于 x 和 t 的缓慢变量 , l 为常数谱参数 . 将

(35)式展开, 然后分别取极限  和  , 立

即得到关于  和  满足的Whitham方程:
 

∂λ1
∂t

−
(
3

2
λ1 +

1

2
λ2

)
∂λ1
∂x

= 0,

∂λ2
∂t

−
(
1

2
λ1 +

3

2
λ2

)
∂λ2
∂x

= 0, (36)

λ1 > λ2其中,    . 此方程称为零-相解对应的亏格为

零的Whitham方程. 它的形式不唯一, 在 3.1节中

会通过另外一个方式得到亏格为零的 Whitham

方程, 它们是等价的.

 2.2    1-相解及相应的 1 亏格 Whitham 方程

N = 1

P (λ)

当  时, 可以得到散焦型非线性薛定谔方

程 (1)的 1-相周期解 . 此时 , 多项式   是关于

l 的四次函数, 即
 

f2 − gh = P (λ) =

4∏
i=1

(λ− λi)

= λ4 − s1λ
3 + s2λ

2 − s3λ+ s4, (37)

λ1 > λ2 > λ3 > λ4 P (λ)

s1, s2, s3 s4 λi (i = 1, 2, 3, 4)

这里限定   . 多项式   的系数

       和  可以由黎曼不变量    

表示:  
s1 = λ1 + λ2 + λ3 + λ4,

s2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ1λ4 + λ2λ3 + λ2λ4 + λ3λ4,

s3 = λ1λ2λ3 + λ1λ2λ4 + λ1λ3λ4 + λ2λ3λ4,

s4 = λ1λ2λ3λ4.
(38)

此时, 可以假设 

f = λ2−f1λ+f2, g = g0+λg1, h = h0+λh1. (39)

f, g而对应 AKNS系统, 以往计算表明总可假设  

和 h 有如下形式: 

f = λ2−f1λ+f2, g = q(λ−µ), h = q∗(λ−µ∗), (40)

f1, f2

f1x = f1t = 0

其中,   , µ分别是关于 x 和 t 的函数. 将方程 (40)

代入方程 (9)和方程 (10), 搜集谱参数 l 的系数并

令其为零, 得到  且 

f2x = i|q|2(µ− µ∗), 2f2t = qq∗xµ+ qxq
∗µ∗, (41)

 

qx = 2iq(µ− f1), qt = 2iqf2 − i|q|2q + qxf1, (42)
 

(qµ)x = −2iqf2, (qµ)t = qxf2 − i|q|2qµ, (43)

以及它们对应的共轭方程.

进一步, 将方程 (40)代入方程 (37), 比较 l 的

各次幂, 进一步得到 

s1 = 2f1, s2 = f21 + 2f2 − |q|2,

s3 = 2f1f2 − |q|2(µ+ µ∗),

s4 = f22 − |q|2µµ∗. (44)

由此可知 

f1 = s1/2, 2f2 = (|q|2 − f21 + s2). (45)

ρ = |q|2.此外 , 由 Madelung变换 (4)可以得知   因

此, (45)式中第二个方程变为 

2f2 = (ρ− f21 + s2). (46)

上式分别对 x 和 t 求导, 并结合方程 (41), 可得密

度函数 r 满足的偏微分方程组: 

∂ρ

∂x
= 2iρ(µ− µ∗),

∂ρ

∂t
= 2iρ(µ− µ∗)f1. (47)

ξ = x− Ut

为得到方程 (1)的 1-相周期行波解, 引入变量

 , 则偏微分方程组 (47)被约化为 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    100503

100503-4



dρ
dξ

= 2iρ(µ− µ∗), − U
dρ
dξ

= 2iρ(µ− µ∗)f1. (48)

从而, 可直接得到行波解的速度 U 为 

U = −f1 = −s1
2

= −1

2
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4). (49)

由方程 (42)和方程 (43), 计算可得 

µx = −2i(µ2 − µf1 + f2),

µt = −2if1(µ2 − µf1 + f2), (50)

这就是 1-相周期解对应的辅助谱µ满足的 Dub-

rovin方程. 根据方程 (40)中函数 f 的假设形式,

进一步有 

µx = −2if |λ=µ = −2i
√
P (µ),

µt = −Uµx. (51)

ξ = x− Ut在行波约化  下, (51)式转化为关于辅助

谱µ满足的常微分方程: 

dµ
dξ

= −2i
√
P (µ). (52)

此外, 根据 (44)式的后两个方程, 并利用根与

系数的关系, 可以计算得到 

µ, µ∗ =
1

16ρ
(4s1ρ+ 4s1s2 − s31 − 8s3 ± 8i

√
R(ρ)),

(53)

R(ρ)其中, 函数  具有如下形式: 

R(ρ) = ρ3 +

(
2s2 −

3

4
s21

)
ρ2

+

(
3

16
s41 − s21s2 + s1s3 + s22 − 4s4

)
ρ

− 1

64
(s31 − 4s1s2 + 8s3)

2. (54)

R(ρ) ρ1, ρ2 ρ3

ρ1 > ρ2 > ρ3 R(ρ) = (ρ− ρ1)(ρ− ρ2)(ρ− ρ3)

假设函数   有 3个不同实根   和   且满足

 ,  即   ,

则有 

2 s2 −
3

4
s21 + ρ1 + ρ2 + ρ3 = 0,

3

16
s41 − s21s2 + s3s1 + s22 − 4 s4 − ρ1ρ2

− ρ1ρ3 − ρ2ρ3 = 0,

1

8
s41s2 −

s61
64

− 1

4
s31s3 −

1

4
s21s

2
2

+ s1s2s3 − s23 + ρ1ρ2ρ3 = 0. (55)

将 (53)式和 (54)式代入 (48)式, 最终得到关于密

度函数 r 满足的常微分方程: 

dρ
dξ

= −2
√
R(ρ) = −2

√
(ρ− ρ1)(ρ− ρ2)(ρ− ρ3).

(56)

此方程具有显式精确周期解: 

ρ = ρ2 − (ρ2 − ρ3)cn2(
√
ρ1 − ρ3ξ,m), (57)

m =
ρ2 − ρ3
ρ1 − ρ3

.

v.

其中, 雅可比椭圆函数的模数   值得注

意的是, 此精确周期解与行波变换得到的解 (19)

完全一致, 只不过这种方法得不到 Madelung变换

中色散流体的速度 

m→ 1

特别地, 这里给出极限状态下周期解的退化结

果. 当  时, 有 

ρ =
1

4
(λ1 − λ4)

2 − (λ3 − λ4)(λ1 − λ3)

cosh2
[
ξ
√

(λ1 − λ3)(λ3 − λ4)
] ,
(58)

m→ 0

λ1 → λ2 λ3 → λ4 ρ =
1

4
(λ3 − λ4)

2 ρ =

1

4
(λ1 − λ2)

2 R(ρ) P (λ)

ρ1, ρ2 ρ3

对于小振幅谐波极限, 即  , 对应于两种情况

 或   , 分别有   或  

 . 通过研究函数   和   根之间的

关系可以确定  和  满足: 

ρ1 =
1

4
(λ1 + λ2 − λ3 − λ4)

2,

ρ2 =
1

4
(λ1 − λ2 + λ3 − λ4)

2,

ρ3 =
1

4
(λ1 − λ2 − λ3 + λ4)

2. (59)

ρ1, ρ2 ρ3

s1, s2, s3 s4 ρ1, ρ2 ρ3

将上式表示的   和   代入方程 (55)并结合

 和   满足的方程 (38), 发现根   和  

满足方程 (55). 从而最终得到了散焦型非线性薛定

谔方程 (1)的密度函数 r 的显式表达式: 

ρ(ξ) = ρ2 − (ρ2 − ρ3)cn2(
√
ρ1 − ρ3ξ,m), (60)

ρ1 =
1

4
(λ1 + λ2 − λ3 − λ4)

2, ρ2 =
1

4
(λ1−

λ2 + λ3 − λ4)
2, ρ3 =

1

4
(λ1 − λ2 − λ3 + λ4)

2,

m =
ρ2 − ρ3
ρ1 − ρ3

.

其中, 参数    

      模数

λ1, λ2, λ3 λ4

g = q(λ− µ)

下面推导关于黎曼不变量  和  的Whi-

tham方程. 为此, 考虑守恒律方程 (24), 在 1-相周

期解情形下, 有  , 从而方程 (24)改写为 

∂

∂t

(√
P (λ)

1

λ− µ

)

− ∂

∂x

{√
P (λ)

[
1 +

s1
2(λ− µ)

]}
= 0. (61)

λ1, λ2, λ3 λ4式中 ,    和   是关于 x 和 t 的缓慢变量 ,

但 l 不是 x 和 t 的函数.
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方程 (51)表明: 

dx = − dµ
2i
√
P (µ)

= ± dµ
2
√
−P (µ)

. (62)

对守恒律方程 (61)做平均, 有 

∂

∂t

[√
P (λ)

2L

∮
dµ

2 (λ− µ)
√
−P (µ)

]

− ∂

∂x

{√
P (λ)

2L

∮ [
1 +

s1
2 (λ− µ)

]
dµ

2
√
−P (µ)

}
= 0.

λ1, λ2, λ3 λ4

λ→ λi (i = 1, 2,

3, 4)

考虑缓慢变量   和   是关于 x 和 t 的

函数, 将上式展开, 然后取极限      

 , 得到:  ∮
dµ

2(λi − µ)
√
−P (µ)

∂λi
∂t

−
∮ [

1 +
s1

2(λi − µ)

]
dµ

2
√

−P (µ)
∂λi
∂x

= 0,

i = 1, 2, 3, 4.

λi (i = 1, 2, 3, 4)由此 , 得到有关黎曼不变量     的

Whitham方程: 

∂λi
∂t

+ vi(λi)
∂λi
∂x

= 0, i = 1, 2, 3, 4. (63)

vi = vi(λi) (i = 1, 2, 3, 4)特征速度     为 

vi = −I2(λi)
I1(λi)

, i = 1, 2, 3, 4, (64)

I1 = I1(λi) I2 = I2(λi)其中,   和  分别是 

I1 =

∮
dµ

2(λi − µ)
√
−P (µ)

= −2
∂L

∂λi
,

I2 =

∮ [
1 +

s1
2(λi − µ)

]
dµ

2
√
−P (µ)

=
s1
2
I1 + L.

(65)

波长 L 表达式为 

L =

∮
dµ

2
√
−P (µ)

=
2K(m)√

(λ1 − λ3)(λ2 − λ4)
, (66)

其中, 对应的椭圆函数的模数为 

m =
(λ1 − λ2)(λ3 − λ4)

(λ1 − λ3)(λ2 − λ4)
. (67)

根据方程 (65), 特征速度可进一步写成 

vi = U +
1

2

(
∂ lnL
∂λi

)−1

, i = 1, 2, 3, 4. (68)

λ1, λ2, λ3 λ4

最后, 将方程 (66)代入方程 (68), 立即可得黎

曼不变量  和  满足的Whitham方程 

∂λi
∂t

+ vi(λi)
∂λi
∂x

= 0, λ1 > λ2 > λ3 > λ4,

i = 1, 2, 3, 4, (69)

vi = vi(λi) (i = 1, 2, 3, 4)其中, 特征速度     变为 

v1 = −1

2

4∑
i=1

λi −
(λ1 − λ4)(λ1 − λ2) K(m)

(λ1 − λ4) K(m) + (λ4 − λ2) E(m)
,

v2 = −1

2

4∑
i=1

λi +
(λ2 − λ3)(λ1 − λ2) K(m)

(λ2 − λ3) K(m) + (λ3 − λ1) E(m)
,

v3 = −1

2

4∑
i=1

λi −
(λ2 − λ3)(λ3 − λ4) K(m)

(λ2 − λ3) K(m) + (λ4 − λ2) E(m)
,

v4 = −1

2

4∑
i=1

λi +
(λ1 − λ4)(λ3 − λ4) K(m)

(λ1 − λ4) K(m) + (λ3 − λ1) E(m)
.

(70)

 2.3    N亏格 Whitham 方程

为得到 N-相有限间隙解, 假设 

g(x, t, λ) = ϕ

N∏
j=1

(λ− µj(x, t)), (71)

µj = µj(x, t)这里,   称为辅助谱, N 表示如下超椭圆

曲线的亏格数: 

w2 = P (λ). (72)

λ = µk(x, t) (j = 1, 2, · · · , N) µk(x, t)

将方程 (71)代入方程 (9)和方程 (10), 并令

    , 得到关于函数 

的 Dubrovin型方程 

− ∂µk

∂x
=

2iG̃
√
P (µk)∏

j ̸=k
(µk − µj)

,

− ∂µk

∂t
=

2iB̃
√
P (µk)∏

j ̸=k
(µk − µj)

, j = 1, 2, · · · , N, (73)

G̃(µk) = G(µk)/ϕ B̃(µk) = B(µk)/ϕ这里,   且  . Dub-

rovin 型方程 (73)可以通过 Abel变换进行求解,

得到用黎曼 Q 函数表示的形式 , 称为有限间隙

解, 其中 N 个相变量可写为 

θj = κjx+ ωjt+ θ0j , j = 1, 2, · · · , N. (74)

κj ωj这里,   和  可以通过超椭圆曲线 (72)式表示的

黎曼曲面上的某些循环上的积分来确定.

下面给出利用有限间隙积分方法 (又称 FFM

理论)导出Whitham调制方程的一般步骤 [3]:

f→f/
√
P (λ), g→g/

√
P (λ)

h→ h/
√
P (λ)

1) 做尺度变换      

和   , 则守恒律满足的方程 (24)可改
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写为 

∂

∂t

(
G
√
P (λ)

g

)
− ∂

∂x

(
B
√
P (λ)

g

)
= 0. (75)

G̃ B̃根据函数 g 的假设形式 (71)以及函数  和  的定

义, (75)式可进一步写为 

∂

∂t

 G̃
√
P (λ)∏N

j=0
(λ− µj)

− ∂

∂x

 B̃
√
P (λ)∏N

j=0
(λ− µj)

 = 0.

(76)

2) 假设 Q 是守恒律中的流 (flux)或者守恒密

度 (density), 考虑如下平均: 

⟨Q⟩ = lim
L→∞

1

2L

∫ L

−L

Q(q(x, t))dx, (77)

λ1, λ2, · · · , λ2N+2

X = εx T = εt

θj (j = 1, 2 · · · , N)

其中, L 表示波长. 黎曼不变量  是

缓慢变量   和   的函数 (e 为小参量),

在每个波长范围内, 它们的变化非常微小. 因此,

在以上的平均积分中, 我们冻结缓慢变量, 在快变

空间变量 x 上积分 . 根据 FFM理论 , 空间变量

x 上积分 (77)式可以转化为 N-环面上的 N 个变量

    上的积分, 即为 

⟨Q⟩ = 1

(2π)N

∫ 2π

0

· · ·
∫ 2π

0

Q(q(θ1, θ2, · · · , θN ))

× dθ1dθ2 · · · dθN . (78)

µj (j = 1, 2 · · · ,

N)

此积分可进一步转换成 N 个变量      

 上的积分: 

⟨Q⟩ = 1

(2π)N

∮
C1

· · ·
∮
CN

Q
∂θ

∂µ
dµ1dµ2 · · · dµN , (79)

Cj (j = 1, 2 · · · , N)

∂θ

∂µ

这里,     是 Abel映射定义的循环,

 满足
 

1

(2π)N
∂θ

∂µ
=

1

V

∏
n>k

(µn − µk)√∏N

j=1
P (µj)

, (80)

其中, V 是一个常数.

3) 将 (77)式和 (79)式中关于流或守恒密度

的平均积分应用到守恒律满足的方程 (76)中, 并假

设缓变参数依赖于缓慢变量 X 和 T, 进一步有 ⟨
G

g

⟩
∂λi
∂T

−
⟨
B

g

⟩
∂λi
∂X

= 0, i = 1, 2, · · · , 2N + 2.

(81)

λi (i = 1, 2, · · · , 2N + 2)

4) 根据 (79)式中平均积分的定义, 最终得到

黎曼不变量     满足的Whi-

tham方程如下:
 

∂λi
∂t

+ vi
∂λi
∂x

= 0, i = 1, 2, · · · , 2N + 2, (82)

vi其中, 特征速度  为
 

vi = −I2(λi)
I1(λi)

, i = 1, 2, · · · , 2N + 2,

I1(λi) =

∮
C1

· · ·
∮
CN

G̃∏N

j=1
(λ− µj)

× ∂θ

∂µ
dµ1dµ2 · · · dµN ,

I2(λi) =

∮
C1

· · ·
∮
CN

B̃∏N

j=1
(λ− µj)

× ∂θ

∂µ
dµ1dµ2 · · · dµN ,

λ1 > λ2 > · · · > λ2N+2.这里限定 

 3   基本波结构及其动力学分析

λi τ = x/t

一般情况下, 方程 (1)的间断初值问题可以由

三类简单波组成: 平台 (plateau)、稀疏波 (rarefac-

tion wave)和色散冲击波 (dispersive shock wave),

其中平台在两个无穷远端点处与初值一致. 这里考

虑方程 (1)间断初值问题的自相似解的演化和分

类问题, 即假设黎曼不变量  是  的函数. 具

体地, 考虑形如 (7)式的间断初值问题. 特别地,

1995年 El等 [27] 研究了一类特殊的初值:
 

q(x, 0) =

{
1, x < 0,

√
ρ0eiv0x, x > 0,

(83)

ρ0 > 0 v0 ρ(x, 0) v(x, 0)其中,   ,  是任意常数, 且  和  分别为
 

ρ(x, 0)=

{
1, x < 0,

ρ0, x > 0,
v(x, 0)=

{
0, x < 0,

v0, x > 0.
(84)

 3.1    稀疏波结构

下面首先研究基本的稀疏波结构. 考虑散焦型

非线性薛定谔方程 (1)对应的无色散系统 :
 

ρt + (ρv)x = 0, (85)
 

vt + vvx + ρx = 0, (86)

即为
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(
ρ

v

)
t

+

(
v ρ

1 v

)(
ρ

v

)
x

= 0. (87)

设矩阵
 

A =

(
v ρ

1 v

)
, (88)

P =

( √
ρ −√

ρ

1 1

)
则存在可逆矩阵  , 使得
 

P−1AP =

(
v +

√
ρ 0

0 v −√
ρ

)
. (89)

λ± = v ± 2
√
ρ引入黎曼不变量   , 则对应稀疏

波 (即零-相解)的Whitham方程为
 

∂tλ± + V±∂xλ± = 0, (90)

V+ =
3

4
λ+ +

1

4
λ−, V− =

1

4
λ+ +

3

4
λ−.这里,  

值得特别强调的是, 稀疏波对应的Whitham

方程 (90)可以由零-相解对应的亏格为零的Whi-

tham方程 (36)导出. 事实上, 在尺度变换
 

λ1 = −1

2
λ−, λ2 = −1

2
λ+ (91)

下 , Whitham方程 (36)立刻转化为 Whitham方

程 (90).

对于 El等 [27] 给出的特殊初值 (83)式, Whi-

tham方程 (36)的初值可简化为
 

λ1(x, 0) =


1, x < 0,

λR1 =
√
ρ0 −

v0
2
, x > 0,

λ2(x, 0) =


− 1, x < 0,

λR2 = −v0
2

−√
ρ0, x > 0.

(92)

而对于 (7)式的一般初值问题, Whitham方程 (36)

的初值也是一般性初值, 如下:
 

λ1(x, 0) =

{
λL1, x < 0,

λR1 , x > 0,

λ2(x, 0) =

{
λL2, x < 0,

λR2 , x > 0,
(93)

λL1, λ
R
1 , λ

L
2 λR2这里,   和  均为任意常数.

τ = x/t

下面研究 Whitham方程 (36)描述的稀疏波

结构. 设自相似变量  , 则Whitham方程 (36)

约化为
 

1

t

(
3

2
λ1 +

1

2
λ2 + τ

)
∂λ1
∂τ

= 0,

1

t

(
1

2
λ1 +

3

2
λ2 + τ

)
∂λ2
∂τ

= 0. (94)

λ1 λ2此方程表明   和   或为常数或为关于 t 的变量.

这样可得两种类型的稀疏波, 其中一种稀疏波是

(见图 1(a)):
 

λ2 = λ̄2 = constant,
3

2
λ1 +

1

2
λ̄2 + τ = 0. (95)

∂λ1/∂τ = −2

3
< 0 λ1从而有   , 故而图 1(a)中   的斜

率为负. 图 1(a)中稀疏波的左右两边界的特征速

度分别是
 

s− = −
(
3

2
λL1 +

1

2
λ̄2

)
, s+ = −

(
3

2
λR1 +

1

2
λ̄2

)
.

(96)

另一种稀疏波是 (见图 1(b)):
 

λ1 = λ̄1 = constant,
1

2
λ̄1 +

3

2
λ2 + τ = 0. (97)

∂λ2/∂τ = −2

3
< 0 λ2从而有   , 故而图 1(b)中   的斜

率为负. 图 1(b) 中稀疏波的左右两边界的特征速

度分别是
 

s−=−
(
1

2
λ̄1+

3

2
λL2

)
, s+=−

(
1

2
λ̄1+

3

2
λR2

)
. (98)

由方程 (34)可知
 

√
ρ =

1

2
(λ1 − λ2), v = −(λ1 + λ2). (99)

因此, 对应于图 1(a)和类型 (95)式中的稀疏波,

可得原方程的稀疏波解:
 

 

L1

- +


L2

R1

R2

(a)

 


L1

L2

R1

R2

(b)

λ2 λ1图 1    两种类型的稀疏波结构　(a)   为常数 ; (b)   为

常数

λ2 λ1Fig. 1. Two types of RW structure: (a)    is constant; (b)  

is constant. 
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ρ =
1

9

(x
t
+ 2λ̄2

)2
, v =

2

3

(x
t
− λ̄2

)
. (100)

对应于图 1(b)和类型 (97)式中的稀疏波, 可得原

方程的稀疏波解: 

ρ =
1

9

(x
t
+ 2λ̄1

)2
, v =

2

3

(x
t
− λ̄1

)
. (101)

 3.2    色散冲击波结构

色散冲击波是一种扩展的、调制的非线性波

列, 它连接了两种不同的状态 (小振幅谐波与孤立

波). 它可以被看作是耗散的经典激波的色散对应

物. 色散冲击波具有明显的多尺度结构, 由两个非

振荡状态 (如缓慢变化或恒定状态)之间的振荡过

渡组成: 一个边缘与孤立波或孤子相关, 通过缓慢

调制的周期波列连接到对面边缘的小振幅谐波 [28].

下面分析 Whitham方程 (69)和方程 (70)所

描述的 1-相冲击波结构. 类似于稀疏波的讨论, 考

虑Whitham方程 (69)和方程 (70)关于变量 t 的

自相似解: 

dλi
dτ

[vi(λ1, λ2, λ3, λ4)− τ ] = 0, i = 1, 2, 3, 4. (102)

dλi/dτ = 0 vi(λ1, λ2, λ3, λ4) = τ

(i = 1, 2, 3, 4).

由 此 可 知 ,    或 者  

 下面分两种情况进行讨论.

λL1 < λR1 λL2 = λR2 .情形 I　假设  且   图 2(a)和图 2(c)

给出的是这种情形下 1-相冲击波的结构. 在此情形

下有 

λ1 = λR1 , λ3 = λL1, λ4 = λL2 = λR2 , (103)

λ2但   是关于自相似变量 t 的函数, 且由如下隐函

数确定: 

v2(λ
R
1 , λ2, λ

L
1, λ

L
2) = τ. (104)

Whitham方程 (69)和方程 (70)中椭圆函数

的模数为 

m =
(λ1 − λ2)(λ3 − λ4)

(λ1 − λ3)(λ2 − λ4)
.

m→ 1

λ2 → λ3

由此, 极限   表示 1-相冲击波处于孤立子前

沿, 即  , 则有 

λ2(τs) = λ3(τs) = λL1, λ1(τs) = λR1 , λ4(τs) = λR2 ,
(105)

τs其中,   表示在孤立子前沿极限处黎曼不变量对应

的特征速度, 即为 

τs = −
(
1

2
λR1 + λL1 +

1

2
λL2

)
. (106)

m→ 0

λ1 → λ2

极限   表示 1-相冲击波处于振荡前沿 (也称

为调和前沿), 即  , 这种情形下有 

λ1(τo) = λ2(τo) = λR1 , λ3(τo) = λL1, λ4(τo) = λL2,
(107)

τo其中,   表示在振荡前沿极限处黎曼不变量对应的

特征速度, 即为 

τo =
4 (λL1 + λL2)λ

R
1 − 8 (λR1 )

2 + (λL1 − λL2)
2

4λR1 − 2λL1 − 2λL2
. (108)

λL2 < λR2 λL1 = λR1 .情形 II　假设  且   图 2(b)和图 2(d)

给出的是这种情形下 1-相冲击波的结构. 在此情形

下有 

λ1 = λL1 = λR1 , λ2 = λR2 , λ4 = λL2, (109)

 

R1
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L2 R2

1

2

3

4

0 s
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4

L1 R11
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图 2    两种冲击波结构及其对应的色散冲击波

Fig. 2. Two types of DSW structure and their corresponding dispersive shock waves. 
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λ3但   是关于自相似变量 t 的函数, 且由如下隐函

数确定:
 

v3(λ
R
1 , λ

R
2 , λ3, λ

L
2) = τ. (110)

m→ 1

λ3 → λ2

在这种情形下, 极限  仍然表示 1-相冲击波处

于孤立子前沿, 即  , 则有
 

λ2(τs) = λ3(τs) = λR2 , λ1(τs) = λL1, λ4(τs) = λL2,
(111)

τs其中,   表示在孤立子前沿极限处黎曼不变量对应

的特征速度, 即为
 

τs = −
(
1

2
λL1 + λR2 +

1

2
λ4λ

L
2

)
. (112)

m→ 0

λ3 → λ4

极限  仍然表示 1-相冲击波处于振荡前沿, 即

 , 有
 

λ3(τo) = λ4(τo) = λL2, λ1(τo) = λR1 , λ2(τo) = λR2 ,
(113)

τo其中,   表示在振荡前沿极限处黎曼不变量对应的

特征速度, 即为
 

τo =
8 (λL2)

2 − (λR1 − λR2 )
2 − 4λL2 (λ

R
1 + λR2 )

2λR2 + 2λR1 − 4λL2
. (114)

 4   特殊间断初值问题解的演化

x < 0

ρ0 = 1, v0 = 0,

本节考虑方程 (1)在特殊间断初值问题 (83)式

和 (84)式下的演化. 由初值 (84)式可知, 当 

时, 有   则
 

λL1 = 1, λL2 = −1. (115)

x > 0 λR2 = λL2 = −1

λR1 = λL1 = 1.

对于  的情形, 可分两种情况: 1)  

和 2)  

λR2 = λL2 = −1
v0
2

+
√
ρ0 = 1 v0 = 2(1−√

ρ0)

首先, 讨论第一种情况 1)  . 此时

有  , 即  , 从而
 

λR1 =
√
ρ0 −

v0
2

= 2
√
ρ0 − 1 = c. (116)

c < 1 ρ0 < 1 v0 > 0 λR1 < λL1

ρ0 = 1/4,

v0 = 1

若  , 即  且  , 有  , 则此

初值问题只能产生稀疏波 (见图 1(a)), 而不会产生

色散冲击波. 图 3(a)给出了这种情况下方程 (1)特

殊初值问题 (83)式和 (84)式下的演化情形, 可以

清晰地看到稀疏波的演化过程, 其中, 参数 

 .

c = 1 ρ0 = 1 v0 = 0 λR1 = λL1若  , 即  且  , 则有  , 左

右初值相等, 既不会产生稀疏波又不会产生色散冲

击波.

c > 1 ρ0 > 1 v0 < 0 λR1 > λL1若  , 即  且  , 有  , 则此

初值问题肯定产生色散冲击波, 对应以上给出的冲

击波情形 I以及图 2(a), 此时有 

λ1 = c, λ3 = 1, λ4 = −1, v2(c, λ2, 1,−1) = τ,
(117)

v2(c, λ2, 1,−1) = τ其中,   可进一步表示成 

τ = −1

2
(c+ λ2)−

(λ2 − 1)(c− λ2)K(m)

(1− λ2)K(m) + (c− 1)E(m)
,

(118)

m =
2(c− λ2)

(c− 1)(1 + λ2)
.这里,  

lim
λ2→c

v2(c, λ2, 1,−1) = τo在振荡前沿,   表明
 

τo =
1

c
− 2c =

1

2
√
ρ0 − 1

− 2(2
√
ρ0 − 1). (119)

lim
λ2→1

v2(c, λ2, 1,−1) = τs在孤立子前沿 ,    表明
 

τs = −1

2
(1 + c) = −1

2
(1 + 2

√
ρ0 − 1). (120)

ρ0 = 9/4, v0 = −1

图 3(b)给出了这种情况下方程 (1)特殊初值

问题 (83)式和 (84)式下的演化情形. 可以观察到,

这是标准的色散冲击波演化过程 , 其中 , 参数

 .

λR1 = λL1 = 1
√
ρ0 −

v0
2

= 1接着讨论 2)  . 此时有  ,

 

1.2
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ρ0 = 1/4, v0 = 1 ρ0 = 9/4, v0 = −1图 3    方程 (1)在特殊初值问题 (83)式和 (84)式下的演化情形　(a)  ; (b) 

ρ0 = 1/4, v0 = 1 ρ0 = 9/4,

v0 = −1

Fig. 3. Evolution of the Eq. (1) under special initial value problems Eq. (83) and Eq. (84): (a)    ;  (b)   

 . 
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v0 = 2(
√
ρ0 − 1)即  , 从而 

λR2 = −v0
2

−√
ρ0 = 1− 2

√
ρ0 = d < 1. (121)

d < −1 ρ0 > 1 v0 > 0 λR2 < λL2若   , 即   且   , 有   ,

则此初值问题只能产生稀疏波 (见图 1(b)), 而不

会产生色散冲击波.

d = −1 ρ0 = 1 v0 = 0 λR2 = λL2若   , 即   且   , 有   , 左

右初值相等, 既不会产生稀疏波又不会产生色散冲

击波.

d > −1 ρ0 < 1 v0 < 0 λR2 > λL2若   , 即   且   , 有   ,

则此初值问题肯定产生色散冲击波, 对应以上给出

的冲击波情形 II以及图 2(b), 此时有 

λ1 = 1, λ2 = d, v3(1, d, λ3,−1) = τ, λ4 = −1,
(122)

v3(1, d, λ3,−1) = τ其中,   可进一步表示成 

τ = −1

2
(d+ λ3)−

(λ3 + 1)(d− λ3)K(m)

(d− λ3)K(m)− (d+ 1)E(m)
,

(123)

m =
(1− d)(1 + λ3)

(1 + d)(1− λ3)
.这里,  

lim
λ3→−1

v3(1, d, λ3,−1) = τo在振荡前沿 ,    表明
 

τo =
11− d2 + 6 d

2 d+ 6
, d = 1− 2

√
ρ0. (124)

lim
λ3→d

v3(1, d, λ3,−1) = τs在孤立子前沿,    表明
 

τs = −d = 2
√
ρ0 − 1. (125)

我们知道, 色散冲击波的最小密度为 

ρmin=ρ3=
1

4
(λ1−λ2−λ3+λ4)2=

1

4
(d+λ3)

2. (126)

λ3 = −d ρmin = 0,

τ = τv

故总是可以选取   , 使得   这表明在

色散冲击波内部出现了一个密度为 0的点, 称为

“真空点”(vacuum point). 此时通过方程 (123), 可

得此“真空点”的坐标  为 

τv =
2d(d− 1)K(mv)

2dK(mv)− (d+ 1)E(mv)
, (127)

mv =
1− d

1 + d
, d = 1− 2

√
ρ0.

U = −1

2
(λ1 + λ2 + λ3 + λ4) = −1

2
(1+

d− d− 1) = 0 C1 =
√
ρ1ρ2ρ3 =

√
ρ1ρ2ρmin = 0

v(x, t) = 0

此时   其中   此外, 由于在

此“真空点”处,  

 , 且   ,

则根据行波解 (21)式知 , 原方程解的相速度

 .

ρ0 =
1

4
d = 0 mv = 1.

τs = τv = 0

ρ0

τv → τo (ρ0 → 0).

最后, 当   时, 有   , 则有    此

时,   , 说明“真空点”与孤立子前沿重合.

此外,    的值越小, “真空点”越接近振荡前沿, 即

  这时, 色散冲击波的振荡逐渐消

失, 变为稀疏波.
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ρ = 1/16, v = −1.5, d = 0.5 ρ = 0.0001, v = −1.98, d = 0.98

图 4    方程 (1)在特殊初值问题 (83)式和 (84)式下的演化情形　(a)   ; (b)   ;

(c)   ; (d)  

ρ = 9/16, v = −0.5, d = −0.5 ρ =

1/4, v = −1, d = 0 ρ = 1/16, v = −1.5, d = 0.5 ρ = 0.0001, v = −1.98, d = 0.98

Fig. 4. Evolution of the Eq. (1) under special initial value problems Eq. (83) and Eq. (84): (a)   ; (b)  

 ; (c)   ; (d)   .
 

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 72, No. 10 (2023)    100503

100503-11



ρ0
1

4
< ρ0 < 1 ρ0 =

1

4
0 < ρ0 <

1

4
0 < ρ0 ≪ 1

4
ρ0,

在研究初值问题解的演化过程中, 可以把初始

值  分为如下情况:   ;   ;  

 和   . 对于不同的初值    图 4给出了

方程 (1)在特殊初值问题 (83)式和 (84)式下几类

简单的色散冲击波和稀疏波结构.

 5   一般间断初值问题解的完全分类

λ1 = −v
2
+
√
ρ = λ̄1 λ2 = −v

2
−√

ρ = λ̄2

(vL, ρL)

λL1 λL2 λL1 > λL2

本节基于以上分析, 对方程 (1)的一般间断初值

问题 (7)式进行完全分类. 对于两种类型的稀疏波,

分别有   和     .

为完成分类, 首先固定左端初值  , 从而得到

黎曼不变量在左侧的固定值   和    (  ),

则有 

λL1 = −v
2
+

√
ρ, λL2 = −v

2
−√

ρ, (128)

此式即为 

ρ =
(v
2
+ λL1

)2
或 ρ =

(v
2
+ λL2

)2
. (129)

(v, ρ)在  平面内, 这是两条开口向上的抛物线, 最低

点都落在 v-轴上, 它们的最低点的横坐标分别是

−2λL1 −2λL2 (vL, ρL)

(v, ρ)

λL1, λ
L
2, λ

R
1 λR2

(vR, ρR) = (vA, ρA)

−2λR1

−2λR2 λL1 > λL2 > λR1 > λR2

 和  , 且两条抛物线相交于  , 见图 5

中的实线. 由图可以看出,   平面被分割成 6个

区域; 在每个区域中, 根据 v 和 r 的取值范围, 可

以确定黎曼不变量   和   的取值范围. 下

面以区域 A为例, 说明左右端点处黎曼不变量的

大小顺序. 为此, 给定右端初值     ,

也可做出两条开口向上的抛物线, 见图 5中的虚抛

物线, 它们在 v-轴上最低点的横坐标分别是  

和  . 因此, 在区域A中, 有    .

同理可得其他区域中关于黎曼不变量的约束条件,

因此有
 

 

L



 E B

C

D

A (A,A)

F

L2

L1 L2 R1 R2L A 

L1

图 5    一般间断初值问题 (7)式的分类图

Fig. 5. Classification  of  solutions  to  discontinuous  initial

value problems Eq. (7). 
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t = 5, λL2 = 0, λL1 = 1, λR2 = −2, λR1 = −1

图 6    情况 A下 (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构、(c)速度函数 v 的波形结构与 (d)密度函数 r 的演化过程. 其

中, 参数选择为  

t = 5, λL2 = 0, λL1 = 1,

λR2 = −2, λR1 = −1

Fig. 6. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r, (c) the waveform structure of velo-
city  function  v  and  (d)  the  evolution  process  of  density  function  r  for  Case  A.  The  parameters  are   

 .
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A. λL1 > λL2 > λR1 > λR2 , B. λL1 > λR1 > λL2 > λR2 ,

C. λR1 > λL1 > λL2 > λR2 , D. λL1 > λR1 > λR2 > λL2,

E. λR1 > λL1 > λR2 > λL2, F. λR1 > λR2 > λL1 > λL2.
(130)

λL1 > λL2 > λR1 > λR2 .情况 A　 

(v, ρ)

ρ = 0

在情况 A中没有出现色散冲击波结构, 但是

出现了一个真空区域, 即图 6中的区域 III. 图 6给

出了黎曼不变量的分布情况 (图 6(a))与色散流体

的密度、速度结构 (图 6(b)和图 6(c)), 并且实现了

直接数值模拟与Whitham调制理论结果的对比.

从图中的对比结果来看, 符合良好. 图 6(d)是密度

函数 r 的演化俯视图. 特别地, 图 7(a)给出了在

 平面上解的演化行为, 从蓝色实线的走势不

难观察到从左边界到右边界经过了一个真空区域,

在图中表现为  . 区域的边界可以给出显式的

计算结果如下 (见图 6(a)的标记位置): 

τA = −3

2
λL1 −

1

2
λL2, τB = −2λL2,

τC = −2λR1 , τD = −1

2
λR1 − 3

2
λR2 .

λL1 > λR1 > λL2 > λR2 .情况 B　 

(v, ρ)

(vL, ρL) (vR, ρR) λL2 λR1

情况 B是两个基本的稀疏波结构组成, 与情

况 A类似. 从黎曼不变量的分布中可以看出区域

划分为平台、稀疏波、平台、稀疏波、平台, 与波形

结构的区域划分对应. 图 8给出了黎曼不变量的分

布情况 (图 8(a))与色散流体的密度、速度结构

(图 8(b)和图 8(c))以及密度 r 的演化过程 (图 8(d)).

图 7(b)给出了在  平面上解的行为, 可以看出,

从   到   的过程对应于   为常数到  

为常数的过程. 同样地, 区域的边界计算结果可以

给出 (见图 8(a)的标记位置): 

τA = −3

2
λL1 −

1

2
λL2, τB = −3

2
λR1 − 1

2
λL2,

τC = −1

2
λR1 − 3

2
λL2, τD = −1

2
λR1 − 3

2
λR2 .

λR1 > λL1 > λL2 > λR2 .情况 C　 

情况 C出现了色散冲击波, 从左往右 5个区

域分别是平台、冲击波、平台、稀疏波、平台. 图 9

中, 流体密度 r 的波形结构 (图 9(b))的 II区域左

侧为小振幅谐波 (此时雅可比椭圆函数的模数

m 接近 0), 右侧为孤子边缘 (此时雅可比椭圆函

数的模数 m 接近 1). 从密度函数 r 的演化过程
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(v, ρ)图 7    情况 A—情况 E在   平面中解的行为

(v, ρ)Fig. 7. Behavior of the solution in the    plane for Case A–Case E.
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t = 5, λL2 = −1, λL1 = 1, λR2 = −2, λR1 = 0

图 8    情况 B下 (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构、(c)速度函数 v 的波形结构与 (d)密度函数 r 的演化过程. 其

中, 参数选择为  

t = 5, λL2 = −1,

λL1 = 1, λR2 = −2, λR1 = 0

Fig. 8. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r, (c) the waveform structure of velo-
city  function  v  and  (d)  the  evolution  process  of  density  function  r  for  Case  B.  The  parameters  are   

 .
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t = 8, λL2 = −1, λL1 = 0, λR2 = −2, λR1 = 2

图 9    情况 C下 (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构、(c)速度函数 v 的波形结构与 (d)密度函数 r 的演化过程. 其

中, 参数选择为  

t = 8, λL2 = −1,

λL1 = 0, λR2 = −2, λR1 = 2

Fig. 9. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r, (c) the waveform structure of velo-
city  function  v  and  (d)  the  evolution  process  of  density  function  r  for  Case  C.  The  parameters  are   

 .
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λ2 = 1 ρ = 0

(v, ρ)

(vL, ρL) (vR, ρR)

λL2 λR1

(图 9(d))也可以观察到单一颜色区域均为平台区

域, 并且区域 II中出现波动, 区域 IV为稀疏波区

域. 当  时, 会出现一个真空点  , 此时速

度分量 v 有奇异性, 从图 9(c)的区域 II能观察到

波形在真空点处的反转. 图 7(c)给出了在  平

面上解的行为, 从   到   的过程对应于

 为常数到   为常数. 此时的区域边界可由如下

公式给出 (见图 9(a)的标记位置): 

τA = v2(λ
R
1 , λ

R
1 , λ

L
1, λ

L
2), τB = v2(λ

R
1 , λ

L
1, λ

L
1, λ

L
2),

τC = −1

2
λR1 − 3

2
λL2, τD = −1

2
λR1 − 3

2
λR2 .

λL1 > λR1 > λR2 > λL2.情况 D　 

t = 5

情况 D与情况 C类似, 此时的区域划分从左

往右分别为平台、稀疏波、平台、色散冲击波、平

台. 密度函数 r 和速度函数 v 的理论结果与数值结

果答合情况良好. 图 10(d)在时间   时的二维

平面图即图 10(b). 同样地, 区域的边界计算结果

可以详细给出 (见图 10(a)的标记位置): 

τA = −3

2
λL1 −

1

2
λL2, τB = −3

2
λR1 − 1

2
λL2,

τC = v3(λ
R
1 , λ

R
2 , λ

R
2 , λ

L
2), τD = v3(λ

R
1 , λ

R
2 , λ

L
2, λ

L
2).

Whitham调制理论在物理和工程技术中有许

多重要应用, 这里考虑流体动力学中一类典型的应

用问题——溃坝问题, 也称为大坝问题. 当流体保

持静止时, 流体平底部上方的垂直墙壁被迅速移

走, 由此产生的二维流动称为溃坝波 [29]. 这里忽略

了摩擦阻力和湍流阻力的影响, 只考虑完全快速溃

坝后流体运动的理想状态. 事实上, 这对应于一种

特殊的间断初值. 本文研究散焦型非线性薛定谔方

程所描述的色散流体动力学模型, 其初值可选取为 

ρ(x, 0)=

{
ρL, x < 0,

0, x > 0,
v(x, 0)=

{
vL, x < 0,

0, x > 0,
(131)

λR2 = λR1 = 0则根据 (34)式可得,    . 在这一特殊初

值下, 解的区域不再对应于图 5的全部区域.

vL < −2
√
ρL

|vL| < 2
√
ρL vL > 2

√
ρL

具体地说, 当  时对应于情况 A, 当

 时对应于情况 D, 而当   时对

应于情况 F, 这里给出情况 A (图 11)和情况 D

(图 12)的黎曼不变量的分布与密度函数 r 的波形

结构.

λR1 > λL1 > λR2 > λL2.情况 E　 

这种情况下不存在稀疏波结构, 只有色散冲击
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图 10    情况 D下 (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构、(c)速度函数 v 的波形结构与 (d)密度函数 r 的演化过程.

其中, 参数选择为  

t = 5, λL2 = −2,

λL1 = 1, λR2 = −1, λR1 = 0

Fig. 10. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r, (c) the waveform structure of ve-
locity  function  v  and  (d)  the  evolution  process  of  density  function  r  for  Case  D.  The  parameters  are   

 .
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t = 5Fig. 11. (a) Distribution of Riemann invariants and (b) density function for the dam problem for Case A, where   . 

 

-3 10-1-2 3


-0.5



1.0
(b)

I II III IV

2

0

0.5

0 0.5
-5

0

5

10

/
1
0
-
3

-3


210-1-2 3
-0.5

0

0.5

1.0

1.5
(a)

L1

I II III IV

L2

R2R1

t = 5图 12    情况 D大坝问题的 (a)黎曼不变量与 (b)密度函数的分布图. 其中时间为  

t = 5Fig. 12. (a) Distribution of Riemann invariants and (b) density function for the dam problem for Case D, where   . 

 

-5 -3 -1


1 20-2-4 3

-5 -4 -2 0 21-1-3 3

-2

-1

0

1



2

3 (a)

L
1

I II III IV V

L
2

R
1

R
2

A B C D

I II III IV V

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4



(c)



-4-5 0 2 3-2


0



2.5

3.0
(b)

I II III IV V

0

1

2

3

4

8

7

6

5



(d)

-40 -30 0-10-20


10 20

I II III IV V

-1-3 1

2.0

1.5

1.0

0.5

Numerics
Whitham theory

Numerics
Whitham theory

t = 8, λL2 = −1, λL1 = 1, λR2 = 0, λR1 = 2

图 13    情况 E下 (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构、(c)速度函数 v 的波形结构与 (d)密度函数 r 的演化过程 .

其中, 参数选择为  

t = 8, λL2 = −1,

λL1 = 1, λR2 = 0, λR1 = 2

Fig. 13. (a)  Distribution  of  Riemann invariants,  (b)  the  waveform structure  of  density  function r,  (c)  the  waveform structure  of
velocity  function  v  and  (d)  the  evolution  process  of  density  function  r  for  Case  E.  The  parameters  are   

 .
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(v, ρ)

波和平台结构. 图 13(a)给出了黎曼不变量的分布

情况, 可以看出, 区域 II和 IV为色散冲击波区域,

其余为平台区域. 区域 II的左侧与区域 IV的右侧

为小振幅谐波边缘, 另一侧为孤子边缘. 图 7(e)给

出了在   平面上解的行为. 区域的边界计算结

果可以详细给出 (见图 13(a)的标记位置):
 

τA = v2(λ
R
1 , λ

R
1 , λ

L
1, λ

L
2), τB = v2(λ

R
1 , λ

L
1, λ

L
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2),

τC = v5(λ
R
1 , λ

R
2 , λ

R
2 , λ

L
2), τD = v5(λ

R
1 , λ

R
2 , λ

L
2, λ

L
2).

λL1 = λR2特别地 , 当   时 , 图 13中间的平台区域会

消失, 两个亏格为 1的色散冲击波连接在一起, 见

图 14. 具体地, 在图 14(b)中表现为两个孤子边缘

相连接.

λR1 > λR2 > λL1 > λL2.情况 F　 

此情况下出现了一种非调制周期波区域, 即

图 15中的区域 III. 由于本文中的 1亏格的 NLS-

Whitham方程是严格双曲的, 在自相似解的演化

过程中, 至多有一个黎曼不变量不是常数 [27−30], 所以

不会出现 2-相周期波区域, 且最中间的 1-相周期

波的 4个黎曼不变量均为常数. 此时, 区域的边界

计算结果可以详细给出 (见图 15(a)的标记位置): 

τA = v2(λ
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1 , λ

R
1 , λ

L
1, λ

L
2), τB = v2(λ

R
1 , λ

R
2 , λ

L
1, λ

L
2),

τC = v3(λ
R
1 , λ

R
2 , λ

L
1, λ

L
2), τD = v3(λ

R
1 , λ

R
2 , λ

L
2, λ

L
2).

 6   活塞问题

x = 0

vL = −V ρL

v(0, t) = 0 ρ(0, t) = 0 ρx(0, t) = 0

本节研究散焦型非线性薛定谔方程 (1)所涉

及的色散流体动力学的活塞问题. 活塞问题指硬

壁 (活塞)相对于稳定流体运动, 流体具有恒定的

速度时流体的运动规律. 具体地, 以活塞作为固定

参照物, 其位置标记在   处. 色散流体以恒定

速度   从左侧的固定深度   进入, 与活塞

接触的流体相对于活塞处于静止状态, 则活塞的边

界条件有  及  或  
[31]. 活

塞与硬壁流体之间的中间速度分布可以用图 2(a)

中的黎曼不变量来描述, 分别为连接活塞区域的平

台、色散冲击波、与右边界相连的平台. 此时有 

λR1 =
√
ρR, λR2 = −√

ρR,

λL1 = −vL
2

+
√
ρR, λL2 = −vL

2
−√

ρR.
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图 14    情况 E的特殊情形下, (a)黎曼不变量的分布、(b)密度函数 r 的波形结构和 (c)密度函数 r 分量的演化过程. 其中, 参数

选择为   2

t = 8, λL2 = −1, λL1 = λR2 = 1, λR1 = 2

Fig. 14. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r and (c) the evolution process of
density function r for the special case of Case E. The parameters are   .
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图  15    情况 F中 (a)黎曼不变量的分布、 (b)密度函数 r 的波形结构和 (c)密度函数 r 的演化过程 . 其中 , 参数选择为  

  

t = 8, λL2 = −1, λL1 = 0, λR2 = 1, λR1 = 2

Fig. 15. (a) Distribution of Riemann invariants, (b) the waveform structure of density function r and (c) the evolution process of
density function r for Case F. The parameters are   .
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λL2 = λR2 τs = −V
2
−√

ρL V <

−2
√
ρL

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 = 0

且 有   . 边 界 为   , 当  

 时, 结构发生改变, 这里采用非调制周期波

(见图 16的 III区域)与色散冲击波 (见图 16的

II区域)来近似描述这一结果. 此时黎曼不变量的

分布情况为图 16(a), 而流体的密度分布由图 16(b)

来描述. 为了消去非调制周期波的相速度, 需要黎

曼不变量满足   . 该算例进一

步说明活塞问题中的波动结构与初始不连续演化

引起的波动结构并不相同, 甚至具有完全不同的性

质, 但这里的讨论提供了一个有启发性的结果.

 7   结　论

本文发展Whitham调制理论研究散焦型非线

性薛定谔方程黎曼问题解的分类和演化, 利用有限

间隙积分法推导出零-相平面波解和 1-相周期解以

及对应的Whitham方程, 并且实现了一般间断初

值下解的完全分类. 在此基础上详细讨论了 6种分

类结果以及部分特殊情形, 并与直接数值模拟进行

对比, 验证了理论结果的正确性. 此外, 本文还讨

论了色散流体动力学的活塞问题, 这是Whitham

调制理论的一类重要应用, 发现了新奇的波状涌潮

结果. 事实上, Whitham调制理论研究非线性色散

方程的间断初值问题仍然具有极大的挑战性, 这一

点体现为高亏格Whitham方程的分析和求解, 未

来还有诸多值得深入讨论的工作.
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t = 5图 16    活塞问题中, (a)黎曼不变量的分布与 (b)密度函数 r 的波形结构, 其中时间选取为  
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Fig. 16. (a) Distribution of the Riemann invariant and (b) the waveform structure of the density function r in the piston problem,
where   . 
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Abstract

Since the Whitham modulation theory was first proposed in 1965, it has been widely concerned because of

its  superiority in studying dispersive fluid dynamics and dealing with discontinuous initial  value problems. In

this paper, the Whitham modulation theory of the defocusing nonlinear Schrödinger equation is developed, and

the classification and evolution of the solutions of discontinuous initial value problem are studied. Moreover, the

dispersive shock wave region, the rarefaction wave region, the unmodulated wave region and the plateau region

are  distinguished.  Particularly,  the  correctness  of  the  results  is  verified  by  direct  numerical  simulation.

Specifically, the solutions of 0-phase and 1-phase and their corresponding Whitham equations are derived by the

finite  gap integration method.  Also  the  Whitham equation of  genus N corresponding to  the N-phase  periodic

wave solution is derived. The basic structures of rarefaction wave and dispersive shock wave are given, in which

the  boundaries  of  the  regions  are  calculated  in  detail.  The  Riemann  invariants  and  density  distributions  of

dispersive fluids in each case are discussed. When the initial value is fixed as a special one, the vacuum point is

considered and analyzed in detail. In addition, the oscillating front and the soliton front in the dispersive shock

wave are considered. In fact, the Whitham modulation theory has many wonderful applications in real physics

and  engineering.  The  dam  problem  is  investigated  as  a  special  Riemann  problem,  the  piston  problem  of

dispersive fluid is analyzed, and the novel undular bores are found.

Keywords: Whitham  modulation  theory,  Lax  pair,  Riemann  problem,  rarefaction  wave,  dispersive  shock
wave
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