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磁性斯格明子是一种非平庸的拓扑磁结构, 它能够在具有 Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相互作用的手性

磁体中稳定存在, 其静态以及动态特性与其结构特征息息相关. 然而, 一般情况下斯格明子结构解析式并不

存在. 因此, 许多研究者给出了近似解析式. 本文介绍了使用符号回归算法探索磁性斯格明子结构解析式的

新方法, 在考虑 DM相互作用和外部磁场对磁性斯格明子结构的影响下, 使用符号回归算法得到了两个较为

合适的近似解析式, 其适用范围与占主导地位的相互作用有关. 研究结果验证了符号回归算法在探索磁性斯

格明子结构解析式的强大能力, 为磁结构的解析式探索提供了新思路.
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1   引　言

磁性斯格明子是一种特殊的拓扑磁结构 [1], 如

图 1(a)和图 1(b)所示, 存在于具有由反转对称性

破缺诱导的 Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相互作

用的手性铁磁材料或多层膜体系中 [2–5]. 由于其独

特的拓扑保护性、非易失性、小尺寸以及低能耗的

驱动特性, 磁性斯格明子在自旋电子器件领域具有

广泛的应用前景, 尤其是在不同条件下的静态与动

态特性引起了广泛兴趣. 磁性斯格明子的特性与其

自身的结构密切相关, 因此研究其在不同相互作用

下的结构变化具有重要意义.

目前, 一般的磁结构如磁畴壁 (图 1(c))已经

有了精确且普适的结构解析式, 这些解析式可以直

观地展现不同相互作用对磁畴壁结构的影响. 然

而, 对于磁性斯格明子而言, 并不存在这样一般性

的精确解析式. 研究者们提出了一些近似公式来描

述其基本结构. 例如, 对于较大半径的磁性斯格明

子, Braun[6] 基于显式一维畴壁结构提出了初步模

拟方法, 这在结构和动力学特性的检测中得到了广

泛应用 [7–10]. 在易轴磁各向异性模型的情况下 ,

Komineas等 [11,12] 针对不同半径的磁性斯格明子

获得了渐进意义上精确的结构图像, 甚至扩展到中

等半径大小的磁性斯格明子 [13]. 然而, 上述结果仍

然是基于经验性公式的近似推导. 随着对磁性斯格

明子的实验研究日益精细, 上述公式逐渐难以满足

解释实验现象的需求. 因此, 如何更高效地获取更

精确、更普适的磁性斯格明子结构解析式, 以及这
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些解析式的具体形式, 都迫切需要研究者们的深入

探讨.

当前, 随着人工智能技术的迅猛发展, 利用机

器学习等人工智能技术从实验和计算模拟产生的

数据中捕捉不同物理量之间的关系 [14–17], 构建能

够合理解释体系变化的模型和公式, 在物理研究领

域得到了广泛应用 [18–21]. 在众多机器学习方法中,

符号回归方法是一种强大的数据驱动模型构建方

法. 与一般的参数回归方法不同, 符号回归方法无

需预先指定模型或公式的初始结构. 它通过遗传规

划等方法, 能够同时搜索数学解析式的形式以及内

部参数的数值, 因此在很大程度上不依赖于既有知

识, 却能够生成一系列在理解物理体系方面具有参

考价值的公式. 对于那些变量之间联系模糊、整体

变化理解不够深刻的物理体系, 符号回归方法成为

一项强有力的工具.

本文一方面提供了通过符号回归方法处理磁

结构数据, 获得更精确、更普适的描述磁性斯格明

子的结构解析式的新思路; 另一方面将符号回归方

法实际运用到由微磁学模拟以及数值计算得到磁

结构数据处理中, 获得描述二维磁性斯格明子的结

构近似解析式. 首先概述研究所需的磁性斯格明子

理论研究成果以及符号回归方法的整体框架构建;

其次描述并讨论通过符号回归方法处理磁结构数

据的结果; 最后做出总结. 

2   模型与方法
 

2.1    磁性斯格明子理论模型

本文考虑了具有交换相互作用、DM相互作

m = m(x, y)

m2 = 1

用、磁各向异性以及外部静磁场的二维铁磁性材料

薄膜. 微磁结构通过单位磁化矢量   

描述, 即   , 其体系能量表达式为 [13]
 

E = A

∫
(∂µm · ∂µm) dxdy +D

∫
eDMdxdy

+K

∫
(1−m2

3)dxdy − µ0M
2
s

∫
h ·mdxdy, (1)

h = H/Ms eDM

eDM = êµ·
(∂µm×m) µ = 1, 2

其中, A, D 和 K 分别是交换相互作用常数; DM

相互作用常数以及磁性各向异性常数, 外部静磁

场    , 其中 Ms 为饱和磁化强度,    为

块体形式下的 DM相互作用单位矢量:  

 ,   . 同时, 引入特征长度 [13,22]: 

lex =

√
2A

µ0M2
s
, lw =

√
A/K, lD = 2A/D, (2)

lex lw lD

lex

lw

lD

lex

lex

其中,   为交换长度;   为畴壁宽度;   给出了强

DM相互作用的螺旋畴周期. 在微磁模拟或数值计

算中, 为了简化问题和降低运算成本, 通常将所研

究的体系划分成一个个的网格且一个网格区域内

的所有磁矩被简化为一个磁矩, 而交换长度   决

定了相邻磁矩之间存在相互作用的最大距离,   

和   则给出了一个具体磁结构的大小, 因此为了

计算结果符合实际, 网格尺寸不能大于以上三个特

征长度. 由于在参数设置符合实际的情况下, 三个

特征长度中最小的通常是交换长度   , 因此本文

使用   作为长度的单位, 并依此将磁各向异性常

数和 DM相互作用常数无量纲化, 且假设外部静

磁场垂直于铁磁性材料薄膜表面: 

λ=
lex
lD

=
D√

2Aµ0M2
s
, κ=

l2ex
l2w

=
2K

µ0M2
s
, h=hê3. (3)

从而体系能量表达式修正为 

E =
1

2

∫
(∂µm · ∂µm) dxdy + λ

∫
eDMdxdy

+
κ

2

∫
(1−m2

3)dxdy − h

∫
(1−m3)dxdy, (4)

m = ê3其中, 假设在薄膜均匀磁化中,   .

(Θ,Φ)

(r, φ)

Θ

使用磁化矢量的球面角  , 具有轴对称的

磁性斯格明子解可以通过极坐标  来表示, 其

中角  满足下列方程: 

Θ′′+
Θ′

r
− sin (2Θ)

2r2
+ 2λ

sin2Θ
r

− κ

2
sin (2Θ)− hsinΘ = 0. (5)

Θ (r = 0) = π r → ∞ Θ = 0

下文将使用这样的约定 : 在斯格明子中心

 , 在空间无穷大  处,   . 

 

(c)

(a) (b)

图 1    磁性斯格明子结构　(a) 布洛赫型斯格明子; (b) 奈尔

型斯格明子; (c)单磁畴壁

Fig. 1. Magnetic  skyrmion  structures:  (a)  Bloch-type  skyr-

mion; (b) Néel-type skyrmion; (c) magnetic domain wall.
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2.2    符号回归方法

随着二十世纪末计算机技术和机器学习的迅

猛发展, 当时的研究者开始探索一种能够自动编写

软件代码的编程解决方案, 而符号回归方法是其中

相对较新的算法结构之一 . 这一方法最初是由

John Koza[23] 基于他的导师 John Holland所提出

的遗传算法改进而来. 遗传算法基于达尔文的进化

论, 采用种群进化和优胜劣汰的方式来选择最优模

型. 然而, 遗传算法主要用于参数优化, 需要预先

提供一个已知的公式形式, 因此难以解决寻找未知

公式以描述数据内在联系的问题. John Koza创新

地采用二叉树结构来表示公式形式 (图 2(a)), 并通

过遗传算法对公式形式和内部参数进行优化, 从而

找到最佳解. 因此, 符号回归方法无需预先设定公

式形式, 研究者只需提供一组数据, 该方法便能从

数据中总结出能够描述数据内在联系的表达式.

符号回归方法搜索最优公式的大致流程如

图 3所示, 具体步骤如下:

1)设定初始算术符号集, 确定运行过程中的

设置条件如结束条件等;

2)生成初始种群 (即初始公式集);

3)按预测结果与数据结果之间的误差大小以

及公式的复杂度来评估初始种群;

4)通过复制、交叉以及变异操作 (图 2(b)—(d))
从原种群中生成新的种群;

5)重复步骤 3)和步骤 4), 直至满足结束条件,

并根据评估结果将生成的公式集进行排序.

采用 SymbolicRegression.jl包 (SR.jl)[24] 来搜

索磁性斯格明子结构解析式, 并用均方差来评估所

得公式对于数据的符合度, 其形式为
 

MSE =
1

N

N∑
i=1

[
yi,o − yi,p

]2
, (6)

其中, N 为样本数量; yi, o 与 yi, p 分别为样本真实

值与预测值. 同时根据公式复杂度, 即
 

C (E) = Nvar +Nconst +Nop, (7)

式中, Nvar, Nconst 与 Nop 分别为一个公式中的变量

数量、常数数量与算符数量, E 为所评估的公式.

从低到高列出每个公式复杂度下符合度最高的公

式与其对应的均方根误差大小, 来对搜索到的公式

进行筛选, 即帕累托最优分析, 从而避免过拟合的

出现.
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图 2    符号回归算法中二叉树结构与遗传操作示意图　(a) 用二叉树表示公式形式; (b) 复制操作; (c) 交叉操作; (d) 变异操作

Fig. 2. Binary tree structure and schematic diagrams of genetic operations in symbolic regression: (a) Representing the formula in

binary tree form; (b) copy operation; (c) crossover operation; (d) mutation operation.

 

生成初始种群 评估公式

输出结果

是否
达到终止

条件

否

是

生成新种群
复制、交叉、

变异

图 3    符号回归方法流程图

Fig. 3. Flowchart of the symbolic regression.
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3   利用符号回归算法求解磁性斯格
明子结构近似解析式

 

3.1    通过搜索一维单磁畴壁结构解析式
验证符号回归算法

首先为了验证符号回归算法对于搜寻具体磁

结构解析式的能力, 使用一维单磁畴壁解析式: 

cosΘ = −tanh (z/δ0) , (8)
 

δ0 =
√
A/K, (9)

可以得到磁畴壁的结构数据, 并用符号回归算法基

于该结构数据来搜索公式, 结果显示, 符号回归算

法成功搜索到了 (8)式.

为进一步增加挑战, 采用 JuMag微磁学模拟

程序, 通过改变交换相互作用常数和磁各向异性常

数, 生成了一系列的一维单磁畴壁结构数据, 以供

符号回归算法进行公式搜索. 然而, 微磁学模拟得

到的磁畴位置是未对齐的, 通过中心校准算法与符

号回归算法的耦合, 运用符号回归算法进行公式搜

索, 结果显示符号回归算法成功地搜索出 (8)式.

图 4展示了符号回归算法搜索得到的 (8)式与经

过处理的一维单磁畴壁结构数据的拟合情况. 

3.2    使用符号回归算法搜索磁性斯格明子
结构近似解析式

Θ (r = 0) = π r → ∞
Θ = 0 r → ∞ r = 5

κ = 0

关于磁性斯格明子结构数据, 通过 Matlab软

件中的 bvp4c函数求解二阶常微分方程 ((5)式)

来获取 . 边值条件为   ;    处 ,

 , 其中    在实际计算中用    来替

代. 同时, 为了简化问题的复杂度并考虑到磁各向

异性对于磁性斯格明子结构的影响较为特殊, 因此

在生成磁性斯格明子结构数据时, 未将磁各向异性

作用考虑在内, 即   . 通过改变 DM相互作用

以及外部静磁场的大小, 生成了 56组二维磁性斯

格明子结构数据, 并分别运用符号回归算法来搜索

解析式. 根据结果以及帕累托最优分析 (图 5), 总

共发现了两个相对合适的磁性斯格明子结构近似

解析式, 这两个解析式的形式为 
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图 4    不同 A 与 K 值下, (8)式拟合结果与一维单磁畴壁结构模拟数据比较图　(a) A = 1×10–12 J/m, K = 1×103 J/m3; (b) A =

5×10–12 J/m, K = 2×103 J/m3; (c) A = 13×10–12 J/m, K = 3×103 J/m3

Fig. 4. Comparison  between  the  fitting  results  of  Eq.  (8)  and  simulation  data  of  one-dimensional  magnetic  domain  wall  under

various values of A and K: (a) A = 1×10–12 J/m, K = 1×103 J/m3; (b) A = 5×10–12 J/m, K = 2×103 J/m3; (c) A = 13×10–12 J/m,

K = 3×103 J/m3.
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λ2/h = 0.01图 5       时的帕累托最优　(a) (10a)式; (b) (10b)式

λ2/h = 0.01Fig. 5. Pareto optimum when   : (a) Eq. (10a); (b) Eq. (10b).
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mz = cosΘ = tanh
(√

r − c

c

)
, (10a)

 

mz = cosΘ = tanh
[
log

(r
c
+ c

)]
, (10b)

λ2/h ⩽ 0.16

λ2/h >

0.16

其中, c 表示任意常数. 在不同参数下, 搜索到的两

个解析式在磁性斯格明子结构数据的符合度方面

互有胜负. 为了进一步深入研究这两个解析式谁更

符合磁结构数据的条件, 对所获得到的数据做了综

合分析 . 发现在特定情况下 , 即   时 ,

(10b)式符合更好 ; 而在另一情况下 , 即  

 时, (10a)式更为吻合. 具体结果如图 6所示.

接着, 基于参数的设定对搜索的公式进行初步

分析. 首先, 两个解析式共同的特点是它们都包含

双曲正切函数, 且这一函数位于解析式计算的最后

一步, 这一点确定了磁性斯格明子的基本结构, 与

磁性材料中的交换相互作用相关联; 这两个解析式

的不同点是双曲正切函数中包含的另外一种一元

函数. 在 DM相互作用与外部静磁场相比较小时,

该一元函数为对数函数, 该函数在拐点处的变化较

为急剧, 表明虽然 DM相互作用导致了磁性斯格

明子的生成, 但由于外部静磁场是主要因素, DM

相互作用的影响受到压制, 从而导致磁性斯格明子

尺寸较小. Romming等 [7] 的研究中也展示了斯格

明子尺寸随着垂直外磁场的增大会逐渐减小的现

象. 而在 DM相互作用与外部静磁场相比较大时,

该一元函数为平方根函数, 其在拐点处的变化较为

平缓, 这表明随着 DM相互作用的增大, 其影响范

围扩大, 逐渐占据主导地位, 因此磁性斯格明子尺

寸增大. 在Wu等 [25] 的研究中, 表明了斯格明子的

尺寸与 A 和 D 的比值大小有关, 随着 A/D 值的

减小, 斯格明子尺寸逐渐增大, 即意味着 D 的增大

会导致斯格明子尺寸的增大, 这和本文的结果是一

致的.

λ h

随后, 再次运用符号回归算法, 针对先前搜索

出的两个解析式中的常数项关于   和   来进行公

式搜索, 从而探寻两个解析式中的常数项与这两者

之间的关系. 将得到的关系式分别代入 (10a)式与

(10b)式中, 其结果为
 

mz = cosΘ = tanh

 √
r −

√
A√

λ

h
· 0.3474965857

 , (11a)

 

mz = cosΘ = tanh
[
log

( r

B
+ 0.0037792543

)]
,

(11b)

其中,
 

A = λh/

√ √
h

tan (λ)
, (12a)
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Fig. 6. Fitting results of equations (10a) and (10b) under various    values: (a) 0.01; (b) 0.16; (c) 0.167; (d) 0.9   (e) Statistical

chart of equations with higher fitness under various    values (1 represents equation (10a), 2 represents equation (10b)).
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B =

√
λ√
h
· sin

(
λ

h

)
. (12b)

λ2/h接下来, 选取了 4个   的关键数值所对应

的磁性斯格明子结构数据, 分别代入 (11a)式与

(11b)式, 如图 7所示, 拟合结果仍然相当良好. 因

此, 将 DM相互作用、外部静磁场以及磁性斯格明

子结构近似解析式紧密联系起来, 得到了一个更为

普适的结论.

最后为了检验所得 (11a)式与 (11b)式的泛化

能力, 本文又另外生成 6组数据进行拟合, 其结果

如图 8所示. (11a)式与 (11b)式仍然拟合得较好,

说明符号回归算法搜索到的这两个公式具有较强

的泛化能力, 这进一步证实了符号回归方法在搜索

磁性斯格明子结构近似解析式方面的强大能力.
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4   结　论

λ2/h ⩽ 0.16

λ2/h > 0.16

本文首先通过搜索一维单磁畴壁结构解析式,

初步验证了符号回归算法的应用潜力, 随后通过求

解二阶常微分方程, 获取不同 DM相互作用和外

部静磁场大小下的磁性斯格明子结构数据. 借助

符号回归算法, 对这些数据进行公式搜索, 得到了

两个适合的结构近似解析式 : 在   时 ,

(8b)式拟合效果较佳 ; 在   时 ,  (8a)式

表现更优. 同时, 对解析式中函数的构成进行了分

析: 当 DM相互作用与外部静磁场相比较小时, 磁

性斯格明子结构与对数函数相联系; 在 DM相互

作用与外部静磁场相比较大时, 磁性斯格明子结构

与平方根函数相联系. 不过, 无论何种情况, 双曲

正切函数始终决定了磁斯格明子的基本结构. 最

后, 再次运用符号回归算法, 将上述两个解析式中

的常数项与 DM相互作用以及外部静磁场相关联,

以使上述两个解析式具有普适性. 本文提出了使用

符号回归算法研究磁性斯格明子结构的新方法, 同

时通过符号回归算法初步探索了磁性斯格明子结

构近似解析式, 验证了符号回归算法在该研究领域

中的强大能力.
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Abstract

Magnetic skyrmion is a kind of nontrivial topological magnetic structure, which can exist stably in chiral

magnet with Dzyaloshinskii-Moriya (DM) interaction, and its static and dynamic properties are closely related

to  its  structural  characteristics.  However,  there  are  no  general  analytical  expressions  for  skyrmion  profiles.

Therefore, many researchers have provided approximate solutions. In this paper, a new approach to exploring

magnetic skyrmion structures is introduced by using a symbolic regression approach. Considering the influence

of  DM  interaction  and  external  magnetic  field  on  magnetic  skyrmion  structure,  two  suitable  approximate

expressions are obtained through symbolic regression algorithms. The applicability of these expressions depends

on  the  dominant  interaction.  The  research  results  in  this  work  validate  the  powerful  capability  of  symbolic

regression algorithms in exploring the magnetic skyrmion profiles. So, the present study provides a new method

for finding the analytical expressions for magnetic structure.

Keywords: magnetic skyrmions, symbolic regression, structures of magnetic skyrmions, Dzyaloshinskii-Moriya
interaction
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