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近十年来, 离散 Boltzmann方法在复杂非平衡流体系统领域的应用取得了显著的进展, 这种方法已逐步

成为描述和预测流体系统行为的重要手段. 该方法的控制方程是一套简单统一的离散 Boltzmann方程, 其离

散格式的选取对于数值模拟的计算精度和稳定性有着直接影响. 为了提高数值模拟的可靠性, 本文引入有限

体积法用于求解离散 Boltzmann方程. 有限体积法是一种常用的数值计算方法, 具有守恒性强、精度高等特

点, 可用于有效处理高速可压缩流体的数值计算问题. 本文采用MUSCL格式进行重构, 并引入了通量限制

器以提高数值计算的稳定性. 最后, 对基于有限体积的离散 Boltzmann方法进行了验证, 数值算例包括冲击

波、Lax激波管以及声波. 结果表明, 该方法能够准确刻画冲击波、稀疏波、声波, 以及物质界面的演化, 同时

确保系统的质量、动量和能量守恒, 还可以准确测量流体系统的流体力学和热力学非平衡效应.
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1   引　言

随着计算机科学的快速发展, 数值模拟在各类

流体系统的研究中发挥着越来越重要的作用. 事

实上, 这种发展趋势在计算流体动力学 (computa-

tional fluid dynamics, CFD) 的早期阶段就已经初

现端倪, 当时 CFD的发展正是始于计算机的出现,

并围绕如 Euler方程等宏观方程的数值计算方法

而不断发展 [1]. 传统的宏观方法基于连续介质假设,

将流体近似为空间上连续分布且宏观充分小的流

体微团, 并且侧重于系统宏观演化过程的模拟研

究. 实际上, 流体系统在演化过程中, 除了在宏观

层次上表现出丰富多变的流体力学非平衡行为之

外, 还在微介观层次具有与之时时伴随的诸多热力

学非平衡行为. 随着非平衡程度的增加, 仅关注近

平衡模型中描述的宏观物理信息往往会表现出一

定的局限性, 例如在描述非平衡流动方面的能力不

足等 [2]. 与之相对, 微观层次可以准确描述系统的

演化过程, 并且有效捕捉系统的演化细节. 比如,

分子动力学模拟可以实时追踪每个分子的运动轨

迹并进行统计学处理, 给出宏观物理量的演化结

果, 而且摆脱了局部平衡的假设, 可以弥补宏观模

型在物理精度方面的不足, 但是其计算量通常会局

限于纳米尺度的空间范围 [3].

作为联系宏观和微观的桥梁, 介观方法能够有

效解决物理精度描述不足和数值计算效率不高之

间的矛盾 [4]. 一种常用的介观方法是基于非平衡

统计物理的基本方程, 即 Boltzmann方程, 其中,

格子 Boltzmann方法 (lattice Boltzmann method,
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LBM)被当作是这样一种方法 [4,5]. 实际上, 根据具

体应用的功能目标, LBM可以分为两大类: 一类

是在数学上用于有效求解各种偏微分方程 (组); 另

一类是在物理上用于复杂系统的高精度或者高效

率的动理学建模. 另外, 从离散格式的角度来看,

LBM可以分为标准的 LBM和非标准的 LBM. 在

标准的 LBM中, 时间步长、空间步长和离散速度

大小绑定在一起, 即虚拟粒子在一个时间步长内只

能从一个格点迁移到另外一个格点. 在非标准的

LBM中, 时间步长、空间步长和离散速度大小解

耦, 因此可以更加灵活地选取合适的离散格式, 如

有限差分 [6]、有限体积 [7]、有限元 [8] 等方法.

近十年发展的离散 Boltzmann方法 (discrete

Boltzmann method, DBM)可以看作是一种非标

准 LBM的进一步发展, 其在早期又被称作 LBM

动理学模型 [9]. 在物理功能方面, DBM不仅具有传

统方法描述流体力学行为的能力 , 同时继承了

Boltzmann方程描述热力学行为的重要功能 [10–15].

换言之, DBM不仅在连续性极限条件下可以恢复

宏观流体控制方程组, 而且还等价于描述热力学非

平衡效应的粗粒化模型. 2014年, Lin等 [10] 提出了

可压缩流的极坐标 DBM, 该模型中对流项的空间

离散采用修正的 Warming-Beam格式 .  2019年 ,

Zhang等 [11] 提出了一种基于 Shakhov模型的DBM

一般框架, 并采用一阶和二阶混合迎风格式处理空

间偏导数. 2021年, Ji等 [12] 针对非平衡可压缩反

应流问题 , 提出了一个三维多松弛时间离散

Boltzmann方法, 并采用WENO格式处理空间偏

导数. 2022年, 林传栋 [13] 提出了适用于超声速可

压缩化学反应流的二维简化 DBM, 并使用无波

动、无自由参数的耗散差分格式来处理空间偏导

数. 2023年, Lin等 [14] 针对外力场中比热比可调的

可压缩系统, 建立了离散速度对称的离散 Boltz-

mann方法, 并证明该模型具有更好的空间对称性

和数值精度. 同年, Sun等 [15] 用 16阶快速傅里叶

变换方案来离散 DBM中的空间偏导数, 并研究了

两初始静止液滴聚并过程中的热力学非平衡效应,

详细分析了非平衡效应、总熵产生率与各种运动学

和动力学物理量之间的关系.

需要说明的是, DBM的演化方程涉及时间离

散、空间离散和速度离散. 现有的 DBM文献基本

上都采用有限差分法处理空间离散. 不同于以往工

作, 本文将有限体积法引入到 DBM. 对于有限体

积法, 每个控制体上的数值都对应着特定的物理

量, 物理内涵清晰, 推导过程直观. 此外, 采用合适

的数值格式, 有限体积法能够有效减少数值振荡和

虚假振荡, 具有良好的数值稳定性, 从而确保计算

结果的可靠性, 尤其是在处理具有强间断特性的

流动问题时, 如激波、爆轰波等. 相较于基于有限

差分法, 有限体积在处理不同几何结构的边界条件

时也较为方便和灵活, 适应于各种复杂边界条件的

系统. 因此, 有限体积法能够进一步拓宽 DBM在

实际应用中的适用范围. 后文的结构如下: 第 2节

简要介绍了 DBM的基本理论; 第 3节介绍了基于

有限体积法的离散 Boltzmann演化方程, 并引入

了MUSCL通量限制器; 第 4节对一些经典的可压

缩流体问题进行了数值模拟, 以验证基于有限体积

法的 DBM模型的准确性; 第 5节是结论. 

2   物理模型

DBM的演化方程如下: 

∂fi
∂t

+ vi · ∇fi = Ωi, (1)

fi vi

Ωi

其中, t 表示时间,   是离散分布函数,   是离散速

度, i = 0, 1, 2, ···, N 用于标记离散速度, N 为离

散速度总数,   是碰撞项. 本文所使用的碰撞项是

由 Bhatnagar,  Gross和 Krook于 1954年提出的

BGK近似 [16]: 

Ωi = −1

τ
(fi − f eqi ), (2)

f eqi式中的  代表离散化的局部平衡态分布函数, 其

数学表达式采用矩阵求逆的方式计算 [17].

fi

宏观物理量如密度 ρ, 流体的速度 u, 以及能

量 E, 可以根据离散分布函数  获得: 

ρ =
∑

i
fi, (3)

 

ρu =
∑

i
fivi, (4)

 

E =
1

2
ρ |u|2 + 1

γ − 1
ρT =

1

2

∑
i

fi(v
2
i + η2i ), (5)

vi = |vi|其中  表示离散速度的大小; g 表示比热比,

其表达式如下: 

γ =
D + I + 2

D + I
. (6)

由g 的表达式可以看出, 该 DBM具有灵活可调的

比热比.
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f eqi在本文中, 离散化的局部平衡态分布函数  

满足下面 7个矩关系:  ∑
i
f eqi = ρ, (7)

  ∑
i
f eqi viα = ρuα, (8)

  ∑
i
f eqi

(
v2i + η2i

)
= ρ

[
(D + I )T + u2

]
, (9)

  ∑
i
f eqi viαviβ = ρ (δαβT + uαuβ) , (10)

  ∑
i
f eqi (v2i +η2i )viα=ρuα[(D+I+2)T+u2], (11)

  ∑
i
f eqi viαviβviχ

= ρ (uαδβχ+uβδαχ+uχδαβ)T+ρuαuβuχ, (12)
  ∑

i
f eqi

(
v2i + η2i

)
viαviβ

= ρδαβ
[
(D + I + 2)T + u2

]
T

+ ρuαuβ

[
(D + I + 4)T + u2

]
, (13)

ηi

其中 D = 2表示空间维度, I 是分子振动和 (或)

旋转所对应的额外自由度 , 并且   用于描述振

动和 (或)旋转能量. 前三个矩关系代表质量、动

量、能量守恒定律对应的守恒矩, 后四个矩关系代

表高阶矩.

fi−
f eqi

vi
∗ = vi − u

∆∗

通过 Chapman-Enskog多尺度分析可以证明,

在连续极限条件下 , 该 DBM能够恢复 Navier-

Stokes方程组. 除此之外, DBM还具有描述热力

学非平衡行为的功能. 具体来说, 可以使用 ( 

 )非守恒动理学矩的独立分量为基来构建相空

间, 并使用该相空间来描述系统的非平衡行为特

征. 为此, 引入中心速度  , 并引入符号

 表示中心矩, 那么非平衡量的表达式为 

∆∗
2 =

∑
i

(
fi − f eqi

)
vi

∗vi
∗, (14)

 

∆∗
3,1 =

∑
i

(
fi − f eqi

) (
vi

∗ · vi
∗ + η2i

)
vi

∗, (15)
 

∆∗
3 =

∑
i

(
fi − f eqi

)
vi

∗vi
∗vi

∗, (16)
 

∆∗
4,2 =

∑
i

(
fi − f eqi

) (
vi

∗ · vi
∗ + η2i

)
vi

∗vi
∗, (17)

∆∗
2

∆∗
3,1

其中下标“2”表示二阶张量, 下标“3”用于标记三阶

张量, 下标“3, 1”表示三阶张量缩并为一阶张量,

下标“4, 2”表示四阶张量缩并为二阶张量. 这些表

达式分别对应不同的物理意义, 其中  对应黏性

剪切和非组织动量通量,    对应非组织能量和

∆∗
3 ∆∗

4,2热通量,    对应非组织能量通量,    对应非组

织能量通量的通量.

另外, 本文使用的离散速度模型是 D2V16, 即

二维十六速度模型. 图 1描绘了离散速度与空间离

散单元的示意图. 离散速度分为 4组, 每组速度大

小相同且可以调节, 但方向不同, 具体配置如下: 

vi =



cyc : va (±1, 0) , 1 ⩽ i ⩽ 4,

vb (±1,±1) , 5 ⩽ i ⩽ 8,

cyc : vc (±1, 0) , 9 ⩽ i ⩽ 12,

vd (±1,±1) , 13 ⩽ i ⩽ 16.

(18)

ηi同时, 可调节参数  的配置如下: 

ηi =



ηa, 1 ⩽ i ⩽ 4,

ηb, 5 ⩽ i ⩽ 8,

ηc, 9 ⩽ i ⩽ 12,

ηd, 16 ⩽ i ⩽ 16.

(19)

va, vb, vc, vd, ηa, ηb, ηc, ηd在 (18)式和 (19)式中,  

为可调参数, 即通过调整这些参数的值优化模型,

确保模型具有较好的数值稳定性和精确度. 
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图 1    离散速度 (a)与控制单元的示意图 (b)

Fig. 1. Sketches  of  discrete  velocities  (a)  and  control

volumes (b).
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3   有限体积法

j1 j2 j3 j4

kj

本节介绍有限体积法在 DBM中的具体应用.

对于有限体积法, 首先需要确定物理空间单元的编

号以及它们之间的相邻关系. 由于计算区域是二维

区域, 所以本文提到的控制体或控制单元的形状都

是二维平面. 如图 1所示, 整个流域被离散成相互

不重叠的矩形单元, 其中单元 k 被认为是主单元,

而与单元 k 相邻的  ,   ,   ,   四个单元被认为

是邻单元. 物理量被存储在单元的几何中心处, 连

接单元 k 与 j 的边界面被称为  面.

Sk

Sk

确定好计算网格后, 下一步是在每个单元上对

离散 Boltzmann方程进行积分运算, 以实现方程

的离散化和数值求解. 在积分的过程中, 由  表示

第 k 个二维控制单元, 所以离散 Boltzmann方程

在控制单元  上进行积分可得:  ∫∫
Sk

∂fi,k
∂t

dS+
∫∫

Sk

vi·∇fi,kdS=

∫∫
Sk

Ωi,kdS, (20)

fi,k

Ωi,k

其中  表示第 k 个控制单元的第 i 个离散速度分

布函数, 碰撞项  同理. 由此可以看到 (20)式包

含三部分, 第一部分为时间项对空间的积分, 第二

部分为对流项对空间的积分, 第三部分为碰撞项对

空间的积分. 下文将讨论这三部分的处理方式. 

3.1    碰撞项在控制体上的积分

对计算区域进行空间离散化的时候, 为了获得

精确的数值结果, 需要让控制体单元足够小. 物理

量在控制体单元内的空间变化非常小, 那么可以被

认为在控制体上基本上是均匀分布的. 因此, 碰撞

项的积分表达式可进行如下的推导:  ∫∫
Sk

Ωi,kdS =

∫∫
Sk

−1

τ
(fi,k − f eqi,k)dS

= − 1

τ
(fi,k − f eqi,k)Ak, (21)

Ak =

∫∫
Sk

dS fi,k

f eqi,k

其中   表示控制单元的面积 .    与

 分别代表 k 控制体中离散速度分布函数和平衡

态离散速度分布函数的平均值 (本文控制单元中的

物理量及其平均量采用相同的符号表示). 

3.2    对流项在控制体上的积分

现在考虑对流项在控制体上的积分. 因为该部

分在数学上为二重积分, 所以利用高斯定理可以将

Sk

∂Sk

对平面控制单元   的面积分转化为对闭合边界

 的环路积分:  ∫∫
Sk

vi · ∇fi,kdS =

∮
∂Sk

F̂i,kjdl, (22)

F̂i,kj
fi,k其中,   是  穿过边界的微观通量, 其表达式为

 

F̂i,kj = (vi · n)fi,k, (23)

其中, n表示向外垂直于单元边界的单位法向量.

∂Sk

针对本文所使用的计算网格, 可以将闭合边界

 的环路积分进一步处理为 4条边界上的通量

之和:  ∮
∂Sk

F̂i,kjdl =
4∑

kjn=1

F̂i,kjn∆lkjn

= F̂i,kj1∆lkj1 + F̂i,kj2∆lkj2

+ F̂i,kj3∆lkj3 + F̂i,kj4∆lkj4 , (24)

∆lkjn其中  表示控制单元边界的长度.

F̂i,kj1 F̂i,kj3
vi

F̂i,kj1 F̂i,kj3

下面阐述界面微观通量的重构方法. 以 x 方向

的通量   和   为例, 根据离散速度   的大

小, 可以将  和  写成下列形式:
 

F̂i,kj1 =

(vi · n)fLi,kj1 , vi ⩾ 0,

(vi · n)fRi,kj1 , vi < 0.
(25)

 

F̂i,kj3 =

(vi · n)fLi,kj3 , vi ⩾ 0,

(vi · n)fRi,kj3 , vi < 0.
(26)

kj1

kj3 kj1 kj3

fLi,kj1 fRi,kj1 fLi,kj3 fRi,kj3

在满足二阶精度要求的前提下, 用边界面 

和  中心点处的值来代替  和  面上的均值.

考虑到在计算单元交界处通量时, 可压缩流体可能

存在不连续性, 需要利用交界面附近的控制单元来

重构出不同的值  ,   以及  ,   .

fLi,kj1 fRi,kj1 fLi,kj3 fRi,kj3

本文采用二阶精度的单调迎风中心守恒律

(monotonic upwind scheme for conservation laws,

MUSCL)格式 [18] 来进行重构. MUSCL格式在处

理间断和激波等相关问题时表现出明显的优势. 具

体来说,   ,   以及  ,   分别被确定

为以下形式: 

fLi,kj1 = fi,k +
1

4
[(1− b)min mod(∆−,∆+)

+ (1 + b)min mod(∆−,∆+)]kx
, (27)

 

fRi,kj1 = fi,j1 −
1

4
[(1− b)min mod(∆−,∆+)

+ (1 + b)min mod(∆−,∆+)]j1 , (28)
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fLi,kj3 = fi,j3 +
1

4
[(1− b)min mod(∆−,∆+)

+ (1 + b)min mod(∆−,∆+)]j3 , (29)
 

fRi,kj3 = fi,k − 1

4
[(1− b)min mod(∆−,∆+)

+ (1 + b)min mod(∆−,∆+)]kx
, (30)

b =
1

3
min mod(∆−,∆+)其中参数取值为   ; 函数   为

限制器, 其定义如下: 

min mod(∆−,∆+)

=


min(∆−,∆+), 当∆− > 0且∆+ > 0时,

max(∆−,∆+), 当∆− < 0且∆+ < 0时,

0, 其他,

(31)

(∆−)kx
= fi,k − fi,j3 (∆+)kx

= fi,j1 − fi,k

(∆−)j1 =fi,j1−fi,k (∆+)j1 =fi,j5−fi,j1 (∆−)j3 =

fi,j3 − fi,j7 (∆+)j3 = fi,k − fi,j3

式中 ,    ,    ;

 ,   ;  

 ,    . 需要说明的是 ,

限制器的作用是为了限制数值解的变化率, 即当发

现数值解的变化率超过一定阈值时, 就会对其进行

调整以抑制数值振荡. 

3.3    时间项在控制体上的积分

如前所述, 有限体积法考虑的是在微小控制体

内的平均物理量. 因此, 类似于 (21)式的推导过程,

离散速度分布函数的时间偏微分具有以下关系:  ∫∫
Sk

∂fi,k
∂t

dS =
∂fi,k
∂t

∫∫
Sk

dS = Ak
∂fi,k
∂t

. (32)

将 (21)式、(24)式与 (32)式代入到 (20)式 ,

整理后可得到半离散形式的离散 Boltzmann-BGK

方程, 即仅时间项为偏导数的形式: 

∂fi,k
∂t

= L(fi,k)

= − 1

Ak

4∑
kjn=1

F̂i,kjn∆lkjn − 1

τ
(fi,k − f eqi,k), (33)

L(fi,k)其中, 引入符号   来表示离散后的对流项与

碰撞项之和. 最后, 使用二阶精度的龙格-库塔格式 [19]

处理上述方程的时间偏微分: 

f
(0)
i,k = f t

i,k, (34)
 

f
(1)
i,k = f

(0)
i,k +∆tL(f

(0)
i,k ), (35)

 

f
(2)
i,k =

1

2
f
(0)
i,k +

1

2
(f

(1)
i,k +∆tL(f

(1)
i,k )), (36)

 

f t+∆t
i,k = f

(2)
i,k . (37)

t+∆t

∆t

在 (34)—(37)式中, 上角标 t 和   代表时刻,

 代表时间步长, 上角标 (0), (1), (2)代表二阶龙

格-库塔格式中的中间变量. 

4   模拟验证

本节将对基于有限体积法离散的 DBM进行

数值验证. 为此考虑 3个典型算例: 冲击波、Lax

激波管和声波. 

4.1    冲击波

Ma = 2.0

现在考虑沿 x 方向向前传播的一维稳定冲击

波, 其马赫数  , 比热比g = 2.0, 初始物理

场设置为  {
(ρ, ux, uy, T )L=(2.66667, 1.47902, 0, 1.68750) ,

(ρ, ux, uy, T )R = (1, 0, 0, 1) ,
(38)

L 0 ⩽ x ⩽ 0.01 R
0.01 ⩽ x ⩽ 1.0 ∆t =

5.0× 10−6 τ = 5.0× 10−4

(va, vb, vc, vd) = (3.3, 3.0, 2.5, 1.0) (ηa, ηb, ηc, ηd) =

(3.0, 0, 0, 0)

其中下标   表示左侧   的区域,    表示

右侧  的区域. 时间步长设置为 

 , 松弛时间   , 离散参数为

 和  

 . 另外, 在 x 方向上采用流入/流出边界

条件, 在 y 方向上采用周期性边界条件.

Nx

Ny

Nx = 8000

首先来验证程序的网格无关性, 为此建立了

4套网格进行分析, 在 x 方向选择的网格数   分

别为 1000, 2000, 4000, 8000, 在 y 方向选择的网格

数  均为 1, 图 2(a)对比了 4套网格下波阵面附

近压强的计算结果, 其中黑色实线代表精确解, 其

他颜色和线型代表不同网格数下的数值解. 可以看

出随着网格数的增加, 计算结果逐渐收敛于精确

解, 值得注意的是当   时, 在数值结果与

精确解偏离最大的位置处, 两者的相对误差仅为

0.26082%, 因此该 DBM的网格无关性得到了有效

验证.

为了定量分析当前模型在空间上精度, 图 2(b)

给出了相对误差与空间步长的关系, 其中相对误差

的计算公式为 

Error(φ)=

√√√√√
∑

(x,y)
|φe(x, y, t)− φn(x, y, t)|2∑

(x,y)
|φe(x, y, t)|2

, (39)

φe φn φ式中   和   分别表示变量   的精确解和数值解.
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ln(Error) = 1.99342ln(∆x) + 9.99681

图 2(b)中正方形代表 DBM的计算结果, 直线代

表 拟 合 函 数   .

显然, 拟合函数的斜率近似等于 2.0, 这表明当前

模型在空间上具有二阶收敛速率.

t = 0.375

ρ = 2.66704

ux = 1.47840 T = 1.68778 p = 4.50137

0.01387% 0.04192%

图 3显示了在   时刻冲击波附近的物

理量. 在冲击波波后稳定区域处, 密度、水平速度、

温度和压强的 DBM模拟结果分别为  ,

 ,    和   , 与 Rie-

mann解的相对误差分别为   ,    ,

0.01659% 0.03044%

us = 2.36286 2.36643

0.15086%

 和   . 另外, DBM模拟的波速为

 , 而理论波速为   , 相对误差为

 . 可以看出本模型的结果与 Riemann解

符合良好, 说明其可以有效地捕捉冲击波.

t = 0.375

∆∗
2,xx

需要说明的是, 能够描述系统的非平衡状态并

且提取非平衡信息, 这是 DBM的核心功能, 同时也

是 DBM超越传统流体模型的一个优点. 图 4展示

的是在冲击波演化过程中, 在  时刻非平衡

量  的精确解 [20] 与数值解的对比, 其中正方形
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图 2    网格无关性验证　(a)不同网格数下冲击波波阵面附近的压强分布; (b)不同空间步长下的相对误差

Fig. 2. Grid-independence validation: (a) Pressure distribution in the vicinity of the shock wave for different grid numbers; (b) relative

errors at different spatial steps.
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图 3    冲击波周围的物理量, t = 0.375 　(a) 密度; (b) 水平速度; (c) 温度; (d) 压强

Fig. 3. Physical quantities around the shock wave, t = 0.375: (a) Density; (b) horizontal velocity; (c) temperature; (d) pressure.
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x =

0.9

0.70084 0.70773

0.97354%

代表计算的结果, 实线代表精确解. 可以看出, 在 

 附近系统明显偏离平衡态, 呈现出先上升再下

降的趋势. 偏离平衡态最大位置处的 DBM模拟结

果为   , 而精确解为   , 相对误差达到

 , 本文模拟的结果与精确解高度一致, 这

说明该模型可以准确地描述系统的非平衡行为. 

4.2    Lax 激波管

接下来使用 Lax激波管来进一步验证本模型

能够描述可压缩流体系统的能力. Lax激波管的初

始参数设置为
 

{
(ρ, ux, uy, T )L = (0.445, 0.689, 0, 7.928) ,

(ρ, ux, uy, T )R = (0.500, 0, 0, 1.142) ,
(40)

L R 0 ⩽ x ⩽ 0.5 0.5 ⩽ x ⩽
1.0 Nx ×Ny =

1000× 1 ∆x = ∆y = 10−3

∆t = 2× 10−6 γ = 1.4

(va, vb, vc, vd) = (5.5, 5.0, 1.5, 1.5) (ηa, ηb, ηc, ηd) = (0,

0, 0, 5.3)

其中, 下标  和  分别表示  和 

 的计算区域. 本算例选择的计算网格为 

 , 空间步长为   , 时间步

长为   , 比热比   , 离散参数为

 ,  

 . 在 x 方向上采用流入/流出边界条件, 在

y 方向上采用周期性边界条件.

t = 0.15图 5显示的是 Lax激波管在   时的数

值解与 Riemann解的对比. 从图 5的子图中可以

看出: 在左侧区域存在稀疏波, 该区域的波速较低,

并且随着时间的演化各物理量的梯度逐渐减小; 在

中间区域存在接触间断, 在接触间断两侧, 密度和

温度具有明显差异, 而压强和速度呈现均匀分布;

在右侧区域, 冲击波向右传播, 物理量 (包括密度、

水平速度、温度和压强)的梯度剧烈变化, 并且在

波后的流速和密度较大. 在上述演化过程中, DBM

与 Riemann解具有相当高的匹配度, 说明 DBM

能够精确地捕捉稀疏波、物质界面和冲击波的空间

分布.
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图 4    冲击波周围的非平衡量, t =0.375

Fig. 4. Nonequilibrium quantities around the shock wave, t

=0.375.
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图 5    Lax激波管中的物理量, t = 0.15　(a) 密度; (b) 水平速度; (c) 温度; (d) 压强

Fig. 5. Physical quantities in the Lax shock tube, t = 0.15: (a) Density; (b) horizontal velocity; (c) temperature; (d) pressure.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 11 (2024)    110504

110504-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


4.3    声　波

(ρ, ux, uy, P ) =

(1.0, 0, 0, 1.0)

(ρ, P ) = (1.01, 1.01)

vs = (γT )1/2

Nx×Ny=301×301 ∆x=∆y=10−3

∆t=10−4

(va, vb, vc, vd) =

(1.4, 1.1, 1.1, 1.0) (ηa, ηb, ηc, ηd) (3.0, 0, 0, 0)

本节讨论该模型的声波捕获能力. 设置一块正

方形计算区域, 初始物理场设置为  

 . 在计算域中心处施加一个微弱的扰

动  后, 声波会向四周进行传播,

传播速度为声速. 声速是比热比和温度的函数, 其计

算公式为   . 本算例中, 计算网格数为

 , 网格精度设为  ,

时间步长为   , 计算区域的边界施加镜面

反射边界条件, 选择的离散参数为  

 ,    =  .

t = 0 0.05 0.125 0.15 0.175

0.2 γ = 1.4 T = 1.0

图 6展示了   ,    ,    ,    ,    ,

 时刻, 比热比   以及温度     的压强

演化过程. 如图所示, 该区域为一个温度均匀分布

的计算区域, 并在其正中央设置了一个初始扰动.

t = 0.125

随后, 该扰动引发了一个圆形声波并以声速向外扩

散. 声波在传播过程中, 其形态保持圆形, 呈现良

好的对称性. 在  时刻, 声波到达了计算区

域的边界并被反射. 在后续的时刻, 反射后的声波

与反射前的声波发生了叠加. 可以看出, DBM能

够有效描述声波的传播过程.

ρ̄

J̄x J̄y Ē

ρ̄ = 1

(J̄x, J̄y) = (0, 0) Ē = 2.5

另外, 为了验证有限体积 DBM的守恒性, 图 7

展示了在声波演化过程中平均密度  , x 方向平均

动量   , y 方向平均动量   和平均能量   随时间

的变化情况. 不同符号代表DBM对不同物理量的模

拟结果, 实线代表对应的精确解: 平均密度  ,

平均动量   , 平均能量   . 从

图 7可以清晰地观察到, 数值结果与精确解始终保

持一致. 这充分说明有限体积 DBM具有良好的守

恒性特征.

γ = 1.4

T = 1.0

vs = (γT )1/2

0.01% x = vst

下面进一步验证在不同的比热比以及温度下,

该模型对声波的捕捉能力. 图 8(a)展示了当比热

比   时, 在不同温度下声波传播的距离与时

间的关系. 图 8(b)是当温度   时, 在两个不

同的比热比下的结果. 从图 8可以明显看出, 随着

时间的演进, 声波的传播距离呈线性增长, 拟合直

线的斜率与理论值  的相对误差均小于

 , 模拟的结果与理论值   符合得比较

好, 从而证实了本文提到的模型在不同温度和比热

比下都具有捕获声波的能力. 

 

=0 =0.050

=0.125 =0.150

=0.175 =0.200

γ = 1.4, T = 1.0

图  6      在 声 波 传 播 过 程 中 不 同 时 刻 的 压 强 分 布 图 ,

 , t = 0, 0.050, 0.125, 0.150, 0.175和 0.200

γ = 1.4, T = 1.0

Fig. 6. Pressure  contours  in  the  evolution of  a  sound wave

at time instants t = 0, 0.050, 0.125, 0.150, 0.175, and 0.200,

respectively,   .
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图 7    质量、动量和能量的守恒性验证: 正方形、菱形、三

角形和圆形分别表示平均密度、x 方向平均动量、y 方向平

均动量和平均能量. 实线代表对应的精确解

Fig. 7. Verification of the conservation of mass, momentum

and energy. Squares,  diamonds,  triangles and circles repre-

sent the average values of density, momentum in the x dir-

ection, momentum in the y direction and energy, respectively.

The solid lines denotes the corresponding exact solutions.
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5   结　论

本文采用有限体积法对离散 Boltzmann-BGK

方程进行数值求解, 该方法具有守恒性强和精度高

等优点. 具体来说, 首先在控制体上分别对该方程

的碰撞项、对流项以及时间项进行积分, 得到半离

散形式的离散 Boltzmann-BGK方程. 其中, 利用

高斯定理, 对流项可以转换为微观通量的形式. 为

了有效处理对流项, 本文采用二阶精度的MUSCL

格式进行重构, 并引入了通量限制器以提高数值计

算的稳定性. 然后, 使用二阶精度的龙格-库塔格式

处理时间偏微分, 最终得到用于程序迭代运算的

DBM演化方程.

为了对有限体积 DBM进行数值验证, 本文使

用了 3个经典算例: 稳定冲击波、Lax激波管和声

波的传播. 首先, 通过冲击波算例对程序的网格无

关性进行了验证, 验证了该方法能够准确测量可压

缩流体系统的流体力学和热力学非平衡效应; 然

后, 通过 Lax激波管算例, 验证了该方法能够准确

描述冲击波、稀疏波以及物质界面的演化过程; 最

后, 通过二维声波的传播算例, 验证了该方法能够

在不同比热比和温度下对声波进行有效捕捉, 并且

具有良好的守恒性特征.
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Fig. 8. Propagation  of  the  sound  wave:  (a)      with

various specific heat ratios; (b)     with various tem-

peratures.
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Abstract

Mesoscopic  methods  serve  as  a  pivotal  link  between  the  macroscopic  and  microscopic  scales,  offering  a
potent  solution  to  the  challenge  of  balancing  physical  accuracy  with  computational  efficiency.  Over  the  past
decade, significant progress has been made in the application of the discrete Boltzmann method (DBM), which
is  a  mesoscopic  method  based  on  a  fundamental  equation  of  nonequilibrium  statistical  physics  (i.e.,  the
Boltzmann  equation),  in  the  field  of  nonequilibrium  fluid  systems.  The  DBM  has  gradually  become  an
important  tool  for  describing  and  predicting  the  behavior  of  complex  fluid  systems.  The  governing  equations
comprise  a  set  of  straightforward  and  unified  discrete  Boltzmann  equations,  and  the  choice  of  their  discrete
format significantly  influences  the  computational  accuracy and stability  of  numerical  simulations.  In  a  bid to
bolster the reliability of these simulations, this paper utilizes the finite volume method as a solution for handling
the  discrete  Boltzmann  equations.  The  finite  volume  method  stands  out  as  a  widely  employed  numerical
computation  technique,  known  for  its  robust  conservation  properties  and  high  level  of  accuracy.  It  excels
notably  in  tackling  numerical  computations  associated  with  high-speed  compressible  fluids.  For  the  finite
volume method, the value of each control volume corresponds to a specific physical quantity, which makes the
physical  connotation  clear  and  the  derivation  process  intuitive.  Moreover,  through  the  adoption  of  suitable
numerical formats, the finite volume method can effectively minimize numerical oscillations and exhibit strong
numerical  stability,  thus  ensuring  the  reliability  of  computational  results.  Particularly,  the  MUSCL  format
where a flux limiter is introduced to improve the numerical robustness is adopted for the reconstruction in this
paper. Ultimately, the DBM utilizing the finite volume method is rigorously validated to assess its proficiency in
addressing  flow  issues  characterized  by  pronounced  discontinuities.  The  numerical  experiments  encompass
scenarios  involving  shock  waves,  Lax shock  tubes,  and acoustic  waves.  The  results  demonstrate  the  method's
precise  depiction  of  shock  wave  evolution,  rarefaction  waves,  acoustic  phenomena,  and  material  interfaces.
Furthermore,  it  ensures  the  conservation  of  mass,  momentum,  and  energy  within  the  system,  as  well  as
accurately  measures  the  hydrodynamic  and  thermodynamic  nonequilibrium  effects  of  the  fluid  system.
Compared with the finite difference method, the finite volume method is also more convenient and flexible in
dealing  with  boundary  conditions  of  different  geometries,  and  can  be  adapted  to  a  variety  of  systems  with
complex boundary conditions.  Consequently, the finite volume method further broadens the scope of DBM in
practical applications.

Keywords: discrete Boltzmann method, finite volume method, nonequilibrium effect, compressible flow
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