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本文使用组态相互作用加多体微扰理论方法对 Al+光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的“幻零”波长进行了理论

计算 .  3s2  1S0 态的 “幻零 ”波长为 266.994(1)  nm,  3s3p  3P0 态的 “幻零 ”波长为 184.56(7)  nm,  174.4(1)  nm,

121.5(1) nm和 119.7(2) nm. 精确测量这些“幻零”波长, 有助于高精度确定光钟态相关跃迁的振子强度或者

约化矩阵元, 进而降低 Al+光钟黑体辐射频移评估的不确定度. 同时, 对这些“幻零”波长的精密测量, 对研究

Al+原子结构具有重要意义.
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1   引　言

精确测量和计算原子系统的原子结构性质, 如

同位素位移、跃迁概率、静态极化率和动力学极化

率等, 对原子结构的研究具有极其重要的意义 [1–3].

IIIA族金属单价离子具有可被激光操纵的能级结

构和窄线宽光钟跃迁, 成为了开展量子光钟等精密

测量实验的理想体系 [4–6]. 在这些精密测量实验中,

原子体系的电偶极极化率扮演着非常重要的角色, 它

表征着核外电子云的电荷分布随电场的响应程度 [7].

在一些特定频率的电场 (激光)的作用下, 原子能

级的极化率为零, 这些频率对应的波长被称为“幻

零”波长 [8–12]. 一个能级的“幻零”波长通常出现在

与该能级相关的较弱共振跃迁的激发能附近, 与

“幻零”波长邻近的共振跃迁通常对该波长处的动

力学极化率具有主导贡献. 因此, 对“幻零”波长的

精密测量可以高精度地确定相关跃迁的约化矩阵

元 (或者振子强度)之比 [10,11]. 精确地测量“幻零”

波长不仅对发展高精度原子结构计算方法具有重

要的指导意义, 也可以为进一步改进精密谱实验提

供重要的参数. 通过精密测量“幻零”波长确定光钟

体系的钟态相关跃迁的约化矩阵元的精确数值 [13–15],

有助于光钟系统不确定度的评估, 例如提高光钟黑

体辐射频移的评估精度. 实验上寻找原子能级的

“幻零”波长需要有理论计算提供预测和指导; 另一

方面, 通过实验测量“幻零”波长来确定跃迁参数也

需要理论计算数据作为辅助分析.

作为第 IIIA族金属单价离子的典型代表, Al+

的原子结构性质在天体观测和量子精密测量领域
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均具有重要应用 [4,5,16–18]. Al+光钟是目前为止相对

不确定度进入 10–19 量级的少数高精度光钟之一 [4],

由静态极化率的误差所主导的黑体辐射频移的不

确定度已经成为限制 Al+光钟精度继续提高的重

要因素之一 [4]. 对 Al+光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的

“幻零”波长进行精确的计算和测量, 可以高精度地

确定与这两个态相关跃迁的约化矩阵元之比. 这些

高精度的跃迁参数有助于降低 Al+光钟黑体辐射

频移的不确定度.

λ ∈ (100 nm,∞)

本文使用组态相互作用加多体微扰理论 (con-

figuration  interaction  plus  many-body  perturba-

tion theory, CI+MBPT)方法计算了 Al+低激发

态的能级和电偶极跃迁约化矩阵元, 进一步计算

了 3s2 1S0 态和 3s3p 3P0 态的动力学极化率, 在波

长  范围内找到了 5个“幻零”波长.

第 2节介绍理论方法和计算细节; 第 3节给出 Al+

能级、约化矩阵元、电偶极极化率和“幻零”波长的

计算结果. 如无特殊说明, 本文采用原子单位制. 

2   方法与理论
 

2.1    电偶极极化率和“幻零”波长

处于电磁场中的原子体系, 核外电子云被极

化, 原子能级会发生 AC Stark移动. 原子能级 AC

Stark移动大小可表示为 [9–11]
 

∆E = −F
2α (ω)

2
+ o

(
F 4

)
, (1)

α (ω) ω

o
(
F 4

)

α (ω)

其中,   为原子能级的动力学极化率,   是电磁

场的频率 , F 是电场强度 ,    代表更高阶的

AC Stark能移. 在弱场条件下, 高阶 Stark能移可

以忽略不计. 一个原子量子态的电偶极动力学极化

率通常由标量、矢量和张量三个分量组成 [7,19–21].

极化率矢量和张量分量的贡献都与原子态的角

动量磁量子数有关 [7,19–21]. 本文所涉及的 Al+两个

钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的总角动量量子数 J 都为

0, 这使得其极化率的矢量和张量分量都为 0. 因

此, 本文只需考虑标量极化率. 理论上通常可将电

偶极动力学极化率  分为三个部分的贡献 [19,20]: 

α (ω) = αv (ω) + αcore (ω) + αcv (ω) , (2)

αv (ω) αcore (ω) αcv (ω)

αv (ω)

其中,    ,    和   分别表示价电子、

原子实以及价电子与原子实关联项对极化率的贡

献. 价电子的贡献  通常占主导, 在二阶微扰

理论下可表示为 [7,19–21]
 

αv (ω) =
2

3 (2Jg + 1)

∑
i

|⟨ψg| |D| |ψi⟩|2(Ei − Eg)

(Ei − Eg)
2 − ω2

,

(3)

⟨ψg| |D| |ψi⟩
Ei Eg

Jg

ω → 0 α (ω) α (0)

其中, 下标 g表示所考虑的原子态, i表示能与 g态

发生电偶极跃迁的原子态,   表示从 g态

到 i态跃迁的约化矩阵元,   是 i态的能量值,  

是 g态的能量值,   表示 g态的总角动量量子数. 当

 , 动力学极化率  过渡为静态极化率  .

ω0

α (ω) = 0 λ0

由 (2)式和 (3)式可知, 存在特定的频率   ,

使   . 这些频率对应的波长   被称为“幻

零”波长 [5–12]. 

2.2    CI+MBPT 方法

CI+MBPT方法是相对论框架下的一种原子

结构计算方法 [20,22–24], 它充分结合了 CI和MBPT

两种方法的优点. CI方法在“冻结”原子实的近似

下, 考虑了价电子 (VV)之间的关联效应, MBPT

方法处理原子实电子间和原子实与价电子间的关

联效应.

Ψ (γPJ)

Φ (γiPJ)

CI方法中价电子态的波函数   由一组

具有特定角动量 J 和宇称 P 的组态波函数 

的线性组合构成 [22,23], 即 

Ψ (γPJ) =

M∑
i=1

ciΦ (γiPJ) , (4)

Φ (γiPJ)

ci γi

其中,   是在一个 CI模型空间中的一个组

态波函数,   是线性组合系数,   是未指定的剩余

量子数. CI模型空间是通过考虑选定参考基组中

价电子的单 (S)、双 (D)激发到一定虚轨道而构成

的组态波函数空间. 组态波函数由单电子狄拉克轨

道给出的 Slater行列式来定义. 单电子狄拉克轨道

可表示为 

ϕnkm (r, θ, φ) =
1

r

(
Pnk (r) ·Ωkm(θ, φ)

iQnk (r) ·Ω−km(θ, φ)

)
, (5)

Pnk (r) Qnk (r) Ωkm(θ, φ)

k = ±(j + 1/2)

⩽

其中,    和   是径向波函数,   

是角向波函数, n 是主量子数,   是相

对论量子数, m 是单电子总角动量的磁量子数. 本

工作中, Al+的偶宇称态选取的参考组态为 3s2, 3s4s

和 3s3d, 奇宇称态选取的参考组态为 3s3p, 考虑

单、双激发到最高轨道为 29s, 29p, 29d和 29f. 计算

中, 单电子轨道包括 1s-29s, 2p-29p, 3d-29d和 4f-29f

轨道 , 其中原子实轨道 (n  2)和 3s, 4s,  3p, 4p,
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V N−23d, 4d, 4f轨道是通过在   近似下求解 Dirac-

Hartree-Fock (DHF)方程获得, 其余虚轨道则是

由递归程序 [23] 自动生成. 在试验性的计算过程中,

我们对径向积分范围 (Rmax参数)做了严格的收

敛性检验, 最终选取的径向积分范围为 Rmax =

250 a.u..

Ψn价电子态 n 的波函数  是通过求解能量本征

方程来确定. 能量本征方程表示为 [22,23]
 

HΨn = EnΨn. (6)

价电子的 CI哈密顿量具有如下形式 [22,23]: 

HCI =

2∑
i=1

[cαi · pi + (βi − 1)c2 + Vnuc (ri)

+ V N−2 (ri)] +
1

2

2∑
i,j=1

Vc (ri,j) , (7)

α β p

Vnuc (r) V N−2 (r)

Vc (r1,2) r1,2

其中, c 是真空中的光速,   和  是狄拉克矩阵,  

是动量算符,   是原子核势,   是原子

实电子的 DHF势,   表示距离为  的电子

间库仑势.

Heff

Heff

CI+MBPT方法是在 CI方法的基础上, 通过

多体微扰理论将所有的价电子-原子实 (VC)关联、

原子实-原子实 (CC)关联计入到有效哈密顿量 

中. 有效哈密顿量  可表示如下 [20,24]: 

Heff = HCI +Σ1 +Σ2, (8)

Σ1

Σ2

Σ1 Σ2

Heff

其中,   表示单电子算符, 描述单个价电子与原子

实电子之间的关联;   表示双电子算符, 描述了原

子实电子对两个价电子间库仑相互作用的屏蔽效

应. 通过引入算符  和  , VC关联、 CC关联被

计入到有效哈密顿量当  中. 计算中所用的多体

微扰计算只考虑至二阶微扰项. 本文使用 Kozlov

等 [23] 开发的 CI+MBPT程序包完成计算. 

3   计算结果与讨论
 

3.1    能级和约化矩阵元

利用 CI+MBPT方法, 计算了 Al+低激发态

的能级和电偶极跃迁约化矩阵元. 为了寻找光钟

态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的“幻零”波长, 特别关注与

这两个态相关的有电偶极跃迁通道的能级和跃迁

约化矩阵元. 表 1给出了所涉及的最低 27个能级

的能量值, 其中基态 3s2 1S0 的能量值是指 Al+两个

价电子的束缚能, 激发态的能量值是相对于基态的

激发能. 为了分析计算误差, 表 1同时列出了不考

虑 Breit相互作用的 CI和 CI+MBPT计算结果、

考虑了 Breit相互作用的 CI+MBPT计算结果、

以及文献中可参考的数值 , 其中标识为“NIST”

的一列数据是取自美国国家标准与技术研究院

(NIST)的原子光谱数据库 [25] 的实验值. 结果显示,

仅考虑了价电子关联的 CI计算得到的结果与NIST

原子光谱数据库中的实验值 [25] 之间有 1%—3%的

偏差. 而通过二阶多体微扰考虑了内壳层电子关联

的 CI+MBPT计算得到的结果明显具有更高的精

度, 与 NIST原子光谱数据库中的实验值 [25] 之间

的偏差均小于 0.4%; Breit相互作用的影响较小,

其贡献的绝对值均小于最终数值的 0.01%; 这些结

果与其他文献中的实验值或理论计算值 [19,26–30] 之

间的差异也都小于 3%. 这表明, 价电子关联模型

可以较好地描述 Al+的能级结构, 而充分考虑内

壳层电子关联之后可以得到非常精确的数值结果,

Breit相互作用的影响则可忽略.

表 2给出了 3s2 1S0 态和 3s3p 3P0 态相关电偶

极跃迁的约化矩阵元的计算结果和文献中可参考

的数值. 由于 Al+体系中的 Breit相互作用较小,

此处不再赘述 Breit相互作用对最后计算结果的影

响, 之后的计算结果均默认包含了 Breit相互作用.

电偶极跃迁的约化矩阵元具有长度规范和速度规

范两种处理方案, 表 2给出两套计算结果. 结果表

明, 不同方法或不同规范下计算的结果之间的绝对

差异通常在 0.1 a.u.或 0.01 a.u.数量级. 因此, 对于

较强的跃迁, 如 3s2 1S0-3s3p 1P1 跃迁 (具有最大的

约化矩阵元, 约 3.1 a.u.), 矩阵元的相对误差在 1%

数量级; 而对于较弱的跃迁, 矩阵元的相对误差通

常在 10%数量级. 从与文献 [19, 26]中其他参考值

的比较来看, 长度规范得到的值和其他方法得到的

值更加接近 . 同时 , 由于 CI+MBPT方法比 CI

方法考虑了更完整的电子关联效应, 从而得到的结

果与文献 [19, 26]中的数值符合得更好. 许多研究

表明, 对于电偶极跃迁的约化矩阵元, 长度规范通

常能给出相对更准确的计算结果, 而长度规范和速

度规范之间的差异通常可以作为评估计算误差的

重要依据 [31,32]. 本文以 CI+MBPT在长度规范下

得到的数值作为推荐值, 以 CI和 CI+MBPT两种

方法在两种规范下得到的 4个值中的最大值与最

小值之间的差作为不确定度, 并在表 2中给出. 
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3.2    3s2 1S0 态和 3s3p 3P0 态的“幻零”波长

0

根据 (2)式和 (3)式, 结合表 2给出的约化矩

阵元的推荐值和从 NIST数据库中提取的能量的

实验值, 计算了两个钟态的静态极化率. 表 3给出

了相关跃迁对两个光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的静

态极化率 α(  )的贡献. 表中两个态的静态极化率

各给出了 13条跃迁的贡献值, 以及其余的高激发

态 (others)的贡献 . 表中的 others是由文献 [19]

中计算的 others值减去重复的贡献项后得到的.

可以看出, 对于态 3s2 1S0 而言, 仅有 3s2 1S0-3s3p 3P1
一条跃迁占主导贡献, 占比 98%以上. 而态 3s3p 3P0
的静态极化率, 则有三条跃迁占主导贡献, 它们

分别是 3s3p 3P0-3s4s 3S1, 3s3p 3P0-3p2 3P1 和 3s3p
3P0-3s3d 3D1, 贡献占比分别为 8.9%, 33%和 51%.

⩾

主量子数 n > 5的态到 3s3p 3P0 态的跃迁对 3s3p
3P0 静态极化率的贡献总计小于 1.5%. 图 1为两个

态的静态极化贡献随着所考虑的跃迁中最高激发

态的主量子数 n 的变化图. 结果显示, n  9的跃迁

对两个态的静态极化率的贡献均在 0.9%以下.

λ ∈ (100 nm,∞)

αcore(0)=0.265

αcore (ω)

αcore (0)

根据 (2) 式和 (3) 式, 结合表 2给出的约化矩

阵元的推荐值和从 NIST数据库中提取的能量的

实验值, 计算了波长  内Al+两个钟态

3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的动力学极化率. 计算中, 极化

率的原子实贡献部分为    a.u.[19]. 考虑

到 Al3+最低电子态跃迁的共振能量 (2.809638 a.u.)

远高于本文的计算范围 (< 0.5 a.u.),   的值

在本文计算的范围内随频率变化量可以忽略, 可以

认为近似等于  . 由于两个态的动力学极化

 

表 1    Al+基态和激发态能级的能量值 (单位: cm–1), Diff.是 CI+MBPT+Breit得到的值与 NIST值的相对偏差
Table 1.    Energies of 27 low-lying energy levels of Al+ (in cm–1), Diff.  represents the relative deviation between the value

obtained from CI+MBPT+Breit and the NIST value.

State CI CI+MBPT +Breit NIST Diff./% Refs.

3s2 1S0 376617 381043 380973 381308 –0.088 381332 [19], 379582 [26], 381287 [27], 382024 [28]

3s3p 3P0 36256 37342 37344 37393.03 –0.13 37396 [19], 37395 [26], 37374 [27], 37191 [28]

3s3p 3P1 36318 37407 37405 37453.91 –0.13 37457 [19], 37452 [26], 37457 [28], 36705 [29]

3p2 1P1 59538 59905 59893 59852.02 0.069 59768 [19], 60111 [26], 60723 [27], 54410 [28], 63000 [30]

3s4s 3S1 90008 91254 91233 91274.50 –0.045 91279 [19], 91043 [26], 91262 [27], 91274 [28]

3p2 3P1 92660 94107 94097 94147.46 –0.053 94151 [19], 93380 [26], 93735 [28]

3s3d 3D1 94171 95490 95462 95551.44 –0.093 95527 [19], 95253 [26], 95695 [28]

3s4p 3P1 103975 105387 105366 105441.50 –0.071

3s4p 1P1 105574 106880 106858 106920.56 –0.058

3p2 1S0 110488 111779 111779 111637.33 0.11

3s5s 3S1 118590 120047 120022 120092.919 –0.059

3s4d 3D1 119971 121422 121395 121484.252 –0.073

3s5p 3P1 124142 125648 125624 125708.828 –0.068

3s5p 1P1 124322 125814 125790 125869.015 –0.063

3s6s 3S1 130638 132160 132134 132215.52 –0.061

3s5d 3D1 131247 132761 132734 132822.95 –0.067

3s6p 1P1 133307 134861 134835 134919.40 –0.062

3s6p 3P1 133409 134954 134928 135015.70 –0.065

3s6d 3D1 137210 138754 138727 138814.87 –0.064

3s7p 1P1 138244 139828 139802 139918.98 –0.084

3s7p 3P1 138422 139987 139960 140091.9 –0.094

3s8p 1P1 140927 142519 142493 142961.20 –0.33

3s8p 3P1 141127 142711 142685 143166.76 0.34

3s7d 3D1 140741 142300 142274 142365.54 –0.065

3s9p 1P1 143591 145260 145233 144941.10 0.20

3s9s 3S1 142835 144377 144350 144644.14 –0.20

3s8d 3D1 143118 144686 144658 144642.0 0.012
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αcv (ω)率中原子实和价电子相互作用贡献部分  较

小, 本文引用参考文献 [19]中给出的计算值, 并忽

略其随频率的变化.

图 2绘出了 Al+的 3s2 1S0 态和 3s3p 3P0 态的

动力学极化率曲线, 其中图 2(a)是 3s2 1S0 态在 0—

0.42 a.u.范围内的动力学极化率曲线图; 图 2(b)是

图 2(a)在波长 267.02—266.98 nm范围的细节放

大图; 图 2(c)是 3s3p 3P0 态在 0—0.42 a.u.范围内

的动力学极化率曲线图. 从图 2(a), (b)可以看出,

3s2 1S0 态的动力学极化率曲线在展示的频率范围

内 (0—0.42 a.u.)仅有一个零点, 即在此范围内仅

有一个“幻零”波长, 位于 266.994(1) nm. 3s3p 3P0
态的动力学极化率曲线在该范围内有 4个“幻零”

波长, 分别为 184.56(7) nm, 174.4(1) nm, 121.5(1)

nm和 119.7(2) nm. “幻零”波长的不确定度是通

过分析相关跃迁的约化矩阵元的不确定度 (见

表 2)以及表 3中“other”, “core”和“VC”项的不确

定度对“幻零”波长的影响来评估的. 通过逐个改变

矩阵元的数值为其在误差范围内的最大值, 得到每

一项的不确定度对“幻零”波长的不确定度的贡献.

结果表明, 邻近“幻零”波长位置 (对动力学极化率

占主导)的共振, 对“幻零”波长不确定度的贡献远

大于其他项 (包括其余贡献较小的共振、“others”、

“core”和“VC”)的贡献. 将各项不确定度的贡献的

绝对值之和作为“幻零”波长的不确定度. 计算的两

个态的 5个“幻零”波长均处在紫外波段.

 

表 2    使用 CI+MBPT方法得到的 Al+光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的电偶极跃迁约化矩阵元 (单位: a.u.)
Table 2.    Reduced matrix elements of the E1 transitions for the 3s2 1S0 and 3s3p 3P0 clock states of Al+, obtained by using

the CI+MBPT method (in a.u.).

Method CI CI+MBPT
Recommend Refs.

Gauge Length Velocity Length Velocity

3s2 1S0-3s3p 3P1 0.0092 0.0101 0.0098 0.0105 0.0098(13) 0.01513 [26]

3s2 1S0-3s3p 1P1 3.1830 3.1572 3.1156 3.1156 3.116(67)
3.112 [19]

2.840 [26]

3s2 1S0-3s4p 3P1 0.0018 0.0017 0.0022 0.0018 0.002(1) —

3s2 1S0-3s4p 1P1 0.0844 0.0781 0.0460 0.0737 0.046(38) 0.045 [19]

3s2 1S0-3s5p 3P1 0.0037 0.0038 0.0051 0.0043 0.005(2) —

3s2 1S0-3s5p 1P1 0.0474 0.0502 0.0662 0.0491 0.066(19) —

3s2 1S0-3s6p 1P1 0.0595 0.0610 0.0704 0.0586 0.070(12) —

3s2 1S0-3s6p 3P1 0.0013 0.0014 0.0023 0.0017 0.002(1) —

3s2 1S0-3s7p 1P1 0.0575 0.0582 0.0638 0.0551 0.064(9) —

3s2 1S0-3s7p 3P1 0.0015 0.0015 0.0022 0.0019 0.002(1) —

3s2 1S0-3s8p 1P1 0.0493 0.0496 0.0505 0.0448 0.051(6) —

3s2 1S0-3s8p 3P1 0.0199 0.0200 0.0250 0.0220 0.025(5) —

3s2 1S0-3s9p 1P1 0.0759 0.0758 0.0784 0.0718 0.078(7) —

3s3p 3P0-3s4s 3S1 0.8936 0.8888 0.8979 0.8926 0.898(10) 0.900 [19]

3s3p 3P0-3p2 3P1 1.8870 1.8737 1.8394 1.8789 1.839(48) 1.836 [19]

3s3p 3P0-3s3d 3D1 2.2623 2.2820 2.2350 2.2626 2.235(47) 2.236 [19]

3s3p 3P0-3s5s 3S1 0.2671 0.2652 0.2690 0.2661 0.269(4) —

3s3p 3P0-3s4d 3D1 0.4651 0.4746 0.4456 0.4612 0.446(28) —

3s3p 3P0-3s6s 3S1 0.1492 0.1481 0.1505 0.1486 0.151(2) —

3s3p 3P0-3s5d 3D1 0.2058 0.2118 0.1921 0.2029 0.192(20) —

3s3p 3P0-3s7s 3S1 0.0421 0.0418 0.0414 0.0422 0.041(1) —

3s3p 3P0-3s6d 3D1 0.1199 0.1242 0.1097 0.1178 0.110(13) —

3s3p 3P0-3s8s 3S1 0.1012 0.1004 0.1027 0.1005 0.103(2) —

3s3p 3P0-3s7d 3D1 0.0802 0.0836 0.0722 0.0787 0.072(12) —

3s3p 3P0-3s9s 3S1 0.0990 0.0983 0.0991 0.0986 0.099(1) —

3s3p 3P0-3s8d 3D1 0.0642 0.0673 0.0571 0.0630 0.057(10) —
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表 4给出了在“幻零”波长处各相关跃迁对两

个态的动力学极化率的贡献结果表明, 在 3s2 1S0

态的“幻零”波长 266.994(1)处 ,  3s2  1S0-3s3p  3P1

和 3s2 1S0-3s3p 1P1 跃迁对其动力学极化率占主导

贡献; 在 3s3p 3P0 态的“幻零”波长 184.56(7) nm

和 174.4(1) nm处, 均由 3s3p 3P0-3s4s 3S1, 3s3p 3P0-

3p2 3P1 和 3s3p 3P0-3s3d 3D1 三条跃迁对其动力学

 

表 3    相关跃迁对两个光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0
的静态极化率 α(0)的贡献
Table 3.    Contributions  of  individual  transitions  to  the

static polarizabilities α(0) for 3s2 1S0 and 3s3p 3P0.

Transition Contributions Ref.

α (0) ( )3s2 1S0 

3s2 1S0-3s3p 3P1 0.003 —

3s2 1S0-3s3p 1P1 23.73
23.661 [19]

23.7294 [27]

3s2 1S0-3s4p 3P1 6.5×10–6 —

3s2 1S0-3s4p 1P1 0.0029 0.003 [19]

3s2 1S0-3s5p 3P1 3.0×10–5 —

3s2 1S0-3s5p 1P1 0.0051 —

3s2 1S0-3snp 3P1, n = 6—8 0.0006 —

3s2 1S0-3snp 1P1, n = 6—9 0.0184 —

Others 0.1135 —

Core 0.265 [19] 0.268 [27]

VC –0.019 [19] —

Total 24.1169
24.048 [19]

24.1396 [27]

α (0) ( )3s2 1S0 

3s3p 3P0-3s4s 3S1 2.1886
2.197 [19]

2.1860 [27]

3s3p 3P0-3p2 3P1 8.7226
8.687 [19]

8.6830 [27]

3s3p 3P0-3s3d 3D1 12.5817
12.568 [19]

12.6533 [27]

3s3p 3P0-3s5s 3S1 0.1281 —

3s3p 3P0-3s4d 3D1 0.3451 —

3s3p 3P1-3sns 3S1, n = 6—9 0.0656 —

3s3p 3P1-3snd 3D1, n = 5—8 0.0855 —

Others 0.2117 —

Core 0.256 [19] 0.268 [27]

VC –0.010 [19] —

Total 24.5840 24.543 [19]

∆α (0) 0.467
0.495 [19]

0.482 [27]

0.426Expt.[4]
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图 1    3s2 1S0 态和 3s3p 3P0 态的静态极化率随态求和计算
中所考虑激发态最高主量子数 n 的收敛趋势

Fig. 1. Trend of change of the static polarizabilities for the
3s2  1S0 and 3s3p  3P0 states with the respect to the highest
principle quantum number n of the excited states included
in the sum-over-states calculations.
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图 2    Al+的光钟态的动力学极化率　(a) 3s2 1S0 态的动力

学极化率 ; (b) 3s2 1S0 态在波长 267.02—266.98 nm范围内

的动力学极化率; (c) 3s3p 3P0 态的动力学极化率

Fig. 2. Dynamic  polarizabilities α(ω)  of  the  clock  states  in

Al+: (a) Dynamic polarizabilities α(ω) of the 3s2 1S0 state in

Al+; (b) dynamic polarizabilities α(ω) of the 3s2 1S0 state in

Al+ in the wavelength range between 267.02−266.98 nm; (c)

dynamic polarizabilities α(ω) of the 3s3p 3P0 state in Al+.
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极化率占主导贡献; 在 3s3p 3P0 态的“幻零”波长

121.5(1) nm和 119.7(2) nm处, 均有 5条跃迁对

其动力学极化率贡献较大, 分别是 3s3p 3P0-3s4s
3S1, 3s3p 3P0-3p2 3P1, 3s3p 3P0-3s3d 3D1, 3s3p 3P0-

3s5s 3S1 和 3s3p 3P0-3s4d 3D1 跃迁. 可以看出, “幻

零”波长均处在跃迁强度较弱的共振波长附近, 3s2

1S0 态的“幻零”波长在跃迁 3s2 1S0-3s3p 3P1 的共

振波长附近, 3s3p 3P0 态的 4个“幻零”波长分别在

跃迁 3s3p 3P0-3s4s 3S1, 3s3p 3P0-3p2 3P1, 3s3p 3P0-

3s3d 3D1 和 3s3p 3P0-3s5s 3S1 的共振波长附近. 这

些跃迁虽然只有较小的约化矩阵元, 但在“幻零”波

长位置附近对相关钟态的动力学极化率产生了主

导性的贡献.

Safronova等 [13] 和 Holmgren等 [14] 研究表明,

精密测量“幻零”波长可以用于高精度地确定相关

跃迁的约化矩阵元. 利用“幻零”波长的精确测量值

去高精度地确定相关跃迁的约化矩阵元主要有两

种方法. 一种如文献 [14, 15]的实验方案, 测量“幻

零”波长附近的动力学极化率曲线, 通过拟合得到

相应的约化矩阵元之比. 采用这种方案的实验得到

的矩阵元精度可达到 0.3%[15]. Safronova等 [13] 提

出另一种方案, 将 (3)式中对“幻零”波长处的动力

学极化率占主导贡献的跃迁约化矩阵元设为函数

可变量, 利用“幻零”波长的精确测量值, 通过求解

在不同“幻零”波长下动力学极化率等于零的条件

下所构成的方程组来确定作为可变量的约化矩阵

 

λ0 λ0表 4    在“幻零”波长  处相关跃迁对两个光钟态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的动力学极化率 α(  )的贡献
λ0

λ0

Table 4.    Breakdown of the contributions of individual transitions to the dynamic polarizabilities α(  ) at the “tune-out”

wavelengths   , for the 3s2 1S0 and 3s3p 3P0 clock states of Al+.

3s2 1S0 3s3p 3P0

λ0/nm 266.994(1) 184.56(7) 174.4(1) 121.5(1) 119.7(2)

ω0/a.u. 0.170653(2) 0.24688(7) 0.26171(15) 0.3750(3) 0.3806(6)

α0 (λ0) ( )3s2 1S0 

3s2 1S0-3s3p 3P1 –39.3927 –0.0003 0.0003 –9.1×10–5 –8.7×10–5

3s2 1S0-3s3p 1P1 39.0038 131.4864 287.4679 –26.6523 –25.0333

3s2 1S0-3s4p 3P1 7.5×10–6 8.9×10–6 9.3×10–6 1.7×10–5 1.8×10–5

3s2 1S0-3s4p 1P1 0.0033 0.0039 0.0041 0.0071 0.0074

3s2 1S0-3s5p 3P1 3.3×10–5 3.7×10–5 3.8×10–5 5.3×10–5 5.4×10–5

3s2 1S0-3s5p 1P1 0.0056 0.0062 0.0064 0.0089 0.0091

3s2 1S0-3snp 3P1, n = 6—8 0.0007 0.0008 0.0008 0.0010 0.0010

3s2 1S0-3snp 1P1, n = 6—9 0.0198 0.0216 0.0221 0.0281 0.0285

Others 0.1135 0.1135 0.1135 0.1135 0.1135

Core 0.265 0.265 0.265 0.265 0.265

VC –0.019 –0.019 –0.019 –0.019 –0.019

Total 0 131.8781 287.8605 –26.2478 –24.6278

α0 (λ0) ( )3s3p 3P0 

3s3p 3P0-3s4s 3S1 4.2349 –195.2541 –16.5755 –1.6425 –1.5594

3s3p 3P0-3p2 3P1 15.4522 98.4756 –429.0192 –7.9128 7.4784

3s3p 3P0-3s3d 3D1 21.4976 95.2803 444.0076 –12.5559 –11.8356

3s3p 3P0-3s5s 3S1 0.1612 0.2245 0.2466 12.9773 –6.3146

3s3p 3P0-3s4d 3D1 0.4305 0.5901 0.6448 8.1466 26.1561

3s3p 3P1-3sns 3S1, n = 6—9 0.0765 0.0936 0.0987 0.2203 0.2388

3s3p 3P1-3snd 3D1, n = 5—8 0.1001 0.1234 0.1303 0.3005 0.3264

Others 0.2117 0.2117 0.2117 0.2117 0.2117

Core 0.265 0.265 0.265 0.265 0.265

VC –0.010 –0.010 –0.010 –0.010 –0.010

Total 42.4197 0 0 0 0
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元的数值. 通过这种方法确定约化矩阵元具有更高

的精度. 不论采用哪一种方案, 原则上测量一个原

子态的 N 个“幻零”波长的数量可以确定 N+1条

共振跃迁的约化矩阵元之比. 当选定的每一条跃迁

对动力学极化率均有较大贡献, 而其余跃迁的贡献

之和非常小时, 所确定的相关约化矩阵元方可确保

较高的精度. 对于 Al+, 在 3s2 1S0 态唯一的“幻零”

波长 266.994(1) nm附近 ,  3s2 1S0-3s3p 3P1 和 3s2

1S0-3s3p 1P1 跃迁对其动力学极化率的贡献均比其

余项贡献之和大两个数量级. 因此, 精确测量该

“幻零”波长, 可以精确地确定这两条共振跃迁的约

化矩阵元之比. 同理, 精确测量 3s3p 3P0 态位于

184.56(7) nm和 174.4(1) nm的两个“幻零”波长,

可以精确地确定 3s3p  3P0-3s4s  3S1,  3s3p  3P0-3p2

3P1 和 3s3p 3P0-3s3d 3D1 这三条共振跃迁的约化矩

阵元之比. 结合这些已确定的数据, 进一步测量 3s3p
3P0 态位于 121.5(1) nm和 119.7(2) nm的两个“幻

零”波长 , 就可以精确地确定 3s3p  3P0-3s4s  3S1,

3s3p 3P0-3p2 3P1, 3s3p 3P0-3s3d 3D1, 3s3p 3P0-3s5s 3

S1 和 3s3p 3P0-3s4d 3D1 这 5条共振跃迁的约化矩

阵元之比.

目前 Al+光钟的黑体辐射频移的误差由光钟

态 3s2 1S0 和 3s3p 3P0 的静态极化率的误差所主导,

而这些约化矩阵元的不确定度直接影响着静态极

化率的不确定度 . 因此 , 通过精确地测量 Al+的

5个“幻零”波长去提高上述 7条跃迁的约化矩阵

元的数值精度, 对进一步降低 Al+光钟的黑体辐射

频移评估的不确定度有非常重要的意义. 值得注意

的是, 3s2 1S0 态的“幻零”波长 (266.994 nm)离 Al+

光钟的钟跃迁共振波长 (267.4 nm)和逻辑跃迁的

共振波长 (267.0 nm)都较近, 目前已有该波长段

的发展成熟的稳频激光器 [4,5], 这为精确测量这个

“幻零”波长提供了重要的硬件基础. 

4   结　论

λ ∈ (100 nm,∞)

本文利用 CI+MBPT方法对 Al+光钟态 3s2

1S0 和 3s3p 3P0 的“幻零”波长进行了理论计算. 在

波长  内找到了 5个“幻零”波长. 对

于 3s2  1S0 态 , 找到了一个的“幻零”波长 , 位于

266.994(1) nm; 对于 3s3p 3P0 态, 找到了 4个“幻

零”波长 , 分别位于 184.56(7)  nm,  174.4(1)  nm,

121.5(1) nm和 119.7(2) nm. 与这些“幻零”波长较

近的共振线对“幻零”波长处的动力学极化率占有

主导的贡献. 数据分析表明, 精密测量这些“幻零”

波长, 有利于精确地确定 7条相关跃迁的约化矩阵

元. 这对进一步降低 Al+光钟的黑体辐射频移评估

的不确定度具有非常重要作用. 同时, 这些“幻零”

波长的精密测量, 对研究 Al+的原子结构具有重要

意义.
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Abstract

In quantum optical  experiments,  the polarizabilities  of  atomic systems play a very important role,  which
can be used to describe the interactions of atomic systems with external electromagnetic fields. When subjected
to  a  specific  electric  field  such  as  a  laser  field  with  a  particular  frequency,  the  frequency-dependent  electric-
dipole (E1) dynamic polarizability of an atomic state can reach zero. The wavelength corresponding to such a
frequency is referred to as the “turn-out” wavelength. In this work, the “turn-out” wavelengths for the 3s2 1S0
and  3s3p  3P0  clock  states  of  Al+  are  calculated  by  using  the  configuration  interaction  plus  many-body
perturbation theory (CI+MBPT) method. The values of  energy and E1 reduced matrix elements of  low-lying
states  of  Al+  are  calculated.  By  combining  these  E1  reduced  matrix  elements  with  the  experimental  energy
values,  the E1 dynamic polarizabilities of  the 3s2  1S0 and 3s3p  3P0 clock states are determined in the angular
frequency  range  of  (0,  0.42  a.u.).  The  “turn-out”  wavelengths  are  found  at  the  zero-crossing  points  of  the
frequency-dependent dynamic polarizability curves for both the 3s2 1S0 and 3s3p 3P0 states. For the ground state
3s2 1S0, a single “turn-out” wavelength at 266.994(1) nm is observed. On the other hand, the excited state 3s3p 3

P0  exhibits  four  distinct  “turn-out”  wavelengths,  namely  184.56(1)  nm,  174.433(1)  nm,  121.52(2)  nm,  and
119.71(2) nm. The contributions of individual resonant transitions to the dynamic polarizabilities at the “turn-
out”  wavelengths  are  examined.  It  is  observed  that  the  resonant  lines  situated  near  a  certain  “turn-out”
wavelength  can  provide  dominant  contributions  to  the  polarizability,  while  the  remaining  resonant  lines
generally contribute minimally. When analyzing these data, we recommend accurately measuring these “turn-
out” wavelengths  to  accurately  determine  the  oscillator  strengths  or  reduced  matrix  elements  of  the  relevant
transitions. This is crucial for minimizing the uncertainty of the blackbody radiation (BBR) frequency shift in Al+

optical  clock  and  suppressing  the  systematic  uncertainty.  Meanwhile,  precisely  measuring  these  “turn-out”
wavelengths is also helpful for further exploring the atomic structure of Al+.
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