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复杂网络是描述和理解现实世界中复杂系统的有力工具. 近年来, 为了更准确地描述复杂网络中的交互

关系, 或者从高阶视角分析成对交互作用网络, 许多学者开始使用高阶网络进行建模, 并在研究其动力学过

程中发现了与成对交互作用网络不同的新现象. 然而, 与成对交互作用网络相比, 高阶网络的研究相对较少;

而且, 高阶网络结构相对复杂, 基于结构的统计指标定义较为分散且形式不统一, 这些都给描述高阶网络的

拓扑结构特征带来了困难. 鉴于此, 本文综述了两种最常见的高阶网络——超图和单纯形网络——常用的统

计指标及其物理意义. 本文有助于加深对高阶网络的理解, 促进对高阶网络结构特征的定量化研究, 也有助

于研究者在此基础上开发更多适用于高阶网络的统计指标.
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1   引　言

现实世界可被视为一个高度复杂的巨系统, 由

各种不同类型的子系统构成, 包括社会系统 [1,2]、生

物系统 [3,4]、电力系统 [5,6] 和交通系统 [7,8] 等. 为了全

面深入地理解这些复杂系统, 网络科学应运而生 [9–11].

网络科学的主要研究目的是找出这些复杂系统的

共性, 定量和定性地刻画它们所具有的普适性规

律, 从而为理解和研究复杂系统提供理论基础和实

证应用途径 [12–14]. 为实现这一目的, 将复杂系统抽

象成复杂网络通常是研究的第一步, 也是后续研究

网络结构和动力学的基础.

传统的复杂网络通常将系统中的主体抽象为

节点, 主体之间的成对作用关系抽象为连边. 然而,

对部分复杂系统而言, 只利用这种成对作用关系进

行建模并不合理. 例如, 一篇论文经常由多名科学

家共同合作完成 [15,16], 完成一次新陈代谢需要多个

反应物的参与 [17], 一个社交群组往往包含多个成

员间的互动 [18,19]. 在这些情况下, 描述节点之间的

作用关系需要超越成对关系, 建立具有高阶相互作

用关系的网络模型, 即高阶网络 [20–23].

相较于成对交互作用网络, 高阶网络不仅能更

加精确地描述复杂系统的结构, 而且可揭示系统中

的一些新型动力学现象 [24–30]. 例如, 在同步动力学

领域, 传统网络中的爆炸相变现象只在满足严格条

件时才会发生 [21,31], 而在高阶网络中这种现象却能

自发出现; 即使存在负耦合的情况下, 高阶相互作

用仍能有效地维持系统的同步, 并且在系统中形成

与网络结构有关的集群 [32]; 此外, 高阶相互作用还

有助于产生多稳态 [32,33]、嵌合状态 [34,35] 以及混沌

动态 [32,33,36]. 在传播动力学领域, 传播过程可以在
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网络的高阶结构上发生, 个体不但会受到其最临近

邻居的影响, 还会受到它所参与的高阶交互关系对

它的作用, 并且高阶传播还具有非连续相变的特

性 [28,37–40].

网络结构是研究复杂网络的基础, 结合统计量

有利于定量化描述网络的结构特征. 利用网络结构

特征, 可以衡量不同网络结构对动力学的影响, 还可

进行图分类 [41]、重要节点挖掘 [42–44]、链路预测 [45–47]、

社团检测 [48,49] 等信息挖掘任务; 通过挖掘一些有

共性的结构特征, 也可以建立基于通用统计特性的

模型网络 [50–53]. 然而, 由于高阶网络的结构复杂,

其统计指标也相对复杂, 同一类型的统计指标往往

还存在多种定义. 因此, 刻画高阶网络的结构特征

具有一定挑战性. 现有高阶网络研究主要集中于度

相关的指标、聚集系数、节点之间的距离、中心性

指标、熵和与代数拓扑相关的一系列指标. 这些指

标既有从成对交互网络统计指标中拓展出来的, 也

有高阶网络的特有指标. 本文首先介绍了两种最常

见的高阶网络——超图和单纯形网络的基本定义,

然后综述了这两类高阶网络中常用的统计指标及

其物理意义, 最后对于高阶网络统计指标的使用场

景进行了总结和展望. 

2   高阶网络的基本概念

高阶网络考虑了两个及以上节点之间的高阶

关系, 能够更全面地捕捉节点之间的复杂关联和

多元交互关系. 高阶网络的两种主要表示形式为

超图 (hypergraph)和单纯形网络 (simplicial net-

work)[20,54]. 

2.1    超　图

相比于成对交互作用网络, 超图可以表示点边

H = (V,E)

e ∈ E

e ⊆ V

H e′ e′

H

d-H

之间的多元关联关系. 超图可以定义为  ,

其中 V 为节点集, 每个节点被称为超节点 (hyper-

vertex); E 为边集, 每条超边 (hyperedge)  由

它所连接的节点组成, 是节点集 V 的一个子集, 即

 , 并且一条超边可以由任意数量的节点组成.

使用超图表示高阶网络不受闭包特性的限制, 例

如, 超图   的一条超边 e,    是 e 的子集,    不一

定是超图   的超边. 如果一个超图中的每条边都

恰好包含 d 个节点, 则称此超图为 d-均匀超图 (d-

uniform hypergraph), 表示为   . 图 1是两类超

图的简单示例: 图 1(a)是一个普通超图, 其中包含

了 11个超节点和 7条超边; 图 1(b)是一个 3-均匀

超图, 包含 9个节点和 4条超边, 并且每条超边中

都包含 3个超节点.

目前, 超图的研究已经渗透到多个学科领域,

包括数据挖掘 [55]、社交网络分析 [56]、生物信息学 [57]

和通信网络 [58] 等. 在处理多元关系数据时, 超图展

现出了其在表示复杂关系和高阶交互方面的优势.

一些研究突破包括新型超图模型的开发, 旨在更准

确地捕捉实际系统的结构特征, 并且基于超图的算

法已被应用于社区发现 [59]、节点分类 [60] 和网络演

化分析 [61] 等任务. 此外, 超图的研究还涉及到高阶

图神经网络的发展, 这是融合了超图理论和深度学

习的前沿方向, 其目标是提高数据的表示能力和预

测精度 [62]. 

2.2    单纯形网络

单纯形网络是另一种常用的高阶网络表示方

式, 它基于代数拓扑的单纯复形 (simplicial com-

plex)思想, 用单纯形 (simplex)来表示高阶网络中

的节点交互关系. 因此, 单纯形网络也可被认为是

一个由若干个单纯形组成的单纯复形 , 其维度

是其中最高阶单纯形的阶数. 一个 k 阶单纯形由

 

(a) (b) 超节点

超边

图 1    两种不同类型超图的简单示例　(a) 一个拥有 11个节点的超图; (b) 一个拥有 9个节点的 3-均匀超图

Fig. 1. A simple  example  of  two  different  types  of  hypergraphs:  (a)  Simple  hypergraph  with  11 nodes;  (b)  3-uniform hypergraph

with 9 nodes.
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k + 1

k + 1

k + 1

 个节点组成, 例如节点为 0阶单纯形, 边为

1阶单纯形, 三角形为 2阶单纯形, 四面体为 3阶

单纯形. 相比于超图, 单纯形网络有更严格的数学

定义, 每个单纯形都要满足闭包性, 即一个 k 阶单

纯形不仅包含 k 阶交互关系, 还包含组成该单纯形

的  个节点所能组成的所有低阶单纯形. 单纯

形网络的构建方式主要有两种, 一种是将高阶交互

数据构建为单纯形, 另一种是将传统成对交互作用

网络中的团 (clique, k 阶团为   个节点组成的

全连通子图)结构抽象为单纯形. 

2.2.1    基于高阶数据的单纯形网络

(1, 4, 5)

t2 (5, 9, 10)

利用高阶交互数据可以构建单纯形网络, 如

图 2(a)中每个时间戳对应的数据都表示一个单纯

形, 利用这些数据可以构建出图 2(b)所示的单纯

形网络. 基于单纯形网络可以提取出一个骨架/投影

网络 (skeleton/projected network), 该网络由原网

络中所有的 0阶单纯形和 1阶单纯形组成, 是一个成

对交互作用网络. 基于这个网络可以计算出所有的

团结构, 借助单纯形网络中的高阶信息可以把这些

团划分为开团 (open clique)和闭团 (closed clique):

如果一个团的所有节点都在同一个单纯形内, 则该

团为闭团, 否则为开团. 例如, 图 2(b)中的 

3个节点组成了一个闭团, 对应图 2(a)单纯形数据

中的   时间戳;    组成了一个开团, 因为这

3个节点没有同时出现在任意一个单纯形中. 

2.2.2    团复形网络

将成对交互作用网络中的团结构抽象为单纯

形可以构建团复形 (clique complex). 对于给定的

一个由节点和连边组成的成对交互作用网络, 计算

网络中所有的团结构, 再将每个 k 阶团视为 k 阶单

纯形, 可以得到这个网络所对应的团复形网络, 也

是一个单纯形网络. 如图 2(c)所示的这个成对交

互作用网络 , 可以计算出其中包含 11个 0阶团

(节点)、16个 1阶团 (连边)、2个 2阶团 (三角形)、

1个 3阶团 (四面体), 将这些团看作对应阶数的单

纯形就可以得到如图 2(d)所示的团复形网络. 团

复形网络满足单纯形网络的所有性质, 同样满足闭

包性, 并且其中任意两个单纯形的交集只有空集或

团复形集合中的子集两种情况, 生成团复形网络的

原始成对交互作用网络即为其骨架网络.

基于高阶数据的单纯形网络和团复形网络的

主要区别在于: 基于高阶交互数据生成的单纯形,

其节点之间存在真实的高阶交互关系; 而团复形中

的单纯形是基于对应阶数的团生成的, 即是基于一

个成对交互作用网络生成的, 节点之间不一定存在

真实的高阶交互关系. 因此, 两个网络的应用场景

不同, 基于高阶数据的单纯形网络通常被用来探究

具有高阶交互关系的复杂系统的特性和动力学; 团

复形网络则用于为传统的成对交互作用系统提供

更高阶的向量空间或高阶视角, 以研究高阶结构在

网络中的作用和功能.

具体而言, 基于高阶数据的单纯形网络更多的

是探索网络中的动力学行为的研究. 例如, 在高阶

传播中, 研究者提出了多种单纯形网络上的传播模

型 [28,29], 也有研究分析了高阶相互作用的引入为

网络动力学带来的新特性 [63], 单纯形网络还可

以用于研究网络中的振荡和同步现象 [26,64]. 此外,
 

(a)

(c) 1 2 3
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图 2    单纯形网络相关示意图　(a) 一组时序高阶交互数据; (b) 一个 11节点的单纯形网络; (c) 基于图 (b)中单纯形网络的骨架

网络; (d)一个 11节点的团复形网络

Fig. 2. Correlation diagrams of the simplicial network: (a) A set of temporal higher-order interaction data; (b) a simplicial network

with 11 nodes; (c) a skeleton network based on the simplicial network in Fig. 2(b); (d) a clique complex with 11 nodes.
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在高阶网络重构 [65]、高阶链路预测 [66] 等多种领域

也有广泛的应用. 团复形网络常用于高阶结构相关

的研究, 包括团、洞等高阶结构的计算 [67], 以及探索

脑网络中的高阶结构对大脑认知和信息传播的影

响等 [68,69], 也有研究者提出团复形网络的生成模

型, 进行高阶网络建模和分析 [70]. 不过, 无论是用高

阶交互数据构建的单纯形网络, 还是由成对交互网

络构建的团复形网络, 其最终的形式都属于单纯形

网络, 后续介绍的基于单纯形网络的统计量均可使用. 

3   基于超图的统计指标
 

3.1    指标概览

本节对超图的一些核心统计指标进行了全面

的概述. 这些指标在超图分析和应用中起着至关重

要的作用, 有助于更深入地理解超图的结构和特

性. 表 1列出了这些指标的概览, 涵盖了多个维度.

其中, 度相关指标是描述超图中节点连接情况的基

础指标, 它反映了节点在超图中的直接连接情况,

对于分析超图的连通性和复杂性具有重要意义. 其

次, 介绍了关于节点的局部聚集系数和关于网络整

体的全局聚集系数, 能够揭示超图中节点群聚的紧

密程度, 对于理解超图的结构特性具有重要意义.

此外, 本节介绍了考虑多方面因素的超图节点距离

的度量方式, 以及反映连边或者网络连接紧密程度

的密度指标. 另外, 曲率作为超图的一个几何特性

指标, 能够揭示超图的形态和弯曲程度, 在超图嵌

入和形状分析等领域具有广泛应用. 本节还介绍了

几种可用于衡量超图中节点的重要性和影响力的

中心性指标. 最后, 熵作为信息论中的一个重要概

念, 也被引入到超图分析中, 通过描述超图中信息

的不确定性和复杂性, 来量化超图结构的复杂性.

这些指标为全面而深入地分析超图结构和特性提

供了工具和方法. 

3.2    度相关指标
 

3.2.1    度

vi

度 (degree)意在揭示节点和其他节点之间的

关联程度, 超图中的度可以定义为超节点的邻居节

点数量, 一个超节点的邻居节点被定义为与该超节

点在同一个超边的超节点. 超节点的度可以通过超

图的邻接矩阵计算得出, 即超节点   的度可以表

示为 

D(vi) =

N∑
j=1

sgn(Aij), (1)

Aij = l l ∈ [0,M ] sgn

其中 N 为超图中的超节点数量; A为超图的邻接

矩阵, 如果超节点 i 和超节点 j 同时在 l 个超边内,

 ,    ;    为符号函数; M 为超图中

的超边数量. 

3.2.2    超度

vi

在超图中, 超度 (hyperdegree)可以被定义为

该超节点所包含的超边数量, 可以通过超图的关联

矩阵计算得出, 即超节点  的超度可以表示为 

HD(vi) =

M∑
j=1

Hij , (2)

vi

ej Hij = 1 Hij = 0

其中 H为超图的关联矩阵, 如果超节点  在超边

 中  , 反之  . 

3.2.3    超边度

ej

在超图中可以根据超边中节点的数量定义超

边度 (hyperedge degree), 也称为该超边的基, 超

边  的超边度可以表示为 

ED(ej) = |ej | . (3)
 

3.2.4    余平均度

余平均度 (excess average degree)用于反映节

点的邻居节点的情况. 在成对交互作用网络中, 余

平均度是计算节点的邻居节点的度平均值. 类似

地, 在超图中, 余平均度被定义为节点的邻居节点

的平均超度: 

⟨dknn⟩i =
1

|τ(i)|
∑

j∈τ(i)

HD(vj), (4)

 

表 1    基于超图的统计指标总结
Table 1.    Summary  of  statistical  indicators  of  the

hypergraph.

指标类型 指标名称

度相关指标 度、超度、超边度、余平均度

聚集系数 节点的聚集系数、网络的聚集系数

距离相关指标 路径长度、超节点之间的距离

密度相关指标 超边密度、超图密度

曲率相关指标 Forman-Ricci曲率、Ollivier-Ricci曲率

中心性指标
度中心性、核心度中心性、接近中心性、

介数中心性、特征向量中心性

熵相关指标 超图熵、超图的香农熵、加权超图的超图熵
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τ(i) vi HD(vj)

vj

其中,    为节点   的邻居节点集合,    为

邻居节点  的超度.
 

3.3    聚集系数

聚集系数 (clustering coefficient)是反映网络

中节点的聚集程度的指标 [50], 分为节点的聚集系

数和网络的聚集系数; 前者是一个局部指标, 后者是

针对网络整体的全局指标. 在成对交互作用网络

中, 局部聚集系数指节点的邻居节点之间实际存在

连边的数量占可以存在的所有连边数量的比例. 如

果一个节点的两个邻居节点之间存在连边, 则代表

这 3个节点之间存在一个三角形, 所以局部聚集系数

反映的也是该节点与邻居节点之间存在三角形的

情况. 而全局聚集系数则通过将所有节点的聚集系数

求平均值或者通过社会学中的传递系数 [71] 来计算.

Cd(vi) vi

Cd
g

利用这种思想可以在超图中计算聚集系数, 最

简单的情况就是在 d-均匀超图中计算聚集系数. 此

时   是超节点   的聚集系数, 网络中的对应

全局聚集系数是  ,
 

Cd(vi) =

|{ei1i2···id : vi1 , vi2 , · · · , vid∈τ(i), ei1i2···id∈E}|(
|τ(i)|
d

) ,

(5)
 

Cd
g =

1

n

N∑
i=1

Cd(vi). (6)

超图中计算聚集系数的难点之一就是两个超

节点之间可能存在多条超边, 因此 3个节点可能出

现由多条不同超边组成的多个三角形结构. 两个节

点之间已有的超边数量可以由其对应邻接矩阵得

到, 但是由于在非均匀超图中的超边的阶数规模无

法估计, 进而节点之间可能存在的超边数量无法估

计, 导致无法准确地计算出聚类系数. 一种解决方

法就是把超节点之间的关系投影到成对关系网络

中, 只判断两个超节点是否存在超边关系, 不考虑

存在超边的阶数和数量, 即利用超图的邻接矩阵

A即可计算:
 

Cvi =

n∑
j,k=1

sgn(Aij)sgn(Aik)sgn(Ajk)

D(vi)(D(vi)− 1)
, (7)

 

Cg =
1

n

n∑
i=1

Cvi . (8)

C2(H)

由于将局部聚集系数求平均所获得的全局聚

集系数可能并不准确, 因此另一种方法是根据社会

学中的传递系数来计算. 该方法将全局聚集系数定

义为网络中所有三角形的数量和 2阶路径数量的

比例. Estrada和 Rodríguez-Velázquez[72] 将此方法

推广到超图中, 定义了一种聚集系数  : 

C2(H) =
6×超三角形的数量

2阶路径的数量

=
CW3(H)− 6t

W2(H)− CW2(H)− 6t

=

∑
i
µ3(i)− 6t

W2(H)−
∑

i
µ2(i)− 6t

=

N∑
s=1

λ3s − 6t

N∑
s=1

[( N∑
j=1

uis

)2

− 1

]
λ2s − 6t

, (9)

CWa(H)其中,    表示的是网络中所有长度为 a 的

闭合路径的数量; t 表示不满足超三角形条件的

长度为 3的闭合路径数量, 

t =

M∑
j=1

(−1)j+1
∑

i1,i2···ij

(
| ∩j

r=1 Eir |
3

)
;

W2(H) µc(i) =

(Ac)ii =
∑N

s=1
(uis)

2λcs uis Ac

λcs Ac

  表示所有长度为 2的游走的数量;   

 ;    为   的第 i 个特征向

量中的第 s 个值,    为   的第 s 个特征值, c 为

常数. 

3.4    超节点之间的距离

P = {v1, v2, · · · , vp}
vi vi+1

v1 vp

在无向无权超图中, 路径 (path)被定义为一

个超节点序列  , 其中每两个相

邻的超节点   和   之间都存在一条超边, P 也

被称为从超节点  到  之间的一条路径, 路径所

涉及的超边的数量被称为该路径的长度 (length),

也可称为两个超节点之间的距离. 但是这种计算方

法只考虑了超边的数量, 没有进一步考虑超边中超

节点数量和超边之间重叠的超节点数量对度量超

节点之间距离的影响.

在一些基于随机游走 (random walk)的算法

中, 研究人员单独考虑了将超边的基作为超边的权
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L(H)

e1 e2

vi vk

重进行随机游走 [73,74]; 还有一些研究是基于超边之

间相交超节点的数量进行随机游走 [75,76]. 最近 ,

Vasilyeva等 [77] 提出了一个同时考虑超边的基和

超边相交超节点的数量这两个因素的超节点距离指

标, 他们将超图中的距离在超图映射的加权线图

(weighted line graph)中进行计算, 加权线图是将

超图中的超边当作节点, 加权线图中的连边表示两

个超边之间存在重复超节点, 权重则为自行定义,

在下文会详细介绍. 图 3(b)就是图 3(a)对应的一个

加权线图  , 图 3(a)之中的 3条连边在图 3(b)

中被当作节点,   和  之间在图 3(a)中有重复的

节点, 所以图 3(b)中它们之间存在连边. 接下来可以

根据加权线图来定义超图中节点  和  的距离为 

dw(vi, vk) = 1 + min
e∈Ei,ẽ∈Ek

dL(e, ẽ), (10)

Ei Ek vi vk

dL(e, ẽ) ẽ

在这里  和  分别为节点  和  所涉及的超边

的集合,    是超边 e 和   在加权线图中的距

离, 其计算方式和含权成对交互网络中计算两点之

间的距离的方式相同.

vi vj vi

vj

vi vj

Vasilyeva等 [77] 考虑了两个超节点之间距离的

4种情况: 1)对于由成对交互作用网络生成的团作

为超边的超网络来说, 节点在成对交互作用网络中

的距离应该和在超图中的距离相等; 2)当两个超

节点之间经过超边的数量相同时, 超边的交点 (重

叠的超节点)数量越多距离应该越近, 如图 4(a) 中

超节点   和   的距离要小于图 4(b)中节点   和

 的距离; 3)当两个节点之间经过超边的数量相

同时, 所涉及的超边中的节点越多, 距离应该越大,

如图 4(d)中节点   和   的距离要大于图 4(c) 中

vi vj

vi vj

vi vj

ei ej

wij

节点   和   的距离; 4)两个节点之间涉及到的节

点数量相同时, 超边数量越多, 距离应该越大, 如

图 4(f)中节点  和  的距离要大于图 4(e)中节点

 和   的距离. 根据这 4种情况定义了加权线图

中的权重, 也就是超图中两条超边   和   之间的

权重  : 

wij = wji = w(|ei ∪ ej |, |ei ∩ ej |)

=
1

3

(
|ei ∪ ej |+

|ei ∪ ej |
|ei ∩ ej |

)
− 1. (11)

 
 

(a) (b)

 

(c) (d)

 

(e) (f)

 

图 4　不同情形下两个超节点之间的路径示意图 [73]

Fig. 4. Diagram of the path between two hypernodes in dif-

ferent cases[73].
 

和成对交互作用网络一样, 超节点之间也可能

存在多条路径, 两个节点之间距离最短的路径被称

作最短路径 (shortest path), 其长度为最短路径长

度 [78]. 两个节点之间的最短路径长度是固定的, 但

是其最短路径可能不唯一. 

3.5    密　度

密度 (density)是理解网络的连接紧密程度以

及节点之间相互关系的重要指标. 高密度网络中的

节点更紧密地连接在一起, 而低密度网络中的连接

相对稀疏. 在超图中, 同样可以用密度来衡量网络

的紧密程度, 目前在超图中有如下关于密度的指标. 

3.5.1    超边密度

vi

超边密度 (hyperedge density)是为了计算网

络中某一节点所连接的超边在网络中的重叠程度.

在一个非均匀超图中, 当一个节点   所在的超边

个数为 k 时, 它的超边密度定义为 

Dh(i) =
zi
zmax

, (12)

zi其中,   为配位数 (coordination number), 为节点

 

(a)

 

21 3

(b) 22

11 33

1 32

12 23

()



图 3    一个 3条超边的超图和其对应的加权线图 [73]　(a) 一

个 3条超边的超图; (b) 图 3(a)对应的加权线图

Fig. 3. A hypergraph with 3 hyperedges and its correspond-

ing  weighted  line  graph[73]:  (a)  A  hypergraph  with  3 hy-

peredges;  (b)  a  weighted  line  graph  corresponding  to

Fig. 3(a).
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vi

zmax =∑
j∈Ei

|ej |−k Ei vi

 直接连接的节点个数, 即节点 i 的度; 当节点所

在的超边完全不重叠时 , z 取最大值 , 有  

 ,   为节点  所在超边的集合.

zmin Ddh(i)

接下来, 可以进一步考虑一个节点所在的超边

重叠最严重情况的配位数, 也就是配位数的下界

 , 超边密度可以表示为  : 

Ddh(i) =
zmax − zi
zmax − zmin

. (13)

zmax = (d− 1)k zmin

zmin = ⌈(1+
√
8k + 1)/2⌉

q(q − 1)<k ⩽ q2 zmin=2q q2<k ⩽ q(q + 1)

zmin = 2q + 1

[0, 1]

由于非均匀超图的超边的基差异比较大, 所以

这里讨论的是均匀超图中的配位数的上下界. 在 d-

均匀超图中   , 但是推导   的难度

是随着 d 增加的, 所以目前仅考虑最常见的也是

最简单的 3-均匀超图的配位数下界,   

 , 更高维的均匀超图建议直接使用

(10)式进行计算. Zlatić等 [79] 还讨论了一种特殊

的 3-均匀超图的超边密度, 该超图中的超节点共分

为 3种类型, 每条超边都包含 3种不同类型的节

点, 此时可以推导出节点的配位数的下界, 对于

 ,   ; 对于  ,

 ; q 取正整数. 无论是在均匀超图还是

非均匀超图, 超图密度的取值范围都是  . 

3.5.2    超图密度

超图密度 (hypergraph density) 是指已存在

的超边数量与可能存在的所有超边数量之比. 对

于 d-均匀超图来说, 超边中的节点数量均是 d 个,

超图的密度定义为 

d(dH)=
M(
d
N

)=
M · d!

N(N − 1) · · · (N − d+1)
. (14)

2N M/2N

对于非均匀超图来说, 由于超边的基不均匀,

可能存在的超边数量为   , 密度为   ; 由于

分母随着节点数量呈指数级增长, 远多于实际存在

的连边, 因此其超图密度通常很小. 

3.6    曲　率

曲率 (curvature)最初通过对描述光滑物体形

状 (如曲线或曲面)的函数进行二阶导数运算来计

算. 在黎曼几何中, 曲率作为编码光滑流形的黎曼

度量的几何不变量的张量, 是黎曼几何中的重点研

究内容 [80]. 曲率在图论中也有着特殊意义, 比如在

平面几何中, 曲率可以通过计算曲线在该点的切线

角度的变化率来得到; 如果曲率越大, 那么该点的

切线角度变化越快, 曲线在该点也就越弯曲. 研究

者将这些以往的曲率定义迁移到复杂网络中, 提出

关于成对交互作用网络和超图的曲率定义. 

3.6.1    Forman-Ricci曲率

E

Forman-Ricci曲率是针对边的统计指标, 在

图中有如下应用. 首先, Forman-Ricci曲率可用于

捕捉网络的几何特征和拓扑结构. 它提供了一种衡

量网络形状和连通性的方法, 通过计算网络中所有

边的 Forman-Ricci曲率并分析它们的分布, 可以

了解网络的整体拓扑结构. 其次, Forman-Ricci曲

率还可用于研究网络中的连边重要性和社团发现.

通过与其他边缘度量指标如边缘介数中心性、分布

度和嵌入度的相关性比较, 可以揭示网络中的关键

连边和重要社团结构. 通过 Forman-Ricci曲率的

分析, 可以更好地了解复杂网络的结构、动态和演

化, 从而在网络科学和实际应用中提供洞察和解决

方案. 对于具有显著高或低 Forman-Ricci曲率值

的边, 它们可能在网络的连通性和信息流中扮演重

要角色. 通过识别这些边, 可以了解哪些部分对维

持网络整体结构和功能至关重要. 而对于网络的整

体结构来说, 边的 Forman-Ricci曲率总和或平均

值可以作为衡量网络连通性的一个全局指标. 在一

些情况下, 整个网络的 Forman-Ricci曲率可以体

现网络整体结构的情况, 如网络是否高度集群或者

是否存在明显的社区结构. 在无向有权网络中, 一

条连边  的 Forman-Ricci曲率定义如下 [81]: 

F (E) = wE

(
wi

wE
+
wj

wE
−

∑
Eh∈Ei∼E

wi√
wEwEh

−
∑

El∈Ej∼E

wj√
wEwEl

)
, (15)

wE E wi wj E
vi vj Ei

Ei ∼ E Ei E

其中  表示边  的权重,   和  表示边  所连接

的两个节点   和   的权重,    表示节点 i 所在超

边的集合,   则表示边集  中去除掉连边  .

如果在无向无权图中, 那么 (15)式可以简化为 

F (E) = 2− (Di− 1)− (Dj − 1) = 4−Di−Dj , (16)

Di Dj vi vj其中  和  表示节点  和节点  的度.

而基于上述成对交互作用网络中曲率的定义,

Leal等 [82] 和 Eidi 等 [83] 分别对超图中的 Forman-

Ricci曲率进行了拓展. 他们根据上述定义, 认定一

条超边 e 的 Forman-Ricci曲率也和成对交互作用

网络的计算思想一致, 并且由于一条超边 e 可以包

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 12 (2024)    128901

128901-7

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


含多个顶点, 那么在无向有权超图中的公式可以拓

展为 

F (e) = we

[∑
h∈e

(
wh

we
−
∑
el∼h

wh√
wewel

)]
. (17)

同样地, 如果所有顶点和超边都没有权重, 即

在无向无权超图中, 那么 (17)式可以简化为 

F (e) =
∑
h∈e

[1− (HD(vk)− 1)]

= 2|e| −
∑
h∈e

HD(vh). (18)

 

3.6.2    Ollivier-Ricci曲率

vu vv

vu vv

vu vv

vu vv

Ollivier-Ricci曲率 [84] 是根据几何曲率的概念

来定义的. 它的计算涉及到节点间的Wasserstein

距离和概率分布 . 在成对交互网络中 ,  Ollivier-

Ricci曲率的计算方法如下: 首先, 对于一条边 e 两端

的节点   和   定义一个概率分布. 例如, 这个分

布可以是均匀分布, 即节点  和  将概率均匀分

配给它自己和它的邻居 . 接着使用 Wasserstein

距离计算节点  和  的概率分布间的距离. 这通

常涉及到解决一个最优传输问题. Ollivier-Ricci曲

率可通过比较节点   和   的Wasserstein距离和

其在图中的实际距离来计算. 具体来说, 其计算公

式为 

κ(e) = 1− W (µu, µv)

d(vu, vv)
, (19)

W (µu, µv) vu vv µu

µv d(vu, vv) vu

vv

其中,    是节点   和   的概率分布   和

 间的 Wasserstein距离 ,    是节点   和

 间在图中的最短路径长度.

Wasserstein距离, 也称为“Earth Mover’s Dis-

tance”(EMD), 是用来度量两个概率分布间差异的

一种方法. 在数学上, Wasserstein距离可以用多种

方式定义, 其中一种常见的方法是基于线性规划来

计算, 其计算公式为 

W (µu, µv)

= min
E∈Π(µu,µv)

∑
i∈N(u)

∑
j∈N(v)

d(vi, vj)E(vi, vj), (20)

N(u) N(v) vu vv

d(vi, vj) vi vj

E(vi, vj) vi vj

Π(µu, µv)∑
j
E(vi, vj)=µu(i)

∑
i
E(vi, vj)=

其中 ,    和   分别为节点   和   的邻居 ,

 是网络中从节点   到节点   的最短路径

长度,   表示从节点  到节点  的转移的概

率值,   是所有可能的传输计划的集合, 这

些计划满足   和  

µv(j)  . Wasserstein距离度量了使两个概率分布相

似所需的最小“工作量”或成本. Ollivier-Ricci曲率

指标越大, 说明这条边连接的两个节点在网络中的

拓扑位置越紧密或越重要.

Hd = {V,Ed}
ed

A= {x1, · · · , xn}
ed→ B= {y1, · · · , ym}, (n,m) ⩽ |V |

ed A = {x1, · · · , xn} B = {y1, · · · ,
ym}

在有向超图  中, Ollivier-Ricci曲

率的定义如下 [85]: 任意一条有向超边   可表示为

 ,

即在超边   中 ,    和  

 是两个节点集合, 超边的方向是从节点集 A 指

向节点集 B, 节点集 A 中的每一个节点都指向节点

集 B 中的节点. 那么该超边的Ollivier-Ricci曲率为 

κ(ed) := 1−W (µAin , µBout ) , (21)

µAin其中,   为入节点的概率分布, 即: 

µAin =

n∑
i=1

µinvi , ∀ 1 ⩽ i ⩽ n, ∀ z ∈ V, (22)
 

µinvi(z) =



0, z = vi & dinvi ̸= 0,

1/n, z = vi & dinvi = 0,∑
z∈B

1

ndinvi
|B|

, z ̸= vi & z ∈ B,

0, otherwise.

(23)

dinvi
vi其中,   表示节点  的入度.

µBout同样地,   为出节点的概率分布, 其计算方

法为 

µBout =

m∑
j=1

µoutvj , ∀ 1 ⩽ j ⩽ m, z ∈ V (H),

µoutvj (z)=



0, z=vj & doutvj ̸= 0,

1/m, z=vj & doutvj = 0,∑
z∈A

1

mdoutvj |A|
, z ̸=vj & z ∈ A,

0, otherwise,
(24)

doutvj
vj其中,   表示节点  的出度.

W (µAin , µBout )

进 而 可 以 计 算 二 者 的 Wasserstein距 离

 : 

W (µAin , µBout )

= min
E∈Π(µAin ,µBout)

∑
u→A

∑
B→v

d(u, v)E(u, v), (25)

u→ A

B → v

d(vu, vv) vu vv

E(vu, vv) vu

其中  指的是指向节点集合 A 中任意一个节

点的节点, 而   指的是被节点集合 B 中任意

一个节点指向的节点.    是从   到   的最

短超路径的长度,    表示从顶点   转移到
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vv Π (µAin , µBout )顶点   的概率,    是所有可能的传输

计划的集合, 其需同时满足:
  

∑
u→A

E(u, v) =
m∑
j=1

µoutyj
(v),

∑
B→v

E(u, v) =
n∑

i=1

µinxi
(u).

(26)

如此一来便可计算超边的 Ollivier-Ricci曲率.

与 Forman-Ricci曲率相比, Ollivier-Ricci曲率考

虑的是基于Wasserstein距离 (最优传输成本)的度

量, 它在概念上更接近于黎曼几何中的经典 Ricci

曲率. 这种度量能够更全面地反映网络的全局结构

特征. 它不仅仅考虑了局部邻域, 而且在计算节点

间的Wasserstein距离时, 可以捕捉到网络更广泛

区域的特性. 但是, Ollivier-Ricci曲率的计算复杂

度更高, 所以更不适合拓展到大型图上.
 

3.7    中心性指标

H = {V,E}

中心性 (centrality)指标意在找到网络中重要

或核心的节点, 此处将介绍多个超图的中心性指

标, 其中描述的网络统一定义为一个拥有 M 条超

边, N 个节点的超图  .
 

3.7.1    度中心性

节点的度中心性 (degree centrality)是最简单

直观的中心性指标, 它衡量节点在超图中的连接程

度, 度中心性高的节点在超图中与其他节点的连接

较多, 可能在信息传播、交互和合作等方面发挥重

要作用. 在无权超图中, 节点的度中心性和成对交

互作用网络中的度中心性类似, 可被定义为节点所

拥有的邻居节点的数量, 可以通过超图的邻接矩阵

进行计算 (详见 (1)式), 也可以用其他的度相关指

标进行定义 (详见 3.1节).

Ch
d (i)

在超图中, 两个相邻节点之间可以存在多条超

边, 因此, 可以根据节点之间存在的超边数量定义

节点中心性, 此时节点 i 的中心性  就定义为 [86]
 

Ch
d (i) =

N∑
k=1

Aij . (27)

进一步可以根据两个超节点之间更详细的关

系定义超节点之间的权重, 进而定义加权的中心性

指标, 在这种条件下, 加权度中心性定义为 [86]
 

Ch
d (i) =

N∑
j=1,j ̸=i

M∑
k=1,{vi,vj}⊂ek

ωk, (28)

ωk其中,   是每条超边的权重. 超边的权重可以通过

多种方式进行度量, 可以根据结构来定义, 例如,

超边的多重性 (超边在超图中的重复出现次数)与

超边的基 (超边度); 也可根据实际意义或需求来定

义超边的权重.

Ch
sd(i)

Ch
wd(i)

除了依靠节点之间的连接状况, 还可以通过节

点之间的连接属性来区分, 社会学将连接分为强连

接和弱连接 [87], 其中, 强连接指的是紧密的、亲密

的人际关系, 如家人、亲密的朋友, 这种连接关系

中的成员通常互动频繁, 有共享的价值观和兴趣,

情感上比较亲近. 而弱连接指的是不太紧密或不

太亲密的人际关系; 这种连接关系中的成员可能不

经常互动, 共享的兴趣和价值观也可能较少, 但是

在社会网络中起着重要的连接作用. 基于上述定

义, Kapoor等 [86] 将强连接度中心性   和弱连

接度中心性  表示如下:
 

Ch
sd(i) =

N∑
j=1,j ̸=i

L∑
k=1,{vi,vj}⊂ek

Iwk>MEAN+SD, (29)

 

Ch
wd(i) =

N∑
j=1,j ̸=i

L∑
k=1,{vi,vj}⊂ek

Iwk<MEAN−SD, (30)

其中 ,  MEAN和 SD表示所有权重的均值和标

准差. 

3.7.2    核心度中心性

核心度中心性 (coreness centrality)是基于超

图的核心分解而定义的指标. 超图的核心分解将超

图分解为多个核心, 其中每个核心是一组相互连接

的节点和超边. 核心度中心性高的节点位于超图的

核心结构中, 起到关键的组织和连接作用. 在成对

交互作用网络中, 核心度中心性表示图在 k-核分解 [88]

中分解到的最大层数, 扩展到超图上即在超图的 k-

核分解中分解到的最大层数, 此指标决定了节点与

超图核的邻近程度.

(k, c)

(k, c)

Mancastroppa等 [61] 提出了超核数的概念, 它

是通过计算 k-核分解的扩展算法——超核分解得

到的. 由于超边所含节点数不一样, 所以该分解会

存在两个参数——超边的数量 k 和超边度 c, 简单

来说,   -超核中的所有节点都至少属于 k 个超

边度大于等于 c 的超边. 很容易得出,    -超核
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(k + 1, c) (k, c+ 1)

Cc(i) = k

vi (k, c) (k + 1, c)

vi (k, c)

S(k, c) Cc(i) = k

kccax S(k, c)

C2 = 2 (2, 2) S(2, 2)

k2cax S(k, 2)

S(3, 2)

包含   -超核和   -超核. 接着, 他们

将节点 i 的 c-壳的索引定义为  , 使得节点

 属于  -超核, 但是不属于  -超核, 即

节点  连接了 k 个超边度为 c 的超边. 那么  -

壳  就可以被定义为所有  的节点集

合, 即所有连接了 k 个超边度为 c 的超边的节点集

合. 继而可以刻画  为使  不为空的 k 的最

大值. 举例来说, 如图 5中有 5个节点和 5条超边,

粉色的节点属于 2条超边度为 2的超边中, 所以它

的  .   -壳  即为绿色和粉色的节点

集合, 因为它们都只连接了 2条超边度为 2的超

边.    就是使得   不为空的 k 的最大值, 在

图 5中等于 2, 因为   为空集, 没有节点连接

3条超边度为 2的超边. 因此, 超图的 g-核心度中

心性的定义为 

R(i) =

M∑
c=2

g(c)Cc(i)/k
c
cax, (31)

g(c)

g(c) = 1

其中 M 是超图中的最大超边度,    是任意权函

数, 它可以对不同的高阶相互作用进行加权. 最简

单的就是超边没有权重或权重相等, 即  . 

3.7.3    接近中心性

Aksoy等 [77] 提出了 s - 调和接近中心性 (s -clo-

seness centrality). 首先定义在超图上的游走形式

为 s - 游走, 并将其定义为一个节点序列, 这个节点

序列中的邻接节点同在 s 个超边 (而在普通网络

中, 两点之间最多只能有 1条连边, 所以在普通网

络只有 1-游走). 进而, 两条超边 f 和 g 之间的 s - 距

离就可以定义为超边之间最短的 s - 游走长度, 即: 

ds(f, g)

=


最短的

s-游走长度,
两条超边f和g

之间存s-游走,

∞,
两条超边f和g

之间不存s-游走.

(32)

接下来定义某一条超边 f 的 s - 调和接近中心

性为 

Cf =
|Es| − 1∑

g∈Es

ds(f, g)
, (33)

Es = {e ∈ E : |e| ⩾ s}其中   , 即超边中节点个数大

于等于 s 的超边. 

3.7.4    介数中心性

v1, e1, v2, e2, · · · ,
vq, eq, vq+1

介数中心性 (betweenness centrality)衡量了

节点在网络信息传播和通信中的重要性. 节点的介

数中心性越高, 意味着该节点在网络中扮演着更重

要的桥梁角色, 连接了许多关键路径, 从而使得信

息在网络中更易传播和流动. 成对交互作用网络上

的介数中心性通过计算节点在最短路径上出现的

次数来衡量节点在网络中的重要性. Xiao[89] 将该

成对交互作用网络上的介数中心性概念推广到

超图上. 他首先定义了超路径 (hyperpath)的概念

为节点和超边的交错路径, 例如  

 是一条长度为 q 的超路径, 接着很自然

地推广出超图上的介数中心性指节点在最短超路

径上出现的次数: 

B (vi) =

n∑
j

n∑
k

gk(i)

gk

N(N − 1)/2
, j ̸= k ̸= i, j < k, (34)

gk vj vk

gk(i) vi

其中,   代表从  到  的全部最短超路径的数量,

而  表示经过节点  的所有最短超路径的数量.

Lee等 [90] 也扩展了成对交互作用网络的介数

中心性到超图中. 依据他们的观点, 一个代表着团

队之间联系的 3阶团, 可以被解释为由顶点对组成

的 3个成对交互关系组. 基于此, 他们提出衡量超

边的介数中心性 (h-BC). 为了计算这个指标, 首先

需要把超图转换成二部图, 其中上层节点是超边所

代表的顶点, 下层节点是原始网络中的节点. 接着,

构造一个最短路径树, 其中节点与超边所表示的节

点依次相连. 那么此时超图中节点的介数中心性和

 

(1,2)-核
(2,2)-核
(1,3)-核



 



图 5    一个具有 5条超边的超图的 k-核分解示意图 [61]

Fig. 5. Diagram of  a k-core  decomposition  of  a  hypergraph

with 5 hyperedges[61].
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超边的介数中心性都可以依据传统的成对交互网

络的介数中心性进行计算. 

3.7.5    特征向量中心性

在成对交互作用网络中, 特征向量中心性基于

这样的理念: 一个节点的重要性不仅取决于它的邻

居节点的数量, 还取决于这些节点的重要性. 这个

概念在 1972年由 Phillip Bonacich提出 [91], 并在

社会网络分析中得到广泛应用. 特征向量中心性考

虑了一个节点的邻居的重要性. 它基于这样的假

设: 与重要节点相连接的节点也是重要的. 特征向

量中心性是网络邻接矩阵的最大特征值 λ对应的

特征向量. 

Ei =
1

λ

∑
t∈τ(i)

Et, (35)

τ(i) vi其中  为节点  的邻居节点集合.

d-H =

{V,E} vi

而推广到超图中, 目前只有关于均匀超图的

特征向量中心性的定义 [92]. 在 d - 均匀超图  

 中, 节点  的特征向量中心性计算如下: 

Ei =
1

λ

∑
{i,j1,··· ,jD−1}∈E

F (Ej1 , · · · , Ejk−1
), (36)

vi vj1 , · · · , vjk−1

F (x1, · · · , xk−1) = x1 + · · ·+ xk−1

其中节点  和节点    同属于一条超边,

F 是任意函数 , 一种简单的方法是直接求和 , 即

 . 当然也可以选

择别的函数, 在这种情况下, 中心性的存在性和唯

一性可以通过非线性 Perron–Frobenius理论来证

明 [93]. 

3.8    熵

p = {p1,
p2, · · · , pn} 0 ⩽ pi ⩽ 1∑n

i=1
pi = 1

在复杂网络中, 可以使用熵 (entropy)度量网

络结构的复杂性或信息量, 本节介绍几种适用于超

图的熵. 熵由 Clausius[94] 提出, 后来 Claude Sha-

nnon第一次将熵的概念引入到信息论中, 从而定

义了香农熵 (Shannon entropy)[95]. 假设  

 是一组概率分布, 并且满足  

和  , 那么香农熵就被定义为
 

I(p) = −
n∑

i=1

(pilogpi). (37)

在超图中, 学者们基于香农熵提出了很多相关

的超图熵定义. Bloch和 Bretto[96] 则是利用关联矩

阵 I来计算超图的熵, 他们定义了一个新的矩阵

L = IIt = ((|ei ∩ ej |))i,j∈{1···M}

r(H)

N/M

tr(L(H)) =
∑

x∈V
d(x)

 . 在这里 Bloch和

Bretto只给出了一种特殊超图的熵的计算方法——

均匀且每条超边没有交集的超图. 由于每条超边没

有交集且超边度一致, 故超图的秩  (最大的超

边度)恒为一个常数  , 进而 L矩阵的迹为所

有节点的超度之和  . 所以超

图的香农熵可以定义为 

I(H) = −
n∑

i=1

pi log pi

= −
∑
e∈E

|e|
tr(L(H))

log
(

|e|
tr(L(H))

)

= −mr(H)

N
log
(
r(H)

N

)
= − log

(
r(H)

N

)
= log(N)− log(r(H)) = log(M). (38)

H
{HD1,HD2, · · · ,HDn}

但是上述方法只能够计算特殊类型的超图, 而

Hu等 [97] 利用顶点超度数的概率分布来拟合香农

熵公式, 从而计算超图熵. 假设超图  中的节点超

度序列为   , 那么超图熵则

被定义为 

I(H) = −
n∑

i=1

 HDi
n∑

j=1

HDj

log
HDi

n∑
j=1

HDj



= log

(
n∑

i=1

HDi

)
−

n∑
i=1

 HDi
n∑

j=1

HDj

logHDi

 .

(39)

qi

Wang等 [98] 则构建了加权超图的超图熵, 它

是通过计算节点的权重差来得到的. 对于加权超图

来说, 定义  为每一个节点的权重离平均权重的距

离, 则节点的权重差分布为 

pi =


qi∑M

j=1
qj

, qi > 0,

ξ, otherwise,

(40)

其中, ξ表示比较小的正值, 以避免除到零. 得到权

重的差分布之后, 就可以计算超图熵: 

I(H) = −
M∑
i=1

pilogpi. (41)
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4   基于单纯形网络的统计指标
 

4.1    指标概览

本节对单纯形网络的重要统计指标进行了综

述, 指标概览如表 2所列, 主要从度相关指标、路

径和距离相关指标、中心性指标、聚集系数和拓扑

不变量等多个维度展开. 首先, 度相关指标详细地

综述了关于单纯复形不同的邻接状态的捕捉方式,

并定义了对应度值的计算方法; 关于单纯形网络的

路径, 本节介绍了两种游走的方式, 根据定义的路

径可以进而计算出距离、离心率和直径等相关指标;

对于中心性指标, 本节也介绍了基于度定义的中心

性指标以及结合路径的一些常见的中心指标的扩

展; 关于聚集系数, 本节介绍了基于单纯形网络中

节点的聚集系数和两种关于单纯形的聚类系数; 最

后, 介绍了关于拓扑空间内描述单纯复形特征的拓

扑不变量在单纯形网络中的相关指标. 

4.2    度相关指标

s
(k)
i s

(k)
j

(k − 1)

s
(k)
i ∼ Ls

(k)
j (k + 1)

s
(k)
i ∼ Us

(k)
j

传统成对交互作用网络中, 度衡量的是节点之

间的连接状态, 但单纯形网络中存在不同阶数的单

纯形, 因此度的定义会相对复杂 [99–102], 本节将介绍

单纯形网络中度的定义. 对于一个 0阶单纯形 (节

点), 它与另一个 0阶单纯形是否邻接取决于二者

之间是否存在 1阶单纯形 (连边). 但是, 对于 1阶

单纯形来说, 它与另一个 1阶单纯形是否邻接取决

于二者是否有共同的 0阶单纯形 (节点), 或者是

否在同一个 2阶单纯形 (三角形)之中. 因此, 对于

两个 k 阶单纯形  和  , 如果它们有一个公共

的   阶单纯形 , 则称它们为下邻接 , 记作

 ; 如果它们是一个   阶单纯形的

两个面, 则称它们为上邻接, 记作  .

s(k) degL(s(k))

(k − 1)

k + 1 degU(s(k))

(k + 1)

deg(s(k))

定义一个 k 阶单纯形  的下邻接度 

为该单纯形连接的   阶单纯形的数量, 即为

 ; 上邻接度   为该单纯形作为一个

k 阶面的  阶单纯形的数量; 基于这两个度的

定义, 可以定义一个单纯形的度  ,
 

deg(s(k)) = degL(s
(k)) + degU(s

(k))

= degU(s
(k)) + k + 1. (42)

Up Lp

σ(k) ∼ Up
σ(k′) τ (p)

σ(k) ⊆ τ (p) σ(k′) ⊆ τ (p)

σ(k) ∼ Lp
σ(k′)

τ (p) τ (p) ⊆ σ(k) τ (p) ⊆ σ(k′)

Up∗ Lp∗

σ(k) ∼ Lp∗σ
(k′) σ(k) ∼ Lp

σ(k′)

σ(k) ̸∼ Lp+1
σ(k′) σ(k) ∼ Up∗σ

(k′)

σ(k) ∼ Up
σ(k′) σ(k) ̸∼ Up+1

σ(k′)

σ(k)

degpU degpL
degp

∗

U degp
∗

L

上述关于度的定义只是单纯形网络中最基本

的度定义, 由于单纯形网络中的阶数比较复杂, 因

此可以进一步定义一些关于不同阶数的度. 在上邻

接和下邻接的基础上, 可以更加细致地定义网络中

的任意一阶邻接关系, p 邻接. 主要分为上 p 邻接

和下 p 邻接, 分别用   和   表示. 如果两个单纯

形  , 则一定存在一个 p 阶单纯形  ,

并且同时满足  和  . 如果两个

单纯形  , 则一定存在一个 p 阶单纯形

 , 并且同时满足   和   . 进

而还可以定义两个单纯复形的严格上 p 邻接和严

格下 p 邻接, 分别用  和  来表示. 如果两个单

纯形   , 需要同时满足  

和  . 如果两个单纯形  ,

需要同时满足  和  . 基

于以上的邻接关系, 可以定义一个单纯形   的

上 p 邻接度 (  )、下 p 邻接 (  )、严格上 p

邻接度 (  )和严格下 p 邻接度 (  ):
 

degpL(σ
(k)) = #{σ(k′) : σ(k′) ∼ Lp

σ(k)}, (43)
 

degpU(σ
(k)) = #{σ(k′) : σ(k′) ∼ Up

σ(k)}, (44)
 

degp
∗

L (σ(k)) = #{σ(k′) : σ(k′) ∼ Lp∗σ
(k)}, (45)

 

degp
∗

U (σ(k)) = #{σ(k′) : σ(k′) ∼ Up∗σ
(k)}. (46)

上述定义中, 上邻接和下邻接度计算的是所有

 

表 2    基于单纯形网络的统计指标总结
Table 2.    Summary of statistical indicators of the simplicial network.

指标类型 指标名称

度相关指标
(h, p) (h, p)

上邻接度、下邻接度、度、上 p 邻接度、下 p 邻接度、严格上 p 邻接度、严格下 p 邻接度、
上  邻接度、下  邻接度、p 邻接度、最大 p 邻接度、最大单纯形度

路径和距离相关指标 sk游走、p 游走、最短路径长度、离心率、直径

中心性指标 度中心性、特征向量中心性、Katz中心性、接近中心性、介数中心性

聚集系数 聚集系数

拓扑不变量 贝蒂数、欧拉示性数
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σ(k) k′

σ(k′)

σ(k) (h, p)

(h, p) (h, p)

degh,pL degh,pU

degh,p…
∗

L degh,p
∗

U

与 k 阶单纯形   上 p 邻接和下 p 邻接   阶单纯

形   的数量, 也可以在此基础上计算规定阶数

范围的单纯形度, 定义 k 阶单纯形  的  度,

可以分为上   邻接度和下   邻接度, 记作

 ,    , 同时也可以计算其对应的严格约

束形式的度, 记作  ,   :
 

degh,pL (σ(k)) = #{σ(k−h) : σ(k−h) ∼ Lp
σ(k)}. (47)

 

degh,pU (σ(k)) = #{σ(k+h) : σ(q) ∼ Up
σ(k+h)}, (48)

 

degh,p
∗

L (σ(k)) = #{σ(k−h) : σ(k−h) ∼ Lp
σ(k) &

σ(k−h) ̸∼ Lp+1
σ(k)}, (49)

 

degh,p
∗

U (σ(k)) = #{σ(k+h) : σ(k) ∼ Up
σ(k+h) &

σ(k) ̸∼ Up+1
σ(k+h)}. (50)

Ap

σ(k) ∼ Ap
σ(k′) σ(k) ∼ Lp∗σ

(k′)

σ(k) ̸∼ Up′σ
(k′) p′ = k + k′ − p

q = 0

vi ∼ U1
vj vi vj

A∗
p

σ(k) ∼ AP∗σ
(k′)

σ(k)

σ(k′′) σ(k′) ̸⊂ σ(k′′)

σ(k) degpA degp
∗

A

进一步地, 可以定义单纯形网络中更一般化的

邻接关系及度——p 邻接, 记作  . 如果两个单纯

形   , 需要同时满足   和

 , 这里   . 为了和传统

的成对交互作用关系图对应 , 当   时 , 如果

两个节点  , 则  和  邻接. 可以基于 p 邻

接定义最大 p 邻接 , 记作   . 如果两个单纯形

 , 除了满足 p 邻接的条件外, 还要满

足对于任意一个和单纯形   p 邻接的单纯形

 满足   . 基于此, 定义一个 k 阶单

纯形  的 p 邻接度  和最大 p 邻接度  :
 

degpA(σ
(k)) = #{σ(k′) | σ(k) ∼ Ap

σ(k′)}, (51)
 

degp
∗

A (σ(k)) = #{σ(k′) | σ(k) ∼ Ap∗σ
(k′)}. (52)

deg∗(σ(k))

最后, 可以在单纯形网络中定义一个无参数的

度指标, 即最大单纯形度, 记作  :
 

deg∗(σ(k)) = deg∗A(σ
(k)) + deg∗U(σ

(k)), (53)

deg∗A(σ(k))=
∑k−1

p=0
degp

∗

A (σ(k)) deg∗U(σ(k)) =∑dimK−k

h=1
degh,(k+h)∗

U (σ(k)) dimK

其中,   ,  

 ,    为单纯形网络

K 的维度.

σ(1) dimK = 3

k=1 p = 0 h = 1, 2 deg∗(σ(1))=deg0
∗

A (σ(1))

+ deg1,2
∗

U (σ(1))+deg2,3
∗

U (σ(1))=4+1+0. deg0
∗

A (σ(1))

σ(1)

σ(k′)

以图 2(b)单纯形网络中的 1阶单纯形 (1, 5)

为例, 记为   , 该单纯形网络的维度   ,

 ,   ,   . 因此 

   

表示与   严格下 0邻近但不是上邻接的单纯形

 的数量, 有 4个单纯形 (1, 2), (5, 6), (5, 9),

deg1,2
∗

U (σ(1)) σ(1)

σ(2)

deg2,3
∗

U (σ(1)) σ(1)

σ(3)

(5, 10);    代表的是与   严格上 2邻

接的 2阶单纯形 (三角形)  的数量, 有 1个单纯

形 (1, 4, 5);    表示与   严格上 3邻

接的 3阶单纯形 (四面体)  的数量, 这里没有符

合要求的 3阶单纯形. 更详细的关于高阶度的计算

方法可以查询文献 [102].
 

4.3    路径和距离相关指标

计算网络中的最短路径, 首先从定义单纯形网

络中的游走 (walk)开始. 在单纯形网络中的研究

主体不再只是节点, 而变成了单纯形, 本节主要介

绍单纯形直接的游走和其相关统计指标 [100,102].
 

4.3.1    sk 游走

sk

sk σ
(k)
1 σ

(k)
r

{σ(k)
1 , σ

(k−1)
1 , σ

(k)
2 , σ

(k−1)
2 , · · · , σ(k−1)

r−1 ,

σ
(k)
r } σ

(k)
1 σ

(k)
r

(k − 1)

(k − 1)

Estrada和Ross[100] 定义了一种  游走, 用来描

述 k 阶单纯形之间的游走, 其主要特点是两个同阶

单纯形只能通过低一阶的单纯形进行游走. 具体来

讲,    游走在   和   两个 k 阶单纯形之间定

义了一个序列 

 ,    和   两个单纯形不存在上邻接关系.

在这里 k 阶单纯形之间的游走只能依赖于  

阶单纯形, 根据单纯形网络中的定义可知, 这个

 单纯形是近邻的两个 k 阶单纯形的面.
 

4.3.2    p 游走

sk

{σ(k1)
1 , σ

(p1)
1 , σ

(k2)
2 , σ

(p2)
2 ,

· · · , σ(pr)
r , σ

(kr+1)
r+1 } σ

(ki)
i ∼ Ap∗σ

(ki+1)
i+1

{p1, p2, · · · , pr}

ki = k pi = k − 1

sk

sk

sk

文献 [86]定义了一个相对  游走来说更加广

义的游走序列——p 游走,  

 , 这里要求   ,  p

取  中的最小值, r 为游走的长度, 如

果两个单纯形之间有一条 p 游走, 则称这两个单纯

形最大 p 连通. 当   ,    时, p 游走即

为  游走. 也就是说, p 游走是一个更一般化的游

走,   游走是 p 游走的一种特殊形式, 因此, 下文

介绍的基于路径的一系列统计指标均基于 p 游走,

如有需要, 通过设置参数就可转化为  游走.
 

4.3.3    最短路径长度

σ
(k)
a σ

(k)
b

dp(σ
(k), σ(k′))

接下来可以基于游走定义单纯形网络中的最

短路径, 对于两个任意阶数的单纯形   和   ,

两者之间 p 游走的路径长度最小时, 该路径为最短

路径, 其长度为两个单纯形之间的最短路径长度,

记为  .
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4.3.4    离心率

σ(k)

度量单纯形的离心率可以从该单纯形与其他

单纯形的距离来考虑, 通常把该单纯形到其余单纯

形的最短路径长度计算出来, 选取其中最大值来表

示该单纯形的离心率, 下面介绍基于最短路径定义

的离心率. 基于 p 游走, 可以定义一个 k 阶单纯形

 的 p 离心率: 

ϵp(σ
(k)
a ) = max

σ(k′)∈Kp

dp(σ
(k)
a , σ(k′)). (54)

 

4.3.5    直　径

网络的直径 (diameter)是一个描述全局特征

的统计指标, 所有节点的离心率的最大值即为直

径. 直径也可以理解为网络中所有单纯形两两之间

的最短路径长度的最大值: 

Dp = max ϵp(σ(k)
a ). (55)

 

4.4    中心性指标
 

4.4.1    度中心性

通常, 定义度相关的中心性的思想是衡量节点

与其他节点相连的程度. 最简单的方法是在传统成

对交互作用网络中, 计算节点的度 (即与其相连的

边的数量), 然后将其除以除了自身节点以外的所

有节点数量. 可以遵循此中心思想和单纯形网络中

度的定义, 来定义一系列度中心性指标 [102].

Cdegh,h
U

(v)

对于一个节点来说, 在单纯形网络里面是 0阶

单纯形, 是一个阶数最低的单纯形. 因此, 定义其

度中心性只利用上邻接度即可, 记作  ,
 

Cdegh,h
U

(v) =
degh,hU (v)(
f0 − 1

h

) , (56)

f0

h = 1

其中,   表示 0阶单纯形的数量, 即节点数量. 可

以发现, 当   时, 该统计指标是成对交互作用

网络定义的度中心性.

除了节点的度中心性指标, 也可以在单纯形网

络中进一步定义关于一个 k 阶单纯形的度中心性,

由于单纯形网络中有多种度定义, 本文介绍一种最

常用的度中心性 [102], 

Cdeg∗(σ
(k)) =

deg∗(σ(k))∑dimK

i=0
fi − 1

, (57)

deg∗(σ(k)) σ(k)
  表示 k 阶单纯形   的最大单纯形度

fi dimK(详见 (53)式),   表示第 i 阶单纯形的数量,  

表示单纯复形 K 的维数. 

4.4.2    特征向量中心性

A(k)ij

特征向量中心性捕捉的是一个节点的邻居节

点的重要性 [103], 即如果一个节点的邻居节点是重

要节点, 那么其自身也可能非常重要, 可以看作是

度中心性的进一步考量. 计算特征向量中心性需要

先构造邻接矩阵, 本文介绍的是基于 k 阶单纯形的

特征向量中心性, 所以, 首先给出的是 k 阶单纯形

的邻接矩阵  
[100], 

A(k)ij =

1, if σ(k)
i ∼Lσ

(k)
j and σ(k)

i ̸∼Uσ
(k)
j

0, if i = j or σ(k)
i ̸∼Lσ

(k)
j or σ(k)

i ∼Uσ
(k)
j .

(58)

σ
(k)
i

A(k)ij

第 i 个 k 阶单纯形   的特征向量中心性为

矩阵  主特征向量 (最大特征值对应的特征向

量)的第 i 个分量对应的值. 

4.4.3    Katz中心性

Katz中心性意在解决特征向量中心性在有向

网络中的局限性 [104], 主要思想是首先给每个节点

赋予相同的中心性, 一般取值为 1, 这样就解决了

只有出度没有入度的节点中心性为 0的局限, 在这里

第 i 个 k 阶单纯形的Katz中心性可以表示为 [100,105]
 

Kk,i =

[ ∞∑
m=0

(
αmAm

k

)
e

]
i

, (59)

Ak

e

(0, 1/λ1) λ1 Ak

α ⩽ ρ(Ak)
(
αmAm

k

)
这里  表示 k 阶单纯形的邻接矩阵; m 表示计算

的迭代次数;   表示单位向量; α是一个常数, 其取

值范围在   ,    为矩阵   的最大特征值.

当  时  可以收敛, 所以有
 

Kk,i = [(I − αAk)
−1e]i, (60)

I其中,   表示单位矩阵, 进而根据文献 [105]可以推

出用特征值和特征向量表示的 Katz中心性, 

Kk,i =
∑
l

∑
j

ψk,j(i)ψk,j(l)
1

1− αλk,j
, (61)

ψk,j(i) ψk,j(l) Ak

λk,j

在这里  和  分别表示矩阵  的第 j 个

向量的第 i 和 l 个分量 ,    为该向量对应的特

征值. 

4.4.4    接近中心性

接近中心性是衡量网络中两个节点接近程度

的物理量 [106], 在单纯形网络中可以用来衡量两个
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σ
(ki)
i ∈ Kp

单纯形之间的接近程度 [102]. 如果一个单纯形

 , 则有
 

CCL,p(σ
(ki)
i ) :=

1∑
i ̸=j

dp(σ
(ki)
i , σ

(kj)
j )

, (62)

Kp

σ
(ki)
i

其中,   表示由阶数大于等于 p 的单纯形组成的

集合, 分母表示其他单纯形到  的距离之和.
 

4.4.5    介数中心性

σ
(kh)
h ∈ K̄∗

p,l ⊆ K̄∗
p

介数中心性计算节点经过的最短路径的数量,

可以衡量一个节点起桥梁作用的程度 [107]. 在单纯

形网络中, 如果一个单纯形满足  ,

则其介数中心性被定义为 [102]
 

CB,p(σ
(kh)
h ) =

2

(Q∗
p,l − 1)(Q∗

p,l − 2)

∑
i ̸=k≠j

lij,p(σ
(kh)
h )

lij,p
,

(63)

Q∗
p,l barK∗

p,l

lij,p σ
(ki)
i σ

(kj)
i

lij,p(σ
(kh)
h )

σ
(ki)
i σ

(kj)
i σ

(kh)
h

其中,   表示第 l 个最大 p 连通分量  中的

单纯形数量,    表示两个单纯形   和   之

间最短 p 游走的总数,   表示两个单纯形

 和   之间最短 p 游走中经过单纯形  

的数量. 

4.5    聚集系数

C ′
σk
i

节点的聚集系数可以反映该节点的邻居节点

之间的聚集程度, 是一个常用的局部统计指标. 在

单纯形网络中, Maletić等 [108] 定义了关于单纯形的

聚集系数  :
 

C ′
σk
i

=
∑

σk′
j ∈Ki

nn

两个单纯形σk
i和σ

k′

j 共享的面的数量

(1/2)(两个单纯形σk
i和σ

k′
j 的面的总数)

,

(64)

Ki
nn σk

i其中  表示单纯形  的邻居单纯形的集合.

Cs(v) Cs(σ
(k))

Serrano和 Gómez[102] 在此基础上引进了最大

p 邻接度和严格上邻接度用来定义了基于节点的

聚集系数  和基于单纯形的聚集系数  :
 

Cs(v) =
v的最大邻居单纯形之间的连边数量

deg∗U(V )(deg∗U(V )− 1)

2

, (65)

 

Cs(σ
(k)) =

σ(k)的最大邻居单纯形之间的连边数量

deg∗(σ(k))(deg∗(σ(k))− 1)

2

.

(66)
 

4.6    拓扑不变量
 

4.6.1    贝蒂数

k(k ⩾ 0)

βk β0 β1

β2

βk

贝蒂数 (Betti number)是代数拓扑中的一个

重要概念 [22,109], 用于描述拓扑空间的拓扑不变量,

是拓扑数据分析中常用的统计指标. 贝蒂数表示单

纯形网络中线性独立的  阶洞的数量, 记为

 , 其中,   表示单纯形网络的连通分量数,   表

示网络中 1-洞的数量,    表示网络中由团包围而

成的 2-洞的数量, 等等. 通过计算贝蒂数  , 可以

了解网络的拓扑特征, 如它的空间结构是否连通,

是否有闭合的洞等, 计算公式如下: 

βk = mk − rk − rk+1, (67)

mk rk

Bk

Bk (k − 1)

(k − 1)

k = 1 B1

Bk rk

其中 ,    为网络中 k 阶团的数量 ,    为网络的

k 阶边界矩阵   的秩. 边界矩阵用来描述拓扑空

间中单纯复形的边界信息,   表示  阶单纯

形和 k 阶单纯形的关联, 如果   阶单纯形是

k 阶单纯形的子集, 则矩阵对应位置的元素为 1, 否

则为 0.   时, 边界矩阵  即网络的关联矩阵.

边界矩阵的秩可以用高斯消去法计算, 首先将边界

矩阵化为行阶梯形矩阵, 行阶梯形矩阵中非零行的

数量就是边界矩阵  的秩  . 

4.6.2    欧拉示性数

欧拉示性数 (Euler characteristic)是代数拓

扑中另一个重要的拓扑不变量 [22], 用于描述拓扑

空间的特征. 在三维情况下, 欧拉示性数等于网络

的节点数减去边数, 再加上三角形数量. 对于更高

维的单纯复形, 欧拉示性数可以定义为交错和: 

χ =
∑
k⩾0

(−1)kmk, (68)

mk其中,   表示 k 阶团的数量. 通过欧拉-庞加莱公

式, 可以将欧拉示性数和贝蒂数联系起来, 欧拉示

性数等于贝蒂数的交错和, 即 

χ =
∑
k⩾0

(−1)kβk. (69)

 

5   总　结

本文详细阐述了超图和单纯形网络这两类高

阶网络的基本概念, 并系统综述了在这两类网络中

常用的统计指标及其物理意义. 高阶网络的统计指

标具有广泛的应用场景. 它们能够更准确地量化描
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述各类复杂系统的结构信息, 进而揭示其内在的演

化规律. 具体而言, 在超图的实证分析中, 统计指

标的应用尤为重要. 由于超图中超边的基通常存在

较大差异, 如何更细致地考虑结构因素来定义或拓

展相关统计指标, 成为未来研究的一个重要方向.

同时, 如何在大规模超图中实现这些统计指标的高

效计算, 也是亟待解决的问题.

单纯形网络的实证分析目前主要集中在网络

的高阶度分布和高阶连通性研究上. 未来, 可以基

于代数拓扑开发更多统计指标, 或提出新的基于代

数拓扑理论的方法以深入分析单纯形网络的结构

特性. 在网络信息挖掘方面, 高阶统计指标如高阶

距离的定义和高阶度的概念, 可以进一步用于定义

节点的中心性指标, 从而评估网络中的关键节点.

这不仅可以用于超边或单纯形的预测, 还可以利用

这些统计特性进行高阶社团检测、图分类等任务.

在网络建模方面, 可以构建保持网络特定统计特性

的配置模型和零模型, 或是根据演化特征构建生长

模型. 目前面向超图建模的研究相对较多, 基于单

纯形结构的模型开发是一个值得探索的领域.

此外, 高阶网络的结构信息与动力学关系的研

究也具有重要意义. 利用高阶网络的结构信息或结

构相关的模型, 有助于我们更深入地理解高阶动力

学. 例如, 基于统计指标构造的中心性指标可用于

研究高阶网络中的传播能力, 而高阶网络的结构相

关模型则可用于高阶同步优化等动力学过程的研

究. 本文仅介绍了基于无向无权高阶网络的统计指

标, 因此, 研究包含权重、有向和时序特征的高阶

网络, 将是一个极具挑战性的研究方向, 对于这些

网络的研究也有望提供更丰富、更深入的网络分析

手段.

感谢中国科学技术大学范天龙博士对本文的讨论.
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Abstract

Complex networks serve as indispensable instruments for characterizing and understanding intricate real-

world systems. Recently, researchers have delved into the realm of higher-order networks, seeking to delineate

interactions within these networks with greater precision or analyze traditional pairwise networks from a higher-

dimensional  perspective.  This effort has unearthed some new phenomena different from those observed in the

traditional pairwise networks. However, despite the importance of higher-order networks, research in this area is

still  in  its  infancy.  In  addition,  the  complexity  of  higher-order  interactions  and  the  lack  of  standardized

definitions  for  structure-based  statistical  indicators,  also  pose  challenges  to  the  investigation  of  higher-order

networks. In recognition of these challenges, this paper presents a comprehensive survey of commonly employed

statistics  and  their  underlying  physical  significance  in  two  prevalent  types  of  higher-order  networks:

hypergraphs and simplicial complex networks. This paper not only outlines the specific calculation methods and

application scenarios of these statistical indicators, but also provides a glimpse into future research trends. This

comprehensive overview serves as a valuable resource for beginners or cross-disciplinary researchers interested in

higher-order networks, enabling them to swiftly grasp the fundamental statistics pertaining to these advanced

structures.  By  promoting  a  deeper  understanding  of  higher-order  networks,  this  paper  facilitates  quantitative

analysis  of  their  structural  characteristics  and  provides  guidance  for  researchers  who  aim  to  develop  new

statistical methods for higher-order networks.

Keywords: higher-order network, hypergraph, simplicial network, statistics
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