
 

人工磁场下各向异性偶极玻色气体的量子相变*
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光晶格中的冷原子系统是实现量子模拟和量子计算的有效平台之一, 其相变特性的研究有助于系统中

新奇量子态物理机制的探索和实验观测. 本文利用朗道相变理论和非均匀平均场方法, 研究了人工磁场下光

晶格中各向异性偶极玻色气体的相变, 得到了系统不可压缩相 (Mott绝缘相、棋盘或条纹密度波相)-可压缩

相 (超流、棋盘或条纹超固相)的解析相变条件, 给出了系统的完整相图. 有趣的是, 各向异性偶极相互作用

会使得系统中的棋盘密度波相和棋盘超固相变为条纹密度波相和条纹超固相, 人工磁场会稳定绝缘相和超

固相, 使得绝缘相和超固相在相图中的存在区域变大. 此外, 引入外加谐振势后发现系统中的不同量子相可

以共存.
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1   引　言

冷原子系统具有丰富的量子相和很好的实验

参数可控性, 是实现量子计算与量子模拟的有效载

体之一, 系统中新奇量子相的观测和调控将有力地

推动量子计算与量子模拟进展 [1–3]. 磁光阱技术 [4]

可以实现不同维度和几何结构的光晶格, 费什巴

赫 (Feshbach)共振可以调节原子间相互作用, 从

而使得用光晶格冷原子系统模拟固体的晶格结构

和电子间的相互作用成为了可能. 通过调节光晶格

深度, 已在光晶格冷原子系统中观测到了由 Mott

绝缘体 (Mott  insulator,  MI)到超流 (superfluid,

SF)的相变 [5]. 自从实验上观察到固体 4He的旋

转惰性后 [6], 利用冷原子系统模拟研究超固相

(supersolid, SS)的性质成为了一个重要的研究方

向 [7,8]. 超固相的特征是系统同时具有周期晶格序

和非对角长程序, 理论研究表明光晶格中的超固相

n ⩽ 1

与原子间的长程相互作用密切相关 [9,10]. 长程相互

作用可由原子间的偶极-偶极相互作用实现, 通过

调节晶格深度和原子间的相互作用, 具有各向同性

偶极-偶极相互作用的冷原子系统中会出现棋盘密

度波 (checkerboard density  wave,  CBDW)和棋

盘超固相 (checkerboard  supersolid,  CBSS)[11,12].

通过调节偶极玻色子的极化角, 具有各向异性偶

极-偶极相互作用的硬核偶极玻色系统 [13,14]、原子

密度较低 (  )的二维和三维光晶格系统中都

可出现条纹密度波 (striped density wave, SDW)

和条纹超固相 (striped supersolid, SSS)[15,16]. 偶极

玻色 -爱因斯坦凝聚体 [17,18] 和超冷极性分子系

统 [19] 为超固相的研究提供了实验环境, 在与外部

光场耦合的原子系统 [20,21]、具有各向同性和各向异

性偶极相互作用的玻色气体中都已观测到了超固

相的存在 [22–24].

光晶格中, 人们可以通过旋转晶格 [25]、两束拉

曼激光与原子耦合 [26] 等方式产生人工磁场, 这为
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光晶格中的中性原子提供了新的调控途径. 人工磁

场会使得一维光学晶格和梯子系统出现量子霍尔

效应 [27,28]、拓扑绝缘体 [29] 等新的现象, 也会影响二

维光晶格系统的基态性质. 研究表明在梯子模型

中, 人工磁场会使得系统中出现迈斯纳相 [30] 和涡

旋相 [31], 并且通过人工磁场可以调节迈斯纳相手

性电流的方向 [32]; 二维光晶格中, 人工磁场会使得

系统中出现涡旋态 [33]; 对于无偶极相互作用的冷

原子系统, 人工磁场会使得系统中的原子局域化,

更容易观测到 Mott绝缘相 [34,35]; 对于存在格点能

无序的 Bose-Hubbard模型, 人工磁场会使得系统

中更易观测到玻色玻璃相 [36]; 对于光晶格中具有

各向同性偶极相互作用的玻色系统, 人工磁场会稳

定系统中的绝缘相和棋盘超固相 [37]. 然而, 对于具

有各向异性偶极相互作用的光晶格系统, 人工磁场

对系统中条纹密度波和条纹超固相的影响仍不清

楚, 能否用人工磁场调控系统中的条纹密度波和条

纹超固相就是一个非常有趣的问题.

本文利用非均匀平均场方法, 通过求解包含人

工磁场的扩展 Bose-Hubbard模型, 研究人工磁场

下各向异性偶极相互作用系统的基态性质. 首先通

过改变偶极原子的极化方向, 分析了原子间的各向

异性偶极相互作用强度对系统基态相的影响, 发现

极化角较小时, 系统中可以出现MI, CBDW, CBSS

和 SF相; 当极化角较大时, 系统中的 CBDW和

CBSS相会变为 SDW和 SSS相, 这与超冷铒原子

系统中通过调节极化角观测到条纹相的实验结果

一致 [38]. 接着引入人工磁场, 发现人工磁场会稳定

绝缘相和超固相, 并使得绝缘相和超固相在相图中

的存在区域变大. 同时, 利用朗道相变理论得到有

人工磁场时系统不可压缩相 (MI, CBDW或 SDW

相)-可压缩相 (SF, CBSS或 SSS相)的解析相变

条件, 解析结果与数值结果相一致. 最后, 计算了

有谐振势时晶格中的密度分布, 发现谐振势会使得

晶格中的不同区域观察到不同相. 

2   模型与方法
 

2.1    理论模型

N = L× L考虑人工磁场下   二维正方晶格中

的偶极玻色气体, 如图 1所示, 晶格位于 x-y 平面,

晶格常数为 a, 晶格中的小球表示原子, 小球上的

有向线段表示偶极原子的极化方向, 同一晶格内原

V =
∑

⟨i,j⟩
n̂in̂j

1− 3 cos2 αij

|rj − ri|3
αij

rij = ri − rj

Vx Vy

θ = π/2− αij θ = 0

Vx = Vy 0◦

90◦ Vx

Vy

Vx ̸= Vy

子间的相互作用为 U, 最近邻晶格原子间的偶极-

偶极相互作用为  ,  

是原子极化方向与位置矢量   的夹角.

改变原子的极化方向, 可使得 x-y 方向具有不同的

偶极相互作用   和   . 本文计算过程中, 极化方

向固定在 y-z 平面内, 定义原子极化方向与 z 轴的

夹角 θ为极化角 ,    , 当   时 , x-y

方向具有相同的偶极相互作用  , 当 θ由 

逐渐增大到  时, x 方向的偶极相互作用  不随

θ变化, 而 y 方向的偶极相互作用  由排斥变为吸

引, x-y 方向具有不同的偶极相互作用  .

 
 















rij = ri − rj (i = (p, q), j = (p′, q′))

αij

图 1　二维正方光晶格中偶极量子气体示意图 . 晶格中的

偶极原子具有相同极化方向 , 极化方向与 z 轴的夹角为 θ,

与位置矢量     的夹角

为  

αij

rij rij = ri−
rj (i = (p, q), j = (p′, q′))

Fig. 1. Schematic  representation  of  the  dipoles  in  a  two-

dimensional  optical  lattice.  Dipoles  are  aligned  parallel  to

each other along the direction of polarization, θ is the polar

angle between z axis and polarization direction,     is the

angle  between  the  polarization  axis  and    ,   

   .
 

理论上 , 该系统可用包含人工磁场的扩展

Bose-Hubbard模型 (extend Bose-Hubbard model,

EBHM)描述, 巨正则系综下模型的哈密顿量为 

ĤEBHM = −
∑
p,q

(Jxei2παq b̂†p+1,q b̂p,q + Jy b̂
†
p,q+1b̂p,q

+ H.c.) +
U

2

∑
p,q

n̂p,q (n̂p,q − 1)

+
∑
p,q

[Vxn̂p,q(n̂p+1,q + n̂p−1,q)

+ Vyn̂p,q(n̂p,q+1 + n̂p,q−1)]

+
∑
p,q

(εp,q − µ)n̂p,q, (1)

p(q) x(y) b̂†p,q b̂p,q

(p, q) n̂p,q

其中,    表示   方向的晶格坐标,    和  

是晶格   上的玻色产生和湮灭算符,    是晶
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(p, q) Jx(Jy) x(y)

Vx(Vy) x(y)

Vy(θ) = Vx(1− 3 sin2 θ) α = (e/ℏ)
∫

drA(r)

0 ⩽ α < 1 A(r)

B = ∇×A

2πα
ei2παq

A(r) = (−By, 0, 0) α = 0

α ̸= 0

µ εp,q

(p, q) εp,q = Ω(p2 + q2) Ω

εp,q = 0

格   上的粒子数算符,    是   方向的跃

迁强度 , U 是同一晶格内原子间的相互作用 ,

 是  方向最近邻原子间的偶极-偶极相互

作用,   .  

为磁通量,   , e 为单位电荷,   为磁矢

量, 磁场  , 人工磁场大小可通过磁通量

调节, 人工磁场会使得粒子在沿最近邻晶格跃迁一

周后获得  的相位, 在哈密顿量上体现为跃迁强

度上有了一个附加项  . 本文中选取朗道规范,

 , 无磁场时 (  ), 系统沿 x-y

方向都具有平移不变性, 有磁场时 (  ), 系统

仅在 x 有平移不变性,    是化学势,    是外势在

晶格   上的势能,    ,    为谐振

势强度, 当  时, 系统为均匀光晶格. 

2.2    非均匀平均场方法

b̂†p,q = ϕ∗p,q + δb̂†p,q b̂p,q = ϕp,q + δb̂p,q ϕp,q =

⟨b̂p,q⟩ ϕ∗p,q = ⟨b̂†p,q⟩ (p, q)

δb̂p,q δb̂†p,q

非均匀平均场理论是一种研究多体系统相变

问题的常用方法, 对于光晶格中偶极量子气体的

相变, 可以得到与量子蒙特卡罗方法一致的结果 [39].

利用平均场理论 [36,40], 玻色产生和湮灭算符可写

为   和   ,   

 和   为格点   上湮灭和产生算

符的平均值,   和  为涨落算符. 忽略二阶小

量, 哈密顿量 (1)式跃迁项中玻色产生和湮灭算符

乘积的平均场近似为 

b̂†p,q b̂p′,q′ = ϕ∗p,q b̂p′,q′ + b̂†p,qϕp′,q′ − ϕ∗p,qϕp′,q′ , (2)

偶极相互作用项中粒子数算符乘积的平均场近

似为 

n̂p,qn̂p′,q′ = np,qn̂p′,q′ + n̂p,qnp′,q′ − np,qnp′,q′ , (3)

np,q = ⟨n̂p,q⟩ (p, q)

(p′, q′) (p, q)

ĤMF =∑
p,q
ĤMF

p,q ĤMF
p,q

其中 ,    为格点   的平均粒子数 ,

 为  的最近邻格点. 将 (2)式和 (3)式代

入 (1)式, 可得平均场近似下的哈密顿量  

 ,   是单格点平均场哈密顿量:
 

ĤMF
p,q = − [Jxei2παq(ϕ∗p+1,q b̂p,q − ϕ∗p+1,qϕp,q)

+ Jy(ϕ
∗
p,q+1b̂p,q − ϕ∗p,q+1ϕp,q) + H.c.]

+
U

2
n̂p,q (n̂p,q − 1) + Vxn̂p,q(⟨n̂p+1,q⟩

+ ⟨n̂p−1,q⟩) + Vyn̂p,q(⟨n̂p,q+1⟩

+ ⟨n̂p,q−1⟩) + (εp,q − µ)n̂p,q. (4)

平均场近似后相邻晶格间通过平均场参数

ϕp,q np,q |Ψ⟩ 和   耦合, 系统本征态   可由单格点波函

数的乘积得到: 

|Ψ⟩ =
∏
p,q

|ψ⟩p,q =
∏
p,q

[
Nm∑
n=0

c(p,q)n |n⟩p,q

]
, (5)

|ψ⟩p,q (p, q) Nm

|n⟩p,q
(p, q) |c(p,q)n |2 |n⟩p,q∑Nm

n=0
|c(p,q)n |2 = 1

(p, q) ϕp,q

其中,    为格点   的基态波函数,    为单

个晶格中的最大原子数,   为粒子数表象格点

 的基矢, 系数   是系统处于   态的

几率密度, 满足归一化条件  , 格

点  上湮灭算符的平均值  为 [15]
 

ϕp,q = ⟨Ψ |b̂p,q|Ψ⟩ =
Nm∑
n=0

√
n[c

(p,q)
n−1 ]

∗c(p,q)n . (6)

(p, q) np,q格点  上的平均粒子数  为 [15]
 

np,q = ⟨Ψ |b̂†p,q b̂p,q|Ψ⟩ =
Nm∑
n=0

|c(p,q)n |
2
n. (7)

(ϕp,q, np,q)

(ϕp′,q′ , np′,q′) E =∑
p,q

⟨Ψ |ĤMF
p,q |Ψ⟩

(ϕp′,q′ , np′,q′)

ϕp,q np,q

利用 (4)式, (6)式和 (7)式, 可数值自洽求解

得到系统的基态. 首先对每个格点随机给定一组

 初值, 对角化 (4)式的单格点哈密顿矩

阵计算出每个格点的基态波函数, 接着利用 (6)式

和 (7)式计算出一组新的   , 并由  

 计算出系统的能量 , 然后再将

 作为初值代回 (4)式重复计算直至系

统的能量最小, 由此得到系统的基态能量和每个晶

格的  和  . 

2.3    序参量

np,q

np,q

通过选取不同的序参量, 可由非均匀平均场理

论研究系统的相变. 对于不可压缩相 (MI相, 密度

波相), 每个格点的粒子数  为整数, 而对于可压

缩相 (SF相, SS相), 每个格点的粒子数   为非

整数, 利用格点粒子数密度的平均值: 

n̄ =
1

L2

∑
p,q

⟨n̂p,q⟩, (8)

n̄ ∂n̄/∂µ = 0

n̄

∂n̄/∂µ ̸= 0

可区分不可压缩相和可压缩相 [41]. 粒子数密度的

平均值  不随化学势变化 (  )时, 系统为

不可压缩相; 格点密度的平均值   随化学势变化

(  )时, 系统为可压缩相. 同时, 由于不可

压缩相 (MI和密度波相)都为绝缘相, 利用湮灭算

符的平均值: 

ϕ̄ =
1

L2

∑
p,q

ϕp,q, (9)

ϕ̄ = 0也可区分不可压缩相和可压缩相, 当   时, 系
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ϕ̄ > 0统为不可压缩相, 当  时, 系统为可压缩相.

由于 MI和 SF相的格点密度分布是均匀的,

而密度波相和 SS相的格点密度分布具有周期结

构, 因此, 可用密度结构因子 [15]:
 

S(k) =
1

L2

∑
j,j′

eik·(rj−rj′) ⟨n̂j n̂j′⟩ , (10)

S(k) = 0

S(k) > 0

k = (kx, ky)

S(π, π) > 0

ϕ̄ = 0 ϕ̄ > 0

S(π, 0) > 0

ϕ̄ = 0 ϕ̄ > 0

表征密度波相和 SS相的密度分布特征. 当 

时, 系统为MI相或 SF相, 当  时, 系统为

密度波相或 SS相,    为倒格矢. 对于棋

盘密度波相和棋盘超固相都有  , 不同的

是棋盘密度波相的  , 而棋盘超固相的  ;

对于条纹密度波相和条纹超固相都有   ,

条纹密度波相的  , 而条纹超固相的  . 利

用上述序参量, 可表征系统中不同的量子相, 表 1

给出了不同量子相序参量的特征.
 

2.4    不可压缩相-可压缩相相变边界

ϕp,q = 0

ϕp,q > 0

ϕp,q

ϕp,q = ⟨b̂p,q⟩

np,q = ⟨n̂p,q⟩

ϕp,q

(p, q)

为了进一步研究不可压缩相和可压缩相之间

的相变, 本文将微扰理论 [42–45] 推广到存在人工磁

场和偶极相互作用的二维光晶格系统, 解析上计算

相变边界. 由于不可压缩相   , 而可压缩相

 , 因此, 不可压缩相到可压缩相的相变边

界可通过序参量  的值由零变为大于零给出. 与

非均匀平均场方法类似, 引入序参量  

和   , 对哈密顿量 (1)式中的两粒子跃

迁项和最近邻格点间的相互作用项进行解耦, 得到

单格点的哈密顿量 (4)式, 由于相变点附近  的

值很小, 因此可将哈密顿量中的跃迁项作为微扰.

利用二阶微扰理论得到单个格点的能量, 最小化格

点  与其最近邻格点的总能量, 可得无人工磁

场时, 不可压缩相-可压缩相相变边界序参量满足:
 

ϕp,q = Jϕ′p,q

[
np,q + 1

Unp,q + V n′
p,q − µ

− np,q
U (np,q − 1) + V n′

p,q − µ

]
, (11)

Jx = Jy = J ϕ′p,q = ϕp+1,q + ϕp−1,q + ϕp,q+1

+ϕp,q−1 n′p,q = np+1,q + np−1,q + np,q+1 + np,q−1

np,q n′p,q ϕp,q

ϕ′p,q ϕ′p,q = ei2πnαϕp+1,q+

e−i2πnαϕp−1,q + ϕp,q+1 + ϕp,q−1

ϕp,q ϕ′p,q

其中,   ,  

 ,    .

有人工磁场时, 由单格点哈密顿量 (4)式可以看出,

 与最近邻格点  的耦合关系不变, 而  与

最近邻格点   的关系变为  

 . 考虑有人工磁场

时的单格点问题,   和  满足 [45]: 

ei2πnαϕp+1,q + e−i2πnαϕp−1,q

+ ϕp,q+1 + ϕp,q−1 = ε(α)ϕp,q, (12)

ε(α)式中,    是人工磁场为 α时的单粒子能谱最小

值, 可由矩阵 

det



M1 −Je−iky 0 · · · −Jeiky

−Jeiky M2 · · · · · ·

0
...

...
... 0

· · · · · · Ml−1 −Je−iky

−Je−iky 0 −Jeiky Ml


= 0 (13)

Mn = −2J cos(kxa + 2πnα) − ε(α)

n = 0, 1, · · · , l − 1

kx ky −π ⩽
kx ⩽ π −π/l ⩽ ky ⩽ π/l

ε(α)ϕA = 2α′ϕA + 2ϕB ε(α)ϕB = 2ϕA + 2α′ϕB

α′ = 1/2ε(α)− 1 ϕA

ϕB

得到 , 其中   ,

 ,  l 为 y 方向所取的晶格周期常

数,    和   是 Bloch波 x 和 y 方向的波矢,   

 ,    . 对于棋盘相和条纹相 ,

都可将系统分相互嵌套的子格点系统 A 和 B, 最

近邻格点间通过 (12)式相互耦合, 对于条纹相有

 以及  ,

 . 利用 (11)式可得序参量   和

 满足:
 

 

 

表 1    不同量子相的序参量
Table 1.    Order parameters of each quantum phases.

量子相 简写 n̄ ϕ̄ S(π, π) S(π, 0)

莫特绝缘相(Mott insulator) MI 整数 0 0 0

超流体(superfluid) SF 实数 ̸= 0 0 0

棋盘密度波(checkerboard density wave) CBDW 整数 0 ̸= 0 0

棋盘超固相(checkerboard supersolid) CBSS 实数 ̸= 0 ̸= 0 0

条纹密度波(striped density wave) SDW 整数 0 0 ̸= 0

条纹超固相(striped supersolid) SSS 实数 ̸= 0 0 ̸= 0

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 73, No. 13 (2024)    130503

130503-4

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


ϕA = 2J(α′ϕA + ϕB)

[
nA + 1

UnA + 2VxnA + 2VynB − µ
− nA
U(nA − 1) + 2VxnA + 2VynB − µ

]
, (14a)

 

ϕB = 2J(ϕA + α′ϕB)

[
nB + 1

UnB + 2VxnB + 2VynA − µ
− nB
U(nB − 1) + 2VxnB + 2VynA − µ

]
. (14b)

求解 (14a)式和 (14b)式, 可得 SDW-SSS或MI-SF的相变边界为 

1

2Jα′ + 4J2(1− α′2)
=

nA + 1

UnA + 2VxnA + 2VynB − µ
− nA
U(nA − 1) + 2VxnA + 2VynB − µ

+
nB + 1

UnB + 2VxnB + 2VynA − µ
− nB
U(nB − 1) + 2VxnB + 2VynA − µ

. (15)

α′ = 1 nA ̸= nB nA = nB当  ,   时, (15)式给出无人工磁场时 SDW-SSS的相变边界,   时, (15)式给出无

人工磁场时MI-SF的相变边界, 这与已有的结果一致 [15].

ϕA ϕB同理, 对于棋盘相, 利用 (11)式可得序参量  和  满足: 

ϕA = Jε(α)ϕB

[
nA + 1

UnA + 2VxnB + 2VynB − µ
− nA
U(nA − 1) + 2VxnB + 2VynB − µ

]
, (16a)

 

ϕB = Jε(α)ϕA

[
nB + 1

UnB + 2VxnA + 2VynA − µ
− nB
U(nB − 1) + 2VxnA + 2VynA − µ

]
. (16b)

求解 (16a)式和 (16b)式, 可得 CBDW-CBSS或MI-SF的相变边界为 

1

ε(α)2J2
=

[
nA + 1

UnA + 2VxnB + 2VynB − µ
− nA
U(nA − 1) + 2VxnB + 2VynB − µ

]

×
[

nB + 1

UnB + 2VxnA + 2VynA − µ
− nB
U(nB − 1) + 2VxnA + 2VynA − µ

]
. (17)

α = 0 ε(α) = 4

α ̸= 0 Vx = Vy

当   时 ,    , (17)式给出无人工磁

场时 CBDW-CBSS的相变边界, 当  ,  

时, (17)式给出有人工磁场各向同性偶极相互作用

时 CBDW-CBSS的相变边界 [44]. 

3   结果与讨论
 

3.1    均匀情况

Vx/U = 0.2

n̄ ϕ̄ S(π, π) S(π, 0)

(α, Vy/U) µ/U − J/U

Vx/U Vy/U

(nA, nB)

(nA, nB) (nA, nB)

Vx/U = Vy/U = 0.2

首先研究偶极相互作用较小 (  )时

系统的性质. 通过改变化学势、跃迁能及偶极相互

作用强度, 计算序参量   ,    ,    和   得

到了不同  下系统在  平面内的

相图, 如图 2所示. 偶极相互作用  和  不

同时, 相图具有不同的特征, CBDW    相

和 SDW    相括号中的   表示沿 x

或 y 方向连续两个晶格的格点密度, CBDW相的

格点密度在 x, y 两个方向都周期变化, 而 SDW相

的格点密度只沿一个方向变化. 各向同性偶极相互

作用 (  )时, 系统相图如图 2(a)

α = 0

α = 1/2

µ/U=0.25

Jc/U = 0.071

Jc/U = 0.091 µ/U = 0.5

Jc/U = 0.081 Jc/U = 0.122

θ = 24.09◦ x, y

Vx/U = 0.2, Vy/U = 0.1

α = 0

α = 1/2

θ=45.0◦ Vx/U = 0.2,

和图 2(d)所示, 从图 2(a)可以看出,    时, 系

统中的绝缘相为MI或 CBDW相, 超固相为 CBSS

相, 出现在 CBDW相的周围. 从图 2(d)可以看出,

当  时, 系统中仍会出现MI, CBDW, CBSS

和 SF相, 但人工磁场会使得绝缘相和超固相在

相图中的存在区域变大 , 比如当   时 ,

CBDW(1, 0)-CBSS的相变点从  增大

为   , 当   时 ,  CBSS-SF的相

变点从   增大为   . 这说明

人工磁场有助于绝缘相与棋盘超固相的存在, 这

与已有的研究结果一致 [37]. 接着, 调节极化角为

 , 此时  方向具有不同的偶极相互作用

(  ), 系统的相图如图 2(b)

和图 2(e)所示. 从图 2(b)可以看出, 当   时,

各向异性偶极相互作用会使得绝缘相和 CBSS相

在相图中的存在区域减小 , 而当   时 , 从

图 2(e)可以看出引入人工磁场后, CBSS相出现

在跃迁较大的区域 , 且在相图中的存在区域变

大. 继续增大极化角为  , 此时 
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Vy/U = −0.1

µ

α = 1/2

 , 系统的相图如图 2(c)和图 2(f)所

示. 从图 2(c)可以看出, 跃迁能较小时 MI相之间

的 CBDW相变为了 SDW相, 且在化学势   较大

的区域出现了 SDW(3, 2)相, SDW相的周围出现

了 SSS相; 引入人工磁场, 从图 2(f)可以看出, 当

 时, 绝缘相和 SSS相在相图中的存在区域

变大, 这说明人工磁场也会稳定 SSS相. 比较图 2

中单格点平均场理论 (蓝色方形点线)和二阶微扰

理论 (黑色实线)得到的不可压缩相和可压缩相相

变边界, 可以看出两种方法的结果一致.

µ/U = 0.3

Vx/U = Vy/U = 0.4

Vx/U = 0.4 Vy/U = −0.4

序参量 ϕ和粒子数密度 n 在晶格中的分布可

以刻画MI, CBDW, CBSS, SDW, SSS和 SF相的

特征. 图 3给出了   时各向同性 (图 3(a)

和图 3(b)  )和各向异性 (图 3(c)

和图 3(d)  ,    )偶极相互作

用时序参量 ϕ(上图)和粒子数密度 n(下图)在晶格

J/U = 0.02

J/U = 0.12

Vx/U = Vy/U = 0.4 J/U J/U

J/U

ϕ = 0

nA

nB nA nB nA ̸= nB

x, y

ϕ > 0

nA nB nA nB

nA ̸= nB

Vx/U = 0.4 Vy/U = −0.4 J/U

J/U

中的分布. 其中, 图 3(a)和图 3(c)中   ,

图 3(b)和图 3(d)中  . 对于各向同性偶

极相互作用 (    ), 当  较

小时, 不可压缩相为 MI或 CBDW相, 随着  

的增大, 系统由不可压缩相变为可压缩的 CBSS

或 SF相 . 图 3(a)为 CBDW(1, 0)相 ϕ和 n 在晶

格中的分布, 可以看出所有格点的   , 而粒子

数密度可以分为棋盘状相互嵌套的子格点   和

 ,   和  均为整数, 但  , 格点密度沿

 两个方向周期变化 . 图 3(b)为 CBSS相时

ϕ和 n 的分布, 此时所有格点的  , 系统仍可以

分为密度为   和   的两套子格点, 但   和  

均为非整数 , 且   . 对于各向异性偶极相

互作用 (  ,    ), 当   较小

时, 不可压缩相为 MI或 SDW相, 随着   的增

大 , 系统变为可压缩的 SSS或 SF相 . 图 3(c)为

 

MI-SF/CBDW-SF CBSS-SF MI-SF/CBDW-SF

MI-SF/SDW-SF SSS-SF

MI-SF/SDW-SF

MI(2)

CBDW(2,1)

CBDW(1,0)

MI(1)

CBSS

CBSS

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

(d)

SF

CBDW(2,1)

CBDW(1,0)

MI(2)

MI(1)

CBSS

CBSS

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

(e)

SF

MI(3)

MI(2)

MI(1)

SSS

SSS

SSS

SDW(3,0)

SDW(2,1)

SDW(1,0)

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

(f)

SF

MI(2)

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

(b)

MI(1)

CBDW
(1,0)

CBDW(2,1)

CBSS

CBSS

SF

MI(3)

MI
(2)

MI(1)

SSS

SSS

SSS

SDW(3,2)

SDW(2,1)

SDW(1,0)

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

(c)

SF

3


/


2

1

0
0 0.05 0.10 0.15

/

MI(2) (a)

MI(1)

CBSS

CBSS

CBDW(2,1)

SF

CBDW(1,0)

Vx/U = 0.2 α = 0 Vy/U 0.2, 0.1, −0.1 α = 1/2 Vy/U 0.2, 0.1,

−0.1

图 2      时, EBHM的相图　(a)—(c)   ,   分别为   ; (d)—(f)   ,   分别为  

 . 蓝色方形点线为不可压缩相-可压缩相的相变边界的数值结果, 黑色实线为解析结果. 红色圆形点线为超固相-超流相的相

变边界

Vx/U = 0.2 α = 0 Vy/U = 0.2, 0.1, −0.1 α = 1/2 Vy/U = 0.2, 0.1,

−0.1

Fig. 2. Phase diagram of EBHM with    : (a)–(c)    ,    ; (d)–(f)    ,   

 .  Blue  square  dot  line  is  the  numerical  result  of  phase  transition  boundary  between  incompressible  phase  and  compressible

phase, and the solid black line is the analytical result. Red dot line is the phase transition boundary between the supersolid phase

and the superfluid phase.
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ϕ = 0

nA nB nA nB nA ̸= nB

ϕ > 0

nA nB nA

nB nA ̸= nB

SDW(1, 0)相 ϕ和 n 的分布, 可以看出所有格点的

 , 而密度可以分为条纹状相互嵌套的子格点

 和   ,    和   仍为整数, 且   , 格点

密度只沿 y 方向周期变化. 图 3(d)为 SSS相 ϕ和

n 的分布, 可以看出 SSS相时   , 格点系统仍

可以分为条纹状嵌套的子格点  和  , 但  和

 均为非整数, 且  .

ϕ̄ n̄ S(π, π)

S(π, 0) J/U µ/U

J/U µ/U

Vx/U = Vy/U = 0.2 J/U

ϕ̄ = 0 n̄

S(π, π) > 0 S(π, 0) = 0

n̄ = 0.5 S(π, π) = 0.25 ϕ̄ > 0 n̄

J/U S(π, π) > 0 S(π, 0) = 0

ϕ̄ > 0 n̄

J/U S(π, π) = 0 S(π, 0) = 0

Vx/U = 0.2 Vy/U = −0.1 J/U

为了进一步理解不同相的特征和相变, 图 4给

出了序参量   , 粒子数密度   , 结构因子   和

 随  和  的变化. 从图 4可以看出, 增

大   和   都可以使得系统发生相变. 图 4(a)

中   , 随着   的增大, 系统首

先出现 CBDW-CBSS相变, CBDW相的  ,  

为常数,    ,    , 如 CBDW(1, 0)

相  ,   ; CBSS相的  ,   随

 的增大而增大, 仍有   ,    ;

接着出现 CBSS-SF的相变, SF相的   ,    也

随  的增大而增大, 但  和  .

图 4(c)中   ,    , 随着   增

S(π, π) = 0 S(π, 0) > 0 Vx/U =

Vy/U = 0.2 J/U = 0.0125 µ/U n̄

0.5, 1.0, 1.5, 2.0

n̄ = 0.5 n̄ = 1.5

S(π, π) > 0 S(π, 0) = 0

n̄ = 1 n̄=2 S(π, π)=0 S(π, 0)=0

n̄ µ/U

S(π, π) > 0 S(π, 0) = 0

S(π, π) = 0 S(π, 0) = 0

Vx/U = 0.2 Vy/U = −0.1 µ/U

n̄ =

0.5 n̄ = 1.5 S(π, π) = 0 S(π, 0) > 0

n̄ µ/U S(π, π) =

0 S(π, 0) > 0

大, 系统中依次出现 SDW-SSS相和 SSS-SF相的

相变, 与CBDW和CBSS相不同的是 SDW和 SSS

相的   ,    . 图 4(b)中  

 ,    , 随着   增大 ,    在

 处有 4个平台, 与这 4个平台对

应的参数区域, 系统的密度不随化学势变化, 系统

为不可压缩相, 其中, 在   和   的参数

区间,   ,   系统为CBDW相, 在

 和   的参数区间,    ,    ,

系统为 Mott绝缘相. 对于   随   增大的区域,

若  ,   , 则系统为 CBSS相, 若

有  ,   则系统为 SF相. 图 4(d)

中,   ,   , 随着  增大, 系

统仍会发生与图 4(b)类似的相变, 不同的是在 

 和  的参数区间,   ,   ,

系统为 SDW相, 在  随  增大的区域,  

 ,   , 系统为 SSS相.

Vx/U = 0.8

(α, Vy/U) µ/U − J/U

图 5给出了偶极相互作用较强 (  )

时系统在不同参数  下  平面内

 

CBDW(a) CBSS(b) SDW(c) SSS(d)

20

10

0

-10
 (

u
n
it
s 

o
f 


)

 (units of )

-20

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

1.2



0.8

0.4

0

20

10

0

-10
 (

u
n
it
s 

o
f 


)

 (units of )

-20

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

 (units of )

-20 -10 0 10 20

1.00



0.65

0.35

0

N = 50× 50 µ/U = 0.3 α = 0 J/U = 0.02

Vx/U = Vy/U = 0.4 J/U = 0.12 Vx/U = Vy/U = 0.4 J/U = 0.02 Vx/U = 0.4 Vy/U = −0.4

J/U = 0.12 Vx/U = 0.4 Vy/U = −0.4

图 3    序参量 ϕ(上图)和粒子数密度 n(下图)在   晶格中的分布 ,   ,   　(a) CBDW相 ,   ,

 ; (b) CBSS相,   ,   ; (c) SDW相,   ,   ,   ;

(d) SSS相,   ,   ,  

N = 50× 50

µ/U = 0.3 α = 0 J/U = 0.02 Vx/U = Vy/U = 0.4 J/U = 0.12 Vx/U =

Vy/U = 0.4 J/U = 0.02 Vx/U = 0.4 Vy/U = −0.4 J/U = 0.12 Vx/U = 0.4

Vy/U = −0.4

Fig. 3. Order  parameter ϕ  (upper  panel)  and  boson  densities n  (lower  panel)  in  a      lattice  with  different  phases  at

   and    :  (a)  CBDW  phase,    ,    ;  (b)  CBSS  phase,    ,   

 ;  (c)  SDW  phase,    ,    ,    ;  (d)  SSS  phase,    ,    ,

 .
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图 4      时序参量   , 粒子数密度   , 结构因子   和   随   和   的变化　(a)  

 ;  (b)    ;  (c)    ,    ;  (d)    ,
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J/U = 0.0125 Vx/U = 0.2 Vy/U = −0.1

Fig. 4. Order  parameter    ,  density    ,  structural  factor      and      as  a  function  of  J/U  and      with    :

(a)    ,    ; (b)    ,    ; (c)    ,    ,    ;

(d)   ,   ,   .
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Vx/U=0.8 α=0 Vy/U 0.8, 0.4,−0.1 α=1/2 Vy/U 0.8, 0.4,−0.1图 5      时, EBHM的相图　(a)—(c)   ,   分别为  ; (d)—(f)   ,   分别为  .

蓝色正方形点线为不可压缩相-可压缩相相变边界的数值结果, 黑色实线为解析结果. 红色圆点线为超固相-超流相的相变边界

Vx/U = 0.8 α = 0 Vy/U = 0.8, 0.4,−0.1 α = 1/2 Vy/U = 0.8, 0.4,

−0.1

Fig. 5. Phase  diagram  of  EBHM with    :  (a)–(c)    ,    ,  (d)–(f)    ,   

 .  Blue  square  dot  line  is  the  numerical  result  of  phase  transition  boundary  between  incompressible  phase  and  compressible

phase, and the solid black line is the analytical result. Red dot line is the phase transition boundary between the supersolid phase

and the superfluid phase.
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Vy/U = 0.8

θ ≈ 24.09◦

Vx/U = 0.8, Vy/U = 0.4

α = 0

α = 1/2

θ ≈ 36.76◦

Vx/U = 0.8, Vy/U = −0.1

θ > 35.0◦

α = 1/2

的相图. 图 5(a)和图 5(d)为各向同性偶极相互作

用系统,    , 从图中可以看出, 偶极相互

作用较大时, 绝缘相中只有 CBDW相, CBSS相

仍出现在 CBDW相的周围. 比较图 5(a)和图 5(d)

发现, 人工磁场使得 CBSS相在相图中的存在区域

变大, SF相在相图中的存在区域变小, 这与已有研

究结果一致 [37]. 图 5(b)和图 5(e)给出了 

即   时系统的相图 . 图 5(b)

表明当  时, 各向异性偶极相互作用会使得相

图中 CBDW相的存在区域减小, CBSS相存在区

域增大. 而当  时, 从图 5(e)可以看出, 人工

磁场对 CBDW, CBSS和 SF相的影响与各向同性

偶极相互作用时相同. 增大极化角, 使  

即   , 从图 5(c)可以看出,

绝缘相由 CBDW变为 SDW相 ,  CBDW周围的

CBSS相变为了 SDW周围的 SSS相, 这与极化角

 时各向异性偶极相互系统中会出现条纹

相的研究结果相一致 [15]. 当   时, 从图 5(f)

可知 SDW相在相图中的存在区域变大, 这说明人

工磁场也能稳定条纹相. 同样, 比较图 5中单格点

平均场理论 (蓝色方形点线)和二阶微扰理论 (黑

色实线)得到的不可压缩相和可压缩相相变边界,

可以看出数值和解析上得到了一致的相变边界. 

3.2    非均匀情况

Ω/U =

0.012 α = 0 µ/U = 3.0

N = 50× 50

Vx/U = Vy/U =

0.2, J/U = 0.0155

x, y

Vx/U=Vy/U=0.8, J/U= 0.08

前面考虑的是均匀系统, 实验上光晶格中的量

子气体是通过磁光阱技术获得的, 因此就有必要考

虑谐振势对系统中相的影响. 图 6给出了  

 ,   ,   时, 序参量 ϕ和粒子数密

度 n 在  晶格中的分布. 对于各向同性

偶极相互作用, 当相互作用较小时 ( 

 ), 从图 6(a)可以看出晶格的中

心区域是 MI(2)相 , 从晶格中心向外随着   增

大, 在 MI(2)相的周围依次会出现 CBSS, CBDW

(2, 1), CBSS, MI(1), CBDW(1, 0)和 CBSS相; 当

相互作用较大时 (  ),
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Ω/U = 0.012, α = 0 N = 50× 50 Vx/U = 0.2 Vy/U =
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图 6      时序参量 ϕ (上图)和粒子数密度 n (下图)在   晶格中的分布　(a)   ,  

 ; (b)   ,   ; (c)   ,   ; (d)   ,

  

N = 50× 50 Ω/U = 0.012

α = 0 Vx/U = 0.2 Vy/U = 0.2, J/U = 0.0155 Vx/U = 0.8 Vy/U = 0.8, J/U = 0.08 Vx/U = 0.8 Vy/U =

−0.2, J/U = 0.125 Vx/U = 0.8 Vy/U = −0.8, J/U = 0.125

Fig. 6. Order  parameter ϕ  (upper  panel)  and  boson  densities n  (lower  panel)  in  a      lattice  with      and

 :  (a)    ,    ;  (b)    ,    ;  (c)    ,   

 ; (d)   ,   .
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x, y

θ ≈ 40.2◦

Vx/U = 0.8 Vy/U = −0.2

ϕp,q ̸= 0

θ ≈ 54.7◦ Vx/U=

0.8 Vy/U = −0.8

x, y

Ω/U =

0.012

从图 6(b)可以看出晶格中心区域是 CBSS相, 随

着   增大 , 晶格中心向外依次会出现 CBSS,

CBDW(3, 0), CBSS, CBDW(2, 0), CBSS, CBDW

(1, 0)和 CBSS相, 这是因为从晶格中心向外, 随

着谐振势的增加, 系统的等效化学势逐渐减小, 从

而改变了系统的基态性质, 这与相图 2中的结果一

致. 对于各向异性偶极相互作用, 当   即

 ,    时, 从图 6(c)可以看出

晶格中的密度分布呈条纹状, 同时有   , 因

此系统为 SSS相. 增大极化角  , 即 

 ,    , 从图 6(d)可以看出晶格中心

区域为 SDW相, 随着  的增大, 在 SDW相的周

围会出现为 SSS相. 这说明考虑谐振势后 ( 

 ), 调节极化方向使得偶极相互作用一个方向

排斥一个方向吸引时, 系统中仍可观测到条纹相.

N = 50× 50 Ω/U =

0.012 α = 1/2 µ/U = 3.0

Vx/U = Vy/U = 0.2,

有人工磁场时, 序参量 ϕ和粒子数密度 n 在

 晶格中的分布如图 7所示, 其中 

 ,   ,   . 对于各向同性偶极相

互作用, 当相互作用较小时 ( 

J/U = 0.0155

Vx/U = Vy/U = 0.8, J/U =

0.08

Ω/U = 0.012

 ), 从图 7(a)可以看出晶格的中心区

域是MI(2)相, 由晶格中心向外, 随着外加谐振势

的增大 , 在 MI(2)相的周围依次会出现 CBSS,

CBDW(2, 1), CBSS, MI(1), CBDW(1, 0)和CBSS

相. 与图 6相比, 系统中绝缘相的参数区域有明显

增大, 这说明人工磁场会使得系统更易处于局域

化. 当相互作用较大时 ( 

 ), 从图 7(b)可以看出从晶格中心向外依次会

出现 CBSS, CBDW(3, 0), CBDW(2, 0), CBDW

(1, 0)和 CBSS相 , 这与图 2中考虑人工磁场后

的相变结果一致 . 对于各向异性偶极相互作用

系统, 图 7(c)表明, 人工磁场对晶格外势较大区

域的 SSS相影响较小 . 图 7(d)表明 , 当偶极相

互作用一个方向为排斥、一个方向为吸引时, 从

晶格中心向外依次会出现 SDW相和 SSS相, 与

图 6(d)相比较, SDW相存在的参数区域增大. 这

说明有谐振势时 (  ), 条纹相可以稳

定存在, 人工磁场仍会使得绝缘相存在的参数区域

增大. 
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图  7      ,    时序参量 ϕ (上图 )和粒子数密度 n (下图 )在   晶格中的分布　 (a)    ,

 ; (b)   ,   ; (c)   ,   ; (d)   ,  

N = 50× 50 Ω/U = 0.012

α = 1/2 Vx/U = 0.2 Vy/U = 0.2 Vx/U = 0.8 Vy/U = 0.8 Vx/U = 0.8 Vy/U = −0.2 Vx/U = 0.8

Vy/U = −0.8

Fig. 7. Order  parameter ϕ  (upper  panel)  and  boson  densities n  (lower  panel)  in  a      lattice  with      and

 :  (a)    ,    ;  (b)    ,    ;  (c)    ,    ;  (d)    ,

 .
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4   结　论

θ = 24.09◦

θ = 45.0◦

利用扩展 Bose-Hubbard模型和非均匀平均

场方法, 研究了人工磁场下二维光晶格中的各向异

性偶极量子气体的相变特性. 偶极相互作用的极化

方向和人工磁场都会影响系统的基态性质, 当极化

角较小时 (  ), 系统为MI, CBDW, CBSS

和 SF相, 增大极化角会使得 MI和 CBDW相收

缩到跃迁能较小的区域, CBSS相会扩展到跃迁较

大的参数区域. 当极化角较大时 (  ), 系统

中的棋盘密度波相和棋盘超固相会变为条纹密度

波相和条纹超固相. 人工磁场下条纹密度波相和条

纹超固相仍会稳定存在, 且人工磁场会使得条纹密

度波相和条纹超固相在相图中的存在区域变大. 外

加谐振势会使得晶格系统的不同区域观察到不同

相, 而人工磁场可以使得超固相的存在区域变大.
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Abstract

Vx/U = 0.2, Vy/U = 0.1

Vx/U = 0.2,

Vy/U = −0.1

The quantum system composed of optical lattice and ultracold atomic gas is an ideal platform for realizing
quantum  simulation  and  quantum  computing.  Especially  for  dipolar  bosons  in  optical  lattices  with  artificial
gauge  fields,  the  interplay  between  anisotropic  dipolar  interactions  and  artificial  gauge  fields  leads  to  many
novel  phases.  Exploring  the  phase  transition  characteristics  of  the  system  is  beneficial  to  understanding  the
physics of quantum many-body systems and observing quantum states of dipolar system in experiments. In this
work, we investigate the quantum phase transitions of anisotropic dipolar bosons in a two-dimensional optical
lattice  with  an  artificial  magnetic  field.  Using  an  inhomogeneous  mean-field  method  and  a  Landau  phase
transition theory, we obtain complete phase diagrams and analytical expressions for phase boundaries between
an incompressible phase and a compressible phase. Our results show that both the artificial magnetic field and
the  anisotropic  dipolar  interaction  have  a  significant  effect  on  the  phase  diagram.  When  the  polar  angle
increases, the system undergoes the phase transition from a checkerboard supersolid to a striped supersolid. For

small  polar  angle  (  ,  Fig.(a)),  artificial  magnetic  field  induces  both  checkerboard  solid

phase  and  supersolid  phase  to  extend  to  a  large  hopping  region.  For  a  larger  polar  angle  ( 

 , Fig.(b)), artificial magnetic field induces both striped solid and striped supersolid to extend to a
large  hopping  region.  Thus,  the  artificial  magnetic  field  stabilizes  the  density  wave  and supersolid  phases.  In
addition,  we  reveal  the  coexistence  of  different  quantum  phases  in  the  presence  of  an  external  trapping
potential. The research results provide a theoretical basis for manipulating the quantum phase in experiments
on anisotropic dipolar atoms by using an artificial magnetic field.

Keywords: optical lattice, anisotropic dipolar interaction, artificial magnetic field, supersolid phase
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