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本文基于带有不同变系数和势的分数薛定谔方程, 研究了二次相位调制 (QPM)下厄米-高斯光束的演化

特性. 在自由空间中, 光束聚焦位置随着正 QPM系数的增加或莱维指数的减小而变大. QPM为负时, 光束聚

焦消失. 在余弦调制和 QPM共同作用下, 光束的传输不再遵循余弦规律振荡, 而是表现出一大一小的呼吸结

构, 其演化周期会随调制频率的增加而降低. 引入线性调制时, 分裂光束的运动轨迹呈现抛物线状. 在线性调

制和 QPM共同影响下, 光束呈现出聚焦或聚焦消失的特性. 当考虑幂函数调制和正 QPM共同影响时, 在莱

维指数较小时, 光束在一定传输距离内保持不失真的直线传输. 当线性势作用时, 光束的分裂随着线性系数

的增加而逐渐消失, 最终呈现周期性演化. 在加入 QPM后, 光束会得到明显放大. 另外, 光束演化周期与线

性系数成反比, 横向振幅随着莱维指数的增加而变大. 当抛物势和 QPM共同作用时, 光束会呈现出自动聚

焦, 散焦效应, 聚焦频率会随着莱维指数和抛物系数的增加而变大. 这些特性在光学操纵, 光学聚焦等领域具

有潜在的应用价值.
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1   引　言

在过去的十几年里, 研究者对具备特殊功能的

新型激光束展开了广泛的探讨. 如完美涡旋光束 [1],

球形高斯拉盖尔光束 [2], 特里科米高斯光束 [3], 椭

圆 [4] 和复变 [5] 正弦高斯交叉相位光束. 由于厄米-

高斯 (HG)光束具有特殊的波前相位和光强分布,

也引起了广泛的关注, 其在诸多领域都有较好应用

前景, 如超材料 [6]、粒子操纵 [7]、高功率定标放大 [8]

以及光学涡旋结 [9] 等. 近几年, 研究者们着重探讨

了在不同介质中 HG光束的传输特性. 例如, 研究

者分析了强非局部平面波导中 HG光束的传输特

性 [10], 该研究结果为光调制器的制造提供了重要

参考价值. 在此基础上, Song等 [11] 发现厄米-高斯

和拉盖尔-高斯叠加光束在强非局部非线性介质作

用下, 其特征参数决定了哪种孤子在传输过程中占

主导地位. 之后, 相继报道了 HG光束在非均匀大

气中的自聚焦效应 [12] 和等离子体中产生的二次谐

波现象 [13]. 2023年, Ebel与 Talebi[14] 探讨了电子

在 HG光束下的非弹性散射, 其结果表明可以通过

使用结构光波来实现电子波包的能量调制, 从而产
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生类似光子诱导近场电子显微镜的电子光谱. 同

年, Che等 [15] 发现不同阶数的 HG光束在特征长

度渐长的非局部非线性介质中可以绝热传播. 另

外, Saad等 [16] 分析了广义厄米余弦高斯光束在海

上湍流中的传播, 研究成果对光通信和遥感等应用

有重要意义.

作为非线性薛定谔方程的扩展, 分数薛定谔方

程 (FSE)自 Laskin[17] 提出后, 众多研究者开始对

FSE进行深入探讨. 在过去的几十年里, 对该方程

的研究侧重于数学领域. 直到 2015年, Longhi[18]

提出了一种光学实验方案, 将 FSE引入到光学领

域中, 激起了研究 FSE光学系统中光束传输特性

的兴趣. 例如, 研究者发现在 FSE中超高斯光束最

终演化成孤子 [19]; 圆艾里光束在 FSE中的自聚焦

现象 [20]; FSE中两个艾里光束之间的反常相互作用 [21]

等. 通过引入不同调制, 进一步加深了对光束操控

的研究. 在带有余弦调制的 FSE中, Zang等 [22] 研

究表明高斯光束呈现周期性振荡, 可以通过调整系

统参数和啁啾参数有效的控制高斯光束的演化. 基

于此结果, Xin等 [23] 对高斯光束在不同纵向调制

下的传输特性进行了理论分析和数值模拟. 另外,

在具有不同外部势的 FSE中光束演化表现出独特

的性质. Huang等 [24] 发现艾里光束在线性势作用

下分裂现象消失, 呈现出周期性演化, 光束演化周

期随线性系数的增大而降低. 受此启发, 学者们探

讨了线性势作用下双艾里光束 [25] 和圆艾里光束的

演化特性 [26]. 此外, 在抛物势作用下光束传输也有

不同的表现. 皮尔斯-高斯光束在抛物势作用下表

现为周期束缚态 [27]. FSE中 HG光束在抛物势作

用下呈现出自聚焦, 离焦变化 [28], 可以通过调整抛

物系数和莱维指数来控制光束演化. 这些研究结果

表明, 基于 FSE的光学系统在光学操纵领域有着

广泛的应用前景, 并且能够有效地控制光束的传输

特性.

近年来, 研究人员发现施加 QPM的光束在传

输过程中表现出有趣的行为. Zhang等 [29] 基于非

线性薛定谔方程, 对艾里光束施加 QPM后使之发

生畸变, 通过调整 QPM系数实现了对艾里光束的

操纵. 有人根据此研究结果, 通过改变 QPM系数

使圆艾里光束演变为艾里或贝塞尔模式, 发现光束

在传输过程中表现出双聚焦行为 [30]. 之后, 研究者

们相继分析了 QPM下一维和圆艾里光束的自成

像效应 [31], 以及不同势和 QPM共同作用下艾里光

束的演化特性 [32], 其结果在光捕获和粒子加速领

域有潜在应用价值. 最近, 有学者讨论了 FSE中

用 QPM控制光束的传输动力学 [33], 结果表明 FSE

下光束的聚焦受 QPM系数和莱维指数的影响. 然

而, 目前对带有不同变系数和势的 FSE中用 QPM

控制 HG光束演化的研究鲜有报道.

本文以带有变系数和外部势的 FSE为基本框

架, 研究了 QPM下 HG光束的传输性质. 首先分

析了自由空间中 QPM系数和莱维指数对 HG光

束演化的影响. 其次探讨了余弦调制和 QPM共同

作用下 HG光束的演化特性. 通过调整 QPM系

数, 莱维指数和调制频率可以改变光束的呼吸行

为. 同时, 相继分析了在线性调制、幂函数调制作

用下, 施加 QPM后, 光束传输特性的变化. 最后通

过调整线性系数、抛物系数和 QPM系数等参数,

依次研究了施加 QPM后, 线性势、抛物势作用下,

HG光束的演化特性. 这些特性使之在光学操纵,

光学聚焦等领域展现了重要的应用前景. 

2   理论模型

光束在带有势的变系数分数系统传输时, 其演

化过程可以用变系数分数薛定谔方程描述: 

i
∂U

∂z
− 1

2
D (z)

(
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)α/2

U(x, y, z)

− V (x)U (x, y, z) = 0, (1)

(
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2

)α/2

α (1 < α ⩽ 2) D (z)

V (x)

α = 2 D (z) = 1

其中 U 代表光束的包络; x, y 为归一化横向坐标,

z 为归一化传输距离;   是具有莱

维指数   分数阶拉普拉斯式.    为

变系数 , 表示距离 z 的函数 ,    为势函数 . 当

 ,   时, 方程 (1)为标准薛定谔方程.

无势作用下, 方程 (1)经过傅里叶变换可以

写为 

i
∂

∂z
U (kx, ky, z)

− 1

2
D (z)

(
k2x + k2y

)α/2
U (kx, ky, z) = 0, (2)

⌢

U (kx, ky, z) U (x, y, z) kx

ky

其中  是  的傅里叶变换,   和

 代表空间频率, 方程 (2)的通解可写为 

U (kx, ky, z) = U (kx, ky, 0)

× exp
[
− i
2

(
k2x + k2y

)α/2 ∫ z

0

D (ζ)dζ
]
. (3)
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⌢

U (kx, ky, 0) U (x, y, 0)  为   的傅里叶变换, 因此可以

得到方程 (1)的通解为 

U (x, y, z) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
U (kx, ky, z)

× exp (ikxx+ ikyy) dkxdky. (4)

本文采用带有 QPM的 HG光束作为初始输

入光谱: 

U (kx, ky, 0) =
(−i)n

a2
Hn

(
kx
a

)
Hm

(
ky
a

)

× exp

[
−
(
k2x + k2y

)
2a2

]
exp

[
ip
(
k2x + k2y

)]
, (5)

Hn(t) =

(−1)
net

2

dne−t2/dtn

n = m = 2

a = 2

其中 n, m 为 x 方向和 y 方向上的横向模数;  

 为厄米多项式, a 为任意伸缩系

数, p 为二次相位调制系数, 本文中采用  ,

 .

将 (5)式作傅里叶逆变换, 得到初始输入光场为 

U (x, y, 0) =
1

4π2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
U (kx, ky, 0)

× exp (ikxx+ ikyy) dkxdky. (6)

w在传播过程中, 光束宽度  可以表示为 

w =

√√√√√√√√
2

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x− xc)

2|U |2dxdy∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|U |2dxdy

. (7)

xc其中  为光束的重心, 

xc =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
x|U |2dxdy∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
|U |2dxdy

.

U (x, y, 0) U (x, y, z)

U (x, y, 0)

U (x, y, z)

由于在光学系统的研究中难以得到初始光场

 在空间传播后的   的通解, 对此

采用 (5)式定义的初始输入光谱, 运用数值计算工

具先对 (5)式作傅里叶逆变换得到   , 然

后通过分步傅里叶法来数值求解 (1)式用以模拟

 在传播过程中的演变特性. 

3   数值模拟结果与分析
 

3.1    带有 QPM 的 HG 光束演化

|U |
为了更加详细地观察光束在传播过程中的变

化, 在本文研究中, 所有的演化图均采用   而不

|U |2 α

α = 1

α

α

α = 2

zf = 2p

zf

α

是  . 图 1展示了不同莱维指数  和 QPM系数

p 下 HG光束的演化. 由图 1(a0)—(a2)可以看出,

没有 QPM的 HG光束的焦点位于初始输入平面.

在   时, 光束经过短距离传播后, 分裂成两个

子光束, 子光束呈轴中心对称分布, 子光束之间的

距离随着传输距离的增加而增大. 这种分裂现象的

原因是: 其中一个光波与正频域相关, 在传输过程

中表现出加速的特性; 另一个光波与负频域对应,

表现出减速的特性. 两波之间的相互作用导致在

HG光束的传输中观察到了分裂现象. 随着  的增

大, 光束衍射变得更强, 光束出现衍射的时间更早,

各光束之间的距离变得更大. 当考虑正 QPM时,

如图 1(b0)—(b2)所示, 光束的焦点并未在初始位

置, 而是经过一段距离传播后发生聚焦, 然后再分

裂. 此外,    越大, 光束的聚焦位置向更短的传播

距离移动. 当施加负的 QPM时, 从图 1(c0)—(c2)
可以看出, 光束聚焦现象消失, 但是随着传输距离

的增加, 光束仍然会发生分裂. 当  时, 可以用

聚焦位置公式  来解释光束聚焦出现和消失

的原因.    为焦点位置, 当 p 为正时, 焦点位置随

着 p 的增加而线性增加. 当 p 为负时, 这时焦点位

置为负, 所以光束聚焦特性消失. QPM的作用类

似于光学透镜, 可以通过调整 QPM系数 p 来改变

光学系统的焦距. 当增大 p 时, 焦点会沿着中心轴

移动. 另外,   的变化会改变光束在传播过程中的

相位, 进而影响光学系统.

α

α = 2

α

α

α

α

α

为了更加清晰地了解 HG光束的聚焦特性 ,

图 2(a0)—(c1)展示了不同莱维指数   和 QPM系

数 p 对光束在传播过程中的影响. 从图 2(a0)—(b0)
可以看出, HG光束的峰值振幅会随着正 QPM系

数 p 的增大而降低, 而聚焦位置则会随着 p 的增大

而增大. 当 p 为负值时, 光束振幅会随着 p 的减小

而减弱, 并且不会发生聚焦. 然而在图 2(c0)中, 观

察到当   时 , 光束峰值振幅受正 QPM系数

p 的影响很小, 随着 p 的增大, 峰值振幅几乎保持

不变. 在图 2(a1)中, 随着   的增大, 衍射效应越

强, 光束在传输过程中能量损耗的越多. 在图 2(b1)

中, 光束的峰值振幅随着   的增加先增大后减小,

聚焦位置随着  的增大而降低. 而对于图 2(c1)中

的负 QPM系数 p, 光束的聚焦现象消失, 光束能

量随着 α的增大而衰减的更快. 此外当   较大时,

光束在经过一段距离传输后, 由于衍射效应的增

强, 光束会出现紊乱. 图 2(d)表明, 当  较小时, HG
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α

α

α = 2

α

α

光束的峰值振幅会随着 p 的增加而降低; 而当  较

大时, 峰值振幅随着 p 的增加先增大然后降低. 从

图 2(e)发现聚焦位置会随着  的降低或 p 的增加

而减小. 另外当   时, 聚焦位置与 p 呈线性相

关. 基于本节讨论可知 HG光束的分裂受莱维指数

 的影响. 光束的聚焦位置和峰值振幅会随莱维指

数  和正 QPM系数 p 的变化而改变, 当 QPM系

数 p 为负时, 光束聚焦特性消失. 

3.2    不同变系数下带有 QPM 的 HG 光束
演化

V (x)=0

D(z) = cos (Ωz) α

Ω

α

本节讨论不同变系数下带有 QPM的 HG光

束传输特性 (  ). 图 3(a0)—(c2)展示了余

弦调制  下不同莱维指数  和 QPM

系数 p 的 HG光束演化,   为调制频率. 图 3(a0)—

(a2)中, HG光束先分裂成两个子光束, 由于余弦

调制的作用, 光束形成了周期性振荡. 随着   的

α = 1

α

α

增大, 由于衍射效应的增强, 横向振荡幅度增大.

图 3(b0)—(b2)展示了 p 为正时 HG光束的演化.

当  时, 光束先聚焦后发散, 然后再次聚焦, 形

成周期性的呼吸振荡. 随着  的增大, 光束经过短

距离传输后先完成第一次聚焦, 然后再分裂, 再聚

焦, 此时完成了一次振荡幅度较小的呼吸行为. 随

后两子光束又相互排斥, 再吸引, 完成了一次振荡

幅度较大的呼吸行为, 光束在这一小一大振荡幅度

的交替下呈现周期性呼吸态. 当施加负 QPM时,

光束表现出一大一小的周期性呼吸行为. 通过对比

正负 QPM下光束行为的变化, 发现两者除了在一

个周期内的呼吸结构顺序发生了调换, 其他的特性

并无差异. 从图 3(a3)—(c3)束宽对比图可以明显

地看出 HG光束的演化规律, 束宽会随着  的增大

而变大, 只有余弦调制作用时, HG光束呈现出余

弦轨迹振荡规律. 对光束施加 QPM后, 光束的余
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

α D (z) = 1 V (x) = 0图 1    不同莱维指数   和 QPM系数 p 下 HG光束演化图, 其中   ,  

α D (z) = 1 V (x) = 0Fig. 1. Evolution of HG beams for different Lévy index    and QPM coefficient p, here   ,   .
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弦轨迹振荡发生破坏, 呈现出一大一小或一小一大

的呼吸演化.

D (z) = cos (0.1z)

α

|p| |p|

α =

2

α

α

图 4给出了余弦调制  下不同

莱维指数   和 QPM系数 p 对 HG光束演化的影

响. 从图 4(a0)—(b0)看出, HG光束的峰值振幅随

着   的增大而降低, 并且当   较大时, 峰值振幅

周期性地呈现多个峰. 另外 p 的正负并不会改变光

束的峰值振幅, 但会影响光束的呼吸行为. 当 

 时, 如图 4(c0)所示, 光束的峰值振幅受 QPM调

制的影响很小, 并且始终保持周期性的单峰. 此外

从图 4(a1)可以看出, 当没有 QPM时,    的变化

并不会改变光束的演化周期和峰值振幅 . 加入

QPM后, 如图 4(b1)—(c1)所示, 当 p 为正时, HG

光束总是先聚焦再离焦, 峰值振幅随着  的增大先

增加后又降低. 当 p 为负时, 除了呼吸次序发生替

换外, 其他现象与 p 为正时一样.

Ω

Ω

p = 0

p ̸= 0

Ω p = 0

图 5给出不同调制频率   和 QPM系数 p 下

HG光束的演化. 从图 5(a0)—(c2)可以看出, 随着

 的增大, 使得光束相位变化速度增加, 导致光束

的横向振荡幅度变得越来越小, 光束的演化周期明

显降低. 此外, 当   时, 光束的焦点明显多于

 的情况. 从图 5(a3)—(c3)束宽变化图可以明

显看出束宽会随着   的增大而降低. 当   时,

随着传输距离的增加, 束宽先变大, 后减小, 然后

再变大, 形成周期性变化. 当加入 QPM时, 束宽整

体会变大, 但是 p 的正负并不会改变束宽大小, 只

会影响光束呼吸行为.

D (z) = z

α

p = 0

图 6展示了线性调制  下不同莱维指

数  和QPM系数 p 的 HG光束演化. 从图 6(a0)—

(a2)可以看出, 当  时, HG光束的演化类似于

 

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(a0) =1.0

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=-2
=-1
=0
=1
=2

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(b0) =1.5

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=-2
=-1
=0
=1
=2

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(c0) =2.0

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=-2
=-1
=0
=1
=2

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(a1) =0

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=1.0
=1.2
=1.5
=2.0

0 10 20 30 40
0

0.2

0.4

0.6

0.8
(b1) =1

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=1.0
=1.2
=1.5
=2.0

0 10 20 30 40
0

0.05

0.10

0.15

0.20
(c1) =-1

|
|/

a
rb

. 
u
n
it
s



=1.0
=1.2
=1.5
=2.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

F
o
c
u
si

n
g
 a

m
p
li
tu

d
e

(d)



=1.0
=1.2
=1.5
=2.0

0 1 2 3
0

10

20

30

40

F
o
c
u
si

n
g
 p

o
si

ti
o
n

(e)



=1.0
=1.2
=1.5
=2.0

0 1 2 3

α α图 2    (a0)—(c1)不同莱维指数   和 QPM系数 p 下 HG光束的包络图; 不同莱维指数   下 (d)聚焦振幅和 (e)聚焦位置与 QPM

系数 p 的关系

α

α

Fig. 2. (a0)–(c1) Envelopes of HG beams for different Lévy index     and QPM coefficient p; (d) focusing amplitude and (e) focus-

ing position versus QPM coefficient p under different Lévy index   , respectively.
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α

抛物线状. 这是由于在线性调制下, 分裂光束之间

的排斥力随着传输距离的增加而变大. 此外, 随着

 的增加, 光束的衍射效应增强, 由于莱维分布的

长尾性, 子光束之间的距离随着传输距离的增加变

得更大. 当考虑正 QPM时, 如图 6(b0)—(b2)所
示, 子光束首先相互吸引, 向中心轴汇聚, 然后再

α

z = 0

α

相互排斥产生分裂.   越大, 子光束就更早地完成

聚焦, 焦平面更加靠近   平面, 且焦平面变得

更小. 当加入负 QPM时, 光束聚焦现象消失, 光束

随着传输距离的增加而产生分裂, 随着   的增大,

光束分裂现象逐渐减弱. 从图 6(a3)—(c3) HG光

束包络图可以清晰地看出光束在不同 QPM下的
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D (z) = cos (Ωz) α Ω = 0.1图 3    (a0)—(c2) 余弦调制   下不同莱维指数   和 QPM系数 p 的 HG光束演化图 ,   ; (a3)—(c3)束宽随

传输距离 z 变化图

α

D (z) = cos (Ωz) Ω = 0.1

Fig. 3. (a0)–(c2)  Evolution  of  HG  beams  with  different  Lévy  index      and  QPM  coefficient  p  under  cosine  modulation

 , here   ; (a3)–(c3) beam width varies with transmission distance z.
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p > 0 α

p < 0

聚焦特性. 当  时, 光束的聚焦速度随着  的增

大而变快, 其峰值振幅先增大后减小.    时光

束不再聚焦, 其能量随着传输距离的增加一直减小.

D (z) = 1/z

α

p = 0

α

α

α

α = 2

p = 0 p = −1

p = 1

图 7为幂函数调制  下不同莱维指

数   和 QPM系数 p 的 HG光束演化图. 当 QPM

系数   时, 如图 7(a0)—(a2)所示, HG光束随

着传输距离的增加逐渐转变为稳定结构. 当  增大

时, 光束衍射效应增强, 束宽变得越来越大. 当幂

函数调制和正 QPM共同作用时, 两者可以共同调

节 HG光束的强度分布和相位特性. 如图 7(b0)—

(b2)所示, 当  较小时, 在一定距离内光束可以保

持不失真直线传输. 随着  的增大, 衍射效应逐渐

占主导地位, 当  时, 衍射效应最强, 光束经过

短距离传输后自动聚焦一次, 然后逐渐转变为稳定

结构演化. 当考虑负 QPM作用时, 如图 7(c0)—

(c2)所示, 随着传输距离的增加, 光束的演化也呈

现出稳定结构, 不同的是其束宽明显要大于没有

QPM调制时光束的束宽. 从图 7(a3)—(c3)看出,

当   或   时, 光束的能量先降低, 然后在

一定距离内保持不变. 当   时, 光束能量先增

加再降低, 然后在一定传输距离内保持稳定状态.

由上述讨论可知, 在不同的纵向调制下, HG

光束呈现出不同的演化特性, 如周期性振荡传输,

抛物线状演化或逐渐趋于稳定的形态传输 . 在

α

Ω

α

α

QPM和余弦调制的影响下, 光束演化周期随着  

或  的增大而减小. 在正 QPM和线性调制的影响

下, 光束聚焦位置随着  的增大而降低, 当添加负

QPM时, 聚焦消失. 加入幂函数调制和正 QPM

时, 在  较小时, 光束保持长距离不失真传输. QPM

为负时, 聚焦消失, 但在一定距离内, 光束保持稳

定性传输. 

3.3    线性势下带有 QPM 调制的 HG 光束
演化

V (x) = βx

D (z) = 1 β

β

β

p = 0

本节讨论线性势  作用下带有 QPM

的 HG光束演化特性 (  ),    为线性势的

线性系数. 从图 8(a0)—(a2)可以看出, 加入线性

势后, 由于线性相位占主导地位, 随着线性系数 

的增加, 光束分裂现象逐渐消失, 右侧的子光束逐

渐向左侧靠拢, 最终呈现出周期性传输, 传输路径

类似于锯齿状. 此外, 随着   的增加, 线性势场越

强, 光束在线性势场中的相位变化速度越快, 导致

光束传输周期越小. 当考虑正 QPM和线性势共同

影响时, 如图 8(b0)—(b2)所示, HG光束的传输路

径与   时类似. 但由于正 QPM会使 HG产生

自聚焦特性, 光束在经过一段距离传输后会自动聚

焦一次, 然后继续保持锯齿状的传输路径传输. 当

加入负 QPM时, 光束聚焦现象消失, 受线性势场
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Ω = 0.1 D (z) = cos (Ωz) α图 4      时, 余弦调制   下不同莱维指数   和 QPM系数 p 的 HG光束包络图

α D (z) = cos (Ωz)

Ω = 0.1

Fig. 4. Envelopes of HG beams for different Lévy index    and QPM coefficient p under cosine modulation   , here

 .
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β

p = 0

p = 1

的影响, 光束随着线性系数  的增大也会展现出锯

齿状周期性演化. 另外在 QPM和线性势场的共同

作用下, 由于 QPM在横向上引起光束相位分布的

不规则变化, 导致光束的束宽明显要大于无 QPM

的情况. 从图 8(a3)—(c3)可以更加清晰地看出光

束的演化特性. 当   时, 光束能量会随着传输

距离的增加而降低. 当   时, 光束能量先增大

β p = −1

β

后降低,    越大, 光束更早的发生聚焦. 在  

时, 光束的传输很稳定, 在传输过程中能量几乎保

持不变, 其演化周期随着  的增大而降低.

α

α

图 9展示了不同莱维指数   和 QPM系数 p

下 HG光束的演化. 随着  的增大, 光束衍射效应

增强, 运动轨迹发生明显改变. 光束的偏转角度增

加, 横向振幅明显增大. 受到线性势场影响, 该振
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α = 1Fig. 5. (a0)–(c2) Evolution of HG beams for different modulation frequence and QPM coefficient p, here   ; (a3)–(c3) the beam

width varies with transmission distance z.
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α

α

荡向着 x 负空间延长, 其传输路径由类似分段直线

形状转逐渐变成弯曲线形状. 然而光束的演化周期

并不会因   的变化而改变. 当加入正 QPM时, 如

图 9(b0)—(b2)所示, HG光束发生聚焦的时间随

 的增大而变的更早. 考虑负QPM时, 如图 9(c0)—

(c2)所示 , 光束聚焦特性消失 . 从图 9(a3)束宽

对比图可以看出, 在 QPM和线性势共同作用下,

p =

0

p = 1

p = −1

QPM对 HG光束有着放大作用, 束宽明显大于 

 时. 当加入正 QPM时, 光束束宽先变小, 后增大,

再变小, 如此形成周期性变化. 而负 QPM下光束

的束宽变化与正QPM互为镜像对称. 从图 9(b3)—

(c3)光束包络图看出, 当   时, 随着传输距离

的增加, 光束先聚焦一次达到峰值振幅, 然后表现

出弱振荡结构. 当   时, 光束表现为振荡特
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D (z) = z α图 6    (a0)—(c2)线性调制   下不同莱维指数   和 QPM系数 p 的 HG光束演化图; (a3)—(c3) 图 (a0)—(c2)对应的包络图

α D (z) = zFig. 6. (a0)–(c2) Evolution of HG beams with different Lévy index     and QPM coefficient p under linear modulation    ;

(a3)–(c3) the corresponding envelopes to panels (a0)–(c2).
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α

α β

α

性, 随着传输距离的增加, 光束之间的干涉更加强

烈, 表现出强烈的振荡结构. 此外  的增大也会导

致光束的振荡加剧. 基于本节讨论可知, 在线性势

作用下光束呈现周期性演化, 通过调整  和  可以

操控光束演化周期. 当考虑线性势和 QPM共同影

响时, 随着  的增大, 光束经过一段距离传输后会

出现振荡. 

3.4    抛物势下带有 QPM 的 HG 光束演化

V (x, y) = 1/2µ2
(
x2 + y2

)
D (z) = 1

µ

α

本节讨论抛物势   作

用下带有 QPM的 HG光束演化特性 (  ),

 为抛物势的抛物系数. 从图 10(a0)—(a2)可以看

出, 在抛物势的作用下, HG光束经过一段距离传

输后自动聚焦, 再离焦, 再聚焦. 随着  的增大, 光
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α

D (z) = 1/ z

Fig. 7. (a0)–(c2)  Evolution  of  HG beams  with  different  Lévy  index      and  QPM coefficient p  under  power  function  modulation

 ; (a3)–(c3) the corresponding envelopes to panels (a0)–(c2).
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α = 2

p = 0

α = 2

束发生自动聚焦的速度更快, 横向振幅更大, 聚焦

位置离初始位置更近, 焦距更短. 此外当  时,

光束呈现出周期性的自动聚焦、离焦特性. 当抛物

势与 QPM共同作用时, 如图 10(b0)—(c2)所示,

光束也会呈现自动聚焦现象, 但是光束之间的干涉

特别强, 光束散焦幅度更大, 束宽明显大于  

时. 当   时, 光束聚焦呈现周期性变化. 另外,

α = 2

p = 0 p ̸= 0

α < 2

负 QPM下光束的演化除了聚焦时间比 QPM为

正时略迟一点外, 其他演化特性相似. 从图 10(a3)—

(c3)包络图可以看出, 当   时, 光束呈现周期

性聚焦, 而且  时光束的峰值振幅要小于 

时. 当  时, 在抛物势和 QPM共同影响下, 随

着传输距离的增加, 光束之间的碰撞逐渐增加, 光

束的振荡变得越来越强.
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β α = 1图 8    (a0)—(c2)不同线性系数   和 QPM系数 p 下 HG光束演化图,   ; (a3)—(c3) 图 (a0)—(c2)对应的包络图

β α = 1Fig. 8. (a0)–(c2)  Evolution  of  the  HG beam for  different  linear  coefficient      and  QPM coefficient p,  here    ;  (a3)–(c3)  the

corresponding envelopes to panels (a0)–(c2).
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µ

α µ

µ

图 11展示了不同抛物系数   和 QPM系数

p 下 HG光束的演化. 由图 11(a0)—(c2)可以看出,

光束在相同莱维指数   下随着抛物系数   的增加

光束自动聚焦的速度显著提升, 光束横向宽度变的

更小. 这是因为   越大, 抛物势场越强, 对光束约

束能力更强, 使光束在更窄的空间内反射. 由包络

µ

µ α

图 11(a3)—(c3)看出, 随着   的增加, 光束在传输

过程中相互作用的频率更高, 导致振荡行为更加明

显. 由本节讨论结果可知, 在抛物势和 QPM共同

作用下, 光束会发生自动聚焦, 离焦变化. 可以通

过调节抛物系数   , QPM系数 p 以及莱维指数  

来控制 HG光束的传输特性.
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α β = 5图 9    (a0)—(c2) 不同莱维指数   和 QPM系数 p 下 HG光束演化图,   ; (a3)束宽随传输距离 z 变化图; (b3), (c3) 图 (a1)—
(c2)对应的包络图

α β = 5Fig. 9. (a0)–(c2)  Evolution  of  HG beams  for  different  Lévy  index      and  QPM coefficient p,  here    ;  (a3)  the  beam width

varies with transmission distance z; (b3), (c3) the corresponding envelopes to panels (a1)–(c2).
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4   结　论

本文研究了 QPM下 HG光束在不同变系数

和势的 FSE中的传输特性. 当 HG光束在自由空

间传输时, 莱维指数的大小影响着光束的分裂. 当

加入正 QPM后, 光束在传输过程中具有自动聚焦

特性, 聚焦位置随着 QPM系数和莱维指数的改变

而变化, 而负 QPM使光束在传输过程中的聚焦特

性消失. 在余弦调制存在的情况下, HG光束的传

输呈现出余弦轨迹的周期性振荡. 当 QPM与余弦

调制共同作用时, 光束呈现出一大一小的呼吸结构

的周期性演化. QPM的正负改变了大小呼吸结构

的交替顺序. 调制频率可以改变光束演化周期. 加

入线性调制后, HG光束呈现出抛物线轨迹传输.
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α µ = 1图 10    (a0)—(c2) 不同莱维指数   和 QPM系数 p 下 HG光束演化图,   ; (a3)—(c3) 图 (a0)—(c2)对应的包络图

α µ = 1Fig. 10. (a0)–(c2) Evolution of HG beams for different Lévy index    and QPM coefficient p, here   ; (a3)–(c3) the correspond-

ing envelopes to panels (a0)–(c2).
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QPM为正时, 光束在传输过程中会自动聚焦, 为

负时, 聚焦消失. 当幂函数调制和正 QPM共同作

用时, HG光束在莱维指数较小时会保持长距离的

不失真直线传输. 加入线性势后, 随着线性系数增

大, HG光束分裂现象逐渐减弱, 最终呈现出周期

性演化. 光束的演化周期受线性系数的大小影响,

莱维指数的变化会改变光束的横向振幅. 此外, QPM

对光束有着放大作用. HG光束在抛物势作用下会

呈现出自聚焦, 离焦变化, 莱维指数和抛物系数的

变化会改变光束聚焦速度和横向振幅. 当 QPM和

抛物势共同作用时, 无论 QPM的正负如何, 光束

都会呈现出自动聚焦, 离焦现象. 本文研究结果不

仅充实了对分数薛定谔方程的研究, 还为光学聚焦

和光学控制的应用提供了一定的参考价值.
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corresponding envelopes to panels (a0)–(c2).
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Abstract

The Hermite-Gaussian  (HG)  beam has  many potential  advanced  applications  in  optical  communications,

electron  acceleration,  nonlinear  optics  and  bio-optical  disease  detection,  owing  to  its  distinctive  mode  and

intensity  distribution.  The  research  on  HG  beam  are  significant  in  the  development  of  optics,  medicine  and

quantum technology. However, the controlling of the evolutions of HG beam with quadratic phase modulation
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(QPM) in fractional systems under variable coefficients and potentials has been rarely studied. In this work, the

propagation dynamic behaviors of the HG beam with QPM are investigated based on the fractional Schrödinger

equation (FSE) under different variable coefficients  and potentials  by using a split-step Fourier  algorithm. In

the free space,  the focusing spot of  the beam becomes larger as the positive QPM coefficient increases or the

Lévy index decreases. The QPM coefficient has little effect on the focusing amplitude when the Lévy index is 2.

When the QPM coefficient  is  negative,  the focusing of  the beam disappears.  Under  the joint  action of  cosine

modulations and QPM, the transmission of the beam oscillates not by the cosine law, but presents a large and a

small breathing structure. The positive and the negative coefficient of QPM only alter the breathing sequence.

The evolution period and width of the beam decrease as the modulation frequency increases. The trajectory of

split  beams  turns  into  a  parabolic  shape  under  the  linear  modulation.  In  the  joint  influence  of  linear

modulations  and  QPM,  the  HG  beam  exhibits  either  focusing  or  not  focusing.  Furthermore,  the  focusing

position and focal plane of the beam decrease as the Lévy index increases. When the Lévy index is small, the

beam  keeps  a  straight-line  transmission  without  distortion  at  a  longer  distance  under  the  joint  effect  of  the

power  function  modulation  and  a  positive  QPM.  The  transmission  of  the  beam also  stabilizes  and  the  beam

width becomes larger with a negative QPM. Under a linear potential, the splitting of the HG beam disappears

with  the  increase  of  the  linear  coefficient  and  shows  a  periodic  evolution.  The  propagation  trajectory  of  the

beam shows a serrated pattern. By adding QPM, the beam is significantly amplified. Additionally, the evolution

period of the beam is inversely proportional to the linear coefficient, and the transverse amplitude turns larger

as  the  Lévy  index  increases.  The  interference  among  beams  is  strong,  but  it  also  exhibits  an  autofocus-

defocusing effect under the joint action of a parabolic potential and QPM. In addition, the positive coefficient

and  the  negative  coefficient  of  QPM  only  affect  the  focusing  time  of  the  beam.  The  frequency  of  focusing

increases  as  the  Lévy  index  and  parabolic  coefficient  rise.  These  features  are  important  for  applications  in

optical manipulations and optical focusing.

Keywords: fractional  Schrödinger  equation,  Hermite-Gaussian  beam,  quadratic  phase  modulation,  variable
coefficients and potentials
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