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本文研究了外部量子点耦合作用下, 量子点耦合两个手性Majorana费米子体系的共振交换. 为了观察

两个手性Majorana费米子的共振交换, 提出了一种基于量子反常霍尔绝缘体 (QAHI)近邻耦合 s波超导体的

电路. 数值计算的结果表明, 通过外部量子点耦合强度可以调节手性Majorana费米子的共振透射. 如果经历

了共振隧穿的一个手性Majorana费米子与另一个量子点或Majorana零能模发生共振耦合, 则可以实现与超

导相位无关的非阿贝尔编织操作. 因此所设计方案为Majorana费米子的非阿贝尔编织操作提供一种新的方

式, 这些发现可能在拓扑量子计算的实现中具有潜在的应用价值.
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1   引　言

量子计算是当今物理学研究的热点领域, 其可

以完成传统计算机不能解决的更复杂的计算任务.

但是由热噪声或电磁噪声引起的退相干是实现量

子计算难以突破的障碍, 目前已成为合成量子计算

机的瓶颈. 寻找容错量子位已成为实现量子计算的

核心问题. 在过去几十年研究者们试图找到能够实

现量子计算的量子比特, 后来的研究发现理论上满

足非阿贝尔统计的Majorana费米子可以提供容错

量子比特, 因此人们聚焦于研究这种特殊的粒子.

最早这种反粒子为自身的非阿贝尔任意子预测存

在于分数量子霍尔态. 随后, 2000年Moore和Read[1]

从理论上预测 Majorana费米子将出现在 px+ipy

波超导体中. 近年来, 拓扑绝缘体的发现为非阿贝

尔任意子提供了一个理想的研究平台 . 2001年 ,

Kitaev[2] 利用无自旋 p波超导体的一维 toy模型

从理论上预测了磁通涡旋中可能存在Majorana束

缚态. 此后, 在凝聚态物理中寻找这种可能以准激

发形式出现的Majorana束缚态受到了许多研究人

员的广泛关注. 不久之后, 人们在一维体系中找到

Majorana束缚态存在的证据 [3,4]. 随后通过理论预

测, 二维手性拓扑超导态可以通过与传统 s波超导

近邻耦合量子反常霍尔绝缘体 (QAHI)薄膜中出

现 , 并且预测手性 Majorana费米子将沿着靠近

s波超导体的 QAHI膜边缘传播 [5–10], 其特征为纵

向电导呈现出半整数量子化的电导平台 [11]. 然而,

随后的研究表明, 半整数电导平台并不是存在手

性 Majorana费米子的充分证据 [12–14], 寻找手性

Majorana费米子证据的研究仍在进行中 [15].

对Majorana费米子的研究激励着人们进一步
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研究它们的编织, 从而为实现拓扑量子计算提供解

决方案. 2011年, Alicea等 [16] 提出通过简单地调

整 Kitaev模型的栅极电压来移动 Majorana束缚

态在 T型结中的位置, 从理论上实现了 Majorana

费米子的编织, 但是这种方案很难保证维持非阿贝

尔统计的连续输运. 随后, 人们提出了诸多解决连

续输运的优化方案. 近年来手性 Majorana费米子

的预测及其输运性质的研究 [6–11,17,18], 使人们意识

到手性Majorana费米子可能更容易实现非阿贝尔

编织 [19]. Lian等 [20] 通过一维手性 Majorana费米

子在 Corbino结中的传播, 证明了手性 Majorana

费米子可以通过纯电学操作在介观尺度上实现编

织操作和量子态的读取. 随后, Zhou等 [21] 通过单

个量子点取代手性 Majorana束缚态, 实现了可通

过量子点的能级调制 Majorana费米子的共振隧

穿, 理论上一个Majorana费米子与另一个Majorana

束缚态进行共振交换后产生负号, 因此还可以很容

易的实现编织. 基于耦合到 Majorana束缚态结构

的单个量子点, Yan和 Sun[22] 实现了任意两个量

子比特的 T, H, CNOT量子门. 由于制备量子点

成本低、性能好的特点, 无疑为拓扑量子计算提供

了一种实用的解决方案. 最近, 双量子点引起了广

泛的关注 [23,24], 因为它们可以决定与拓扑超导体

(TSC)纳米线耦合时的电导行为 [25,26]. 但是进一步

的研究表明两个量子点之间的耦合强度与超导相

位有关 [27], 那么能否设计一种方案可以通过调整

两个量子点之间的耦合调制手性Majorana费米子

的编织, 而又和超导相位无关呢?

为回答上述问题, 本文考虑了孤立量子点耦合

量子点-Majorana费米子系统, 如图 1(a)所示. 依

据这个系统, 首先引入了描述孤立 Majorana零能

模耦合 Majorana零能模 -Majorana费米子系统

模型 , 如图 1(b)所示 . 通过证明得到 , 两个手性

Majorana费米子通过处于中间的 Majorana零能

模的透射系数 . 接着采用两个量子点替换两个

Majorana零能模, 证明了两种系统是等价的, 然后

设计了一个量子电路, 通过数学推导得到了可以在

实验中观察到的电导. 最后利用数值计算的结果讨

论了量子点之间的耦合强度对Majorana费米子的

共振透射和电导的影响. 并得出结论, Majorana费

米子隧穿过程可以通过调节两个量子点之间的耦

合强度来完成. 如果再耦合一个量子点, 如图 1(c)

所示, 将会获得另外一个负号 [21], 于是就能实现

γ1 → γ2 γ2 → −γ1 ,    的非阿贝尔编织, 因此对共振

隧穿的调控, 可以为接下来控制 Majorana费米子

的编织过程提供可用的解决方案.

  
QD2(a)

(b)

(c)

QD1

1 2 21

γ01

γ1 γ2 γ02

图 1　(a)孤立量子点耦合导线-量子点体系的共振隧穿模

型 ; (b)孤立 Majorana零模   耦合两个手性 Majorana费

米子  (蓝线)   (红线)-Majorana零模  复合体系模型;

(c)孤立Majorana零模耦合两个手性Majorana费米子-Ma-

jorana零模模型实现共振隧穿后再耦合另外一个Majorana

零模实现编织模型

γ1 γ2 γ02

Fig. 1. (a)  Resonance  tunneling  model  of  isolated quantum

dot coupled leads-quantum dot system; (b) the isolated Ma-

jorana zero mode coupling with two chiral Majorana fermi-

ons    (blue line)     (red line) -Majorana zero mode   

system  model;  (c)  isolated  Majorana  zero  mode  coupling

with  two  chiral  Majorana  fermions-Majorana  zero  mode

model to achieve resonance tunneling, followed by coupling

with  another  Majorana  zero  mode  to  achieve  braiding

model. 

2   模型和解析计算
 

2.1    两个串联 Majorana 零模模式

首先考虑两个串联的Majorana零模耦合一对

手性 Majorana费米子的隧穿情况 , 如图 1(b)所

示. 体系哈密顿的具体形式为 

H1 = H0 +HM +HC,
 

H0 = iν1
∑

α=1,2

∫ +∞

−∞
γα (x) ∂xγα (x) dx,

 

HM =
∑

α=1,2

itα01γα (0) γ01,

 

HC = it0102γ01γ02. (1)

ν

γα (x)

式中, H0 为两个解耦的手性Majorana哈密顿,   表

示费米速度,    为手性 Majorana费米子的场
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{γα (x) , γβ (x
′)} = δαβδxx′

γα

γ01 x = 0 tα01

t0102

算符, 满足反对易关系   .

HM 是   与靠近 Majorana费米子的 Majorana零

模   之间在   处的耦合 ,    为耦合强度 .

HC 是两个 Majorana零模之间的耦合, 其耦合强

度为  .

H1

γ1(0
+/−) γ2(0

+/−)

为了研究输运过程, 需要计算方程中  描述

的手性 Majorana费米子的散射矩阵, 在输运过程

中 , 出射和入射的手性 Majorana费米子状态用

 和  表示. 海森伯绘景中的海森伯

运动方程为 

i
∂γα/0β (x, t)

∂t
=
[
γα/0β (x, t) ,H1

]
(α和β = 1, 2),

{γα (x) , γ0β (x
′)} = δxx′δαβ该式满足反对易关系   .

得到演化方程: 

∂γα (x, t)

∂t
= 2iν∂xγ1 (x) + itα01δ (0) γ01 (x, t) , (2a)

 

∂γ01 (t)

∂t
= [γ01 (t) ,H] = −it101γ1 (0, t)

− it201γ2 (0, t) + it0102γ01, (2b)
 

∂γ02 (t)

∂t
= [γ02 (t) ,H] = −it0102γ01. (2c)

再结合能量空间的傅里叶变换 

γα/0β(x, t) =
1

2π

∫
γα/0β(x, ε)e−iεtdε;

∂γα/0β(x, t)

∂t
=

1

2π

∫
∂γα/0β (x, ε)

∂t
e−iεtdε,

就可得到: 

εγα (x, ε) = 2νi∂xγ1 (x, ε) + itα01δ (x) γ01 (ε) ,

α = 1, 2, (3a)
 

εγ01 (0, ε) = −
∑

α=1,2

itα01γα (0, ε)− it0102γ02

= − [it101γ1 (0, ε) + it201γ2 (0, ε)]

+ it0102γ02 (0, ε) , (3b)
 

εγ02 (0, ε) = −
∑

α=1,2

itα02γα (0, ε)− it0102γ01 (0, ε)

= − it0102γ01 (0, ε) . (3c)

对 (2a)式的两边在零点附近积分得 

2νi
[
γα
(
0+, ε

)
− γα

(
0−, ε

)]
+ itα01γ01 (ε) = 0. (4)

γα (0) =

[γα (0+) + γα (0−)]/2

将 (3b)式和 (3c)式代入 (4)式 , 并利用  

 可得出描述出射Majorana费

γ (0+) γ (0−)米子  和入射 Majorana费米子  之间的

关系:  (
γ1 (0

+)

γ2 (0
+)

)
= SM

(
γ1 (0

−)

γ2 (0
−)

)
. (5)

SM 为散射矩阵, 其具体表示为 

SM =
1

A

(
B −

(
t2101 − t2201

)
−2t101t201

−2t101t201 B +
(
t2101 − t2201

) ) ,

 

A = 4νi
(
ε2 − t20102

)
ε

+
(
t2201 + t2101

)
,

 

B = 4iν
ε2 − t20102

ε
. (6)

SM,12非对角矩阵元素   对应于两个 Majorana

费米子之间传输振幅, 因此可以得到透射系数: 

T = |SM,12|2 =
4Γ1Γ2

4

(
ε2 − t20102

ε

)2

+ (Γ1 + Γ2)
2

. (7)

Γ1 = t2101
/
ν Γ2 = t2102

/
ν

γ1 γ2 γ01

γ01 t0102 = 0

其中  和  分别表示Majorana

费米子  和  与  的耦合. 如果只有一个Major-

ana零模  , 则  , 得到的透射系数为 

T =
4Γ1Γ2

4ε2 + (Γ1 + Γ2)
2 ,

这与文献 [21]的结论一致. 

2.2    两个量子点耦合的模式

为了验证量子点替换的Majorana零模是否拓

扑等价, 并且两个量子点之间的耦合能否调制两

个 Majorana费米子共振隧穿. 我们构造了一个串

联的双量子点结构, 该结构的哈密顿量为 

H2 = H0 +HQD +HCD +HDD,
 

HQD =
∑
β=1,2

εdβ
d†βdβ ,

 

HCD =
1√
2
γa(tα1e−iφα1d1 + t∗

α1
eiφα1d†1). (8)

εdβ

dβ
(
d†β
)

tα1 t∗α1

式中, 第 1项与 (1)式中的 H0 相同, 第 2项 HQD
表示具有单个能级   的两个量子点的哈密顿量,

 是量子点中普通费米子的湮灭 (产生)算

符. 第 3项 HCD 表示手性Majorana费米子和量子

点 1的耦合,   (  )是耦合强度. 为了推导方便

起见, 第 3项可以写为 

HT =
∑

α=1,2

iγα
(
t̃α1d1 + t̃∗α1 d

†
1),
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t̃α1 = − 1√
2
itα1e−iφα1 ,

t∗α1 tα1 HDD= tdd(d1d
†
2+

d†1d2) tdd

其中,   是  的共轭复数. 第 4项 

 描述了具有耦合强度   的两个量子点之间

的耦合. 使用与 Majorana零模情况类似的步骤,

Majorana费米子场算符和两个耦合量子点内费米

子态的演化方程可以推导为 

i
∂γα (x, t)

∂t
= [γα,H] = 2νi∂xγα (x, t)

+ iδ (x)
[
t̃α1d1 (t) + t̃∗α1d

†
1 (t)

]
, (9a)

 

i
∂d1 (t)

∂t
= [d1(t),H]

= εd1
d1(t)−

∑
α=1,2

it̃∗α1γα + tddd2(t), (9b)

 

i
∂d†1 (t)

∂t
=
[
d†1 (t) ,H

]
= − εd1d

†
1 (t)−

∑
α=1,2

it̃α1γα + tddd
†
2 (t) . (9c)

对 (9)式应用傅里叶变换等式, 

dβ(t) =
1

2π

∫
dβ(ε)e−iεtdε,

d†β (t) =
1

2π

∫
d†β (ε) e

−iεtdε,

γα (x, t) =
1

2π

∫
γα (x, t) e−iεtdε,

可以得到: 

εγα(x, ε) = 2νi∂xγα(x, ε)

+ iδ(x)
[
t̃α1d1(ε) + t̃∗α1d

†

1(ε)
]
, α = 1, 2, (10a)

  (
ε− εd1 +

t2dd
ε− εd2

)
d1 (ε)

= − it̃∗11γ1 (0, ε)− it̃∗21γ2 (0, ε) , (10b)
  (

ε+ εd1 +
t2dd

ε+ εd2

)
d†1 (ε)

= − it̃11γ1 (0, ε)− it̃21γ2 (0, ε) . (10c)

γα (0) = [γα (0+) + γα (0−)]/2

对 (10a)式两边在 x = 0附近积分 , 并利用

 , 可得
 

2νi
[
γα
(
0+, ε

)
− γα

(
0−, ε

)]
+ i
[
t̃α1d1 (ε) + t̃∗α1d

†
1 (ε)

]
= 0. (11)

将 (10b)式和 (10c)式代入 (11)式, 则可得到

散射矩阵: 

SQ =
1

Ã
×(

B̃ −
(
|t11|2 − |t21|2

)
−2t11t

∗
21ei∆φ

−2t∗11t21e−i∆φ B̃+
(
|t11|2 − |t21|2

)) ,

(12)

其中, 

t̃α1 =
1√
2
itα1e−iφα1 ,

 

M =
[
(ε− εd1

) (ε− εd2
) + t2dd

]
×
[
(ε+ εd1) (ε+ εd2) + t2dd

]
,

 

∆φ = φ21 − φ11,
 

Ã =
4iνM(

ε2 − ε2d2
+ t2dd

)
ε
+
(
|t21|

2
+ |t11|

2
)
,

 

B̃ = 4iν
M(

ε2 − ε2
d2

+ t2dd

)
ε
.

可得出透射系数为 

T̃ (ε)= |SD,12|2

=
4Γ̃1Γ̃2[

4M

(ε2 − ε2
d2

+ t2dd)ε

]2
+ (Γ̃1 + Γ̃2)

2

, (13)

Γ̃1 = |t11|2/ν Γ̃2 = |t12|2/ν γ1

γ2 εd1
= εd2

= 0

tdd = 0

εdβ
(β = 1, 2)

Γ̃α(α = 1, 2) tdd

其中   和   分别表示   和

 与量子点 1的耦合. 如果  且解除两

个量子点的耦合 (  ), 透射系数与 (7)式一

致. 从 (13)式可以看出, 透射系数与超导相位无

关, 并且两个量子点的能级   、耦合强

度  和  都可以调制透射系数.
 

2.3    实验上观察的电导

γ1 γ2

γ3

前面已经证明了两个 Majorana零模和两个

量子点的共振隧穿是等价的, 下文讨论两个手性

Majorana费米子的共振隧穿在实验上的观测现象.

我们提出了四端器件的电输运电路, 该电路是通过

两个量子点耦合了两条具有相反平面外磁化的混

合 TSC/QAHI异质节结构, 如图 2所示. 理论上

预测通过使 QAHI接近 s波超导体的 TSC具有

Chern数 N = 1, 因此会出现一个手性 Majorana

边缘模式. 红色箭头表示两个耦合的手性 Major-

ana费米子   和   , 它们通过两个耦合的量子点

参与隧穿过程. 另外两个手性Majorana费米子 
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γ4

a1 = (γ3 + iγ1)/
√
2 a2 =

(γ2 + iγ4)/
√
2

b3 = (γ3 + iγ′
1)/

√
2 b4 = (γ′

2 + iγ4)/
√
2

a1, a
†
1, a2, a

†
2

b3, b
†
3, b4, b

†
4

T̃nm (ε)

TA
nm (ε)

T̃nm
TA
nm a1 a2 b3

b4

和  分别从端口 1和端口 2直接传输到端口 3和

端口 4, 用蓝色箭头表示. 来自导线 1和 2的输入

QAHI边缘模式分别用   和  

 表示. 对应的出射 QAHI边缘模式分

别用  和  表示.

输 入 的 QAHI边 缘 模 式   和 输 出 的

QAHI边缘模式   可以通过散射矩阵

S 获得. 因此, 应该很容易得到从导线 m 到导线

n 的正常隧穿系数   和 Andreev反射系数

 . 然后, 通过对能量区间进行积分, 获得相

应的有效透射系数   和   . 利用   ,    ,    ,

 的表达式和它们的共轭复式, 再结合散射矩阵

(12)式, 入射的 QAHI边缘模和出射的 QAHI边

缘模可以写成:  
b3

b†3

b4

b†4

 = S


a1

a†1

a2

a†2

 , (14)

其中, 

S =
1

2
×

1+SQ,11 1− SQ,11 iSQ,12 iSQ,12

1− S∗
Q,11 1+S∗

Q,11 −iS∗
Q,12 −iS∗

Q,12

−iSQ,21 iSQ,21 1+SQ,22 −1+SQ,22

−iS∗
Q,21 iS∗

Q,21 −1+S∗
Q,22 1+S∗

Q,22


.

(15)

因此, 可得到正常隧穿系数和 Andreev反射系数

如下:
 

T31 (ε) = |S11|2 =
|1 + SQ,11|2

4
, (16a)

 

TA
31 (ε) = |S21|2 =

∣∣1− S*
Q,11
∣∣2

4
, (16b)

 

T41 (ε) = |S31|2 =

∣∣iSQ,21∣∣2
4

, (16c)
 

TA
41 (ε) = |S41|2 =

∣∣−iS∗
Q,21

∣∣2
4

, (16d)
 

TA
32 (ε) = |S23|2 =

∣∣−iS*
Q,12
∣∣2

4
, (16e)

 

TA
42 (ε) = |S43|2 =

∣∣−1 + S*
Q,22
∣∣2

4
. (16f)

Tnm (ε)
(
TA
nm (ε)

)
此处,   是从引线 m 到 n 的正常隧

穿 (局域 Andreev反射)系数. 在实际隧穿过程中,

给定温度下有效透射系数为
 

T =

∫ +∞

−∞
T (ε)

[
−∂f (ε)

∂ε

]
dε, (17)

f (ε) = 1
/
eε/kBT+1 kB其中 ,    是费米分布函数 ,    是

玻尔兹曼函数.

接下来, 讨论所设计电路中的电导. 引线 n 中

的电流可以用多探针 Landauer-Bttiker公式 [28] 表

示为
 

In =
e2

h

∑
m

Tnm (Vn − Vm)

+ TA
nm (Vn + Vm) , (18)

Vn I1 + I2+

I3 + I4 = 0

其中,   是引线 n 的电压. 利用电流守恒 

 , 引线 2, 3, 4中的电压设定为 U, 于是

可将其表示为
 

U =
T31 − TA

31 + T41 − TA
41 − T13

T31 + TA
31 + 2TA

32 + T41 + TA
41 + 2TA

42 − T13
V.

(19)

Gn =

−In
V1 − Vn

=
−In

V1 − U

将 (18)式和 (19)式代入电导的定义式  

 , 可得到引线 3, 4电导:

 

 

 

3

1

4

2

TSCTSC

1

3 4
2

QAHIQAHI

A

A

A

QD2

QD1

图 2    孤立量子点耦合量子点-TSC结构的电路示意图

Fig. 2. Circuit  diagram  of  isolated  quantum  dot  (QD2)

coupled with quantum dot (QD1)-TSC system.
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G3 =
e2

h

T̃31 −
T̃A
31

(
T̃31 + T̃41 + T̃A

42 − T̃13

)
+ T̃A

32

(
T̃31 + T̃41 − T̃A

41 − T̃13

)
T̃A
31 + T̃A

32 + T̃A
41 + T̃A

42

 ,

 

G4 =
e2

h

T̃41 −
T̃A
41

(
T̃31 + T̃41 + T̃A

32 − T̃13

)
+ T̃A

42

(
T̃31 + T̃41 − T̃A

31 − T̃13

)
T̃A
31 + T̃A

32 + T̃A
41 + T̃A

42

 . (20)

 

3   数值计算和讨论

Γ1 = Γ2 = 1

εd1

εd2

εd1

εd2
T̃

εd1
T̃

T̃ εd2

在相应的数值计算中, 选择 meV作为量子点

的能量单位, 温度设置为 20 mK, 耦合强度为实数.

首先计算了   meV时, 两个量子点耦合

强度不同时有效隧穿系数随两个量子点能级   ,

 的变化. 为了能定量描述透射系数减小的具体

行为, 给出了详细描述有效透射系数的等高线图,

如图 3(a)—(d)所示, 需要注意的是图中数字表示

有效透射系数的值. 由图 3(a)可以看出, 当量子

点 1的能级  固定为零时, 无论量子点 2的能级

 如何变化, 都可以实现有效透射率   = 1的完

美传输. 但是, 当  偏离零时, 有效透射率  迅速

减小. 为什么有效透射率   受   的影响不大, 这

tdd = 0是因为当  时, 透射系数可化简为 

T (ε) =
4Γ̃1Γ̃2[

4
(
ε2 − ε2d1

)
/ε
]2

+
(
Γ̃1 + Γ̃2

)2 ,
εd2很显然与  无关.

tdd

T̃ tdd

tdd

为了澄清两个Majorana费米子的共振隧穿与

两个量子点耦合强度的关系, 图 3(b)—(d)中分别

计算了  = 0.025, 0.05和 0.1 meV时的有效透射

系数   . 图 3(b)是   = 0.025 meV时的透射系

数, 随着耦合强度的增强, 有效透射系数在两个量

子点的零能级处呈现分离趋势, 一个短“桥”出现在

原点附近, 电导值约为 0.5. 当两个量子点之间的

耦合增大到   = 0.05时, 如图 3(c)所示, 两个透

射系数峰值之间的间隔变大, 但仍保持着一个电导
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Γ̃1 = Γ̃2 = 1 meV

图 3    两个量子点间具有不同的耦合强度下 , 有效透射   与两个量子点能级   和   的函数关系　(a) tdd = 0 meV; (b) tdd =

0.025 meV; (c) tdd = 0.05 meV; (d) tdd = 0.1 meV. 其中   , 温度为 20 mK

T̃ εd1 εd2
Γ̃1 = Γ̃2 = 1 meV

Fig. 3. Relationship between effective transmission     and the energy levels     and     of the two quantum dots with different

coupling strengths: (a) tdd = 0 meV; (b) tdd = 0.025 meV; (c) tdd = 0.05 meV; (d) tdd = 0.1 meV. Here   , the tem-

perature is set to 20 mK.
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tdd

tdd

值降低到 0.2左右的透射系数并且原点附近的

“桥”的长度变长. 随着耦合强度  的不继续增大,

桥变得越来越长,    = 0.1 meV时, 这个连接两

个电导峰值的“桥”完全消失, 这表明 Majorana费

米子根本无法穿过器件, 也就是说共振隧穿不能发

生了. 但为什么会发生这种情况呢? 我们考虑由两

个量子点组成的孤立系统. 两个耦合量子点的哈密

顿量为
 

HD =

(
εd1

tdd

tdd εd2

)
,

其能量特征值为
 

ED =
εd1

2
+

εd2
2

±

√
(εd1

− εd2
)
2
+ 4t2dd

2
.

由此可以看出, 随着两个量子点之间耦合强度的增

大, 耦合后的能级偏离了原来的能级. 结果是在原

来的透射状态消失之后, 手性 Majorana费米子不

能通过. 因此, 可以基于这一特征通过调节两个量

子点之间的耦合强度来实验调节Majorana费米子

的共振隧穿.

为了揭示两个量子点间的耦合强度对两个手

性 Majorana费米子的隧穿过程的影响, 我们设计

tdd =

εd1
εd2

Γ̃1 =

Γ̃2 = 1meV εd1
εd2

tdd =

εd1

εd1

εd2

T̃

tdd = 0.025 meV

tdd

tdd

了一个可以观察到共振隧穿的实验. 利用 (7)式,

通过数值计算得出了两个量子点之间耦合强度为

  0,  0.025, 0.05和 0.1 meV的电导 G3 和 G4

与两个量子点能级  和  的函数关系, 其中 

 . 为了展示电导随   和   变化的细

节, 图 4给出了 G3 和 G4 的等高线图, 分别用上 (下)

面板表示 . 当   0时 , 如图 4(a), (b)所示 , 当

 偏离零时, G3 从电导值 0.5迅速增大, 最后达

到电导值为 1; 而 G4 随着  偏离零, 电导值由峰

值 0.5, 迅速衰减最后降到 0. G3 和 G4 均不随  

变化, 其原因与前面分析的有效透射率  一致. 对

于  , 如图 4(c), (d)所示, 与图 4(a),

(b)相比, 两个量子点的零能级处 G3 展示了电导

值增大而 G4 电导值减小的现象, 并且对原点处呈

现中心对称的分离趋势 . 当耦合强度   增大到

0.05 meV时, G3 和 G4 的电导值偏离 0.5更多, 如

图 4(e), (f)所示. 这表明两个 Majorana费米子共

振隧穿的概率进一步降低 . 随着耦合强度   的

进一步增大到 0.2 meV, 中心附近的电导 G3 增大

到 1, G4 减小到 0, 如图 4(g), (h)所示. 这表明两种

Majorana费米子的共振隧穿不再发生了. 这也意

味着, 通过调节两个量子点的耦合强度, 可以很容
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图 4    两个量子点间耦合强度的不同情况下, 电导 G 与两个量子点能级   和   的函数关系　(a), (b)分别对应于   = 0 meV

的电导G3 和G4; (c), (d)分别对应于  = 0.025 meV的电导G3 和G4; (e), (f)分别对应于  = 0.05 meV的电导G3 和G4; (g), (h)分

别对应于   = 0.1 meV的电导 G3 和 G4. 其他参数与图 3(a)中使用的参数相同
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Fig. 4. Relationship  between  conductance G  and  energy  levels  of  two  quantum  dots    ,    at  different  coupling  strengths:

(a), (b) Corresponds to conductance G3 and G4 with   = 0 meV, respectively; (c), (d) corresponds to conductance G3 and G4, re-

spectively, with    = 0.025 meV; (e), (f) corresponds to conductance G3 and G4 , respectively, with    =0.05 meV; (g), (h) cor-

responds to conductance G3 and G4, respectively, with   = 0.1 meV. Other parameters are the same as those used in Fig.3(a).
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易地在实验中打开和关闭两个Majorana费米子的

共振交换. 另外我们计算中发现 G3 和 G4 值与超

导相位无关, 这是因为 (7)式中的各个透射系数均

与相位无关. 

4   结　论

γ1 → −γ2 γ2 → −γ1

−γ2

γ1 → γ2

γ1 → γ2

γ2 → −γ1

本文设计了孤立Majorana零模耦合Majorana

费米子-Majorana零模复合系统和孤立量子点耦

合 Majorana费米子-量子点系统. 结果发现, 两个

耦合系统可以导致等效传输  和  ,

因此两种手性Majorana费米子之间可以发生类似

的共振交换. 当发生了共振交换的  与另外一个

Majorana零模或量子点发生共振耦合时, 如图 1(c)

所示, 可以得到另一个负号, 于是有  . 经过

两次共振交换过程后的最终结果是   和

 , 这意味着可以实现非阿贝尔编织操作,

具体过程见图 1(c). 我们还发现, 在手性Majorana

费米子对的共振交换过程中, 两个量子点之间的耦

合强度都可以调节传输概率, 并且传输概率与超导

相位无关, 从而决定后续的编织过程. 因此, 两个

量子点之间的耦合强度可以很容易地开启和关闭

手性 Majorana费米子对的编织. 此外, 还提出了

设计的量子电路来检测这种共振交换.
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Abstract

γ1 → −γ2 γ2 → −γ1

−γ2 → γ1

We study the resonance exchanges of two chiral Majorana fermions in two distinct systems theoretically in

this  work:  one is  an isolated Majorana zero mode interacting with complexes  formed by two chiral  Majorana

fermions and a Majorana zero mode, and the other involves isolated quantum dots that are coupled to a system

composed  of  Majorana  fermions  and  a  quantum  dot.  Our  research  results  reveal  that  both  of  these  coupled

systems can facilitate the effective transmissions of the two chiral Majorana fermions as   and   ,

and  the  resonant  tunneling  effects  in  the  two  systems  are  equivalent.  Therefore,  quantum  dots  can  replace

Majorana zero modes to achieve resonant tunneling. In order to observe the resonance exchange of two chiral

Majorana fermions with the two quantum dots, a circuit based on anomalous quantum Hall insulator proximity-

coupled  with  s-wave  superconductor  is  proposed  as  shown  in  figure.  The  numerical  results  indicate  that  the

resonant  exchange  of  chiral  Majorana  fermions  can  be  modulated  by  the  coupling  strength  between  the  two

quantum  dots,  and  it  is  particularly  noteworthy  that  the  tunneling  process  is  independent  of  the

superconducting  phase.  If  one  of  the  chiral  Majorana  fermions  undergoes  resonance  coupling  with  another

quantum  dot  or  Majorana  zero  mode,  an  additional  negative  sign  is  obtained,  leading  to    .  After

γ1 → γ2 γ2 → −γ1

experiencing  two  resonance  exchange  processes,  the

final  result  is      and    ,  which  implies

the realization of non-Abelian braiding operations. Our

conclusion is that the modulation of coupling strength

between two quantum dots can be used to achieve the

switch  of  Majorana  fermions  braiding-like  operation,

which  is  independent  of  superconducting  phase.

Therefore, the designed scheme provides a new way for

adjusting  the  braiding-like  operation  of  Majorana

fermions.  These  findings  may  have  potential

applications  in  the  realization  of  topological  quantum

computers.
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