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k · p

设计了一种由椭圆介电柱子组成的正方晶格光子晶体结构. 通过调节椭圆柱子的大小和放置角度, 在布

里渊区中心同时实现两个不同频率的双重偶然简并, 并获得两个不同波段的半狄拉克锥. 更有趣的是, 这两

个半狄拉克锥沿椭圆柱子长轴和短轴两个方向表现出的线性和非线性色散关系正好相反,   微扰理论也

进一步证实了这种奇异的色散关系. 数值计算结果表明在两个半狄拉克点频率附近, 本文所设计的正方晶格

光子晶体在线性色散所在方向上等效为阻抗匹配的双零折射率材料, 而在非线性色散所在方向上只能等效

为单零折射率材料, 即沿椭圆柱子长轴和短轴两个方向的等效零折射率展现出差异性. 而两个不同波段的半

狄拉克锥所对应的这种等效零折射率的各向异性截然相反, 因此可利用“Y”型光子晶体板将两种不同频率的

电磁波成功分离.
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1   引　言

电子系统中的狄拉克锥结构往往因其独特的

线性色散关系表现出许多有趣的传输现象, 例如克

莱因隧穿效应、反局域效应等 [1,2]. 在光子晶体、声

子晶体等经典波系统中, 不仅在布里渊区角点上实

现了狄拉克锥 [3–5], 而且在布里渊区中心也获得了

多种狄拉克锥型能带结构, 例如类狄拉克锥 [6–15]、

双狄拉克锥 [16,17]、半狄拉克锥 [18–28] 等. 与电子系统

类似, 经典波系统中的狄拉克锥型能带结构同样与

非凡的波传输现象紧密相连, 比如 Zitterbewegung

效应 [4,5]、隧穿效应 [8]、滤波器 [9]、物体隐形 [10,11] 等.

位于光子晶体布里渊区中心的类狄拉克锥和双狄

拉克锥的线性色散关系是各向同性的, 有效介质理

论证实具有这种色散关系的光子晶体可以等效为

各向同性的双零折射率材料 [8–17]. 在由介电材料组

成的光子晶体中, 可以利用偶然简并实现类狄拉克

锥和双狄拉克锥. 这种光子晶体在零折射率材料的

应用中可以避免金属材料在高频下带来的损耗, 因

此具有这种各向同性线性色散的介电光子晶体受

到了广泛关注.

半狄拉克锥是一种同时具有线性和非线性色

散关系的特殊能带结构, 这种奇异的色散关系展现

出更多奇异的物理性质. 在电子系统中, 半狄拉克

锥通常出现在费米面上的某一点, 该结构沿某一方

向表现为线性色散关系, 而在与之垂直的方向上则

表现为非线性色散关系 [29–35], 这导致二维狄拉克

电子系统中的载流子在两个相互垂直的方向上分

别展现出有质量和无质量的特性 [33]. 该特性使得

半狄拉克锥结构与半金属相和带状绝缘体间的拓

扑相变相关联 [35], 进而引出半狄拉克锥在电子光
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学方面的一系列潜在应用. 与电子系统相似, 经典

波系统中的半狄拉克锥往往出现在布里渊区中心[18–28],

沿一对相互垂直的方向分别展现出线性和非线性

色散关系. 半狄拉克锥结构可通过降低光子晶体的

旋转对称度来获得, 正是由于对称度的降低导致系

统在线性和非线性色散方向上展现出不同的物理

性质, 即表现出各向异性的特点 [18–28]. 光子晶体中

半狄拉克锥的一个重要应用就是制备各向异性的

零折射率材料 [18,20–28], 这是因为在半狄拉克频率附

近, 光子晶体沿线性色散方向可等效为阻抗匹配的

双零折射率材料, 而沿非线性色散方向仅可等效为

单零折射率材料. 半狄拉克锥所具有的各向异性特

点在解决部分光学和电磁学问题时展现出巨大的

优势. 例如在定向传输问题中, 若使用含类狄拉克

锥或双狄拉克锥的介电材料制造光子器件, 由于等

效零折射率的各向同性, 电磁波将沿光子晶体的各

个方向传输, 为使电磁波仅沿某一特定方向传输则

需要使用额外的材料来吸收其他方向上的电磁波.

相比较而言, 半狄拉克锥各向异性的电磁特性能够

轻松解决这一问题, 使电磁波仅向着特定的方向传

输, 而避免向其他方向传输. 此外, 对称度的降低

使半狄拉克锥可以通过调节散射体的参数来实现.

基于各向异性以及可灵活调控的特点, 半狄拉克锥

实现了一系列有趣的应用, 包括定向发射 [25,26]、各

向异性的波前整形 [18]、材料隐身 [21,22,27] 等, 具有广

阔的应用前景.

最近的一项研究揭示了三维光子晶体系统中

奇异的能带结构, 在由椭球体组成的三维光子晶体

中, 基于三重简并同时实现了两个不同波段的半狄

拉克锥 [28]. 因其独特的色散关系, 三维系统中的半

狄拉克锥与拓扑跃迁、各向异性的电磁传输、等效

各向异性零折射率材料都存在密不可分的联系. 此

外, 双波段半狄拉克锥的存在使该结构具有更大的

电磁波调控潜力. 在对二维系统的研究中, 目前设

计的含有半狄拉克锥的光子晶体结构较多, 但能够

实现像上述三维系统中的双波段半狄拉克锥的结

构并不常见, 大多数只获得单一波段下的半狄拉克

锥, 故仅在单一频率范围内表现出各向异性的零折

射率性质. 我们的工作弥补了这一空缺. 本文设计

了一种二维光子晶体结构, 可以同时在两个波段获

得半狄拉克锥, 进而利用一种光子晶体结构便可对

不同波段的电磁波进行调控. 不同于三维系统, 本

k · p

工作设计的光子晶体结构由椭圆介电柱子组成, 可

以通过旋转散射体并调整其大小, 在布里渊区中心

同时实现两个不同频率的双重偶然简并, 从而获得

两个不同波段的半狄拉克锥. 更有趣的是, 这两个

半狄拉克锥沿椭圆柱子的长轴和短轴两个方向表

现出的线性和非线性色散关系恰好相反,    微

扰理论可以证明这种特殊的色散关系. 为证实本工

作设计的光子晶体具有各向异性的等效零折射率,

将光子晶体做成不同形状的阵列, 研究不同频率的

平面波沿不同方向的传输问题, 实现了特定频率的

电磁波沿特定方向的完美透射和波前整形. 更值得

一提的是, 利用“Y”型光子晶体阵列, 可以将沿同

一方向入射的不同频率的平面波分离, 这为解决电

磁波选频问题提供了一个思路. 总而言之, 我们的

研究拓宽了对二维光子晶体能带结构的探索, 双波

段半狄拉克锥的存在为电磁波的调控提供了更多

便利, 具有重要的研究意义.

k · p
本文首先介绍光子晶体结构, 分析两个半狄拉

克点附近的色散关系, 并基于   微扰理论验证

这种线性和非线性共存的奇异带结构; 然后研究电

磁波在两个半狄拉克点频率附近的传输性质; 最后

对本文的研究结果进行总结. 

2   光子晶体系统与色散关系

εr = 14

ra = 0.2129a rb = 1.8557ra a

θ

θ

如图 1所示, 将椭圆介质柱在空气中按正方晶

格排列, 椭圆介质柱的相对介电常数  , 半短

轴  , 半长轴  , 其中  为晶

格常数. 设椭圆介质柱的长轴与 y 轴的夹角为   ,

通过改变  的大小, 即旋转介质柱, 可在布里渊区

中心形成半狄拉克锥.

 
 

a2

a1







a

b

r

图 1　正方晶格光子晶体结构及其原胞示意图

Fig. 1. Schematic diagram of a square-lattice photonic crys-

tal and its unit cell.
 

考虑二维光子晶体中的 TE偏振模式, 即电场

与介质柱的轴向平行, 而磁场在周期性平面内. 当
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θ = 45◦

Γ

ω̃A=
ωAa

2πc0
=0.4428 ω̃B=

ωBa

2πc0
=0.6292

ωA ωB c0

椭圆介质柱长轴与 y 轴的夹角   时, 利用商

业仿真软件 COMSOL Multiphysics计算出光子

晶体的能带结构, 如图 2(a)所示. 从能带结构中可

以观察到, 在布里渊区中心  点上, 能带发生了两

处简并, 在图 2(a)中分别用 A 和 B 表示, 对应频

率分别为  和   ,

其中  和  分别为 A 和 B 对应的角频率,   为

真空中的光速. A, B 点均是偶然简并, 其中 A 点

rb =

1.905ra rb = 1.84ra

A1 A2

rb = 1.905ra rb =

1.84ra A1 A2

的两个偶然简并态的电场分布如图 3(b), (c)所示,

B 点的两个偶然简并态的电场分布如图 3(e),

(f)所示. 当改变椭圆介质柱的大小时, A, B 两个

简并点都会被打开. 在图 2(b), (c)中, 保持椭圆介

质柱短轴长度不变,  增大或缩小长轴 ,  使  

 或   , A 简并点被打开并产生带

隙. 图 2(b), (c)中  为单极子态,   为偶极子态.

当椭圆介质柱的半长轴由  减小至 

 时, 单极子态  和偶极子态  发生能带翻
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θ = 45◦图 2    (a)   时光子晶体的能带结构, 左下角插图为第一布里渊区; (b) 椭圆长轴增大后打开 A 点简并所对应的能带结构

放大图; (c) 椭圆长轴缩短后打开 A 点简并所对应的能带结构放大图; (d) 椭圆长轴增大后打开 B 点简并所对应的能带结构放大

图; (e) 椭圆长轴缩短后打开 B 点简并所对应的能带结构放大图

θ = 45◦Fig. 2. (a) Band structure of the photonic crystal when    , where the inset in the lower left corner shows the first Brillouin

zone; (b) enlarged view of the band structure after enlarging the major axis of the ellipse and opening the degeneracy of point A;

(c) enlarged view of the band structure after shortening the major axis of the ellipse and opening the degeneracy of point A; (d) en-

larged view of the band structure after enlarging the major axis of the ellipse and opening the degeneracy of point B; (e) enlarged

view of the band structure after shortening the major axis of the ellipse and opening the degeneracy of point B.
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rb

rb = 1.905ra rb = 1.84ra B1

B2 rb

B1 B2

ΓM ΓM ′

ΓM ′ ΓM

转, 这说明  必然存在一个中间值, 使这两种本征

态恰好处于同一频率, 即发生偶然简并. 同样地,

我们也可以证实 B 点的半狄拉克锥也是由偶然简

并形成的. 如图 2(d), (e)所示, 在椭圆介质柱半长

轴由  减小至   的过程中,   

和  两条能带发生了翻转, 因此  必然存在一个

中间值使得  和   处于同一频率 ,  这意味着

B 点也是由偶然简并构成的. 分析偶然简并点 A

和 B 附近的能带结构可以发现, 偶然简并点 A 附

近的带结构沿  方向是非线性的, 但沿   等

其他方向都是线性的; 而偶然简并点 B 附近的带

结构沿  方向是非线性的, 但沿   等其他方

向都是线性的. 可见, 利用本工作所设计的光子晶

体, 可以在布里渊区中心上同时获得两个半狄拉克

点和两个半狄拉克锥, 但半狄拉克点 A 和 B 的频

率不同, 并且在平行于椭圆长轴和短轴两个方向

上, 这两个半狄拉克锥的线性色散和非线性色散所

在的方向正好相反, 正如图 3(g), (h)所示.

θ = 45◦

30◦

ra = 0.219a rb = 1.8565ra

k

更值得一提的是, 这种由椭圆介电柱子组成的

二维正方晶格光子晶体不仅在旋转角度  时

可以实现双波段半狄拉克锥, 该结构在其他角度下

也可以通过调整椭圆柱子的大小, 同时实现两个不

同频率下的偶然简并, 进而获得双波段下的半狄拉

克锥. 例如, 将椭圆柱子旋转  后, 当椭圆柱子的

半短轴  和半长轴  时, 同样

可以获得双波段半狄拉克锥. 此外, 不同频率下半

狄拉克锥的线性和非线性色散关系总沿着椭圆的

长轴和短轴两个方向展现出截然相反的特性. 简言

之, 通过改变椭圆柱子的放置角度, 同时合理调整

几何参数, 便可以获得仅在某个特定的  方向上具
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

(h)

0.1  0.1 

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 3    (a) C 点偶极子态的电场分布图; (b) A 点单极子态的电场分布图; (c) A 点偶极子态的电场分布图; (d) D 点四极态的电场

分布图; (e) B 点其中一个简并态的电场分布图; (f) B 点另一个简并态的电场分布图; (g) 半狄拉克点 A 附近能带放大图; (h) 半

狄拉克点 B 附近能带放大图

Fig. 3. (a) Electric field pattern at point C, which indicates a dipolar state; (b) the electric field pattern at point A, which indicates

a monopolar state; (c) the electric field pattern at point A, which indicates a dipolar state; (d) the electric field pattern at point D,

which indicates a quadrupolar state; (e) the electric field pattern of one of the degenerate states at point B; (f) the electric field pat-

tern of the other degenerate state at point B; (g) an enlarged view of the band structure near the semi-Dirac point A; (h) an en-

larged view of the band structure near the semi-Dirac point B.
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有非线性色散的半狄拉克锥. 

3   约化哈密顿量与半狄拉克点附近的
色散关系

k · p

图 2(a)中简并点 A, B 处的色散关系一定表

现为半狄拉克锥吗? 如果是半狄拉克锥, 那么其中

线性色散部分的斜率可以测定吗? 为了回答这些

问题, 将  微扰理论 [6,7] 拓展到图 2(a)所示的光

子晶体中, 分析两个偶然简并点附近的色散关系.

在二维光子晶体中, TE偏振模式满足下列波

动方程: 

∇ ·
(

1

µr(r)
∇Ez

)
= −ω2

c20
εr(r)Ez, (1)

εr(r) = ε(r)/ε0 µr(r) = µ(r)/µ0

ε0 µ0

c0 = 1/
√
ε0µ0

Ez ω

Ez

Ψnk(r)

其中,    和   分别表示

相对介电常数和相对磁导率,   和  分别表示真

空介电常数和真空磁导率,   为真空中

的光速,   为 TE偏振模式下的电场强度,   为角

频率. 在周期性系统中, 方程 (1)的解  可以表示

为布洛赫函数  , 即: 

Ψnk(r) = unk(r)eik·r, (2)

unk(r) k其中  是周期性函数,   是布洛赫波矢. (2)式

的布洛赫函数满足的正交条件为 

(2π)2

Ω

∫
unit cell

Ψ∗
lk(r)εr (r)Ψ

∗
jk(r)dr = δlj , (3)

Ω δlj

ωnk k

(3)式积分遍及整个原胞,   为原胞面积,   是克

罗内克函数. (2)式所示布洛赫函数所对应的本征

频率  与波矢   之间的关系就是第 n 条带的色

散关系.

k · p
k0

k0 k

k

在  微扰理论中 ,  利用有限元数值计算

等方法获得  点本征函数 ,  并将这些本征函数

作为一组完备基, 而   邻近点   上的布洛赫本征

函数可以用这组完备基展开, 即  上的布洛赫函数

表示如下: 

Ψnk(r) =
∑
j

Anj(k)ei(k−k0)·rΨjk0
(r). (4)

将 (4)式代入 (1)式中, 并利用本征函数的正交关

系 (3)式, 可得到  ∑
j

[
ω2
j0 − ω2

nk

c20
δlj − Plj(k)

]
Anj(k) = 0, (5)

其中, 

Plj(k) = (k − k0) · plj − (k − k0)
2qlj , (6)

 

plj = i
(2π)2

Ω

∫
unit cell

Ψ∗
lk0

(r)

×
[
2∇Ψjk0

(r)

µr(r)
+

(
∇ 1

µr(r)

)
Ψjk0

(r)

]
dr, (7)

 

qlj =
(2π)2

Ω

∫
unit cell

Ψ∗
lk0

(r)
1

µr(r)
Ψjk0

(r)dr. (8)

方程 (5)具有非平凡解的条件是下列久期方

程成立: 

det

∣∣∣∣∣H −
ω2
nk − ω2

j0

c20
I

∣∣∣∣∣ = 0, (9)

H I其中  为约化哈密顿量,   为单位矩阵, 其对应矩

阵元为 

Hlj = −Plj . (10)

k0

k0

若将  点的所有布洛赫本征态作为基函数, 则求

解久期方程 (9)即可得到  点附近的带结构.

k · p

∆k ≡ |k − k0|

Ψ1 Ψ2 Ψ3

∆k ≡
|k − k0|

上述  微扰理论可用来分析半狄拉克点附

近的色散行为 [18].  当计算图 2(a)中半狄拉克点

A 附近色散关系的线性斜率时, 可将 A 点的两个

偶然简并态和 C 点的偶极子态作为基态, 而其他

远离 A 点频率的布洛赫态只会对  

的高阶项起作用, 在此不考虑. 利用 COMSOL计

算出 C 和 A 点的 3个布洛赫本征态 ,  并将其归

一化, 分别记为  ,    和  , 对应的电场分布分

别如图 3(a)—(c)所示. 将这些归一化本征函数代

入 (6)式—(8)式计算出对应的积分 , 忽略  

 的高阶项, 由 (10)式可得半狄拉克点 A 附

近的约化哈密顿量为 

H =

 0 −ikd 0

ikd 0 −ikf

0 ikf 0

 , (11)

d= −0.8219

a
cosβ − 0.8219

a
sinβ f =

0.6469

a

cosβ − 0.6469

a
sinβ β k ΓX

3× 3 2× 2

ωnk ωnk = ωA +∆ωnk ω2
nk−

ω2
A 2ωA∆ωnk ω2

nk − ω2
C

∆ωnk ω2
A − ω2

C

其中,   ,  

 ,   为布洛赫波矢  与  方向

的夹角. 将此约化哈密顿量代入久期方程 (9), 可

解方程得半狄拉克点 A 附近的色散关系. 实际上,

由于我们仅对 A 点附近区域的本征态感兴趣, 这

里  的矩阵可以被缩减为   的矩阵. 在这

里, 可以将  看作  , 此时 

 近似等于  , 而  则近似等于一

个与  无关的常数   . 因此, 约化哈密
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2× 2 ω̃A = 0.4428顿量可被缩减至一个  的矩阵. 将 

代入 (9)式中, 解方程得半狄拉克点 A 附近的色散

关系为
 

∆ωβ = ±0.1163c(sinβ − cosβ)∆k, (12)

∆ωβ = ωβ − ωA

ΓM ′ ΓM

β = π /4 ΓM

k · p

其中  .  由 (12)式可知 ,  在 A 点附

近, 色散关系沿  方向是线性的, 而沿  方向

的线性斜率因  而等于零, 即沿  方向的

色散关系是非线性的. 图 3(g)给出了 A 点附近的

色散关系, 其中黑色点线表示 COMSOL数值计算

结果, 红色实线表示微扰理论计算的结果. 显然,

有限元方法的计算结果和  微扰理论的结果比

较吻合. 同样, 利用微扰理论也可分析图 2(a)中

B 点附近的色散关系. 将 D 点的本征态和 B 点的

两个偶然简并态作为基态, 对应的电场分布分别如

图 3(d)—(f)所示 ,  代入计算可得到半狄拉克点

B 附近的色散关系, 如图 3(h)所示, 其中黑色点线

和绿色实线分别表示基于有限元方法和微扰理论

所得到的 B 点附近的色散关系. 显然, 这两种方法

的结果是比较吻合的.

ΓM ΓM ′

综上所述, A 点和 B 点的确都是半狄拉克点,

但对应的频率不同, 并且对于   和   两个方

向而言, 线性色散所在的方向正好相反. 可见, 利

用本工作所设计的光子晶体, 的确同时获得了两个

不同波段的半狄拉克锥.
 

4   半狄拉克点附近的传输性质

具有半狄拉克锥的光子晶体在线性色散所在

方向上可以等效为阻抗匹配的双零折射率材料, 但

在非线性色散所在方向上只能等效为单零折射率

材料 [18,20–28]. 我们所设计的光子晶体也可以用来实

现这种各向异性零折射率所对应的奇异物理性质.

ω̃1 = 0.4410

ΓM ′ ΓM

ΓM ′

ΓM

ΓM

ω̃2 = 0.6295

ΓM ′ ΓM

如图 4所示, 将图 2(a)对应的光子晶体放入

到直波导中, TE偏振的平面波以半狄拉克点 A,

B 附近的频率从左端沿不同方向入射到该波导中.

在图 4(a), (b)中, 平面波均以频率  (略

低于半狄拉克点 A 的频率)分别沿  和  入

射到光子晶体中. 可以看出: 电磁波沿  方向可

以完美透射出去, 且在光子晶体内部相位基本不发

生变化, 这与阻抗匹配的双零折射率材料的基本性

质相吻合; 但沿  入射的电磁波几乎全部被光子

晶体反射回来, 只有很少一部分会透射出去, 这是

因为  方向的有效参数只有一个为 0, 光子晶体

在此方向上只能等效为单零折射率材料 [18,20–28]. 与

之相反, 当 TE偏振的平面波以频率  

(略高于半狄拉克点 B 的频率)入射到光子晶体

中时, 沿  方向的透射率很低, 但沿  方向可

以完美透射出去, 且同双零折射率材料一样, 光子

晶体内部的相位变化近乎为零, 如图 4(c), (d)所
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ω̃1 = 0.4410 ΓM ′ ω̃1 = 0.4410 ΓM

ω̃2 = 0.6295 ΓM ′ ω̃2 = 0.6295 ΓM

图 4    (a) 频率   的平面波沿   方向入射时的电场分布; (b) 频率   的平面波沿   方向入射时的电场

分布; (c) 频率   的平面波沿   方向入射时的电场分布; (d) 频率   的平面波沿   方向入射时的电场

分布

ω̃1 = 0.4410 ΓM ′

ω̃1 = 0.4410 ΓM

ω̃2 = 0.6295 ΓM ′

ω̃2 = 0.6295 ΓM

Fig. 4. (a)  Electric  field  pattern  when  a  plane  wave  with  a  frequency  of      is  transmitted  along  the      direction;

(b) the electric field pattern when a plane wave with a frequency of     is transmitted along the     direction; (c) the

electric field pattern when a plane wave with a frequency of    is transmitted along the    direction; (d) the electric

field pattern when a plane wave with a frequency of    is transmitted along the    direction.
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示. 比较图 4(a)和图 4(b)、图 4(c)和图 4(d)可知,

同一频率的平面波沿不同方向入射到光子晶体中

时, 传输性质展现出差异性, 当平面波入射方向与

半狄拉克点附近线性色散方向平行时, 电磁波可以

完美透过光子晶体, 并且光子晶体内部的相位基本

不发生变化; 但当平面波入射方向与半狄拉克点附

近非线性色散方向平行时, 电磁波几乎全部被光子

晶体反射回去. 这种差异性反映了此光子晶体等效

零折射率的各向异性.

16× 16

ω̃1 = 0.4410

ΓM ′

εr ≈ 0.0001 µrx ≈ 0.5 µry ≈ 0.0001

ΓM

零折射率材料的一个重要应用就是波前整形.

为了进一步验证我们所设计的光子晶体可等效为

各向异性的零折射率材料, 将点源放置在  

的光子晶体阵列中, 并用 COMSOL计算由该点源

辐射到空气中的电场分布. 在图 5(a)中, 点源以略

低于半狄拉克点 A 的频率   向外辐射.

显然, 电磁波透过光子晶体阵列, 主要沿着  方

向以平面波的形式向外传输, 波前与该光子晶体阵

列的外表面近乎平行. 将光子晶体用各向异性的零

折射率材料 (  ,   ,   )

代替, 相同点源所激发的电场分布如图 5(b)所示,

此时空气中的电场分布与图 5(a)的结果几乎完全

相同. 这说明在半狄拉克点 A 附近, 光子晶体可以

等效为各向异性的零折射率材料. 这种单一方向的

波前整形现象同样可在半狄拉克点 B 频率附近实

现, 所不同的是此时点源所激发的电磁场主要沿着

 方向以平面波的形式向外传输.
  
(a) (b)

ω̃1 = 0.4410 16× 16

ω̃1 = 0.4410

图 5　(a) 频率   的点源放置在   的光子

晶体阵列中的电场分布; (b) 频率   的点源放置

在均匀各向异性零折射率材料中的电场分布

ω̃1 = 0.4410

16× 16

ω̃1 = 0.4410

Fig. 5. (a) Electric field pattern when a point source with a

frequency  of      is  placed  inside  the  center  of  a

   dielectric  photonic  crystal  array;  (b)  the  electric

field  pattern  when  a  point  source  with  a  frequency  of

   is  placed inside the center  of  a  homogeneous

anisotropic zero-index material.
 

比较图 4(a)和图 4(c)、图 4(b)和图 4(d)可

知, 不同频率的平面波沿相同方向入射到光子晶体

ΓM ′

ΓM

ΓM

ΓM ′ ω̃1 = 0.4410

ΓM ′ ω̃3 =

0.6320

ΓM

ΓM

ΓM ′

ΓM

中时, 传输性质也展示出差异性: 在   方向上,

光子晶体几乎只允许频率在半狄拉克点 A 附近的

平面波通过; 在  方向上, 光子晶体几乎只允许

频率在半狄拉克点 B 附近的平面波通过. 这是因

为在这两个方向上, 半狄拉克点 A 和 B 附近线性

色散和非线性色散的方向正好相反. 基于这个性

质, 可以利用同一种光子晶体结构将两种不同频率

的电磁波分离开来. 如图 6所示, 将我们所设计的

光子晶体置于“Y”型波导中, 左侧为入射端口, 右

上和右下两个出射端口的法线方向分别沿  和

 方向. 在图 6(a)中, 频率   的平面

波从左端入射到光子晶体中, 最终从右下端口透射

出去, 即沿   方向出射. 与之相反, 频率  

 的平面波从左端入射到光子晶体中时, 最终

从右上端口透射出去, 即沿  方向出射, 如图 6(b)

所示. 需要说明的是, 如图 4(c), (d)所示, 尽管频

率在 B 点附近的电磁波主要沿   方向传输, 但

仍存在少量电磁波沿  方向传输, 对应电场强

度的最大值仅约为沿  方向传输的十分之一. 因

 

1=0.4410~

1.5

0

-1.5

(a)

3=0.6320~

1.5

0

-1.5

(b)

ω̃1 = 0.4410

ω̃3 = 0.6320

图 6    (a) 频率   的平面波在“Y”型波导中传输

的电场分布; (b) 频率   的平面波在“Y”型波导

中传输的电场分布

ω̃1 = 0.4410

ω̃3 = 0.6320

Fig. 6. (a) Electric field pattern of a plane wave with a fre-

quency  of      propagating  in  a  Y-type  wave-

guide; (b) the electric field pattern of a plane wave with a

frequency  of      propagating  in  a  Y-type  wave-

guide.
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ΓM

ΓM ′

ω̃1 = 0.4410 ΓM

ΓM ′

此, 在图 6(b)中, 沿  方向传输的电磁波受到少

量沿  方向传输的电磁波的影响, 最终从右上

端口出射的电磁波出现了干涉现象. 但在图 6(a)

中, 从右下端口出射的电磁波没有明显干涉现象,

这是因为频率  的电磁波若沿  方向

入射, 则几乎全部被反射回来, 故沿  方向传输

的电磁波不会受到影响. 由以上讨论可知, 这个

“Y”型波导可将不同频率的电磁波分离. 这是因为

我们设计的光子晶体同时在两个不同的波段实现

了半狄拉克锥, 并且在两个互相垂直的方向上展现

出的线性色散和非线性色散正好相反.

45◦上文仅讨论了椭圆柱子旋转  时, 利用双波

段半狄拉克锥来调控电磁波的传输问题. 但研究发

现, 椭圆柱子旋转任意角度后, 都可以实现双波段

半狄拉克锥, 只不过需要调节椭圆柱子的大小. 因

此, 只要改变椭圆柱子的放置角度同时合理调整参

数, 便可以利用半狄拉克锥沿椭圆长轴和短轴两个

方向上色散关系的各向异性, 在某个特定的 k 方向

上获得奇异的电磁特性. 

5   结　论

k · p

本文将椭圆形柱子放置在空气中, 得到一种正

方晶格的光子晶体结构. 通过调节椭圆柱子的大小

和放置角度, 在两个不同的频率上分别实现双重偶

然简并, 从而在布里渊区中心获得两个不同波段的

半狄拉克锥, 并且这两个半狄拉克锥在椭圆柱子长

轴和短轴方向上表现出的线性和非线性色散关系

截然相反. 为证实这种奇异的色散关系, 利用 

微扰理论分析了两个半狄拉克点附近的带结构, 对

应结果与 COMSOL数值计算结果吻合. 通过研究

不同频率的平面波沿不同方向入射到光子晶体中

的传输问题, 发现在半狄拉克点频率附近, 光子晶

体在线性色散所在方向上可以等效为阻抗匹配的

双零折射率材料, 但在非线性色散所在方向上只能

等效为单零折射率材料. 这种等效零折射率的单一

方向在波前整形问题中进一步得到证实. 由于两个

不同波段的半狄拉克锥在椭圆柱长轴和短轴两个

方向上表现出相异的各向异性等效零折射率, 因此

可利用“Y”型光子晶体阵列成功将两个不同频率

的电磁波分离.

探索了二维光子晶体系统中特殊的双波段半

狄拉克锥色散关系, 拓宽了介电光子晶体在制备各

向异性零折射率材料方面的应用, 为解决电磁波选

频问题提供了思路. 值得一提的是, 本工作设计的

这种内含椭圆介质柱的二维光子晶体结构所展现

出的有趣电磁特性并不仅限于某一固定方向, 通过

调整椭圆柱子的放置角度, 并适当调节柱子的大

小, 便可在某个特定的 k 方向上实现这种奇异的色

散关系. 这一特点使得该光子晶体结构具有广泛的

应用前景, 如沿任意 k 方向上的波前整形、定向传

输等. 目前, 本工作设计的光子晶体结构只实现了

TE偏振模式下的双波段半狄拉克锥, 对于 TM偏

振模式下的双波段半狄拉克锥的实现方法未做讨

论, 未来可以考虑利用各向异性的介电材料同时实

现这两种模式下的双波段半狄拉克锥. 此外, 在 TE

偏振模式下, 要想同时获得双波段的半狄拉克锥,

需要对散射体的几何参数、材料参数等进行大量尝

试, 那么是否存在一种普遍的规律使调节的过程尽

可能的缩短呢? 解决该问题的有效优化方法也值

得进一步探索.
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Abstract

k · p

Semi-Dirac  cones,  a  type  of  unique  dispersion  relation,  always  exhibit  a  series  of  interesting  transport
properties,  such  as  electromagnetic  topological  transitions  and  anisotropic  electromagnetic  transmission.
Recently, dual-band semi-Dirac cones have been found in three-dimensional photonic crystals, presenting great
potential in electromagnetic wave regulation. However, to the best of our knowledge, there has been no report
on dual-band semi-Dirac  cones  and their  applications  in  two-dimensional  photonic  crystals,  and most  of  two-
dimensional systems have only realized semi-Dirac cones at a single frequency. Therefore, we are to realize dual-
band semi-Dirac cones in two-dimensional photonic crystals.
　 　In  this  work,  a  type  of  two-dimensional  photonic  crystal  that  comprises  a  square  lattice  of  elliptical
cylinders  embedded  in  air  is  proposed.  By  rotating  the  elliptical  cylinders  and  adjusting  their  sizes
appropriately, accidental degeneracy at two different frequencies is achieved simultaneously in the center of the

Brillouin  zone.  Using      perturbation  theory,  the  dispersion  relations  near  the  two  degenerate  points  are
proved to be nonlinear in one direction, and linear in other directions.  These results indicate that the double
accidental degenerate points are two semi-Dirac points with different frequencies, and two different semi-Dirac
cones,  i.e.  dual-band  semi-Dirac  cones,  are  realized  simultaneously  in  our  designed  photonic  crystal.  More
interestingly, the dual-band semi-Dirac cones exhibit opposite linear and nonlinear dispersion relation along the
major  axis  and  the  minor  axis  of  the  ellipse,  respectively.  And  our  photonic  crystal  can  be  equivalent  to  an
impedance-matched  double-zero  index  material  in  the  direction  of  linear  dispersion  and  a  single-zero  index
material  in  the  direction  of  nonlinear  dispersion,  which  is  demonstrated  by  the  perfect  transmission  in  the
straight  waveguide  and  wavefront  shaping  capabilities  of  electromagnetic  waves.  Based  on  the  different
properties of the equivalent zero-refractive-indices near the frequencies of two semi-Dirac point, the designed Y-
type  waveguide  can  be  used  to  realize  frequency  separation  by  leading  out  the  plane  waves  of  different
frequencies along different ports. We believe that our work is meaningful in broadening the exploration of the
band  structures  of  two-dimensional  photonic  crystals  and  providing  greater  convenience  for  regulating
electromagnetic waves.
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