
 

脉动气泡在黏性介质中的声发射*
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在气泡辐射声问题中一直被使用的气泡声发射公式并未考虑介质的黏性在声波传播过程中产生的影响.

本文结合气泡的边界条件, 对黏性介质中的声波方程进行求解, 给出黏性介质中经过修正的气泡的声发射公

式, 进行气泡动力学方程求解和有限元仿真等数值计算后发现, 在考虑介质的黏性时, 本文提出的黏性介质

中气泡声发射公式所计算出的声压小于经典气泡声发射公式计算出的声压, 并且随着介质黏度、超声频率以

及传播距离的增加, 二者之间的误差逐渐增大.
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1   引　言

空化噪声会伴随空化过程出现, 早期对其的研

究主要在水声学领域, 船舶的螺旋桨空化噪声是舰

船辐射噪声中的一种, 其会对船只的叶轮造成空蚀

损坏, 另一方面由于空化噪声中包含的低频声波可

在水下传播较长距离, 其可作为被动声纳探测的对

象, 故如何降低或识别空化噪声是需要研究的重要

问题 [1,2]. 近年来, 随着诊断和治疗超声的发展, 软

组织中的声空化引起了人们的关注, 了解黏弹性介

质中空化的行为可以为提高医学超声的质量提供

有力的工具 [3]. 综上所述, 对空化现象的表征与观

测是空化研究中的一个重要问题, 监测空化噪声就

是辨识空化现象的方法之一. 空化噪声理论的基础

是单个空化泡振动辐射的噪声.

Du和Wu[4] 由流体力学基本方程出发分析了

气泡的线性声发射及二次谐波发射, 比较了径向位

移法和体积位移法对气泡非线性声辐射的描述;

Ye[5] 对 Du和Wu[4] 的工作进行了进一步讨论, 并

指出他们的公式使用条件为声波传播的远场范围;

Zilonova等 [6] 通过在黏弹性介质中的气泡动力学

方程中的驱动声压项中加上气泡声发射项来考虑

气泡的相互作用, 由于生物组织的黏度较小, 且气

泡相互作用距离较短, 介质的黏性在声波传播过程

中的影响并未被考虑. 调研发现, 无论介质有无黏

弹性, 无论是在研究气泡相互作用, 还是气泡辐射

声场, 一直在被使用的经典公式如下 [7–11]: 

pclassical =
ρ

r

(
2RṘ2 +R2R̈

)
. (1)

(1)式可以由求解理想流体中脉动球源满足的线性

声波方程后, 将方程的解在点声源近似下得出. 与

理想介质不同, 牛顿黏性介质 (简称为黏性介质)

是一种耗散性介质, 其对声波的衰减程度依据声波

传播距离和介质黏度的大小而定, 在传播距离一定

时, 介质黏度越大, 对声波的衰减作用也越大; 在

相同的黏度下, 传播距离越远, 声波衰减越大. 故

要想得到黏性介质中气泡声发射的更精确表达式,

并不能像理想介质那样处理, 需要从黏性声波方程

出发, 重新推导黏性情况下的气泡声发射表达式. 
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2   黏性介质中的气泡声发射模型

假设我们研究的气泡尺度与声波波长相比小

很多, 则可将气泡视为点声源, 并且经典的气泡声

发射 (1)式也是建立在点声源辐射声场的基础上.

虽然由此得到的结果由于做了太多理想化的近似

可能并不准确, 但目前看来这确实是一种比较容易

获得解析表达式进而得出一些定性规律的方法, 故

此处我们也采用这种方法: 将气泡视作点源, 求解

其满足的黏性介质中的波动方程, 再将气泡的边界

条件代入方程的通解, 得到气泡的辐射声场. 本节

将进行具体推导.

为了简化问题, 分析主要的突出方面, 不考虑

次要因素, 引入一些基本假设:

1)介质原本是均匀静止的;

2)由于声波频率较高, 质点之间来不及热交

换, 所以整个过程是绝热的;

3)声波的振幅很小, 各声学变量为一级微量;

4)介质中的黏性力遵循牛顿黏性定律, 单位

面积上的黏性力与速度梯度成正比.

各参数含义如下: ρ0 为介质的初始密度, p 为

介质中的声压, Φ为速度势函数, v 为质点振动速

度, t 为时间, k 为 (复) 波数, c0 为理想流体中的声

速, η为介质的黏性系数, μ 为切变黏性系数, P 为

稳态声压函数, Φ0 为稳态速度势函数, r 为距气泡

中心的距离, ω为声波角频率.

黏性介质中的波动方程形式如下 (关于速度

势 Φ) [12]: 

∂2Φ

∂t2
= c20∇2Φ+

η

ρ0

∂
(
∇2Φ

)
∂t

. (2)

Ṙ(t)

假设研究对象为黏性介质中一个中心固定的

球形气泡, 其表面沿着径向 r 做球对称胀缩振动,

半径为 R(t), 泡壁振动速度为  , 其示意如图 1.

由于脉动气泡做球对称振动, 所以其波动方程

在方向上只与 r 有关, 将 (2)式化简得到它满足的

波动方程: 

∂2Φ

∂t2
= c20

1

r2
∂

∂r

(
r2

∂Φ

∂r

)
+

η

ρ0

∂

∂t

[
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂Φ

∂r

)]
.

(3)

接下来参照理想流体中对波动方程的解法对方程

(3)进行求解.

假设方程 (3)的解有着与理想流体中一致的

形式 (只考虑向外扩散的波): 

Φ =
A

r
ei(kr−ωt), (4)

式中 A 为由声源确定的常数. 将 (4)式代入 (3) 式

得到: 

k2 =
ω2/c20

1 + (ωτ)
2 + i

ω3η/ρ0c
4
0

1 + (ωτ)
2 , (5)

其中 τ 称为弛豫时间, 

τ =
η

ρ0c20
. (6)

ωτ ≪ 1当  时 (几乎所有声学问题都能满足此

条件 [12]), 由 (5)式可得: 

k2 =
ω2

c20
+

iω3η

ρ0c40
=

ω2

c20

(
1 +

iωη
ρ0c20

)
, (7)

 

k =
ω

c0
+ i

ω2η

2ρ0c30
, (8)

记为 

k =
ω

c0
+ iα, (9)

其中 α称为衰减系数, 其与频率的平方成正比, 决

定衰减的快慢: 

α =
ω2η

2ρ0c30
=

ω2τ

2c0
. (10)

(4)式所对应的稳态速度势为 

Φ0 =
A

r
eikr, (11)

所以 r 方向的稳态速度场 

V = −∂Φ0

∂r
=

1− ikr
r

Φ0. (12)

Ṙ(t)气泡的半径 R(t)以及泡壁振动速度  已知,

由于有小振幅假设, 所以可将二者写成如下形式: 

R (t) = Ra
(
1 + he−iωt

)
, (13)

 

Ṙ (t) = Vae−iωt, (14)

 

 


(
)

图 1    脉动气泡示意图

Fig. 1. Schematic of a pulsating bubble.
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|h| ≪ 1 |Va| ≪ 1

其中 Ra 为初始半径, Va 为表示振动幅度的常数,

h 为常数, 且  ,   .

边界条件为在气泡表面处泡壁的振动速度与

介质中质点的振动速度相等:
 

V |R = Va. (15)

将 (11)式和 (12)式代入气泡所满足的边界条件

(15)式可以确定系数 A:
 

A =
R2

aVa

1− ikRa
e−ikRa . (16)

设声压的瞬态解和稳态解形式分别为
 

p =
P1

r
ei(kr−ωt), (17)

 

P =
P1

r
eikr. (18)

利用声压与速度势的关系可以得到声压的形式

如下:
 

P = − ik2c20ρ0Q
4πω (1− ikRa) r

eik(r−Ra), (19)

其中 Q(ω)是声源体积变化速度的幅度:
 

Q = S0Va. (20)

S0 = 4πR2
a kRa ≪ 1  为声源表面积. 当   , 将气泡视

作点声源, 此时
 

P = − ik2c20ρ0Q
4πωr

eikr. (21)

将 (7)式代入 (21)式:
 

P = − iωρ0Q
4πr

eikr +
ω2ηQ

4πrc20
eikr. (22)

(22)式等号右边的第 1项表面上与理想介质中稳

态声压场形式相同, 但其波数 k 如 (9)式所示为复

数, 而理想介质中的 k 为实数. 根据瞬态声场与稳

态声场的关系:
 

p (r, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
P (r, ω) e−iωtdω, (23)

可得
 

p (r, t) =
ρ0
4πr

e−αr q̇

(
t− r

c0

)

− η

4πc20r
e−αr q̈

(
t− r

c0

)
, (24)

其中 q(t)为声源的体积随时间变化的函数, 且其

与 Q(ω)为一对傅里叶变换对:
 

q (t) =
d
dt

[
4

3
πR3 (t)

]
= 4πR2 (t) Ṙ (t) , (25)

 

q (t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
Q (ω) e−iωtdω. (26)

r/c0

r/c0

t− r/c0 > 0

(24)式表明, 随着距离 r 增大, p 在减小, 且时

间上滞后  , 意为在声源处发生的体积变化经

过时间  后才会传到观察点 r 处, 在此之前观

察点 r 处无声压的变化,    才有实际意

义. 此处我们不考虑到达时间问题, 只看声波到达

后 r 处的声场分布情况, 并结合 (25)式, 得到最终

的结果为 

ppresent =
ρ0e−αr

r

(
2RṘ2 +R2R̈

)
− 4µe−αr

3c20r

(
2Ṙ3 + 6RṘR̈+R2...

R
)
, (27)

η = 4/3µ

(27)式即为脉动气泡的黏性介质中辐射声场的表

达式, 此处采用切变黏性系数 μ 对介质的黏度进

行描述, 其与 η 的关系为  
[13].

由 (27)式可以看到, 其等号右侧第一项与经

典 (1)式相比乘了一个衰减因子 e–αr. 表明脉动气

泡在黏性介质中的声发射不仅会随着距离 r 呈现

几何扩散衰减, 也会有介质黏性造成的黏滞损耗;

右侧第二项包含气泡半径振动的加速度的导数, 其

也与传播距离以及黏性系数有关.

若已知气泡半径振动函数 R(t)及其各阶导数,

则可由 (27)式求得气泡的辐射声场, 而 R(t)可由

对气泡动力学方程进行求解得到. 

3   数值计算及分析

在本节的数值计算中, 各参数的含义及取值如

表 1所示, 介质的密度和声速及气泡的表面张力系

数参照黏弹性介质——肝脏 [14] 进行取值. 

3.1    由气泡动力学方程计算

使用 Keller-Miksis方程 [15,16] 描述无限大可压

缩液体中单个球形气泡的振动:  (
1− Ṙ

c

)
RR̈+

3

2
Ṙ2

(
1− Ṙ

3c

)

=

(
1 +

Ṙ

c

)
p

ρ
+

R

ρc

dp1
dt

, (28)

其中 
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p1 =

(
p0 − pv +

2σ

R0

)(
R0

R

)3κ

− p0 + pv −
2σ

R
− 4µ

R
Ṙ− ps (t) , (29)

式中 R 为气泡瞬时半径, 上方加·表示对时间求导

数, R0 为气泡初始半径, p0 为环境静压, pv 为泡内

蒸气压力, σ为气泡表面张力系数, κ为液体的绝

热系数, ps(t)为瞬时驱动声压, 在超声空化中, ps(t)

常简写为
 

ps (t) = pa sin (2πft) . (30)

下面简述此部分所采用的计算方法及步骤.

利用 MATLAB软 件  (Mathworks,  Natick,

USA), 使用四阶-五阶 Runge-Kutta方法对微分方

程 (28)式进行求解, 得到一定条件下的气泡半径

R(t)及其各阶导数, 将其代入 (1)式或 (27) 式中

获得气泡辐射的声场.

首先给出气泡半径振动曲线及对应的辐射声

压曲线, 以对不同条件下 (1)式代表的 pclassical 和

(27)式代表的 ppresent 之间的差别有一个直观的认

识. 图2(a)—(d)对应 f = 20 kHz, pa = 100 kPa, R0 =

15 μm, r = 1000 μm时黏度分别为 0. 005, 0. 025,

0. 075, 0.1 Pa·s时的情况, 共计算了 30个周期, 取

其中第 26—28个周期进行展示. 灰色实线和红色

虚线分别是 pclassical 和 ppresent, 其幅度大小如左侧

黑色纵轴所示,  蓝色曲线为气泡的归一化半径

R/R0, 其幅度大小如右侧蓝色纵轴所示.

可以看出在气泡的剧烈塌缩阶段会发出冲击

波 (图 2(a)) , 但随着黏度的增大 (图 2(b)—(d))
气泡的最大振幅逐渐减小, 回弹也逐渐减弱, 其所

辐射出的声压幅值也在逐渐减小, 但由于图 2中所

有的黏度取值相对来说都比较小, 所以 pclassical 和

ppresent 基本没有区别.

 

表 1    数值计算中参数的含义及取值
Table 1.    Definition and value of parameters in nu-

merical calculation.

参数 含义 取值

σ/(N·m–1) 表面张力系数 0.056

c/(m·s–1) 声速 1549

c0/(m·s–1) 理想介质中的声速 1500

ρ/(kg·m–3) 密度 1100

p0/kPa 环境静压 101.3

pv/kPa 泡内水蒸气压 2.33

κ 绝热指数 1.4
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图 2    气泡半径及辐射声压曲线 , f = 20 kHz, pa = 100 kPa, R0 = 15 μm, r = 1000 μm　(a) μ = 0.005 Pa·s; (b) μ = 0.025 Pa·s;

(c) μ = 0.075 Pa·s; (d) μ = 0.1 Pa·s

Fig. 2. Bubble radius and radiation sound pressure curves, f = 20 kHz, pa = 100 kPa, R0 = 15 μm, r = 1000 μm: (a) μ = 0.005 Pa·s;

(b) μ = 0.025 Pa·s; (c) μ = 0.075 Pa·s; (d) μ = 0.1 Pa·s.
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图 3(a)—(d)对应 f = 4500 kHz, pa = 200 kPa,

R0 = 3 μm, r = 1000 μm时黏度分别为 1, 2, 4,

6 Pa·s时的情况, 共计算了 30个周期, 取其中第

25—30个周期进行展示. 灰色实线和红色虚线分

别是 pclassical 和 ppresent, 其幅度大小如左侧黑色纵

轴所示, 蓝色曲线为气泡的归一化半径 R/R0, 其

幅度大小如右侧蓝色纵轴所示.

图 3对应的黏度较大, 所以 pclassical 和 ppresent
之间的区别开始有所体现, 由图 3(a)—(d)可以看

出随黏度的增大, 气泡的最大振幅和辐射出的声压

幅值都在逐渐减小, 且 pclassical 和 ppresent 之间的差

别在逐渐增大. 

3.2    由有限元方法仿真计算

本节采用 COMSOL Multiphysics (COMSOL,

Stockholm, Sweden) 对气泡辐射的声场进行有限

元仿真 (FEM) , 并与数值计算结果作比较. 以往

对空化气泡的有限元仿真大都基于计算流体力学

(CFD) 模块, 但由于其涉及移动网格技术以及网

格重新划分等步骤, 计算量较大, 在本文中我们更

换一种思路, 采用压力声学 (瞬态) 模块进行计算.

具体步骤为: 由四阶-五阶 Runge-Kutta方法对微

分方程 (28)进行求解, 得到一定条件下的气泡半

径 R(t), 在 COMSOL Multiphysics中采用压力声

学模块, 将气泡视为辐射声源, R(t)作为边界件

(法向位移) 赋值给球形气泡壁, 计算其周围声场.

由于本文理论基于脉动球源的辐射, 在对球形

气泡建模时选择二维轴对称模型, 所分析的区域

(即气泡外部) 设置为圆形, 根据脉动球源的特性,

可进一步将模型简化为 1/4圆的扇形. 由于此处气

泡的半径随时间的变化 R(t)已知, 且所关心的是

气泡外部的声场, 为了提高计算效率, 可以将气泡

域直接减掉. 在所分析区域的最外层设置完美匹配

层以模拟无限大介质, 代表介质的圆 (包含完美匹

配层) 半径为 r1, 完美匹配层厚度设置为 r1/10. 所

求解的最大频率设为基频的 2倍, 其决定了网格划

分大小. 为计算域划分网格时使用自由三角形网

格, 一个波长由 6个网格来解析, 完美匹配层使用

8层四边形网格划分. 以 R0 = 3 μm, r1 = 9000 μm,

超声频率 f = 4000 kHz举例, 模型及网格划分如

图 4所示, 其中图 4(a)为所建立的几何模型, 由于

网格较密集, 为了清晰展示, 将图 4(a)上下两个红
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图 3    气泡半径及辐射声压曲线, f = 4500 kHz, pa = 200 kPa, R0 = 3 μm, r = 1000 μm　(a) μ = 1 Pa·s; (b) μ = 2 Pa·s; (c) μ =

4 Pa·s; (d) μ = 6 Pa·s

Fig. 3. Bubble radius and radiation sound pressure curves, f = 4500 kHz, pa = 200 kPa, R0 = 3 μm, r = 1000 μm: (a) μ = 1 Pa·s;

(b) μ = 2 Pa·s; (c) μ = 4 Pa·s; (d) μ = 6 Pa·s.
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色矩形框位置的网格划分情况放大展示于图 4(b),

(c), 图 4(c)中, 左下角缺失的扇形代表气泡.

Ṙ R̈

比较 (1)式和 (27)式可发现, 二者都是基于气

泡半径 R, 泡壁速度  , 加速度  以及一些声参数

和环境参数所构建, 而气泡的半径、速度及加速度

的获取方式都是求解气泡动力学方程 (28). 同样

地, FEM方法中, 气泡的半径将作为法向位移边

界条件出现, 也需要先由求解 (28)式获得. 即三者

的气泡动力学特性都是由同一种方法——求解气

泡动力学方程获得. 故下面比较介质的黏性系数

μ、超声频率 f、与声源的距离 r 不同时 3种模型的

差异. 

3.2.1    介质黏性系数的影响

图 5给出 f =  4000 kHz, R0 =  3  μm,  pa =

200 kPa,  r  =  8000  μm时的气泡声发射曲线 ,

图 5(a)—(c)的黏度分别为 μ = 0. 25, 0. 5, 1 Pa·s.

灰色曲线和蓝色曲线分别为 (1)式和 (27)式计算

出的 pclassical 和 ppresent, 红色曲线是有限元法的结

果. 可以看出代表 pclassical 的灰色曲线幅值最大, 代

表 ppresent 的蓝色曲线和代表 FEM的红色曲线的

幅值都位于灰色曲线之下; 随着黏度的增大, pclassical
与 FEM、ppresent 逐渐拉开差距, FEM与 ppresent 相

对来说越来越接近, 说明黏度越大, ppresent 越能反

映出气泡声发射的真实情况. 

3.2.2    超声频率的影响

图 6给出 R0  =  3  μm,  pa  =  200 kPa,  r  =

3000 μm, μ = 1 Pa·s时的气泡声发射曲线, 图 6(a)—

(c)在不同频率下计算得出, 其对应的频率分别为

f = 2000, 4000, 8000 kHz. 灰色曲线和蓝色曲线分

别为 pclassical 和 ppresent, 红色曲线是有限元法的结

 

=0 =0

9000

8000

7000

6000

5000

4000

3000

2000

1000

0

9200

9000

8800

8600

8400

8200

8000

7800

7600

0 2000 4000 6000 500 1000 15008000

/mm

0 10 20

/mm/mm


/
m
m


/
m
m

(a) (b)


/
m
m

(c)

20
18

22

16
14
12
10
8
6

2
4

0
-2
-4
-6

图 4    气泡声辐射的有限元计算模型　(a) 二维轴对称几何模型; (b) 局部网格划分 1; (c) 局部网格划分 2

Fig. 4. Finite element model for calculating bubble acoustic radiation: (a) Two-dimensional axisymmetric geometric model; (b) lo-

calised grid division 1; (c) localised grid division 2.
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图 5    不同黏度下气泡辐射声压, f = 4000 kHz, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, r = 8000 μm　(a) μ = 0.25 Pa·s; (b) μ = 0.5 Pa·s; (c) μ =

1 Pa·s

Fig. 5. Sound pressure curves of bubble radiation under different viscosity, f = 4000 kHz, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, r = 8000 μm:

(a) μ = 0.25 Pa·s; (b) μ = 0.5 Pa·s; (c) μ = 1 Pa·s.
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果. 可以看出代表 pclassical 的灰色曲线幅值最大, 代

表 ppresent 的蓝色曲线和代表 FEM的红色曲线的

幅值都位于灰色曲线之下, 且红、蓝两条曲线的差

距小于灰、蓝两条曲线的差距, 这在高频情况下尤

为明显, 说明在频率较高时, 不可忽略声波在传播

过程中的衰减. 频率越高, ppresent 越能反映出气泡

声发射的真实情况. 

3.2.3    与声源间距离的影响

图 7为距声源中心不同距离下, f = 4000 kHz,

R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, μ = 1 Pa·s时的气泡

声发射曲线, 图 7(a)—(c)分别代表距声源 r =

1000, 4500, 8000 μm的情况; 灰色曲线和蓝色曲

线同样为 pclassical 和 ppresent, 红色曲线是有限元法

的结果. 与前两节相似, 代表 pclassical 的灰色曲线幅

值最大, 代表 ppresent 的蓝色曲线和代表 FEM的红

色曲线幅值位于灰色曲线之下; 随着距离的增大,

pclassical 与 FEM和 ppresent 二者逐渐拉开差距, FEM

与 ppresent 相对来说越来越接近, 说明距离声源越

远, ppresent 越能反映出气泡声发射的真实情况.

需要注意的是本节所提出的有限元计算的

具体方法仅在气泡脉动幅度和泡壁速度较小, 波形

较接近简谐波形式时适用, 在气泡发射出冲击波

的大振幅情况下此方法的计算结果并不令人信

服, 其原因可能有很多方面, 比如计算精度 (输出

时间步长) , 气泡问题的非线性, 插值结果的准确

度等.
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图 6    不同频率下气泡辐射声压, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, r = 3000 μm, μ = 1 Pa·s　(a) f = 2000 kHz; (b) f = 4000 kHz; (c) f =

8000 kHz

Fig. 6. Sound pressure curves of bubble radiation under different frequency, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, r = 3000 μm, μ = 1 Pa·s:

(a) f = 2000 kHz; (b) f = 4000 kHz; (c) f = 8000 kHz.

 

classical present FEM

-40

-30

-20

-10

0

10

20

30

40

时间/ms

0.5 1.0 1.5 2.0

声
压
/
P
a

(a)

-10

-5

0

5

10

时间/ms

0.5 1.0 1.5 2.0

声
压
/
P
a

(b)

-5

5

0

时间/ms

0.5 1.0 1.5 2.0

声
压
/
P
a

(c)

图 7    不同距离下气泡辐射声压, f = 4000 kHz, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, μ = 1 Pa·s　(a) r = 1000 μm; (b) r = 4500 μm; (c) r =

8000 μm

Fig. 7. Sound pressure curves of bubble radiation under different distance,  f = 4000 kHz, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, μ = 1 Pa·s:

(a) r = 1000 μm; (b) r = 4500 μm; (c) r = 8000 μm.
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4   结　论

本文参照理想介质中声波方程的解法, 对黏性

介质中脉动球源声波方程进行求解, 后结合点声源

条件以及气泡的边界条件, 给出黏性介质中气泡的

声发射表达式 

ppresent =
ρ0e−αr

r

(
2RṘ2 +R2R̈

)
− 4µe−αr

3c20r

(
2Ṙ3 + 6RṘR̈+R2...

R
)
,

pclassical = ρ/r(2RṘ2+

R2R̈)

其在经典气泡声发射公式 

 的基础上进一步考虑了声传播过程中介质的

黏滞性对其造成的衰减. 使用四阶-五阶 Runge-

Kutta数值计算方法由气泡动力学方程解出气泡

半径 R(t), 后使用直接代入公式方法和有限元方法

对气泡辐射声场进行了求解. 得出结论: 介质黏度

越大, 声波频率越高, 传播距离越远, 直接代入公

式方法计算出的 ppresent 比 pclassical 之间的误差越大

(如在 f = 4000 kHz, R0 = 3 μm, pa = 200 kPa, μ =

1 Pa·s, r = 8000 μm时, 二者的误差达到 50%以

上), 而有限元方法的计算结果与直接代入公式方

法计算出的 ppresent (也就是本文推导的公式) 越接

近, 说明在此条件下 ppresent 比 pclassical 更能反映出真

实的情况. 在二者相差较大时, 若继续使用 pclassical
衡量气泡的声发射, 可能会对空化的表征造成影

响, 如对空化强度、空化阈值等参数的不准确描述.

后续研究可以以此为基础, 考虑介质的弹性对气泡

声发射的影响, 进而得到介质黏弹性与气泡声发射

的关系.
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Abstract

The classical single bubble’s acoustic emission equation has been used to describe the sound filed radiated

by bubble for a long time. Because this formula does not consider the influence of the medium viscosity in the

process of sound wave propagation, it is more reasonable to modify it in some special cases.

　　Based on the boundary condition of the bubbles, i.e. the vibration velocity of the bubble wall is equal to

the particle vibration velocity of the external medium at the bubble boundary, the acoustic wave equation in
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spherical  coordinate  system  in  viscous  medium  is  solved,  and  the  modified  acoustic  emission  formula  of  the
bubble in the viscous medium is given.
　　The bubble radius R(t) is  obtained numerically from the bubble dynamics equation by using the fourth-
fifth  order  Runge-Kutta  method.  Then  the  bubble's  radiation  sound  field  is  obtained  by  using  the  direct
substitution method and the finite element (The pressure acoustics module; two-dimensional (2D) axisymmetric
geometric model) method, respectively. The modified expression ppresent given in this work is more accurate to
describe the bubble’s radiation than the classical expression pclassical in the cases of high-viscosity, high-frequency
and long-distance. In these cases, continuing to measure the acoustic emission of bubbles by using the classical
expression  may  have  an  influence  on  the  characteristics  of  cavitation,  such  as  the  inaccurate  descriptions  of
parameters such as cavitation intensity and cavitation threshold.

Keywords: bubble  acoustic  emission,  viscous  acoustic  wave  equation,  bubble  dynamics,  finite  element
simulation
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Acoustic wave equation in viscous medium
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